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INTRODUCCIÓN

Carlos Armando Cuevas-Vallejo

En el mes de marzo del año 1975 nace en la Ciudad de México la Sección de Matemática Educativa. 
Desde su fundación se contempló como parte del Departamento de Investigaciones Educativas, del 
organigrama del Centro de Investigaciones y de Estudios Avanzados del Instituto Politécnico Na-
cional (CINESTAV-IPN). Aunque en aquellos años no existían muchos reportes e índices de aprove-
chamiento escolar, los indicios del grave problema que representaba la enseñanza y aprendizaje de la 
matemática, en todos los niveles escolares, ya era alarmante. Las especialidades profesionales esta-
ban aisladas y separadas unas de las otras; ciencias como física, química, biología, economía y mate-
máticas eran disciplinas aisladas a pesar de su enorme relación. En aquellos años, existían dos escue-
las pioneras en ciencias, la Facultad de Ciencias de la Universidad Nacional Autónoma de México y 
la Escuela Superior de Física y Matemáticas del Instituto Politécnico Nacional, y en ambas, los se-
senta fueron un despegue al desarrollo de las escuelas de ciencias del país, al incorporarse los prime-
ros estudiantes que habían salido al extranjero a especializarse en Topología, Análisis Matemático, 
Variable Compleja, Probabilidad, Álgebra y otras especialidades. Precisamente en los años sesenta 
empieza a resquebrajarse el proyecto de reforma curricular llamado “matemáticas modernas”. Este 
importante movimiento, que modificó los planes y programas de estudio de las escuelas primarias y 
secundarias de los Estados Unidos y que influyó enormemente en toda América Latina, arrancó por 
1952, cuando distintos grupos de profesores de matemáticas empezaron a plantearse la necesidad de 
modificar la enseñanza de esta ciencia y la manera de llevarlo a cabo, sobre todo en la educación 
elemental y básica (Little and High school). La mayor crítica era que la matemática escolar era total-
mente descontextualizada, era mecánica y sin sentido para los estudiantes. Inesperadamente el 4 de 
octubre de 1957 fue lanzado al espacio sideral el Sputnik 1, el primer satélite artificial, desde el 
cosmódromo de Baikonur, en Kazajistán, antigua Unión Soviética o urss. Al día siguiente, el afama-
do diario New York Times publicaba en primera plana “Sonda soviética sobrevuela Estados Unidos 
quince veces cada 24 horas”. Aquel suceso, en plena Guerra Fría, conmocionó las estructuras socia-
les y políticas estadounidenses, que sintieron herido su orgullo nacional. 

De inmediato el gobierno estadounidense se preocupó por la escasa capacidad científica de 
su país, y con presteza solicitó remediar este desequilibrio en la educación. Se requería de más 
científicos en el área dura de las ciencias. Ahí inicia la famosa reforma educativa de las matemáti-
cas modernas, en donde se le daba a la educación elemental un fuerte contenido de rigor y forma-
lidad. Esta reforma, que inicia en los sesenta, con fuerte influencia de la escuela francesa Bourba-
quiana, encuentra reflejo en Latinoamérica y en particular en nuestro país.

En el paroxismo de su propósito totalizador, se llegó a proponer la introducción en la Educación Secun-
daria del Lenguaje de Categorías (abstracciones de segundo orden que estructuran aspectos comunes a 
diversas estructuras), con un programa de 17 teoremas y conceptos como los funtores “que toda persona 
bien educada debe conocer” (Peter J. Hilton. Conferencia en el Primer Congreso Internacional de zwin. 
1972. Centro Belga de Pedagogía Matemática (Sorando, 2002, p. 122). 
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Esta embriaguez de la matemática moderna influyó enormemente en la educación matemática 
desde los sesenta, e inclusive ochenta. Sin embargo, en 1976 Morris Kline sepulta esta reforma 
con la publicación de su famoso texto: El Fracaso de la Matemática Moderna ¿Por qué Juanito no 
sabe sumar?

A finales de los sesenta un grupo de profesores del Departamento de Matemáticas puras 
encabezados por el eminente matemático Carlos Imáz Yahnke, inician un proyecto sui generis 
para los objetivos de dicho departamento. La escritura de un libro de matemáticas para las prima-
rias en México por encargo de la sep. A ese proyecto se sumaron muchos de los más connotados 
colegas del Doctor Imáz del Departamento de Matemáticas y sus alumnos. De hecho, la tarea de 
programas de estudio y libros de texto oficiales era delegada a profesores normalistas, quienes 
mantenían un contacto casi nulo con las escuelas de ciencias. El Doctor Imaz coordinó, de 1970 
a 1976, el trabajo de elaborar los libros de texto gratuito de matemáticas para la educación prima-
ria en México, que fueron utilizados por más de una década.

“La impresión más general sobre los textos tradicionales es que son insufriblemente pesados. 
La mayor parte de los autores de libros de texto, parecen creer que una obra científica debe ser fría, 
sin imaginación, mecánica y seca (Kline, 1976. p. 18)”. Y posiblemente el entusiasmo e investigación 
de este trabajo sembró la semilla de la preocupación por la enseñanza y aprendizaje de las matemá-
ticas y en 1975, para ser precisos, un subgrupo de matemáticos, de este mismo departamento, inicia 
un proyecto que parecía descabellado para aquellos años y sobre todo para la línea formal y rigurosa 
del departamento de matemáticas. Con arrojo y valor, los doctores Carlos Imáz (†), Eugenio Filloy 
(†) y Juan José Rivaud (†) crean la Sección de Matemática Educativa y se constituye lo que hoy es el 
Departamento de Matemática Educativa (Dme). 

“Para muchos de nosotros no había duda: allí estaba un grupo destacado de matemáticos 
profesionales poniendo su talento y sus conocimientos al servicio de un proyecto educativo: solo 
cabía esperar lo mejor (Moreno et al., 1995, p. 26)”. El propósito fue establecer investigaciones y 
propuestas científicas que abordan el problema de la enseñanza de la matemática en México. 
Cabe mencionar que esto era inédito dentro de la investigación científica en el mundo y que si 
bien había indicios en Francia con la creación de los Irems (L’Institut de Recherche sur l’Enseig-
nement des Mathématiques) en 1968, por primera vez un grupo eminente de matemáticos abría 
una disciplina científica con todos los riesgos que esto supone. 

Desde sus primeros años, los fundadores hicieron una convocatoria internacional y se su-
maron muchos matemáticos interesados en la investigación de educación matemática, como 
François Pluvinage (†), Guy Brousseau y Narasiman, Luis Puig, entre otros.

Desde sus inicios, una grave preocupación fue el estudio de los fundamentos y la historia de la 
matemática e incluso dentro de sus primeros cursos se encontraban las materias “Matemática y cono-
cimiento científico” y “Fundamentos e historia de la matemática”; ahí se estudió el desarrollo concep-
tual del cálculo diferencial e integral y análisis de textos de la misma materia. Y fue cuando el Doctor 
Rivaud (†), en uno de sus cursos, nos mostró que el cálculo diferencial e integral era un hueco en los 
programas de estudio de las universidades en la enseñanza tradicional, mencionó que la enseñanza del 
cálculo se polarizaba en dos extremos, por un lado, el uso indiscriminado de fórmulas de derivación e 
integración, sin contexto o significado alguno y por el otro, el esquema formal donde se enseñaba prin-
cipios de análisis matemático con el estudio de series y sucesiones y procesos de convergencia. Es decir, 
los significados y aplicaciones del cálculo diferencial e integral, quedaban fuera en esta disciplina, “Si 
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no se da significado a las matemáticas es como si se enseñara a los estudiantes a leer la notación musical 
sin permitirles interpretar música” (Kline, 1976, p. 18).

Planteada esta inquietud a los Seminarios de investigación internos dentro del Dme, en el año 
de 2006, el Doctor François Pluvinage y el Doctor Carlos Armando Cuevas Vallejo deciden crear 
un Seminario Nacional sobre la Enseñanza del Cálculo de manera virtual, para abordar la proble-
mática de la enseñanza y aprendizaje del Cálculo. La idea fue establecer una estrecha comunicación 
entre investigadores en matemáticas y matemática educativa con profesores e investigadores de todo 
el país. Nuestra tarea consistió en realizar un análisis y selección de artículos internacionales publi-
cados en revistas acreditadas, esto fue posible gracias a la infraestructura del cinvestav, para ser 
compartidos y discutidos por la comunidad, que entre otras cosas no tenía tal facilidad de acceso a 
esta información. Para nuestra fortuna, el proyecto tuvo buena acogida por el sistema educativo y, 
en aquel inicio, profesores de diversas universidades y de escuelas de nivel medio superior se adhirie-
ron con entusiasmo. Sin capital y sin apoyo económico alguno, llevados por el entusiasmo, decidi-
mos hacer una convocatoria para realizar un primer Encuentro Internacional sobre la Enseñanza 
del Cálculo. El evento se llevó a cabo en las instalaciones del Cinvestav-ipn y contó con una par-
ticipación solidaria y entusiasta del medio académico y colegas del Dme. 

El Seminario se ha llevado a cabo de manera ininterrumpida durante más de 15 años, y 
cada vez se incorporan más universidades de Europa, América Latina, Canadá y otros países. Al 
crecer la comunidad educativa fue indispensable la extensión del estudio del cálculo hacia todos 
los tópicos y temas de matemáticas y ciencias y a todos los niveles educativos. El primer Encuen-
tro Nacional sobre la Enseñanza del Cálculo tomó un carácter general agregando Enseñanza de 
la Ciencia y Matemática, con la colaboración solidaria de investigadores de todos los países del 
orbe. Sería muy largo enumerar a todos los científicos nacionales e internacionales que nos han y 
siguen apoyando en este proyecto de investigación, pero sí podemos mencionar con orgullo que 
hemos tenido en nuestros eventos a destacados investigadores nacionales y extranjeros en nuestra 
disciplina. Y precisamente en el intento por dejar un testimonio más imperecedero de las contri-
buciones científicas, en el año 2013, decidimos el Doctor Pluvinage y un servidor, darnos a la ta-
rea de publicar un libro con contribuciones internacionales que pudiera ser útil a toda la comuni-
dad educativa y así nace el libro La enseñanza del cálculo diferencial e integral: compendio de 
investigaciones y reflexiones para profesores, formadores e investigadores en Matemática Educativa 
(Cuevas y Pluvinage, 2013a), publicado por la editorial Pearson. 

Años después y ante múltiples dificultades económicas nace el segundo libro: Tendencias ac-
tuales en enseñanza de las ciencias, una perspectiva para investigadores y docentes (Cuevas-Vallejo, 
Martínez-Reyes y Cruz, 2018), publicado por la misma editorial, y hoy presentamos a ustedes, en un 
esfuerzo conjunto, el tercer libro: Investigaciones y experiencias en enseñanza de las ciencias y la ma-
temática publicado por la Universidad Autónoma del Estado de México y editorial Aldus. 

Estimados lectores, con el fin de facilitar la búsqueda y ubicación de contenidos, hemos 
separado en cuatro grandes apartados los artículos que presentan los investigadores:

1. Educación matemática y cálculo diferencial e integral. Nivel medio superior y superior.
2. Educación matemática y álgebra lineal y sus aplicaciones. Nivel medio y superior.
3. Educación matemática y aplicación de las tecnologías digitales. Nivel básico, medio 
	   superior y superior.
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4. Educación matemática y modelación. Nivel básico, medio superior y superior.

El contenido de cada capítulo abarca enseñanza de la matemática y ciencia en todos los 
niveles educativos. Comprende desde aplicaciones en el aula con tecnología hasta propuestas de 
corte cognitivo.

El lector tendrá en sus manos propuestas metodológicas, teorías de conocimiento, uso de tec
nología digital, entre otras, que son producto de años de estudio y reflexión de cada uno de los 
autores. Agradecemos a cada uno de ellos su colaboración y solidaridad en este libro dedicado a 
la memoria del Profesor François Pluvinage. 

Confieso que de no ser por el enorme entusiasmo, trabajo y amor a la ciencia del Doctor 
Pluvinage, yo no hubiera podido continuar con esta noble pero compleja tarea. Vaya pues, hacia 
donde quiera que esté François, nuestro agradecimiento y recuerdo.
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CAPÍTULO 1. INTERPRETACIONES DE CONCEPTOS DEL CÁLCULO CON 
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Resumen

Proponemos una serie de etapas a seguir para modelar matemáticamente un fenómeno. El problema 
a modelar es el comportamiento del número de infectados por coronavirus en algunos países. Con 
el uso de un proceso de regresión encontramos una función que nos da información sobre el núme-
ro de personas infectadas desde que inició la pandemia hasta un día específico. Utilizando concep-
tos de Cálculo, como son, primera, segunda y tercera derivada de la función que representa a los 
infectados, y apoyados en la tecnología, proporcionamos interpretaciones de estos conceptos en el 
contexto de la pandemia. Consideramos que esta propuesta didáctica puede tener un impacto favo-
rable en Cálculo y cursos relacionados, principalmente en el nivel universitario.

1. Antecedentes

Desde los tiempos antiguos, las matemáticas han estado relacionadas con diversos fenómenos, en un 
principio con fenómenos naturales, después con fenómenos de tipo social, económico y tecnológico, 
entre otros. Grandes matemáticos han trabajado en el área de las matemáticas aplicadas, entre ellos 
podemos mencionar a Arquímedes de Siracusa, Isaac Newton, Leonhard Euler, Joseph Fourier o 
Albert Einstein. Cabe hacer mención que Newton, Fourier y Einstein son considerados físicos, sin 
embargo, sus contribuciones a la matemática son tan representativas que también son considerados 
grandes matemáticos. Tres matemáticos que ameritan mención son Wassily Leontief, Leonid Vitálie-
vich Kantorovich y John Forbes Nash, quienes ganaron el Premio Nobel de Economía por sus traba-
jos sobre la modelación matemática de problemas en esta materia.  En algún momento de la historia 
surgieron áreas de las matemáticas que se desarrollaron con la finalidad de generar conocimiento 
matemático sin poner énfasis en las aplicaciones, lo cual generó una separación de la matemática con 
otras disciplinas en lo referente a las aplicaciones. Así, se generó una gran cantidad de conocimiento 
que se puso a disposición de las diferentes disciplinas para desarrollar modelos matemáticos.

En México, lo anterior tuvo un impacto en los planes de estudios en diferentes niveles educa-
tivos, considerando que el objetivo principal de la mayoría de las materias de matemáticas es dotar a 
los estudiantes de conocimiento matemático; por ejemplo, conceptos, algoritmos, métodos y en al-
gunos casos se contextualiza la matemática con ejemplos de aplicaciones. Sin embargo, no existe un 
énfasis en la modelación matemática, incluso en carreras como las ingenierías, donde un estudiante 
cursa en promedio siete materias de matemáticas, entre las que se encuentran álgebra, cálculo en una 
variable, cálculo en varias variables, álgebra lineal, probabilidad y estadística, ecuaciones diferencia-
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les y métodos numéricos. Estos cursos dan conocimiento al alumno sobre diferentes temas y en al-
gunos casos se trabaja con ciertas aplicaciones de las matemáticas; sin embargo, en la mayoría de 
estos cursos, no se tiene explícitamente el objetivo de desarrollar en los estudiantes la competencia 
de la modelación matemática.  

En los últimos cincuenta años se ha realizado una extensa investigación en modelación 
matemática y en las aplicaciones de la misma, desde el enfoque de la Didáctica de las Matemáti-
cas. Varios grupos de investigadores se han dedicado a desarrollar proyectos en el tema, cabe ha-
cer mención al Icme (International Congresses on Mathematical Education), donde se presentan 
una gran variedad de trabajos sobre modelación matemática y temas relacionados con el Ictmm 
(International Conferences on the Teaching of Mathematical Modelling and Applications), donde 
se analizan resultados de investigación.  

Entre los productos del Icme se encuentra el 14 Estudio Icme (Blum et al., 2007), donde 
se presentan investigaciones en las áreas de epistemología y modelación, competencias de mode-
lación, aplicaciones y modelación para matemáticas, pedagogía y modelación, implementación y 
práctica, valoración y evaluación, entre otros. Podemos pensar que las aplicaciones de las matemá-
ticas corresponden sólo al nivel universitario, sin embargo la prueba Pisa (Programme for Inter-
national Student Assessment), que se aplica cada tres años a estudiantes de secundaria y bachille-
rato, es un proyecto que considera las relaciones del mundo real y las matemáticas. El proyecto 
Pisa es considerado una literacidad matemática, en el sentido que los estudiantes deben tener la 
capacidad para identificar y entender el papel que juegan las matemáticas en el mundo. 

Otros resultados de investigación se muestran en el Icme-13 Topical Surveys (Greefrath y 
Vorhölter, 2016), donde se presentan resultados sobre el desarrollo de la discusión en países de 
habla alemana, así como análisis de los diferentes ciclos de modelación y perspectivas de la mode-
lación, la modelación matemática como competencia en la educación estándar, el papel de la tec-
nología en la enseñanza —aprendizaje de la modelación y resultados de investigación empírica 
sobre modelación matemática en países de habla alemana. 

La Ictmm ha producido libros acerca de la modelación matemática en la práctica e investiga-
ción educativa, considerando las influencias cognitivas, sociales y culturales (Stillman et al., 2015) y 
Modelación matemática y aplicaciones: cruzando e investigando fronteras en educación matemática 
(Stillman et al., 2017). Algunos de los temas tratados en estas obras son: prácticas innovadoras en 
investigación y enseñanza de la modelación, investigación y evaluación de la enseñanza y aprendizaje 
en modelación, aspectos pedagógicos para enseñanza y aprendizaje de la modelación, evaluación en 
escuelas y universidades, nuevos enfoques en la práctica, enseñanza e investigación, fronteras de la 
investigación en modelación matemática, asuntos pedagógicos para profesores y educadores con el 
uso de la modelación matemática y aplicaciones, la influencia que tiene la tecnología en la modelación 
matemática y aplicaciones junto con evaluación de modelos matemáticos en las escuelas, entre otros.

Como podemos observar, es muy amplio el trabajo que se ha realizado desde el enfoque de la 
didáctica de las matemáticas sobre modelación matemática y aplicaciones. Por lo tanto, se tienen 
bases firmes para proponer actividades didácticas, llevarlas al aula y observar las implicaciones que 
pueden tener en los estudiantes. El objetivo de este trabajo es mostrar una actividad, con fines edu-
cativos, de modelación matemática del número de infectados y nuevos contagios en algunos países 
a causa de la pandemia del coronavirus. Se propone un procedimiento matemático que encuentra 
un modelo, a partir de los datos reportados por ciertos países; esto es una función que proporciona 
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información sobre el número de infectados desde un día inicial, hasta un día específico. Después, 
utilizando conceptos del Cálculo y con el uso de un software, se interpretan los resultados del mode-
lo y se enfatiza en el uso de conceptos matemáticos como son: la primera, segunda y tercera derivada 
de una función, puntos críticos, máximos y mínimos locales, regiones de crecimiento y decreci-
miento, entre otros.

2. Modelación matemática  

En la literatura existen varios procesos de cómo construir un modelo matemático, en la Figura 1 
proponemos un diagrama sobre los caminos que se pueden seguir para construir, resolver e interpre-
tar un modelo matemático. Dicho proceso lo podemos describir de la siguiente manera:

1. Elegir un problema a modelar. La elección de un problema (fenómeno) a modelar, no sigue 
en general alguna regla establecida. Algunas razones para elegir un problema son: está de moda, el 
problema es relevante, es actual, algún ente (institución, autoridad, etc.) solicitó estudiar el tema, 
entre otras. Es claro que el problema a estudiar debe tener un interés científico y debe dar respuesta a 
una problemática que se presenta en alguna área del conocimiento.

2. Buscar información pertinente sobre el problema. Es fundamental contar con la infor-
mación necesaria para tener un panorama general sobre el problema, esto implica contar con fuentes 
de información fidedignas y confiables, que nos aporten un estado del fenómeno que queremos es-
tudiar. En algunos casos, se debe recurrir a un experto en el área de estudio, quien podrá aportar 
conocimiento valioso para la comprensión del problema. 

3. Recopilación de datos. Los datos del problema pueden ser cuantitativos y cualitativos, se 
pueden obtener de alguna base de datos o se pueden recopilar mediante encuestas o mediciones que 
uno realice directamente. Es importante que las bases de datos sean tomadas de instituciones de 
reconocido prestigio y que los instrumentos que utilizamos para recopilar datos estén validados 
por expertos. 

4. Propuesta y solución del modelo matemático. Cuando contamos con la suficiente in-
formación sobre el problema debemos identificar el tipo de variables que vamos a estudiar y, sobre 
todo, debemos identificar qué información queremos obtener a partir de los datos con los que 
contamos. Es complejo establecer los tipos de modelos matemáticos que existen, en virtud de que 
hay una gran variedad de ellos; por ejemplo: una ecuación algebraica, un sistema de ecuaciones 
algebraicas, ecuaciones lineales y no lineales (menos conocidas), puede ser un problema de opti-
mización, una ecuación diferencial ordinaria o una ecuación diferencial parcial, podemos mode-
lar mediante procesos estacionarios o procesos estocásticos, entre muchos más. Por lo anterior, es 
necesario contar con un conocimiento amplio en el campo de las matemáticas. Se puede dar el 
caso que las matemáticas que se requieran para modelar un fenómeno todavía no se han desarro-
llado o aún cuando el modelo se pueda plantear, posiblemente no se cuente con las herramientas 
matemáticas para dar solución al modelo. Las soluciones para un determinado modelo matemá-
tico, por lo regular, son soluciones analíticas, soluciones numéricas o soluciones algebraicas. Sin 
embargo, existe la posibilidad de que la solución se dé en términos gráficos o tabulares. 

5. Validación del modelo matemático de los resultados. La solución obtenida para el mode-
lo matemático la debemos validar con los datos del problema, para corroborar que existe consisten-
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cia entre lo observado y los resultados obtenidos. En ocasiones se hacen algunos supuestos sobre el 
comportamiento del fenómeno, lo que nos genera un modelo matemático “ideal”; es decir, no tan 
apegado a la realidad. Si esto sucede, los resultados obtenidos tendrán alguna discrepancia con los 
datos del fenómeno y entonces debemos valorar qué tan eficientes son nuestros resultados.

6. Interpretación del modelo matemático con relación al problema. El último paso que 
sugerimos es interpretar de la manera más adecuada nuestros resultados y realizar predicciones 
sobre el comportamiento del fenómeno. En algunas ocasiones el modelo nos ayuda a entender 
mejor el problema y los conceptos o procesos matemáticos o también nos ayuda a realizar simula-
ciones sobre diferentes situaciones que se pueden presentar.  

El proceso de modelación descrito en esta sección es un proceso que puede llevar a cabo una 
persona con conocimientos en matemáticas aplicadas. En las próximas secciones ilustraremos este 
proceso, con énfasis en la enseñanza de la modelación matemática para estudiantes universitarios.   

Figura 1. Un esquema para el proceso de modelación matemática. Elaboración propia.

3. La pandemia del coronavirus

En esta sección ilustraremos el proceso, propuesto anteriormente, para desarrollar un modelo matemá-
tico del comportamiento de la pandemia del coronavirus. Siguiendo los pasos establecidos tenemos:

3.1 Elección del problema a modelar

Para este capítulo se tomaron como modelo algunas epidemias ocurridas a lo largo de la historia: 

Modelo matemático

Mundo real (Fenómenos)

Solución
(Analítica, numérica, algebraica, etc)

Verificar solución

Simulación, predicción, algoritmo, software, etc.

▶ Conocimiento matemático
▶

▶▶

▶

▶

▶

▶

▶

▶

▶

▶

▶

▶
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Para Lüthy, Ritacco y Kantor (2018) fue probablemente Cristóbal Colón y su tripulación, en su segun-
do viaje a América, quienes trajeron un virus de influenza […] la primera pandemia de gripe documen-
tada con datos relativamente reales, fue en 1580 y se originó en Rusia [… la llamada]  gripe española de 
1918, al parecer se originó en Estados Unidos, donde se dio el primer caso [otros autores como Pume-
rola y Antón (2018) consideran que esta gripe fue devastadora para la población y estimaciones consi-
deran] que se infectó un tercio de la población mundial [y al estar situada] después de la Primera Gue-
rra Mundial [donde se considera que] murieron alrededor de 20 millones de personas y no se tiene un 
consenso de la cantidad de muertos que ocasionó la gripe pero se estima que hubo entre 20 y 200 mi-
llones de muertos (Gabriel et al., 2018, s/p.).

Lo anterior indica que a lo largo de la historia han ocurrido numerosas epidemias y pandemias que 
han afectado a gran parte de la población, comunidades y/o familias, ocasionando un gran número 
de decesos y serios problemas económicos para distintas naciones. Por lo tanto, para el tratamiento 
de la información, resulta importante encontrar modelos matemáticos que ilustren el comporta-
miento del número de contagiados por un virus o bacteria. En este contexto, se determinó estudiar 
el número de personas infectadas por coronavirus en un determinado país. 

3.2 Información sobre el coronavirus 

De acuerdo con diversas fuentes de noticias, el 31 de diciembre de 2019 se informó que en Wuhan, 
provincia de Hubei, China, se habían presentado 27 casos de una neumonía atípica. El primer caso fue 
reportado el 8 de diciembre de 2019. El 7 de enero de 2020 las autoridades de China identifican como 
causante de las neumonías a un nuevo virus de la familia Coronaviridae, que posteriormente fue lla-
mado Sars-CoV-2 y su secuencia genética fue compartida al mundo.

Para el 13 de enero de 2020 se detectaron casos del virus en varios países con un denominador 
común: las personas infectadas habían estado en la ciudad de Wuhan. El 19 de enero de 2020 se 
encuentran casos en Beijing y Shenzhen, que indican la propagación del virus y más tarde se detec-
tan contagios en Japón y Estados Unidos. El 11 de marzo de 2021, la Organización Mundial de la 
Salud (OMS) declaró que existía una pandemia mundial, causada por el virus Sars-CoV-2. Hasta 
el 27 de mayo de 2020, la Johns Hopkins University (2020) reporta los siguientes datos:
   

•	 5,685,512 personas infectadas en todo el mundo.
•	 324,983 personas fallecidas en todo el mundo.
•	 1,699,933 personas infectadas en eua.
•	 100,442 personas fallecidas en eua.
•	 411,821 personas infectadas en Brasil.
•	 370,680 personas infectadas en Rusia.
•	 158,086 personas infectadas en India.
•	 84,106 personas infectadas en China.
•	 11,265 personas infectadas en Corea del Sur.

Una de las hipótesis sobre el origen del coronavirus es que evolucionó a través de un intermediario 
(a saber, los pangolines). La transmisión del virus pudo haber ocurrido a través de secreciones respi-
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ratorias y/o material procedente del aparato digestivo o entre el contacto de personas portadoras del 
virus y personas sensibles. Hasta ese momento, todavía no existía una vacuna contra este virus, lo 
que implicaba que, en un principio, todas las personas eran susceptibles de contagio. También se 
encontraron casos asintomáticos, es decir, personas que habían sido infectadas, pero que no presen-
taban síntomas de la enfermedad o sólo muy débiles, y además desconocían que eran portadoras y 
por lo tanto eran fuente de contagio para otras personas (Díaz-Castrillón y Toro-Montoya, 2020).

3.3 Los datos del problema 

Para este problema se utilizará la base de datos de Johns Hopkins University, donde se encuentra 
el número de infectados por el virus Sars-CoV-2 de varios países del mundo. Tomamos la infor-
mación a partir de un determinado día, el cual llamaremos “día uno” y se pueden tener datos 
sobre el número de infectados en los subsecuentes días. Cabe hacer la aclaración que el “día uno” 
es diferente para cada país, dado que es el día en que esta institución empezó a contabilizar los 
casos de cada uno. Existen algunas incongruencias con esta base de datos, por ejemplo: el 23 de 
abril de 2020 se reportan en España 213,024 infectados y un día después, el 24 de abril de 2020, 
se reportan 202,990. Como podemos darnos cuenta el número de infectados disminuyó de un 
día para otro, lo cual no es posible; es decir, los infectados aumentan o permanecen en la misma 
cantidad de un día para otro. Lo que ocurrió fue un mal recuento del número de infectados y se 
corrigió. Lo anterior, genera no poder conocer, con precisión, el número de infectados del 23 y 24 
de abril de 2020.

Otro problema detectado ocurre con los datos de Francia. El 24 de diciembre de 2020, por 
ejemplo, se reporta un incremento de infectados de 26,467 personas, el 25 un aumento de 2,140, 
el 26 una adición de 13,502, el 30 de diciembre un agregado de 49,044 y el primero de enero de 
2021 se reporta un incremento de 2,117. Tomando en consideración que el número de infectados 
es proporcional a la población infectada, no se pueden tener cambios abruptos en el número de 
contagiados; es decir, tener un día 26,467 y al otro día 2,140 y al siguiente 13,502. Por lo tanto, 
también hubo un error en la medición. 

Un caso extremo es el ocurrido en Turquía, donde se reporta el día 9 de diciembre de 2020 un 
incremento de 31,712 infectados, el 10 de diciembre de 2020 un aumento de 823,225 y el 11 de di-
ciembre de 2020 una ampliación de 32,106 infectados. Este tipo de comportamiento es poco creí-
ble, debido a que no puede existir un crecimiento tan alto en un día en comparación con el anterior 
y el subsecuente. Lo que probablemente ocurrió fue que había una gran cantidad de infectados que 
no había sido reportado y se decidió hacer el reporte de todos estos casos atrasados en un solo día.  

Los ejemplos anteriores nos ilustran la complejidad que se tiene con las bases de datos. A pesar 
de contar con una base confiable, existen errores en las mediciones del número de infectados en los 
distintos países. Actualmente contamos con técnicas y procedimientos para corregir este tipo de 
errores, sin embargo, en este trabajo se escogieron países cuyos datos, en principio, son consistentes.   

Presentaremos el caso de Estados Unidos de América y tomaremos como primer día de la 
pandemia el 4 de marzo de 2020, cuando había 103 infectados, y haremos una cohorte de la in-
formación el 11 de septiembre de 2020, que corresponde al día 192. A continuación, se presentan 
los datos en parejas ordenadas, donde la primera coordenada corresponde al número de día de la 
pandemia y la segunda coordenada corresponde al número de infectados, del mismo día. 
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 Tabla 1. Número de infectados en Estados Unidos del día 1 al día 192. Tomado de Johns Hopkins University (2020).

Día Casos Día Casos Día Casos Día Casos Día Casos
1 103 40 556522 79 1584512 118 2590668 157 4941755
2 172 41 581813 80 1608653 119 2636414 158 4997929
3 215 42 608878 81 1630476 120 2687588 159 5044864
4 337 43 637974 82 1651289 121 2742049 160 5094400
5 450 44 669272 83 1670280 122 2795361 161 5141208
6 515 45 701996 84 1689163 123 2841241 162 5197411
7 713 46 730266 85 1707445 124 2891124 163 5248958
8 1105 47 756544 86 1730260 125 2936077 164 5313252
9 1530 48 783931 87 1754764 126 2996098 165 5361165

10 2115 49 809295 88 1779214 127 3054699 166 5403213
11 2814 50 837627 89 1799124 128 3117946 167 5438325
12 2986 51 871617 90 1816479 129 3185737 168 5483388
13 4354 52 907908 91 1837374 130 3245925 169 5529824
14 5970 53 940829 92 1857332 131 3304942 170 5573847
15 8386 54 968518 93 1878683 132 3364157 171 5622470
16 12674 55 990983 94 1903907 133 3431574 172 5667070
17 18736 56 1015518 95 1926639 134 3498902 173 5701645
18 24508 57 1043038 96 1944370 135 3576157 174 5739536
19 33152 58 1072667 97 1961785 136 3647715 175 5777710
20 43850 59 1106829 98 1979912 137 3711413 176 5821819
21 54112 60 1136024 99 2000706 138 3773260 177 5867785
22 66055 61 1161611 100 2023656 139 3834677 178 5913941
23 83611 62 1184086 101 2048986 140 3899211 179 5961094
24 102101 63 1208271 102 2074542 141 3970121 180 5996431
25 122059 64 1233527 103 2094366 142 4038816 181 6030587
26 141200 65 1261409 104 2114026 143 4112531 182 6073840
27 162707 66 1288587 105 2137731 144 4178970 183 6113510
28 188744 67 1314320 106 2163290 145 4233923 184 6150016
29 214205 68 1334084 107 2191099 146 4290337 185 6200518
30 244610 69 1352962 108 2222579 147 4356206 186 6244970
31 276547 70 1375152 109 2255328 148 4426982 187 6276365
32 309699 71 1396110 110 2281767 149 4495015 188 630062
33 337573 72 1423727 111 2312303 150 4562107 189 6327009
34 367215 73 1449027 112 2347491 151 4620592 190 6360212
35 397992 74 1474128 113 2382426 152 4668172 191 6396100
36 429686 75 1493132 114 2422299 153 4713540 192 6443743
37 464442 76 1514901 115 2467554 154 4771080
38 497943 77 1535350 116 2510259 155 4823890
39 527969 78 1559157 117 2549864 156 4883582
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3.4 El modelo matemático

Existen en la literatura varios modelos matemáticos para fenómenos de pandemia, algunos se basan 
en un crecimiento logístico de los infectados, esto es, al inicio el número de infectados es pequeño, 
después crece de manera exponencial y finalmente el número de infectados tiende a un número fijo. 
Sin embargo, los contagios debido al virus Sars-CoV-2 tienen particularidades especiales. En un 
inicio, el número de contagios se comportó como una función exponencial, incrementándose rápida-
mente el número de contagiados, sin embargo, los gobiernos aplicaron medidas de higiene y medidas 
de aislamiento, lo que provocó que el número de contagios disminuyera y entonces “se aplanara la 
curva”, lo que significa que la gráfica del número de infectados dejara de crecer exponencialmente y 
tendiera a un número fijo, por ello, el comportamiento del número de infectados sigue un crecimien-
to logístico. 

En algún momento se pensó que la pandemia estaba controlada cuando el número de contagios 
por día disminuyeron, sin embargo, al eliminar las medidas de aislamiento y, por consecuencia, el retor-
no a las diversas actividades, se generó un “rebrote de la enfermedad”, lo cual significa que se vuelve a 
tener un comportamiento exponencial en el número de infectados y se debe volver a tomar medidas de 
aislamiento para disminuir los contagios. Estos procesos van a continuar hasta que se logre tener una 
vacuna y un proceso de vacunación adecuado o exista un número grande de infectados que hayan lo-
grado tener inmunidad al virus o una combinación de ambas cosas. 

En nuestro caso, partiremos del siguiente supuesto: el número de contagiados por virus 
Sars-CoV-2 tiene un comportamiento continuo; es decir, la función que relacione el número 
acumulado de infectados en un determinado día es una función continua, con respecto al tiem-
po. Bajo el supuesto enunciado anteriormente, podemos usar el siguiente resultado matemático.

Teorema: Sea f : [a,b] → R una función continua, entonces existe una sucesión de polinomios {Pn (t)} que 
converge uniformemente a f en el intervalo [a,b], ver (Bartle y Sherbert, 1996, p. 189).

Acorde al teorema y a los datos que tenemos, para encontrar un polinomio que nos dé un 
acercamiento al comportamiento de la epidemia, se debe hacer un proceso de regresión polinómica, 
es decir, encontrar un polinomio cuya gráfica esté lo más cercano a los puntos de la Tabla 1. Existen 
muchos métodos para hacer esto, incluso existe software especializado para encontrar algún polino-
mio. En Gabriel (2019) se da un procedimiento para encontrar un polinomio de mínimo grado que 
relaciona la variable dependiente y la variable independiente de un conjunto de datos, lo cual permi-
te en particular tener una visualización gráfica de la curva del número de contagios por día. Para el 
caso de Estados Unidos el mejor polinomio que se encontró es el siguiente:

P(t) = 0.0000006678917 t7 − 0.00004274958  t6 + 0.01031969  t5  
−1.149938 t4    +56.68786 t3 − 699.1771 t2

+ 1761.538 t + 1003.051     

3.5 Validación del modelo matemático

Para este caso, el modelo matemático es una función. Su validación está implícita en el proceso de 
regresión que se utiliza, en virtud de que dicho proceso utiliza el método de los mínimos cuadrados 
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para garantizar que la distancia de los puntos (datos reales) a la gráfica del polinomio es la mínima. 
Sin embargo, en la Figura 1 podemos corroborar de manera visual que los puntos que representan la 
medición de infectados se encuentran prácticamente sobre la gráfica del polinomio.

3.6 Interpretación de los resultados

En la Figura 2 podemos observar que la gráfica del polinomio es estrictamente creciente y no se 
puede determinar si existe una tendencia a una asíntota horizontal, lo cual nos indicaría que la pan-
demia está llegando a su fin. Al parecer seguirá con una tendencia a crecer. La Figura 2, ilustra que 
existen intervalos donde la gráfica tiene un crecimiento más rápido e intervalos donde la gráfica 
crece de manera más lenta. Es poca la información que da la función encontrada. Sin embargo, se 
aprovecha que este polinomio tiene derivadas de primer, segundo y tercer orden, para obtener más 
información sobre el fenómeno.

La primera derivada de la función de crecimiento de los infectados es:

P1 (t) = 0.000000467524 t6 − 0.000256497  t5 + 0.0515985  t4 − 4.59975 t3    
+170.064 t2 − 1398.35 t + 1761.54   
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Figura 2. Gráfica del polinomio y de los puntos con los datos reales. Elaboración propia.                                 

La Figura 3 muestra la gráfica de la primera derivada de nuestra función de infectados. Como se pue-
de observar, la función primera derivada toma valores negativos en el intervalo [1,9.11235], lo cual es 
una inconsistencia, porque como la función de infectados es estrictamente creciente entonces su de-
rivada debe ser no negativa. Esta inconsistencia surge de la técnica de aproximación al polinomio, a 
pesar de que es muy precisa para la función de contagios pueden existir errores de redondeo para la 
primera derivada. Sin embargo, podemos estudiar a la primera derivada en el intervalo [10,192] y 
obtendremos información relevante. Es preciso aclarar que el número q = 9.11235, es un cero de la 
función P1 (t) y se obtuvo utilizando un software para matemáticas.

La interpretación que tiene la primera derivada de la función es que  P1 (t) representa la 
razón de cambio en la población infectada, es decir,  P1 (t)  nos da el incremento de infectados en 
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el tiempo t. También se puede interpretar como la velocidad con la que están desarrollándose los 
contagios. Como la P1 (t) es positiva en el intervalo [10,192], entonces el número de infectados 
crece conforme pasan los días. También observamos en la Figura 3 que la gráfica tiene un aumen-
to a partir de t = 10  hasta un determinado t1, después la gráfica decrece hasta un cierto t2, vuelve 
a incrementarse hasta un t3, decrece hasta un cierto t4 y después continúa en ascenso. Utilizando 
Cálculo podemos encontrar los intervalos donde P1 (t)  es creciente y dónde es decreciente y se 
pueden calcular máximos y mínimos locales de P1 (t).  

La derivada de P1 (t)  que corresponde a la segunda derivada de P (t)  es: 

P2 (t) = 0.00000280515 t5 − 0.00128249 t4+ 0.206394 t3 − 13.7993 t2   +340.127 t 
 − 1398.35 t − 1398.35   

La Figura 4 ilustra la gráfica de  P2 (t). Los puntos donde la gráfica corta al eje t son los puntos críti-
cos de P1 (t), es decir, son los tiempos en los cuales la velocidad de los incrementos de contagios por 
día son cero. En estos tiempos es justamente donde existe un cambio en el signo de la velocidad. Con 
el uso de un software para matemáticas se calculan los ceros de P2 (t), los cuales son:  t1 = 45.5254, t2 
= 83.6841, t3 = 143.611  y t4 = 179.288.  
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Figura 3. Gráfica de la primera derivada del polinomio. Elaboración propia.
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Figura 4. Gráfica de la segunda derivada del polinomio. Elaboración propia.

Ahora calculemos si estos puntos son máximos o mínimos. Para ello utilizamos el criterio de la se-
gunda derivada de P1 (t), que en este caso corresponde a la tercera derivada de P(t).  Esta función es:

P3 (t) = 0.0000140257 t4 − 0.00512995 t3 + 0.619181 t2 − 27.5985 t + 340.127 
    
A continuación evaluaremos los puntos críticos t1,  t2  t3 y t4  en la función P3 (t) y observaremos el 
signo que se obtiene:  P3 (t1 ) = − 56.7989 < 0 entonces  t1 es un máximo local de P1 (t), P3 (t2 ) = 
48.2043 > 0 entonces  t2 es un mínimo local de P1 (t),  tenemos que P3 (t3 ) = − 814922 < 0 entonces  
t3 es un máximo local de P1 (t) y P3 (t4) = 222.948 > 0 entonces  t2 es un mínimo local de P1 (t).

A modo de conclusión, se proporcionan algunas interpretaciones sobre la pandemia en Estados Unidos:

•	 El número de infectados hasta el 11 de septiembre de 2020 sigue en aumento y no se pronostica 
que los próximos meses se pueda aplanar la curva.

•	 La función P1 (t) pronosticó que después del 11 de septiembre de 2020 el número de contagia-
dos por día seguiría aumentando y efectivamente se corroboró, con el paso del tiempo. El 2 de 
enero de 2021 se reportaron 300,280 contagios más, cifra muy alarmante, considerando que, 
del 4 de marzo al 11 de septiembre de 2020, el número máximo de contagios reportados ocurrió 
el 16 de julio de 2020 con 77,255 contagios reportados ese día. 

•	 La pandemia ha tenido varios intervalos de tiempo donde los contagios por día han aumentado, 
estos ocurrieron del 4 de marzo al 18 de abril de 2020 y del 26 de mayo al 25 de julio de 2020. En 
estos lapsos el gobierno fomentó medidas para evitar los contagios. Del 18 de abril al 26 de mayo 
de 2020 y del 25 de julio al 29 de agosto de 2020 los contagios por día disminuyeron. En estos 
lapsos se tuvo la esperanza de que la pandemia se podría controlar y posiblemente erradicar. Sin 
embargo, al continuar con las diversas actividades del país, las personas estuvieron expuestas al 
contagio. Por tal motivo, a partir del 29 de agosto de 2020 los contagios diarios volvieron a crecer.
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•	 Según el modelo propuesto, el número de contagios diarios ha tenido dos “picos”; es decir, los 
contagios diarios tuvieron dos valores máximos el 18 de abril y 25 de julio de 2020, siendo este 
último más grande que el anterior. 

•	 El modelo ilustra adecuadamente el comportamiento de la pandemia y se espera que el creci-
miento de contagios diarios siga creciendo, a menos que se vuelvan a tomar medidas de aisla-
miento, sin embargo, en el momento que disminuyan tales medidas, los contagios aumentarán. 
La esperanza que se tiene para el control de la epidemia es contar con una vacuna y una campa-
ña de vacunación efectiva, lo cual aumentaría la inmunidad en la población y, por lo tanto, los 
contagios disminuirán. 
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Resumen 

La enseñanza del cálculo es un tema de interés para la educación contemporánea. Su masificación 
hacia el final del siglo XIX incrementó el interés por explorar nuevas formas de enseñanza tanto en 
Europa como en América. Un movimiento estadounidense denominado reforma para la enseñanza 
del cálculo influyó en diversos estados y países hace unas décadas. Este movimiento de reforma se 
expresó fundamentalmente a través de los libros de texto de la época, los cuales contenían enfoques 
con un mayor número de aplicaciones, una cierta diversidad de recursos digitales y la utilización 
sistemática de un lenguaje más cercano a una mayor diversidad de procedencias del estudiantado; 
digamos que se redujeron aspectos formales. Fue en ese contexto que se introdujeron en la enseñan-
za dos ideas fundamentales que modificaron el discurso Matemático Escolar: el empleo de represen-
taciones múltiples (numéricas, gráficas y analíticas) por un lado, y por otra, la idea de la linealidad 
local para funciones de clase C1 como recurso para el estudio del Cálculo. Sin embargo, la investiga-
ción reciente muestra que el aprendizaje de esas ideas precisa de algunos aspectos adicionales que 
develaremos en este escrito.1 

1. Introducción

Este escrito, de naturaleza teórica, procura sostener que el método descrito en el resumen impregnó 
por igual a las clases de matemáticas del nivel preuniversitario (aritmética, álgebra y geometría ana-
lítica y precálculo), así como propiamente a la matemática universitaria (cálculo diferencial, cálculo 
integral, ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales, o bien el análisis matemático clásico). Dicho 
enfoque consistía en considerar que toda función f  (x) de clase C1 (R) puede aproximarse localmen-
te mediante una línea recta y = mx + b tangente a f en el punto (a, f (a)). 

Se partía así, en las primeras clases de Cálculo, del acercamiento denominado linealidad 
local, lo cual pone en práctica dos ideas de la reforma, aquella de que la tangente es la recta que 
mejor aproxima a f en a, en este caso esto se expresa justamente: f (x) = f  (a) + f ’ (a)(x − a). Pero 
no se discutía cuál sería la función polinomial de grado n que mejor aproxime a f en (a, f (a)), esto 
abría el paso a una nueva noción, el contacto y el orden de éste, más usual del Análisis Matemáti-
co y de la Geometría Diferencial; así se pedían funciones cuya aproximación fuese del orden o (n). 

1.  El presente capítulo fue presentado en el xi eical durante el desarrollo del Grupo Temático gt7: Enseñanza de 
las Matemáticas o Ciencias en Bachillerato. Por lo tanto, algunos de los fragmentos podrían coincidir con lo expuesto 
en el video y resumen de este encuentro internacional. El video se encuentra en: https://www.youtube.com/watch?-
v=UQfDXtakgwY&list=PL883zdttugq6N-NFyCkhgQ31ue3zR5UzS&index=5&t=142s El resumen se encuentra 
en el enlace: https://recacym.org/eical11/files/GruposEical11.pdf.
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Para confirmar la “buena aproximación”, Ĺ Hôpital propuso una interesante representación.

Tabla 1. Representación, versión de la Regla de Ĺ Hôpital. Fuente: Fragmento e imagen traducidos 
por el autor y rescatados de la obra de Ĺ Hôpital (1696, p. 187 y 201).

Sea AMD una línea curva (AP=x, PM=y, AB=a) tal que 
el valor de la ordenada y esté expresado por una fracción, 
en la cual el numerador y el denominador se vuelvan cada 
uno cero cuando x=a, es decir, cuando el punto P caiga 
sobre el punto dado B [fig. 130]. Se pregunta cuál debe ser 
entonces el valor de la ordenada BD.

Se compara, entonces, al cociente de dos funciones f y g de clase C1 cuyas gráficas se cruzaban en el 
eje x en la abscisa x = a. Es decir f (a) = g (a) = 0. Se trata de una forma indeterminada 0/0: 

f (x)          f (́x)
g (x)          g (́x)=

La conclusión gravita entonces en una hipótesis válida al nivel local y se suple a la curva por su tan-
gente, así las ideas infinitesimales para fines didácticos apoyan el enfoque y se valen de algunos ele-
mentos adicionales. Un acercamiento que vincule lo variacional, la tendencia de x hacia a, con lo 
infinitesimal x − a, lo dinámico con lo estático y lo contextual y funcional con lo formal. De ahí que 
la propuesta muestra que la variación (x → a) antecede y acompaña a la formalización; es decir, la 
praxis (el cambio y la variación) antecede a la semiosis (la representación) y ésta, antecede a la noesis 
(la significación).

2. Desarrollo de la investigación

Como dijimos, la enseñanza del cálculo se constituyó como el paradigma de la educación universi-
taria, lo que proyectó el tema a un interés mayor para la educación. En este capítulo se usa como 
punto de partida la idea de base que se extrae del Teorema de Ĺ Hôpital respecto de la linealidad 
local. Se considera como ejemplo una función racional (como la siguiente), con una sola indetermi-
nación en x = 1. 

f (x) =
 x2 − 2x + 1

(x − 1)

La pregunta intencionalmente se cambió, en vez de solicitar el cálculo de un límite o de graficar la 
función racional f, se pregunta cómo definir f en x = 1, para que la función sea derivable. Este peque-
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ño cambio en la tarea produce un debate interminable, pero fascinante. A continuación se muestra 
una tabla de valores numéricos que plantea la misma pregunta, ¿cuál debe ser la imagen en x = 1 
para que f sea localmente lineal? 

...

0.6 1.6 
0.7 1.7 
0.8 1.8 
0.9 1.9
 1.0 # 

1.1 2.1 
1.2 2.2
 1.3 2.3
 1.4 2.4 

...

Aunque el grupo de colegas conocía la teoría matemática detrás de la pregunta, entendieron su inten-
ción didáctica y tomaron el rol de aprendices. Aparecieron varias respuestas: debe valer 2 pues “se ve” (se 
deduce) del comportamiento numérico. Aunque no se pueda dividir 0/0 se observa que la tabla tiene a 
2. Algunos dijeron: “es que el cociente es una función lineal”, pero ¿si no lo fuera? Se dieron también 
otras respuestas.

A continuación se muestra que las principales ideas en la reforma seguían una antigua idea 
de A.A. Cournot, propuesta en 1841. En esas charlas se seguían los pasos propuestos por la refor-
ma para la enseñanza del cálculo; al respecto se publicaron los hallazgos en Cantoral (1997). En 
seguida se trata una función cuyo cociente no sea lineal, por ejemplo, una variante de la propues-
ta por Cournot. (1841). Él sostenía que existía una categorización de las funciones en dos clases, 
entre aquellas que serían matemáticas y otras empíricas, que expresaba una filosofía de uso del 
saber matemático que en su época se denominó matematización de la naturaleza y que acompañó 
a lo que hoy llaman modelación matemática. El énfasis está puesto en las propiedades generales, 
ya sea de la naturaleza o de la matemática, en este caso es la búsqueda de la linealidad. Esto queda 
de manifiesto en el texto de Ĺ Hôpital de 1715 respecto de su regla. Ver figura anterior. 

Es justo durante la primera mitad del siglo xix cuando el énfasis estuvo en la matematiza-
ción de los principios y leyes que daban lugar a teoremas y teorías matemáticas bajo el programa 
newtoniano. En particular, por ejemplo, esas ideas se usaron en la dinámica de fluidos relativas a 
la matematización de la naturaleza (Dalmédico, 1992). En el contexto de la época, usando nota-
ción actual, la idea consistía en considerar un cociente de funciones f y g de clase C1, con la pro-
piedad que de ambas valgan cero en x = a. Es decir f (a) = g (a) = 0. De modo que lo que buscó fue 
tratar el límite que corresponde a la forma indeterminada 0/0. El enunciado sería: 

f (x)          f (́x)
g (x)          g (́x)=
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Veremos a continuación el ejemplo referido, pero partiendo del acercamiento de linealidad local, 
basado en una de las ideas de la reforma de la enseñanza del cálculo. De todas las aproximaciones, la 
mejor aproximación lineal de p en a, es justamente: p (x) = p (a) + ṕ  (a) ( x − a). Con este elemento 
tendríamos que: 

= =f (x)        f (a) + f´ (a) (x−a)        ( f (́a)
g (x)        g (a) + g´ (a) (x−a)        (g (́a)

El primer paso fue desarrollar el tratamiento numérico para mostrar la plausibilidad del 
resultado, como se observa a continuación (Cantoral, 1997, p. 118): 

Cournot planteó que las funciones, ya sean matemáticas o empíricas, disponen de ciertas propiedades ge-
nerales que son de gran importancia, no solamente para la teoría abstracta del cálculo, sino más bien para 
la interpretación de fenómenos naturales. Señaló, además, la conveniencia de tratar a las funciones en sus 
representaciones múltiples, tablas de valores, gráficas, enunciados, o fórmulas algebraicas. Citamos al res-
pecto aquella que él mismo consideró la más destacada de las propiedades de esas funciones, que consiste en 
saber que las variaciones del valor que tiene una función, a partir de un valor determinado, son sensible-
mente proporcionales a las variaciones correspondientes de la variable dependiente, cuando estas variacio-
nes son muy pequeñas. Comentó también que ya el lector habría visto una aplicación muy importante de 
este principio, en la manera de usar las diferencias proporcionales anexas a las tablas de logaritmos. Con 
estos mismos elementos, dos siglos después se han estructurado algunas de las propuestas actuales como la 
de Tall et al. (1986), Demana et al. (1992), Hugher (1992), O’Callaghan et al. (1993). 

Trataremos enseguida algunos ejemplos. El primero de Cantoral y Farfán (2010, p. 215):

Respetando el calendario, iniciamos con uno tomado del texto de Cournot. Considera la función algebraica 

f (x) =  (x2 − 7 x + 6) 
(x − 10)

representada por las dos ramas de la curva hiperbólica (ilmn, suv, en su notación) que se separan por 
una ordenada asintótica, correspondiente a la abscisa x = 10. Se presenta el siguiente tratamiento nu-
mérico para apoyar su argumentación.

Tabla 2. Estudio de diferencias. Fuente: (Cantoral, 1997, pp. 118-119).

x y diferencia x y diferencia
x = 1.00 y = 0.00000 x = 6.00 y = 0.00000
x = 1.01 y = +0.00555 +0.00555 x = 6.01 y = −0.01256 −0.1256
x = 1.02 y = +0.01109 +0.00554 x = 6.02 y = −0.02523 −0.1267
x = 1.03 y = +0.01662 +0.00553 x = 6.03 y = −0.01278 −0.1278

... ... ... ... ... ...
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La ley de proporcionalidad se verifica con una gran aproximación en los dos casos. A pesar de que se ha 
hecho variar el valor de x por grados iguales y se han considerado crecimientos iguales de x, equivalen-
tes a un centésimo –esta no es una fracción muy pequeña–, los valores de y varían más rápidamente en 
el segundo caso que en el primero. Si hubiéramos puesto una serie de valores de x equidistantes por un 
milésimo, la proporcionalidad de variaciones correspondientes de y se tendría de una manera mucho 
más próxima.

El siguiente paso es dar un sentido visual a la propiedad estudiada. En esta representación las gráficas 
de las funciones diferenciales son localmente líneas rectas como se observa en la siguiente imagen:

Tabla 3. Representación gráfica de la aproximación local. Elaboración propia.

3. Pensamiento Matemático Avanzado

En los años ochenta se impulsa un programa de investigación que busca dilucidar el pensamiento 
matemático avanzado cuando trata de temas complejos e incorpora generalización, abstracción y 
demostración en Matemáticas. El objetivo es entender cómo entienden las personas contenidos ma-
temáticos específicos, cercanos a la comprensión de los conceptos y procesos propiamente matemá-
ticos. El atributo avanzado obedecía a los conocimientos y a los procesos del pensamiento. 

Los investigadores interpretan cómo entienden las personas un contenido específico mate-
mático, caracterizan los procesos de comprensión de los conceptos y procesos propiamente mate-
máticos. Según Sierra (2018, p. 33) citando a Cantoral et al. (2000)

Algunas versiones sobre cómo se interpreta el desarrollo del pensamiento matemático lo entienden 
como una reflexión espontánea que los matemáticos realizan sobre la naturaleza de su conocimiento y 
sobre la naturaleza del proceso de descubrimiento e invención en matemáticas. Otras, como parte de 
un ambiente científico en el cual los conceptos y las técnicas matemáticas surgen y se desarrollan en la 
resolución de tareas. 
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En otra visión, Cantoral (2019) declara que el pensamiento matemático también se desarrolla al 
enfrentarse con situaciones cotidianas, es decir, se desarrolla en todos los seres humanos ante tareas 
múltiples. En un sentido moderno, el pensamiento matemático incluye, por un lado, pensamiento 
sobre tópicos matemáticos y, por otro, procesos avanzados del pensamiento como serían la abstrac-
ción, justificación, visualización, estimación o razonamiento bajo hipótesis. Según narra Garbin 
(2015, p. 139): 

[…] se reunieron Gontran Ervynck y David Tall en 1986, para formar un grupo de estudio sobre Pen-
samiento Matemático Avanzado (PMA) y trabajar en un libro (Tall, 1991) con el mismo nombre [en el 
cual] consideraron las matemáticas de secundaria y las de universidad, tratando de conectarlas con la 
manera de pensar de los matemáticos. Es decir, desde este comienzo, estarían incluidos bajo el nombre 
del PMA los últimos años de la escuela secundaria hasta el pensamiento formal axiomático basado en 
definiciones y demostraciones. Años después, en otras publicaciones, se ha debatido el significado de la 
frase Pensamiento Matemático Avanzado. ¿Debería el término “avanzado” referirse a las Matemáticas 
o al pensamiento o ambos? Sternberg (1996) escribió en el último capítulo de su libro sobre la natura-
leza del pensamiento matemático, “no existe un acuerdo sobre qué es el Pensamiento Matemático”. En 
este capítulo se consideran ambas perspectivas, como fue la intención de los fundadores del primer 
grupo de estudio (Harel, Selden y Selden, 2006).

Un ejemplo paradigmático de este programa es el artículo de Tall y Vinner sobre concept image y con-
cept definition. En él se muestra un modelo simple del entendimiento humano muy cercano al plantea-
do por Règine Douady con su propuesta de Dialéctica Herramienta-Objeto. En todos los casos, se 
sostenía que las ideas matemáticas tenían dialécticas constructivas y procesos de significación. 

La propuesta que, desde esa época, yo sostenía, era socioepistemológica, combinaba la ma-
temática en todos sus aspectos a la par de su dimensión histórica, social y cultural. Donde los 
procesos del pensamiento se analizan con ayuda de la epistemología y la cognición. Unos años 
después, propuse la creación del enfoque socioepistemológico que a la postre derivaría en la Teo-
ría Socioepistemológica de la Matemática Educativa. 

3.1 Las propuestas más innovadoras

Consideramos algunas propuestas, una en particular se basa en los modelos infinitesimales, otra en 
las lógicas non standar y una más denominada modelos variacionales. Para la primera de éstas, se 
emplea la idea de cantidades infinitamente que no se corresponden con nuestra idea de número real. 
Por ejemplo, un infinitesimal es un número cuyo valor absoluto es menor que cualquier positivo 
dado, sin ser nulo. Es decir, si q es un infinitesimal positivo, entonces para todo real positivo r, se 
cumple que 0 < q < r. ¿Cómo podrían ser tales números?

En términos modernos diríamos que un elemento no cero de un campo ordenado F es un 
infinitesimal, si y solamente si su valor absoluto es más pequeño que cualquier elemento de F de 
la forma 1/n, para n un número natural estándar, es decir n Є N. 

Esto llevó a una definición de un campo nuevo denominado hiperreales, denotado como *R. 
Donde R es el campo de los números reales y N el semianillo de números naturales, se define a RN 
como el conjunto de sucesiones de números reales. En este esquema *R es definido como un adecua-



39

¿CÓMO APRENDEMOS? DE LA ARITMÉTICA AL CÁLCULO Y AL ANÁLISIS  NON STANDAR

do cociente de RN como sigue tomando un ultrafiltro no principal F ⊆ P(N). En particular F con-
tiene el filtro de Fréchet. Considere un par de sucesiones u y v en RN decimos que u y v son equiva-
lentes si ellas coinciden sobre un conjunto de índices que es un miembro del ultrafiltro, o más 
precisamente: {n Є N | un= vn } Є F. El cociente de RN  con la relación de equivalencia resultante es un 
campo hiperreal *R, situación que se resume por la fórmula *R =  RN 

F
.

Los profesores Ímaz y Vorel (1968) y Takeuchi, et al. (1963) no siguieron la ruta anterior. 
Construyeron, más bien, un campo propio sin usar la teoría de filtros y ultrafiltros. El primero se 
basó en campos no arquimedianos con base en el modelo de Levi-Civita, y el segundo se apoyó en 
un caso del análisis non standard.

La última propuesta que deseamos señalar consiste en asumir a la variación como noción 
clave para el cálculo, sea esta variación infinitamente pequeña o variación finita. Esta idea fue desa-
rrollada originalmente por Leibniz y Euler, para quienes la expresión infinitamente pequeño es una 
acepción relativa, pues dx es infinitamente pequeña respecto de x, pero a la vez, infinitamente gran-
de respecto de d2 x. Aquí el aspecto de importancia fue una nueva noción, la de variación sucesiva y, 
en consecuencia, la de órdenes de magnitud. Ésta ha sido llevada por el grupo de investigación sobre 
Pensamiento y Lenguaje Variacional del cinvestav, Ipn. Así mismo, se precisa de dos aspectos de 
la variación, su temporización y su causalidad, así como la construcción de un sistema de referencia 
variacional específico para tratar el cambio. Para mayores detalles puede consultar (Cantoral et al., 
2018; Cantoral, 2019). 

De este modo, con una diversidad de encuadres metodológicos, entre hermenéutica, estudios 
cualitativos de casos, investigación, acción, macro y micro ingenierías didácticas y etnometodologías, 
pudimos evidenciar la presencia de patrones culturales en la construcción social del conocimiento ma-
temático. Muy en especial nos referiremos en este apartado al origen de la noción de predicción en el 
programa newtoniano de la filosofía de la naturaleza. Veamos la relación particular entre predic-
ción, el conocido binomio de Newton, para quien P y PQ representan magnitudes variables tales que 
PQ es menor que P.

En ese sentido, la expresión P + PQ, tiene el mismo significado que el x + dx leibniziano, o la 
expresión finita de x + h. De modo que Newton estaba interesado en saber cómo cambia la variable, 
o f en general, el esquema –el modelo–, la ley si cambia un instante o un infinitesimal la variable x. 
Newton buscaba determinar el carácter estable del cambio. De hecho, le interesaban los cambios 
instantáneos, o como él los llamaba momentos (son magnitudes infinitamente pequeñas que repre-
sentan los principios nacientes de cantidades finitas). Detrás de esta idea podemos reconocer, a to-
das luces, el prædiciere de la actividad científica, el origen de las cosas, pues con él se oculta la posibi-
lidad de determinar el estado ulterior del sistema.

Esa idea la buscamos en las producciones de las y los estudiantes en diversos ámbitos forma-
tivos, estudiantes de cálculo, física, economía y más recientemente en medicina. En todos los ca-
sos, el pensamiento comparado en sus estados y cambios. El esquema general es el siguiente, si A 
es el estado primero y B el estado segundo y f, la transición, el pensamiento centra su atención 
primeramente en los cambios de A en B, lo que permanece de A en B y lo que B aporta casi sin la 
huella explícita de A. Digamos que compara A con B. 

A ∆→ B
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En el lenguaje usual del cálculo se tendría: 

f (x) → f (x + h) 

Lo que introduce una nueva operación, la variación Δ = f (x + h) − f (x). Dicha operación, para 
efectuarse, debe definir un sistema de referencia, una temporización h, a partir de un sistema cada 
vez más pequeño. Finalmente eso sólo es posible si se establece una organización de las variaciones 
sucesivas, digamos Δ,Δ2,Δ3,… que será la base de la teoría de las ecuaciones diferenciales f (x, y, y’, 
y’ ,…,y(n) = 0. 

4. Resultados y discusión

Con los ejemplos mencionados, retomamos la pregunta inicial, ¿cómo aprendemos?, y la responde-
mos sintéticamente, variando, estableciendo comparaciones entre estados vecinos y prolongando o 
recortando propiedades del estado inicial. Es así como el pensamiento opera mediante la compara-
ción de estados. Llamaremos a ésta la variación conceptual. Surge entonces una pregunta, cómo de-
sarrollar en el pensamiento infantil, juvenil y adulto formas variacionales del pensamiento. Al mo-
mento tenemos en claro que se precisa de un sistema de referencia de naturaleza variacional, digamos 
que no sólo ubique puntos en el plano, sino que permita comparar variaciones del mismo orden 
entre sí y comparaciones de órdenes diferentes. 

Tabla 4. Sistemas de referencia variacional. Elaboración propia.

(x, y)  (Δx, Δy)  (Δx2, Δ2y)  f (x, y, y’, y”) = 0

Y = f (x)
    

         y’ ≈         y” ≈          y(n) ≈

Este esquema es consecuencia de estudios particulares en donde el contexto en el que se plantea el 
problema exige un relativismo epistemológico. Se trata de un caso de estudio respecto al cambio en 
situaciones limítrofes en el contexto de la medicina, particularmente en el ámbito de la cardiología 
de Moreno-Durazo (2018), aplicado además a los principios de conservación de la materia entre es-
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tudiantes de bachillerato, siguiendo a Caballero-Zavaleta (2019), y el examen de la naturaleza cua-
litativa de las ecuaciones diferenciales en Fallas-Soto (2019). 

¿Cómo se expresa esto en términos de lenguaje, por ejemplo, en Geometría Analítica? Los 
estados de la variación serían: ordenada, pendiente y concavidad; en física los estados de varia-
ción, en forma lingüística y conceptual serían: posición, velocidad y aceleración. En los sistemas 
autónomos de las ecuaciones diferenciales aparecen las fases, las direcciones y así un largo etcéte-
ra. En todos ellos, se establece una transversalidad de la variación entre las matemáticas y otras 
disciplinas académicas, científicas y tecnológicas. 

Esto exigirá cambios en la formación inicial de profesores y en la formación continua y un 
cambio curricular como el que se señala en José-Luiz (2019). En breve, la variación será un enfoque 
sobre el aprendizaje en diversos niveles etarios, pero esa ya es otra historia. Todo esto dará lugar en 
unos años a un libro sobre el estado que guarda esta línea del pensamiento. 
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Resumen

La inusitada pandemia de Covid-19 o Sars-CoV-2 ha paralizado a los países del orbe y la educación 
ha tenido que cambiar abruptamente su modelo presencial tradicional a clases en línea o televisivas. 
Esta situación plantea nuevos paradigmas e interrogantes a la educación: ¿Cuáles son los inconvenien-
tes que la actual situación plantea? ¿Cuáles serán los frutos de esta situación? ¿Cuáles cambios serán 
necesarios en esta nueva normalidad? ¿Serán permanentes o temporales? Este capítulo analiza y propo-
ne respuestas. Además, la pandemia ha puesto de relieve lo necesario de los matemáticos y con ello la 
importancia de la enseñanza de las matemáticas en el preuniversitario y universitario. La información 
del avance de la pandemia se muestra a través de gráficas de modelos matemáticos de propagación del 
virus, por lo tanto la lectura obligada de gráficas y el uso de un vocabulario propio de matemáticos 
plantea la necesidad de una cierta cultura mínima de precálculo y cálculo. 

1. Introducción

En marzo del 2020 el mundo se detuvo, la pandemia del coronavirus o Sars-CoV-2 o Covid-19, 
declarada por la Organización Mundial de la Salud (oms) ha impactado a nuestra sociedad de for-
ma violenta, dejando cientos de miles de muertos a su paso. La educación, sensible a cualquier cam-
bio social, se ha visto conmocionada, obligando inesperadamente a todas las instituciones educati-
vas a cerrar sus puertas y a migrar su forma de enseñanza presencial en el aula a una enseñanza en 
línea. Los estudiantes de distintos niveles educativos interrumpieron sus cursos tradicionales pre-
senciales y se vieron en la necesidad de utilizar las tecnologías digitales para comunicarse y recibir 
clases. Según la onu, alrededor de 1,370 millones de estudiantes en el mundo y 156 millones en 
América latina (Boletín onu, 2020). En contraparte, los profesores, obligados por las circunstan-
cias, tuvieron que modificar su práctica escolar, materiales y didácticas específicas de manera abrup-
ta, teniendo que improvisar en la mayoría de los casos para ajustarse a esta nueva modalidad (DeVa-
ney et al., 2020).

1.1 De los inconvenientes o problemas

La epidemia tomó por sorpresa al medio educativo y los profesores tuvieron que impartir clases 
utilizando recursos digitales en todos los sectores educativos. A su vez, millones de alumnos fueron 
obligados al confinamiento en casa. Se reporta que 91% de los estudiantes de diferentes niveles edu-
cativos del mundo debieron utilizar las tecnologías digitales para comunicarse y recibir clases (De-
Vaney et al., 2020). 
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La pandemia ha puesto en evidencia las grandes diferencias sociales y económicas de nues-
tra sociedad, mientras la oms recomendaba severas medidas de higiene y lavado de manos, mu-
chos hogares carecen de este vital líquido. Las zonas suburbanas de las grandes capitales y las ru-
rales sufren de graves carencias, además la atención hospitalaria pública es en muchos sentidos 
insuficiente y deficiente (Aguirre, 2020).

La pandemia también vino a evidenciar un problema ya detectado del fracaso de la educa-
ción matemática presencial, como lo demuestran las normas internacionales (ocde, 2019). La 
última evaluación del Pisa, en 2019, demostró que los países latinoamericanos obtuvieron una 
puntuación inferior a la media en lectura, matemáticas y ciencias; sólo el 1% de los estudiantes 
mexicanos superaron los estándares más altos (nivel 5 o 6); además, no se había producido nin-
gún avance significativo en la puntuación en las dos últimas décadas. A partir de este abrupto 
cambio se detectaron problemas como los siguientes:

Muchos estudiantes no contaban con dispositivos digitales como computadora para la clase. En 
el hogar, si existía una laptop o dispositivo digital, tenía que ser compartido por la familia.

Muchos hogares no tienen acceso a la red de Internet (Engelbrecht et al., 2020). La mayoría 
de las instituciones no contaban con material realizado y diseñado para la educación en línea o 
autoaprendizaje ni con plataformas adecuadas, por lo que los profesores tuvieron que recurrir a 
diversos programas comerciales para la comunicación vía web. Como Yahoo Messenger, irc His-
pano, Whatsapp, Facebook Messenger, Facetime, Hangouts, Line, entre otros y también de vi-
deoconferencia como Google Hangouts, Jitsi, Skype, ooVoo, Zoom, Slack, Microsoft Teams, Go-
ToMeeting, Google Meet o BlueJeans.

Sin embargo, tanto profesores como alumnos no estaban familiarizados con el manejo de 
dichas plataformas y tuvieron serias dificultades para la comunicación, entre las cuales podemos 
anotar: no saber si los estudiantes están efectivamente atendiendo a la clase; se tiene mucha difi-
cultad para escribir las fórmulas matemáticas en documentos digitales y transmitirlas; no se tiene 
certeza si los estudiantes resuelven por sí mismos los problemas o recurren a programas o ayudas 
de otros; no se tiene evidencia de que la evaluación sea respondida por los estudiantes; la mayoría 
utiliza teléfonos inteligentes en donde la interfase es muy pequeña y el consumo de datos enorme; 
el abandono estudiantil en los cursos es grave; los profesores tienen que asumir el costo de inter-
net, energía, equipo y plataforma; el estrés al que estaban sometidos los estudiantes por la muerte 
o enfermedad de familiares y amigos dificulta su concentración; se desconocen muchas de las 
herramientas matemáticas que se ofertan en línea; los estudiantes no contaban con un espacio 
privado para llevar a cabo las lecciones y por ende el ajetreo usual de casa era un distractor impor-
tante; no se puede obligar al uso de internet.

1.2 Del lenguaje de los epidemiólogos

Esta pandemia ha puesto de relieve la necesidad de los matemáticos y con ello la importancia de la 
enseñanza de las matemáticas en el preuniversitario y universitario. En efecto, la información del 
avance de la pandemia se muestra por gráficas de curvas que representan modelos matemáticos de 
propagación del virus. Día a día nos presentan diversas curvas asociadas a la propagación del virus en 
nuestra sociedad. Cuando los médicos comunican a la población el estado de la pandemia en nuestro 
país, usan términos como: aplanar la curva, crecimiento exponencial, decrecimiento, no-crecimiento, 
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tasa de contagios y de mortalidad, campana de Gauss y muchas más, de tal manera que, términos 
reservados para los matemáticos se han naturalizado en nuestra sociedad. Esto ha causado gran con-
troversia, puesto que muchos gobernantes y políticos no han querido aceptar los pronósticos y esta-
blecen debates en donde se manifiesta el enorme desconocimiento de lo que un modelo matemático 
aporta y lo que la gráfica indica. Recientemente el gobierno, a través de un epidemiólogo, mencionaba 
que se podía apreciar que el número de contagios de ayer a hoy había disminuido y lo mismo el de ayer 
con el de anteayer e igual con el de anteayer con el anteanteayer, lo cual indicaba una disminución del 
impacto. Esto motivó disputas, burlas y ataques de los lectores de noticias y políticos, cuando lo que 
mencionaba el médico es un hecho matemático conocido, llamado de decrecimiento. Veamos algu-
nos términos popularizados por médicos y autoridades:

Para dimensionar el nivel de propagación del virus dicen: “Cuando se habla de que el virus 
no se propaga de uno en uno, sino de primero uno, luego, dos, luego, ocho, después 16… es expo-
nencial y no de uno a uno, lineal”

El lenguaje representa la sucesión o progresión del tipo: 1, 2, 4, 8, 16, 32…
Y se define el término de la función exponencial: f (x) = 2x con Df = [0,∞) a diferencia de la 

función lineal de uno en uno que es g (x) = x con el mismo dominio (ver figura 1).
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Figura 1. Comparación de funciones. Elaboración propia.

Para decir que la propagación del contagio va disminuyendo dicen: “Vemos que la pandemia dismi-
nuye en su propagación ya que el número de contagios de ayer a hoy había disminuido o no había 
crecido y lo mismo el de ayer a anteayer e igual con el de anteayer a anteanteayer”, lo cual indicaba 
una disminución del impacto.
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A este fenómeno se le conoce como una curva DECRECIENTE o NO-CRECIENTE y 
significa que la función f (x) cumple que f (x) ≥ f (x + h) para una h >0 pequeña, en un cierto in-
tervalo (14 ,28) o bien, en caso de ser continua y diferenciable o aproximada por una de ellas, se 
cumple  	 	

                   ≤ 0  para  x Є (14 ,28)                  
                                                       

d f (x)
d x      

Detalle de curva. Si se observa el último
 intervalo del 14 al 28 de mayo veremos 
el segmento de la curva.

Figura 2. Segmento de curva no creciente. Fuente: Secretaría de Salud (2021).

En el mismo sentido se menciona la frase: “Hemos logrado domar la pandemia” para decir que lo-
graron disminuir la velocidad del contagio (ver figura 3).

Figura 3. Domar la pandemia o la curva. Elaboración propia con datos de la Secretaría de Salud (2021).

Este concepto, “domar la curva”, se refiere matemáticamente a cuando una curva pasa de creciente 
a no creciente y finalmente a decreciente. Esto es: si la curva se representa por una función f(x) que 
para un primer intervalo se tiene que: 

                            ≥ 0, para x ∈ (a , b) de esto pasa a                    ≤ 0, para x ∈ (b , c)  y finalmente 

                                                                        a              < 0, para x ∈ (c , d).   

Veamos otra cita frecuente “hemos logrado aplanar la curva” (ver figura 4). 
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Figura 4. Hemos logrado aplanar la curva. Fuente: Secretaría de Salud (2021).

¿Qué significa esto? Se nos muestra que el pronóstico de un crecimiento acelerado (la curva más 
elevada), mediante acciones de cuidado como sana distancia y aislamiento se logró disminuir el 
crecimiento.

Pero ¿qué significa crecer aceleradamente? Pues significa que la pendiente del segmento de 
curva es elevada y aplanarla significa disminuir la pendiente.

Y ¿cómo se mide la rapidez del cambio en una curva? O equivalentemente ¿cómo se mide la 
variación de una función? Pues precisamente la derivada es una medida de la variación de una fun-
ción o de la rapidez con la que la misma cambia, así se entiende entonces que para ciertos intervalos: 	
	  

d f (x)
  d x > d g (x)  

d x
d m (x)  
d x>

d n (x)  
d x>

	
Otra frase frecuente de los epidemiólogos es: “La tasa de contagios va disminuyendo” (ver 

gráfica 5). Como ustedes saben, la tasa de crecimiento se refiere a la variación de la función cuya 
gráfica se visualiza y de nuevo esta tasa está definida por la derivada. Hemos superpuesto en la 
gráfica que muestran los epidemiólogos segmentos de recta tangente, para visualizar cómo las 
respectivas pendientes van disminuyendo (ver gráfica 5).

Figura 5. La tasa de contagios va disminuyendo, o 
las respectivas pendientes de tangentes van dis-
minuyendo. Fuente: Secretaría de Salud (2021).
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Al mostrar gráficas, como la figura 6, mencionan: “Hemos pasado el pico o cresta de contagios”.

Figura 6. Hemos superado el pico o cresta 
de contagios. Fuente: Secretaría de Salud 
(2021).

La cresta se refiere a cuando una curva pasa de creciente a decreciente, esto es si la curva continua 
se representa por la función f (x) definida en un cierto intervalo (a , b) entonces si ∀ x1, x2 ϵ (a , x0 ) y  
x1 < x2  se cumple f (x1) < f (x2) y si también ∀ x3 , x4  ϵ (x0, b)  y  x3 < x4 → f (x3 ) > f (x4), entonces en f 
(x0 ) se tiene un máximo. O si la curva es además diferenciable, entonces si ∀  x ϵ (a , x0 )  se cumple 
que               > 0   y si además ∀ x ϵ (x0, b) se tiene que                < 0 entonces en f (x0) se tiene un máximo. 

De esta manera podemos seguir ilustrando el lenguaje de los médicos epidemiólogos, asesorados por 
matemáticos. Las burlas de ciertos locutores o personas se deben a la enorme ignorancia de cierta 
matemática elemental.

2. De los modelos matemáticos del Covid-19

Aunque existen varios modelos de transmisión del virus, mostraremos el modelo SIR (Castro et al., 
2020, p. 3). 

Para medir el nivel de propagación del Sars-CoV-2. Para ello, se tiene una función que se determina 
mediante la solución al sistema de ecuaciones diferenciales:

       = −βs(t)i(t)

            = (βs(t)−α)i(t)

 = αi (t)

En donde, s(t) representa las proporciones de susceptibles, i(t) de infectados y r(t) de removidos, todos 
respecto al tamaño N de la población (constante):

Asimismo, los parámetros: β es la tasa de infección y α es la tasa de recuperación, en el supuesto de que 
las proporciones iniciales s(0) = s0 > 0, i (0) = 1−s0 > 0 y r (0) = 0. 

d f (x)
  d x 

d f (x)
  d x 

ds (t)
  dt 
di (t)
  dt 
dr (t)
  dt 
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La primera ecuación nos dice que la velocidad              con la que decrece (signo negativo) el número de sus-
ceptibles es proporcional al producto s(t)i(t), donde este producto se puede interpretar como la probabilidad de 
que una persona susceptible se encuentre con una infectada y el parámetro β mide la probabilidad de que el 
contagio sea exitoso. Es interesante entender que β tiene tanto que ver con el número promedio de “encuentros” 
entre personas susceptibles e infectadas, como con el resultado de esa infección. Como discutiremos más ade-
lante, esto tiene implicaciones en las políticas de aislamiento y de higiene.

Una sencilla interpretación de los signos de las derivadas de s(t), i(t) y r(t), garantiza que la propor-
ción de individuos susceptibles disminuirá (s(t) ≤ s0) hacia su valor final 

 s_∞ = s(t)  y la proporción de removidos se incrementará hacia un valor final r∞ = r (t)  mientras 
que, en ambos casos, existan individuos infectados. Por el contrario, la proporción de infectados au-
mentará si βs(t)>α y disminuirá si βs(t)<α.

La principal propiedad del modelo SIR, aplicado a Sars-CoV-2 o a cualquier otro patógeno, es 
que la propagación de la enfermedad termina con el paso del tiempo (es decir, la enfermedad es no en-
démica) o i∞ = i (t)  (Castro et al., 2020, p. 3).   

Podemos concluir, de esta primera fase, que muchos de los informes de médicos epidemiólogos so-
bre avance y propagación de la pandemia no serán posibles de interpretar si no se tiene una cultura 
básica de cálculo y precálculo.

Pero de esta información surgen las preguntas: ¿cómo se construye una gráfica?, ¿cómo se 
lee o interpreta una gráfica?, ¿es difícil leer la información de una gráfica?

La respuesta a todas ellas nos lleva a la necesidad de entender elementos del Cálculo Diferen-
cial; esto es debido a las gráficas de los modelos que se presentan para mostrar el avance o retroceso 
de la enfermedad, así como el número de infectados y decesos, se potencializa la necesidad de ele-
mentos del Cálculo Diferencial e Integral, la herramienta matemática por excelencia para construir 
y analizar las gráficas de funciones y estudiar la variación de la función modelo. 

2.1 De los inconvenientes o problemas

La epidemia tomó por sorpresa al medio educativo y los profesores fueron obligados a impartir cla-
ses en línea en todos los sectores educativos. A su vez millones de alumnos fueron obligados al con-
finamiento en casa, 91% de los estudiantes de diferentes niveles educativos del mundo se vieron 
obligados a utilizar las tecnologías digitales para comunicarse y recibir clases (DeVaney et al., 2020). 
Es temprano para hacer un diagnóstico del daño que causó la epidemia: a la educación, a la salud 
mental, a la administración de las escuelas, entre otros. Uno de los más graves fue que los estudiantes 
carecieron del contacto e intercambio educacional en una institución, es decir, del conocimiento 
que se da con la socialilización estudiantil. Si bien en la educación elemental este factor es funda-
mental, también lo es en el posgrado y licenciatura. Se perdieron al menos dos años de escolaridad 
-en algunos casos rescatada con el uso de la tecnología, pero en la mayoría fue pérdida total-. Lo 
cierto es que alrededor del 67% de las instituciones de educación superior cambiaron a la enseñanza 
en línea; la cuarta parte cerró para buscar soluciones y el 7% canceló sus operaciones (Regional & 
National Perspectives on the Impact of Covid-19 on Higher Education). Esto fue una advertencia 
que el sector educativo debe tomar con seriedad y pensar en un futuro en una educación hibrida o a 
distancia.

ds (t)
  dt 
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Particularmente la enseñanza del cálculo a nivel universitario reporta un índice de repro-
bación o falla del 70% al 80%. Encuestas internacionales reportan que la mayoría de los docentes 
llevan a cabo una enseñanza de corte operativo, en donde el cálculo viene a ser un repertorio de 
fórmulas y algoritmos, a este problema se le llamó algebrización del cálculo (Tall, 1992; Cuevas y 
Pluvinage, 2009; Bressoud et al, 2016).

En otras encuestas se observa que un gran porcentaje de profesores de cálculo no emplean 
las tecnologías digitales como apoyo a sus cursos de cálculo, aún más en ciertos sectores docentes 
se detectó un cierto analfabetismo digital. Otros inconvenientes observados:

La educación en línea deja mucho que desear, puesto que tanto docentes como alumnos no tienen experien-
cia en el manejo de plataformas e incluso del manejo de dispositivos digitales; muchos estudiantes no conta-
ban con dispositivos digitales como computadora para la clase; en el hogar, si existía una laptop o dispositivo 
digital, tenía que ser compartido por la familia; muchos hogares no tienen acceso a la red de Internet; no 
contaban con material realizado y diseñado para la educación en línea o autoaprendizaje; el estrés al que es-
taban sometidos por la muerte o enfermedad de familiares y amigos dificulta su concentración; desconocían 
muchas de las herramientas matemáticas que se ofertan en línea; no tenías espacios privados para llevar a 
cabo las lecciones y por ende el trajín usual de casa era un distractor importante (Cuevas et al., 2020).

2.2 De las ventajas

Una de las pocas ventajas es que de manera obligada por las circunstancias, muchos docentes tuvieron 
que tomar cursos para el uso de plataformas digitales como Team, Zoom, y demás. Cursos de class-
room, Google forms y de algunos softwares de apoyo. Esto obligó a reflexionar sobre la importancia de 
actualizarse en tecnologías digitales (Engelbrecht et al., 2020). Indudablemente las herramientas digi-
tales ofrecen oportunidades para mediar en las actividades de aprendizaje en las que participan los es-
tudiantes (Sfard y McClain, 2002), sin embargo, esto crea nuevos paradigmas y nos lleva a interrogan-
tes como: ¿cuáles serán las mejores herramientas?, ¿qué tipo de herramientas se ofrecen en el mercado?, 
¿modifica las formas de escritura tradicional?, ¿cómo se debe modificar el currículo escolar para inte-
grar a las tecnologías digitales de manera preponderante?, ¿cómo se debe de modificar la forma tradi-
cional de la enseñanza? Y esto, insistimos obliga a establecer cursos continuos de actualización docen-
te. Otra ventaja importante es que al modificar nuestra forma de enseñanza se cuestionan las formas y 
métodos de la educación actual y se vuelve necesario repensar la educación matemática en general.

3. Repensar el proceso de enseñanza y aprendizaje de la matemática

Usualmente en los sistemas escolares tradicionales, a los maestros se les proporciona un programa de 
estudios, un texto y un avance programático donde se señala de forma exacta lo que deben enseñar 
y en qué tiempo. Enseguida se delega al docente toda la autoridad en el salón. Es decir, el saber es 
propiedad del maestro quien, a su vez, lo entrega al estudiante y con frecuencia el saber se encuentra 
dentro de la institución. Mediante el programa de avance programático, la instrucción se ejerce de 
forma autoritaria y jerárquica y se basa en la persona. Con frecuencia a los alumnos se les considera 
meros receptores y los profesores vienen a ser el recurso dominante. A los estudiantes se les enseña 
de manera uniforme y en este sentido, las escuelas se consideran islas tecnológicas; es decir, la tecno-
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logía se acepta y promueve para apoyar las prácticas existentes y para lograr mejoras en la eficiencia. 
Pero desde hace tiempo eso cambió y el acceso al saber es generado por el estudiante por medio 
de los dispositivos digitales. Y a veces a pesar del profesor. El día de hoy, la información ya no es 
controlada por el maestro, ni siquiera por el Estado; los estudiantes tienen diversas maneras de 
acceso a la información y el maestro ha perdido este control. Mientras el maestro ilustra un tema 
o un problema, el alumno puede estar indagando en la red diversas informaciones de éste, con 
distintos enfoques, o resolver el problema mediante el auxilio de algún software. Necesitamos 
aceptar la diversidad y establecer prácticas pedagógicas diferenciadas. Personalizar las experien-
cias educativas; es decir, construir la instrucción de acuerdo con las capacidades de los estudian-
tes, ayudándolos a personalizar su aprendizaje y evaluarlos de manera que se promueva la partici-
pación y el talento (Saltiel y Viennot, 1985). 

Se requiere utilizar el potencial de las tecnologías digitales, liberar el aprendizaje de las conven-
ciones anteriores y conectar a los estudiantes de maneras nuevas y poderosas. Si bien el conocimiento 
ha dejado de ser propiedad del profesor, también lo es que el profesor puede sugerir sitios en donde la 
información sea confiable, recordemos que en la red de internet se encuentra tanto información falsa 
como veraz. Es necesario establecer proyectos de aprendizaje participativos, de situaciones reales e 
interesantes para los estudiantes (Cuevas y Pluvinage, 2003; Viennot, 1979). 

Aprovechar los recursos tecnológicos para hacer de la enseñanza de la matemática y las 
ciencias naturales un ejercicio experimental, en donde el dispositivo digital se puede convertir en 
un laboratorio portátil (Vázquez, 2014). Promover un aprendizaje colaborativo y a la vez perso-
nalizado y diferenciado, en donde cada alumno pueda desarrollar su aprendizaje a su propio rit-
mo y eso significa cambiar las normas de trabajo. En el mundo plano, todo lo que es nuestro co-
nocimiento mañana será una mercancía disponible para todos. 

Debido a que la tecnología nos ha permitido actuar sobre nuestra imaginación, el éxito será 
de aquellos que dominen las nuevas formas de colaboración. Estamos viviendo el cambio de tecno-
logías y acciones con conocimientos que se apilan en algún lugar depreciándose rápidamente en un 
mundo en el que el poder de la actividad colaborativa está aumentando. Sin duda alguna, la promo-
ción de proyectos reales en forma cooperativa puede ser la alternativa de solución. La situación eco-
nómica y social actual nos muestra que necesitamos preparar a los estudiantes para cambios econó-
micos y sociales imprevistos, para empleos que no han sido creados, para usar tecnologías que aún 
no han sido inventadas y para resolver problemas sociales que todavía no podemos imaginar.

Nuestra función, más que adoptar ciegamente un cierto texto educativo, es aceptar el acce-
so a la información libre y proveer de sitios de información fiable, de actividades atractivas que 
promuevan la autonomía y la inteligencia, la transversalidad de los temas y la integración de con-
textos de aprendizaje. Estar conectado con contextos del mundo real y permeable a los recursos 
ricos que surjan de nuestras comunidades. 

Es nuestra convicción que establecer políticas autoritarias, punitivas, carecería de sentido. In-
tentar controlar de forma autoritaria el acceso a la información es una tarea imposible, establecer la 
uniformidad puede ser un cometido o tarea fallida, establecer sistemas de enseñanza únicos será casi 
imposible. Es necesario que el profesor se actualice y establezca una verdadera cultura compu-digital.

El reto que enfrenta el docente del día de hoy es: ¿cómo proponer proyectos interesantes a 
los estudiantes, de manera que los mismos sean codescubridores?, ¿cómo implementar en el aula 
diversas pedagogías que permitan avances significativos?, ¿cómo diseñar actividades en donde la 



52

CARLOS ARMANDO CUEVAS-VALLEJO

tecnología sea más un aliado que un enemigo? Y donde el estudiante sea un co-creador de la acti-
vidad y software empleado.
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Resumen

La complejidad de las nociones del cálculo se debe, entre otras cosas, a la multiplicidad de sus signi-
ficados; en particular, la forma en la que se presenta en los diferentes tipos del currículum incide en 
su comprensión. Por tal motivo, se revisan 14 artículos sobre los significados de la derivada en dife-
rentes planes de estudio del Nivel Medio Superior y Superior de países hispanohablantes. La finali-
dad es describir el campo conceptual y procedimental mediante la técnica del análisis de contenido. 
La evidencia apunta a que el campo procedimental de la derivada se centra en la aplicación y desa-
rrollo de reglas de derivación. Para el campo conceptual son dos los referentes más potenciados: a) 
Pendiente de la recta tangente y b) Límite del cociente incremental. Sin embargo, la forma tradicio-
nal de presentar la estructura conceptual de la derivada podría dificultar el tránsito hacia significa-
dos más funcionales como la variación.

1. Introducción

La enseñanza y el aprendizaje del cálculo es de los tópicos más estudiados dentro del campo de la 
Matemática Educativa, dada la complejidad de las nociones que lo conforman (Pino-Fan, 2017). 
Esta complejidad se debe, entre otras cosas, a la multiplicidad de significados inherentes a los con-
ceptos matemáticos. Para el caso del concepto de derivada, estudios han reportado los significados 
presentes en algunos tipos del currículum: oficial (propuesto por la institución), potencial (mate-
riales didácticos y de apoyo para el profesor), impartido (lo que enseña el profesor) o aprendido (lo 
que sabe el estudiante). Algunos se realizaron en países de habla hispana, como el de Herrera et al. 
(2017), quienes presentan los significados de la derivada en dos textos de cálculo del nivel univer-
sitario español. Un estudio similar, pero en el nivel preuniversitario, fue realizado por Inglada y 
Font (2003). En Castro et al. (2015) y Silva (2016) se describen aquellos presentes en un material 
didáctico y en las producciones de los estudiantes para una universidad de Colombia y Venezuela, 
respectivamente.

Para el caso del currículum mexicano, Díaz (2009) estudia el conocimiento en torno a la 
derivada de un grupo de 9 profesores de cálculo del preuniversitario que imparten clases en dife-
rentes preparatorias del Estado de México. En Morales (2018) se revisan las planeaciones de 4 
profesores de cálculo del Nivel Medio Superior (nms) del estado de Zacatecas, para identificar los 
significados del concepto de derivada que los profesores podrían potenciar en su práctica docente. 
Finalmente, en Pino-Fan et al. (2013), realizan un análisis del significado pretendido de la deri-
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vada en el plan de estudios mexicano del nms (programa propuesto por la sep en el 2010) y algu-
nos libros de texto de este nivel educativo.

Un problema identificado en estas investigaciones es la desconexión de significados en los 
diferentes tipos de currículum y sus posibles causas e implicaciones. Entre las causas se encuen-
tran: la libertad que el profesor tiene para abordar temas (Gómez y Velasco, 2017), el conocimien-
to del profesor (Díaz, 2009; Fernández-Plaza et al., 2016; Jennings et al., 2019), o bien que los 
libros de texto carecen de intencionalidad (Ibáñez y Dolores, 2012). Por otro lado, entre las im-
plicaciones de esta desconexión está su influencia en el aprendizaje del estudiante, creando defi-
ciencias en su conocimiento matemático (Díaz, 2009; Dolores et al., 2020; Fernández-Plaza et 
al., 2016; Hitt y González-Martín, 2016) o bien dando lugar a diversas dificultades (Feudel, 
2019), como inconsistencias entre lo que construye el estudiante y lo que proponen los libros de 
texto (Sánchez et al., 2008). Por tal motivo, el objetivo de esta investigación es: identificar los 
significados de la derivada que se presentan en diversos tipos del currículum en matemáticas de 
países de habla hispana.

Los resultados de la presente investigación permitirán una mejor organización de la derivada 
como contenido matemático escolar en los diferentes tipos del currículum; o bien su relevancia radica 
en que, como dice Pino-Fan (2017), los estudios de los significados de las nociones claves del cálculo 
que, además es una línea de investigación vigente en los diferentes niveles educativos. Enseguida se 
presenta el sustento teórico y metodológico que permitió lograr el objetivo propuesto.

2. Método

Para lograr el objetivo de la investigación se utilizó el método del análisis de contenido propuesto en 
Rico y Fernández-Cano (2013). Este método, tiene varios alcances: interpretar mensajes o inferir 
significados como es el caso del presente capítulo. El proceso que se siguió se muestra en la Figura 1. 
La aplicación de éste se describe en las siguientes secciones, excepto la última etapa que correspon
de a la presentación de resultados que se desarrollan en el siguiente capítulo.

Delimitar 
el corpus

Concretar y 
localizar la unidad 

de análisis

Describir e 
interpretar las 

categorías

Extracción  e 
interpretación de 

la información

Relacionar y 
analizar con base 

en el objetivo

Figura 1. Etapas del Análisis de Contenido (realizada con información de Rico y Fernández-Cano, 2013).

2.1 Delimitar el corpus

Se buscaron textos académicos que reportaran significados del concepto de derivada, pero estos 
deberían hacer referencia a algún tipo del currículum (oficial, potencial, impartido y aprendido). 
Bajo esta delimitación del corpus, quedaron fuera documentos que reportaban diseños o situaciones 
didácticas que tienen como origen a la investigación del campo de la Matemática Educativa, pues el 
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interés se centró en un estudio descriptivo de lo que se propone institucionalmente; lo que planea y 
ejecuta el profesor y lo que aprende el estudiante sobre la derivada en diferentes currículos hispanos 
en matemáticas del nms o Superior. La búsqueda del corpus se realizó en Google Académico utili-
zando como frase “significados de la derivada”. El buscador obtuvo 274, 000 resultados y se revisa-
ron los primeros 40 para determinar cuáles cumplían con los requerimientos establecidos en la limi-
tación del corpus. Se encontró que 14 de ellos (tesis y artículos) reportaban significados de la 
derivada en el nms o Superior en algún contexto de habla hispana.

2.2 Concretar y localizar las unidades de análisis

La unidad de análisis se conformó por los párrafos de los documentos académicos (artículos y tesis) 
donde se presentaban los resultados que hacían alusión a los significados identificados en alguno de 
los tipos de currículum analizados. Estos párrafos, al ser localizados fueron extraídos como imagen 
y se les etiquetó mediante un sistema de códigos conformado por la referencia que incluía el autor o 
autores, el año y la página donde se ubica el párrafo.

2.3 Describir e interpretar categorías

El significado de un concepto matemático ha sido abordado por autores como D’Amore (2005); 
Godino et al. (2007) y Rico (2012), por mencionar algunos. Dar una definición precisa no es una 
tarea fácil; sin embargo, Saussure (Serrano, 2005) se aproxima determinando el significado de algo 
como el concepto (noción, percepción o conocimiento) que alguien tiene sobre ese algo. Así, desde 
la diversidad de acercamientos se rescata al signo como un componente necesario para comprender 
y representar objetos abstractos como los que conforman las matemáticas; pero estos signos están 
asociados a una estructura matemática del contenido en cuestión. 

La estructura matemática se refiere a los conceptos, definiciones, propiedades, argumentos, 
proposiciones, procedimientos y relaciones que se derivan del contenido matemático escolar que 
se está analizando (Rico, 2012; Rico y Fernández-Cano, 2013). En Cañadas y Gómez (2014) se 
propone una visión cognitiva de este componente dividiéndolo en dos campos: uno conceptual y 
otro procedimental. Cada campo tiene 3 niveles: el primero categorizado en hechos, conceptos y 
estructuras sobre los que puede actuar el segundo, a través de destrezas, razonamientos o estrate-
gias (ver Figura 2).

Figura 2. Clasificación cognitiva de la estructura conceptual del conocimiento matemático escolar 
(realizada con información de Cañadas y Gómez, 2014).
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La estructura conceptual que conforma al significado puede corresponder o provenir de diferentes 
tipos de currículum. Por tal motivo, la estructura conceptual del significado puede brindar infor-
mación de quien lo propone institucionalmente, lo organiza y aplica en el aula o de quien lo apren-
de. Estos tipos de currículum son descritos en Alsina (2000) de la siguiente manera: currículum 
oficial, como el conjunto de objetivos o documentos que oficializan las instituciones educativas; 
currículum potencial, conformado por los libros o cualquier material que utilizan o producen los 
profesores para planear sus clases; currículum impartido, es lo que el profesor realmente desarrolla o 
enseña en el aula; currículum aprendido, es aquel que hace alusión a los estudiantes siendo entonces 
el que brinda información sobre lo que los estudiantes aprenden. De esta manera, la estructura con-
ceptual fue categorizada en alguno de sus dos campos (conceptual o procedimental) y ubicada en 
alguno de los tipos de currículum.

2.4 Extracción e interpretación de la información

Para la extracción e interpretación de los significados de la derivada, se identificó el campo concep-
tual y procedimental y el tipo de currículum al que refiere (ver Figura 3); enseguida, se procedió a 
llenar el instrumento con la información obtenida (ver Tabla 1). En el caso del currículum poten-
cial, se tuvo que incluir un referente más preciso, dado que en esta categoría tenemos varias opciones 
que pueden ser materiales que ayudan o produce el profesor para sus clases. En este tipo de currícu-
lum están libros de texto, planeaciones realizadas por el profesor o su propio conocimiento, por 
mencionar algunos.

Figura 3. Interpretación del significado de la derivada y tipo de currículum en un fragmento 
de Castro et al. (2015).

Tabla 1. Instrumento de recolección con información de fragmentos de Castro, Pino-Fan y Font (2015). 
Elaboración propia.

	

Código del corpus Tipo de Currículum/País Estructura Conceptual

Campo Conceptual Campo Procedimental
Castro et al. 

(2015, p. 1594)
Potencial (conocimiento del 

profesor)
Razón de cambio

Pendiente de la recta 
tangente

Determinar la variación 
en un punto
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3. Estructura conceptual de la derivada en algunos currículos hispanos en 
matemáticas 

Aquí se identifica la estructura conceptual del significado de la derivada que más se potencia, se-
gún los documentos analizados. Por lo tanto, no se pretende ser exhaustivos respecto a los hechos, 
conceptos, estructuras, destrezas, razonamientos o estrategias reportados, sino aquellos que en 
los resultados se consideran los de mayor frecuencia, importancia o presencia. La diversidad de 
intereses, enfoques teóricos, metodologías, tipos de currículum y países hace posible que el cam-
po conceptual y procedimental se presente de manera diversa; sin embargo, fue posible encontrar 
coincidencias.

En las tablas 2 y 3 (resultados para el nms y Superior, respectivamente) se puede identificar 
que algunos estudios se enfocan en más de un tipo de currículum por lo que al final se tienen 
significados de 20 de ellos (4 oficiales, 10 potenciales y 6 aprendidos). En este caso, no se encon-
traron estudios de los significados de la derivada que hagan referencia al plan de estudios impar-
tido. Lo anterior pues, aunque si bien encontramos estudios con profesores, éstos se enfocan en 
encuestas, entrevistas o resolución de tareas, pero ninguna realiza una observación del profesor 
en su clase de matemáticas. De esta manera, considerando la descripción adoptada del currícu-
lum impartido, no se presenta en este estudio información sobre el significado de la derivada 
proveniente de los significados desarrollados en una clase por los profesores de matemáticas. Otra 
cuestión es que no hay predominio del nivel educativo, pues 10 de los estudios se realizaron en el 
nms y 10 en el nivel Superior. En cuanto a su distribución por países: 4 corresponden a Colom-
bia, 5 a México, 8 a España y 3 a Venezuela. En los artículos analizados, el de mayor porcentaje 
(50%) son los realizados al currículum potencial. Las fuentes de este tipo de currículum son di-
versas, por tal motivo, en la información presentada (Ver Tabla 2 y 3) se aclara a qué fuente co-
rresponde: libros de texto, planeaciones de clase, exámenes o el propio conocimiento del profesor.

Al analizar el campo conceptual y procedimental de la derivada en los diferentes tipos de 
currículum del nms (Tabla 2), se encontró que son 3 los referentes conceptuales que más se ligan 
a la derivada. Estos son: a) La pendiente de la recta tangente, b) La razón de cambio y c) El límite 
del cociente incremental. Además, para el campo procedimental, el referente de mayor presencia 
son las reglas de derivación. Los resultados para el campo conceptual de la derivada en los currí-
culos del nms son más coincidentes que los obtenidos para el campo procedimental. La razón es 
que en el campo procedimental se incluyen destrezas o razonamientos sobre términos o concep-
tos que no aparecen en el campo conceptual. Un ejemplo de esto es el caso de encontrar máximos 
y mínimos. Esto da idea de que, en esos casos, el centro está en el procedimiento, más que en los 
conceptos. Finalmente se observa que en el campo procedimental se pierde la razón de cambio 
como un referente conceptual de la derivada que puede tomar un sentido funcional. Es decir, 
aunque la razón de cambio aparece como un referente conceptual central, éste no se relaciona con 
ninguna destreza, razonamiento o estrategia propuesta en el campo procedimental.
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Tabla 2. Estructura conceptual de la derivada según tipo de currículum y país para el NMS. Elaboración propia.

Documento Tipo de Currículum/
País

Campo Conceptual Campo Procedimental

Castro et al. (2015) Potencial (conocimiento 
del profesor)/Colombia

Razón de cambio; 
Pendiente recta tangente.

Determinar la variación 
en un punto.

Díaz (2009) Potencial (conocimiento 
del profesor)/México

Límite del cociente incre-
mental; Razón de cam-
bio; Pendiente de la recta 
tangente.

Reglas de derivación.

Inglada y Font (2003) Potencial (libros de tex-
to)/España

Cálculo por límites
Cálculo por reglas de 
derivación.

Aprendido/España Usan notación incremen-
tal; Usan el diferencial.

Morales (2018) Potencial (planeaciones 
del profesor)/México

Límite del cociente incre-
mental; Razón de cam-
bio; Pendiente de la recta 
tangente.

Reglas de derivación.

Pino-Fan et al. (2013) Oficial (Plan de estudios 
2010)/México

Límite el cociente 
incremental; Razón de 
cambio.

Máximos o Mínimos.

Oficial (de una universi-
dad)/México

Límite del cociente incre-
mental.

Reglas de derivación; En-
contrar máximos y míni-
mos y razones de cambio.

Potencial (Libros de tex-
to)/México

Límite del cociente incre-
mental.

Pino-Fan et al. (2013) Potencial (conocimiento 
del profesor)/México

Límite de cociente incre-
mental (tasa instantánea 
de variación); Razón de 
cambio; Pendiente de la 
recta tangente.

Vargas et al. (2020) Potencial (libros de tex-
to)/España

Reglas de derivación.

Para el caso de los currículos analizados del nivel Superior (Tabla 3), se encontró que la estructura 
conceptual es más diversa. Es posible que esto ocurra dado que en el nivel universitario los planes y 
programas de estudio no obedecen a una propuesta nacional, al menos en México. En contraparte, 
los estudios del Nivel Superior muestran más información respecto a las categorías establecidas en 
ambos campos. Lo anterior permite mayor precisión respecto a la forma en la que se estructura el 
concepto de derivada.
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Tabla 3. Estructura conceptual de la derivada según tipo de currículum y país para el Nivel Superior. 
Elaboración propia.

Documento
		

Tipo de Currícu-
lum/País

Campo Conceptual	 Campo Procedimental

Briceño et al. (2018)	
		

Aprendido/México Tangentes; Pendiente recta 
tangente; Límite del cociente 
incremental; Razón de cambio.

Reglas de Derivación.

Castro et al. (2015) Potencial (exa-
men)/
Colombia

Tangentes. Derivabilidad y Derivadas 
laterales por definición; Verifi-
cación de derivadas; Reglas de 
Derivación; Aplicaciones 
(Graficación, Razones de cam-
bio relacionadas y Optimiza-
ción).

Aprendido (estu-
diantes)/Colombia

Derivabilidad y Derivadas 
laterales por definición; Verifi-
cación de derivadas; Reglas de 
derivación.

Herrera et al. (2017) Potencial (dos li-
bros de texto)/
España

Límite del cociente incremental; 
Derivada en un punto; Función 
derivada; Valor extremo; Máxi-
mo y Mínimo; Pendiente de la 
recta tangente.

Calcular derivadas; Reglas de 
derivación; La función deriva-
da describe la variación de otra 
función en el caso específico 
de la velocidad.

Jiménez-Fernández 
(2017)

Oficial (examen de 
ingreso)/España

Términos: tangente, extremo, 
intervalos de crecimiento o 
decrecimiento; Interpretación 
como: Pendiente de la recta 
tangente.

Interpretación como: Algorit-
mo (Reglas de derivación); va-
riación de la función.

Parra y Castro (2020) Aprendido/
Colombia

Pendiente de la recta tangente; 
Velocidad instantánea; Varia-
ción (cambio de una función).

Procedimientos según la tarea 
planteada.

Rodríguez y Rodrí-
guez (2019)

Aprendido/México Pendiente de la recta tangente; 
Límite del cociente incremental.

Silva (2016) Oficial y Potencial 
(libros de texto)/
Venezuela

Bosquejo de curvas aplicando 
derivadas en el área de Econo-
mía y Administración.

Aprendido/
Venezuela

Aplicación de la derivada.
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Para el campo conceptual se identifican términos como: tangentes, extremos, intervalos de crecimien-
to o decrecimiento, máximos y mínimos y a la velocidad instantánea como un hecho relevante. Se hace 
un mayor énfasis en la diferencia entre el concepto de la derivada en un punto y la función derivada. 
Además, al igual que en el nms, entre los referentes con mayor presencia se encuentran la interpre-
tación de la derivada como el límite del cociente incremental y la pendiente de la recta tangente. Una 
diferencia respecto al nms es que la razón de cambio y la variación tienen una presencia marginal en 
el campo conceptual de los significados de la derivada en el Nivel Superior.

En el campo procedimental el principal referente son las reglas de derivación, lo que coin-
cide con los resultados en los currículos del nms; sin embargo, una diferencia para el Nivel Supe-
rior es que aquí se propone de manera más precisa la aplicación de las reglas de derivación para la 
resolución de problemas en diferentes contextos, dejando en claro que las destrezas o razona-
mientos dependen de la tarea o carrera en donde se desarrollan. Finalmente, es importante men-
cionar que, la razón de cambio sólo aparece de manera explícita en el campo conceptual de un 
currículo del Nivel Superior, aunque lo hace de manera implícita en el campo procedimental de 
otros currículos a través del estudio de la variación como destrezas y razonamientos para la grafi-
cación o el estudio de funciones, respectivamente.

4. Resultados y discusión

La estructura conceptual presentada en las tablas 2 y 3 determina que existen algunas coincidencias 
en cuanto a los referentes conceptuales y procedimentales relacionados a la derivada para los cu-
rrículos hispanos de matemáticas del nms y Superior. Esto permite inferir que la pendiente de la 
recta tangente, el límite incremental y las reglas de derivación son los referentes de la estructura con-
ceptual de la derivada que conectan los currículos de ambos niveles educativos. Sin embargo, esta 
estructura identificada en los currículos hispanos de matemáticas da evidencia de que la enseñanza 
del cálculo diferencial, como dicen Eichler y Erens (2014) se sigue presentando de manera canónica. 
Es decir, fundamentada principalmente en el concepto de límite (Pino-Fan et al., 2013).

Es importante mencionar que, si bien se encontraron coincidencias en la estructura con-
ceptual de la derivada, también existen otros componentes de los significados que podrían ha-
cerlos diferentes. Estas son las representaciones y la fenomenología, componentes del significado 
que junto con la estructura conceptual conforman el triángulo semántico del significado de un 
contenido matemático escolar propuesto en Rico (2012). La posibilidad de la multiplicidad de 
significados a pesar de algunas coincidencias es explicada en Herrera et al. (2017) de la siguiente 
manera:

Por lo tanto, hemos apreciado dos significados diferentes del mismo concepto, la derivada, en dos tex-
tos de reconocido prestigio a nivel internacional […] Aunque se intente transmitir el mismo concepto, 
la forma de notarlo, la forma de representarlo, o los enfoques con los que se presenta, determinan sig-
nificados diferentes del mismo (pp. 303-304).

Aunado a lo anterior, se suma un fenómeno externo que produce significados diferentes del mismo 
contenido matemático escolar. Este fenómeno puede ser explicado por el modelo de las cuatro fases 
del plan de estudios propuesto por Stein et al. y que fue recuperado en Eichler y Erens (2014) en la 
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Figura 4. Aquí lo explicamos contextualizando para el caso de los significados y los tipos de currícu-
lum establecidos por Alsina (2000).

Figura 4. Modelo de un currículum (Eichler y Erens, 2014, p. 650).

Los significados propuestos en el currículum oficial (written currículum) al ser interpretados por el 
profesor mediante una selección y organización de estos, dan como resultado un currículum poten-
cial (Teacherś intended currículum). Pero éstos significados seleccionados y organizados por el pro-
fesor, pueden estar lejos de lo que termina desarrollando en el aula, pues la interacción con los estu-
diantes crea algo diferente a lo que existía en la mente del profesor. De esta manera, los significados 
potenciados en el currículum impartido (Teacherś enacted currículum) podrían diferir de los previs-
tos por el profesor. Finalmente, los estudiantes también transforman los significados desarrollados 
en clase y los convierten en significados personales que conforman el currículum aprendido (Stu-
dentś learning).

El proceso de transformación expuesta en la figura 4 deja en claro que las coincidencias y 
diferencias entre los significados dependen de varios componentes. Por lo tanto, tener conciencia 
de estos elementos intrínsecos y extrínsecos que podrían estar propiciando inconsistencias entre 
los significados permitirá plantear una mejor enseñanza de la derivada.

Para cerrar esta sección, se discierne con más detalle las implicaciones sobre la forma en la que 
aparece la variación en los currículos de matemáticas de habla hispana. Este componente de la es-
tructura conceptual de la derivada forma parte de los significados globales de este concepto, según 
el estudio reportado en Pino-Fan et al. (2011). Sin embargo, la forma en la que se presenta en los 
currículos se concentra en un caso particular: la velocidad instantánea. De esta manera, se dejan 
fuera otras interpretaciones más generales de la variación surgidas en el siglo xiv. Entre las aporta-
ciones realizadas en este tipo de estudios, queremos mencionar dos propuestas de Oresme: el estu-
dio geométrico del cambio y las cualidades que podrían observarse en este tipo de representaciones 
y que él llamaba intensidades de las cualidades. Estas intensidades hacen referencia por medio de 
figuras geométricas a cualidades que no varían, que varían o no de manera constante, estableciendo 
una relación entre dos variables que se modela vía la variación (Suárez y Cordero, 2010).

Este tipo de interpretaciones más generales son propuestas en las nuevas tendencias educa-
tivas que proponen alcanzar unas matemáticas escolares más funcionales teniendo como eje rec-
tor y articulador a la variación. Este nuevo enfoque ha tratado de implementarse en el nuevo cu-
rrículum de matemáticas del nms en México; sin embargo, existe una carencia de enfoques 
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metodológicos acordes a la reforma que ha tratado de atenderse por parte de la Subsecretaría de 
Educación Media Superior (sems) y un grupo de investigación en matemática educativa (Progra-
ma Interdisciplinario para el Desarrollo Profesional Docente en Matemáticas —pidpdm) cuyo 
producto más reciente se puede consultar en el currículo para la educación media superior, titu-
lado “Propuesta de adecuación de contenidos de las asignaturas del componente de formación 
propedéutica”, tanto para el bachillerato general como el tecnológico, en el campo disciplinar de 
matemáticas (sems, 2017). En ella se encuentra integrada una línea de investigación denominada 
Pensamiento y Lenguaje Variacional (pylv) que ha cobrado importancia en el currículum oficial 
de matemáticas en México, presentándose como uno de los ejes de aprendizaje fundamentales en 
el campo disciplinar de matemática para la educación obligatoria establecida en el Modelo Edu-
cativo 2016 (sep, 2016). 

El pylv se ha centrado en investigar o bien en desarrollar un pensamiento centrado en el 
estudio del cambio y el análisis de la variación de situaciones y fenómenos donde se requiere pre-
decir estados futuros (Caballero y Cantoral, 2013). Es decir:

[…] el desarrollo del pensamiento variacional tiene lugar dentro de una sv, donde el uso de las ev genera 
el estudio de la variación, pues estos resultan ser el punto de partida para el análisis y reflexión acerca del 
cambio y sus efectos al permitir identificar aquello que cambian en una situación, cuantificar ese cambio 
y analizar la forma en que se dan los cambios (Caballero y Cantoral, 2013, p. 1204).

Esta propuesta nace en los años noventa del siglo pasado como una de las líneas de investigación de 
la Teoría Socioepistemológica de la Matemática Educativa (Cantoral, 2013). Dicha propuesta se 
centra en transitar de objetos abstractos y secuenciados hacia las prácticas que dan sentido y signifi-
cado a lo aprendido. Como forma de pensamiento estudia, entre muchas otras cosas, los significados 
de los objetos matemáticos relacionados con la variación, que son asignados a partir de las intuicio-
nes y concepciones primarias de los estudiantes, siendo éstas una de sus líneas de interés. En Ramos 
(2019) se concreta una explicación sistemática del pylv que se caracteriza en dos sentidos, como lí-
nea de investigación y forma de razonamiento (figura 5).

Figura 5. Definición esquemática del pylv (Ramos, 2019, p. 52).
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Si bien, como línea de investigación esta propuesta se ocupa de proponer o estudiar fenómenos que 
involucren la variación para la enseñanza y aprendizaje, con el fin de favorecer el razonamiento en 
los estudiantes. Por otra parte, como forma de razonamiento considera aquellas técnicas, lenguajes 
y estrategias variacionales que permiten dotar de sentido al concepto de derivada en el análisis de 
la variación (Briceño et al., 2015). Sin embargo, con base en los resultados de la presente investiga-
ción, existe ausencia de significados de la derivada relacionados con la variación en los currículos 
de matemáticas del nms de habla hispana. El enfoque algorítmico por medio de reglas de deriva-
ción es el más potenciado soslayando el aspecto variacional. En ese sentido, la variación como 
componente de la estructura conceptual de la derivada es un elemento que podría renovar la forma 
de enseñar dicho concepto.

5. Conclusiones

La transformación que sufre un contenido matemático en las diferentes fases de implementación de 
un currículum está sujeta a la afinidad, interpretación y entendimiento de aquellos que son respon-
sables de seleccionarlos y organizarlos. De esta manera, los aprendizajes de los estudiantes están 
condicionados a las selecciones de los profesores; a su vez, estas decisiones están influenciadas, entre 
otras cosas, por la formación del profesor y las prioridades establecidas por la institución en donde 
realizan la docencia (Hitt y González-Martin, 2016). Es por esta razón que un mismo profesor 
puede potenciar diferentes significados dependiendo de la institución o los contextos donde desa-
rrolle su práctica docente (Bingolbali et al., 2006). Aunado a lo anterior, la selección y clasificación 
del corpus se consideró un elemento central dentro de la metodología.

También se identificó que los estudios que predominaron son aquellos realizados sobre el 
currículum potencial y el aprendido. Estas investigaciones centradas en los libros de texto (prin-
cipalmente) y los aprendizajes de los estudiantes, son consideradas clásicas dentro de la Matemá-
tica Educativa. En contraparte, aquellos que analizan los significados de la derivada en el currícu-
lum oficial fueron escasos; pese a que Rojano y Solares (2017) consideran este tipo de estudios 
como un indicador de la calidad educativa. Además, no se encontraron estudios sobre los signifi-
cados de la derivada para el currículum impartido. Es importante aclarar que a pesar de que 
existen diversos estudios sobre el profesor de matemáticas y la derivada, la brecha que existe entre 
lo que el profesor prevé o utiliza (incluyendo sus conocimientos) y lo que se desarrolla en clase, se 
hace evidente en los procesos de transformación explicados en el modelo de un currículum pre-
sentado en la figura 4.

Respecto a la estructura conceptual de la derivada, el campo procedimental, enfocado en el 
cálculo (nms) y aplicación (Nivel Superior) de las reglas de derivación, supera a los componentes 
del campo conceptual, como el significado por excelencia. Este enfoque tradicional que permea 
en los significados de la derivada en los currículos hispanos analizados deja fuera interpretaciones 
que doten de sentido a este contenido matemático escolar. Esto sin duda afectará los aprendizajes 
de los estudiantes pues “un aprendizaje sin sentido es un aprendizaje a corto plazo, que no está 
relacionado con el desarrollo de la competencia matemática, cuya característica principal es la 
utilidad de las matemáticas al solucionar problemas reales” (Vargas et al., 2020, p. 930).

Aunque en esta revisión la variación aparece como parte del significado de la derivada, 
ésta se enfoca en hacer cálculos oscureciendo razonamientos que brindan significados más fun-



64

JUDITH A. HERNÁNDEZ-SÁNCHEZ, EDUARDO C. BRICEÑO SOLÍS Y ALEXIS CASTRO-SOTO

cionales de la derivada. Es decir, no se evidencian o no forman parte del discurso las estrategias 
o razonamientos variacionales, dada la fuerte influencia de lo algorítmico. A lo anterior se suma 
lo reportado por otros autores como Briceño et al. (2018), donde la falta de los contextos geomé-
tricos al abordar la derivada hace difícil la adopción del significado de la variación propuesto en 
el nuevo currículum de matemáticas. En este mismo tenor, Castro et al. (2015) mencionan la 
falta de tareas que permitan explorar la comprensión gráfica de la derivada en el contexto de 
fenómenos de variación. Así, la necesidad de estudios que indaguen en el currículum oficial, 
potencial, impartido y aprendido sobre los significados de la derivada relacionados con la varia-
ción se hace evidente. En estos tipos de currículos deberán incluirse aquellos dirigidos a la for-
mación de futuros profesores de matemáticas. Lo anterior, dada la reciente implementación del 
nuevo currículum de matemáticas en México (a partir del 2019) y lo escaso de este tipo de inves-
tigaciones.
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Resumen

El objetivo principal de esta contribución es explorar el trabajo matemático en Análisis, al final del 
Liceo e inicio de la Universidad. Se utiliza la teoría de los Espacios de Trabajo Matemático (etm) para 
identificar y elaborar, según criterios epistemológicos y cognitivos, el trabajo específico que realizan 
los estudiantes cuando resuelven problemas. Tras introducir el marco de los etm, se exponen algunos 
elementos fundamentales de nuestro enfoque didáctico del Análisis Matemático: los tres paradigmas 
del Análisis estándar, las perspectivas de localización, la dialéctica discreto-continuo y las interaccio-
nes entre las génesis. A continuación, nos centramos en la ruptura entre el etm de la escuela secunda-
ria y el de la universidad, prestando especial atención a la enseñanza de las funciones.

François Pluvinage, mi colega y amigo

No puedo comenzar este capítulo sin mencionar a mi colega y amigo François Pluvinage, con 
quien mantuve durante más de veinte años una intensa relación de trabajo, en particular en el 
marco del comité de redacción de los Annales de Didactique et de Sciences Cognitives, del que era 
pilar esencial, pero también en un marco menos formal durante breves estancias en la Dordoña o 
en México. 

En relación con esta contribución, rememoro su pasión por el uso de herramientas técnicas 
tanto en la vida cotidiana como en su investigación. Esta pasión, está ligada en primer lugar a su 
convicción de que la enseñanza y el aprendizaje de las matemáticas deben aprovechar la revolución 
tecnológica ligada a la informática con la creación de herramientas digitales cada vez más eficaces. 
Para él, la apropiación de estas herramientas y su integración en la escuela era una obligación moral 
que se imponía a cualquier investigador en didáctica de las matemáticas y a cualquier profesor que 
quisiera convencer a sus alumnos del interés y la belleza de las matemáticas. Una pasión que se tras-
lada a su vida cotidiana, la de un aficionado especialmente imaginativo y perseverante.

En términos más personales y en relación con mi investigación, me siento orgulloso y nos-
tálgico al pensar ahora que fue el atento presidente de la defensa de mi tesis. Más tarde fue mi 
colega en la Universidad de Estrasburgo, entonces conocida como Universidad Louis Pasteur. 
Allí acompañó mis primeros esfuerzos para desarrollar los Espacios de Trabajo Matemático. Los 
acogió con simpatía, pero también con interés, aportando sus valiosos comentarios durante dis-
cusiones intensas. Después, siguió el desarrollo de los etm como teoría y no puedo olvidar su 
presencia en el último simposio etm6, en 2018 en Valparaíso, ciudad y puerto míticos que descu-
brió con su pasión de navegante. 
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Para concluir y completar esta evocación demasiado breve, quisiera señalar al lector el ho-
menaje científico que los editores de Annales me ofrecieron escribir junto con Jean-Claude Raus-
cher (ver Kuzniak y Rauscher, 2020).

1. Identificar el trabajo matemático en Análisis y pensar su desarrollo

La enseñanza del Análisis aparece tarde en el currículo francés, al final de la escolaridad obligato-
ria y, de hecho, concierne relativamente a pocos alumnos. Este número es aún menor si se tiene en 
cuenta que el verdadero Análisis Matemático, en su forma más elaborada, sólo se enseña en las es-
pecialidades matemáticas de la enseñanza superior. Sin embargo, no es porque se rechace en los 
confines de la enseñanza que los alumnos no se enfrenten a lo largo de su escolaridad a cuestiones 
y problemas relacionados con el Análisis: funciones, números reales, secuencias, áreas y límites son 
algunas de las nociones que se encuentran en el liceo. Así, si bien resulta que paradójicamente, y en 
su mayor parte, estos alumnos nunca tendrán acceso a respuestas que entren en el ámbito del Aná-
lisis Avanzado, lo cierto es que desarrollan un trabajo matemático específico relacionado con este 
dominio de las matemáticas. La ausencia de la forma más elaborada y sofisticada de este trabajo no 
significa que haya una ausencia de trabajo matemático. ¿Qué forma adopta entonces el trabajo 
matemático en Análisis en el Liceo y en el inicio de la enseñanza superior? ¿Cómo se negocian las 
transiciones entre formas de trabajo a priori muy diferentes? 

La identificación de este trabajo matemático bajo estas diferentes formas es compleja y con-
lleva una postura didáctica reflejada en la escolaridad que aborde diversas dificultades, en parti-
cular para límites y funciones, va junto en todos los países donde se introducen estas nociones 
(Oktaç y Vivier, 2016).

Para fundamentar nuestro estudio, utilizaremos la Teoría de los Espacios de Trabajo Mate-
mático (etm) cuyo objetivo es  permitir el análisis y la descripción de la actividad matemática 
efectiva de los estudiantes que afrontan tareas matemáticas en el contexto escolar. Tras una acla-
ración de este marco metodológico y teórico, trataremos, a la luz de esta teoría, la cuestión de la 
identificación y la construcción de los etm en el Análisis al final de la enseñanza secundaria y al 
inicio de la enseñanza superior. 

Esta contribución se basa específicamente en un curso dado en la escuela de verano de di-
dáctica de las matemáticas (Kuzniak et al., 2017). Como homenaje final y para ilustrar mi desa-
rrollo, he utilizado también el último artículo escrito por Rosa Páez con François Pluvinage sobre 
las asíntotas (2019)

2. Espacios de trabajo matemático (etm)

2.1 El trabajo matemático en el contexto escolar

La introducción de la noción de trabajo en el ámbito de la educación no es menor porque esta no-
ción implica un tipo de necesidad de producción que se opone a la visión de una escuela desintere-
sada. Pero ¿qué sentido puede darse a las actividades de los alumnos en matemáticas si nada las 
orienta hacia un objetivo general, un motivo en el sentido de las teorías de la actividad, que las sub-
sume? Desde los primeros trabajos de didáctica de las matemáticas, algunos investigadores han con-
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siderado al alumno como un “matemático en ciernes” y han establecido así la actividad del matemá-
tico experto como modelo para el alumno. Pero ¿cuál es exactamente esa actividad específica que 
hace que el matemático sea reconocido? Freudenthal (1971) intenta definirlo dirigiéndose a una 
comunidad de matemáticos: “what is mathematics? Of course, you know that mathematics is an 
activity because you are an active mathematician. It is an activity of solving problems, of looking for 
problems, but it is also an activity of organizing a subject matter”1 (p. 414).

Así, Freudenthal define la acción del matemático como una tarea de resolución y búsqueda de 
problemas, pero también como una actividad de organización de un campo específico. ¡Así, el traba-
jo del matemático es el resultado de su actividad como tal! Para Thurston (1994), esta dificultad para 
definir de manera fácil y directa las matemáticas se debe a la naturaleza esencialmente recursiva de la 
actividad matemática. Por lo tanto, sólo será posible acceder a este trabajo haciéndolo y añadiendo 
constantemente nuevos conceptos. En el marco de la enseñanza de las matemáticas, los profesores 
tendrán que ayudar a los alumnos a construir su propio Espacio de Trabajo Matemático. Para ello, 
pueden aprovechar los esfuerzos de los matemáticos que, a lo largo del tiempo, han sido capaces de 
resolver problemas cada vez más complejos con herramientas y métodos cada vez más accesibles. Esto 
puede verse en el caso del cálculo, donde los estudiantes de secundaria utilizan ahora las herramientas 
del cálculo integral que sólo unos pocos matemáticos del siglo xviii dominaban.

2.2 La teoría de los Espacios de Trabajo Matemático

Recordamos sólo algunos elementos que nos parecen esenciales2 para entender esta contribución. 
Algunos de ellos tendrán que ser especificados de acuerdo con el dominio particular que estamos 
estudiando aquí, es decir, el del Análisis Matemático. Por etm entendemos un entorno “pensado y 
organizado para permitir el trabajo de los individuos que resuelven problemas matemáticos” (Kuz-
niak y Richard, 2014, p. 17); es una estructura evolutiva diseñada para dar cabida a las actividades 
matemáticas. Parte de la distinción entre tarea y actividad, y diferenciar tareas asignadas y activida-
des realizadas por el estudiante, ya sea principiante o avanzado.  

El etm articula dos niveles, uno de carácter epistemológico, estrechamente relacionado con los conte-
nidos matemáticos del dominio estudiado, y otro de carácter cognitivo, que se refiere al pensamiento 
del sujeto en la resolución de tareas matemáticas. El trabajo matemático es entonces el resultado de un 
proceso que dará progresivamente sentido a cada uno de los niveles epistemológicos y cognitivos a tra-
vés de diferentes génesis (Kuzniak y Richard, 2014, p. 18). 

El proceso completo se ilustra con los dos diagramas siguientes (Figura 1 y Figura 2). El primero 
muestra las diferentes interacciones entre los niveles epistemológicos y cognitivos gracias a las géne-
sis. La segunda muestra las diferentes interacciones entre los planos verticales que asocian estrecha-
mente dos génesis.

1. ¿Qué es son las matematicas? Por supuesto, sabes que las matemáticas son una actividad porque eres un matemático 
activo. Es una actividad para resolver problemas, para buscar problemas, pero también es una actividad que nos ayuda 
a organizar un tema [traducción propia].

2. Para una presentación más completa, véase, por ejemplo, Kuzniak (2011) o Kuzniak y Richard (2014).	
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Figura 1. El diagrama de los etm y las génesis. 
Elaboración propia.

Figura 2. Los tres planos verticales del etm. 
Elaboración propia.

Se consideran tres génesis como centrales en el trabajo matemático: una génesis semiótica relaciona-
da con los signos y las representaciones, una génesis instrumental relacionada con los artefactos 
como las herramientas de construcción o de cálculo, una génesis discursiva para producir una prue-
ba basada en propiedades organizadas en un marco de referencia teórico. 

La dinámica del trabajo matemático implementado por el profesor en su clase (etm idó-
neo) se describe a través de caminos dentro de este modelo. Estos etm idóneos dependen del 
profesor y deben estar relacionados con los etm de referencia, propuestas por las instituciones 
educativas y con los etm personales de los alumnos.

3. Algunas cuestiones sobre la didáctica del Análisis

El etm debe poder ser una herramienta para el análisis, tanto a priori como a posteriori; para la 
descripción de las tareas y también para la interpretación de las actividades de los alumnos. Para una 
tarea determinada, debe ser posible identificar las circulaciones, las trayectorias dentro de un etm o 
entre dos etm, también es necesario identificar la posible resonancia de los tres génesis, semiótica, 
instrumental y discursiva. 

3.1 Las entradas en el trabajo

Desde el punto de vista de los signos, los problemas implican una gran variedad de registros de re-
presentación de forma específica para el Análisis. ¿Cuáles son los registros privilegiados y cómo se 
coordinan, o no?, ¿cuál es la naturaleza particular de los tratamientos internos en los registros o las 
conversiones entre estos registros?, ¿cómo se tienen en cuenta los juegos entre lo local y lo global o 
entre lo discreto y lo continuo? 

Desde el punto de vista de los artefactos, el Análisis enseñado se nutre de la aportación de 
software y herramientas que facilitan tanto el cálculo y la construcción de gráficos como la explo-
ración y el descubrimiento de estos objetos, ¿qué cambió en los etm produce esta introducción 
masiva de herramientas tecnológicas tanto en la gestión del aula como en el desarrollo del trabajo 
personal de los alumnos?
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Desde el punto de vista de la prueba, ¿cómo se tiene en cuenta el discurso de la prueba de-
ductiva en este etm tan rico en signos complejos y artefactos impactantes?, ¿cómo se estructura 
el discurso de las pruebas? y ¿en qué referencial teórico se basa?

3.2 Los eventuales bloqueos y rupturas en ciertas génesis

La riqueza potencial de los etm en el Análisis conduce de hecho a una complejidad cognitiva que 
puede llevar a bloqueos o formas de trabajo restringidas en uno de los planos verticales que hemos 
mencionado anteriormente. Una de las formas más esperadas de este confinamiento en una dimen-
sión del trabajo es, sin duda, la que consiste en dejar a los alumnos que exploren los objetos, que 
hagan conjeturas, pero que dejen de lado las demostraciones. En Análisis, ¿encontramos, y de qué 
forma estos deslizamientos entre los dominios matemáticos que hacen que los estudiantes se con-
centren en tareas que a menudo se limitan a la aplicación de técnicas de cálculo y que a veces ya no 
están relacionadas con el saber esperado?

3.3 Orientar el trabajo matemático en el Análisis

Hemos subrayado que el trabajo matemático en Análisis se caracteriza por la gran diversidad de re-
presentaciones semióticas, técnicas y métodos de cálculo. ¿Cómo guía el profesor a los alumnos a 
través de esta profusión de herramientas?, ¿en qué objetos o métodos se centra? Por último, ¿cuál es 
la línea general de trabajo de este etm? 

4. Los tres paradigmas del análisis estándar

4.1 Introducción

El Análisis tiene dos facetas bastante comunes en el desarrollo de las matemáticas. Es la resultante de 
un trabajo de modelización de situaciones del mundo real y también se apoya en objetos que pueden 
tener otra naturaleza matemática: geométrica en relación con las curvas o las áreas, algebraica para la 
escritura de muchas funciones. Esta diversidad, tanto de los objetos como de su representación, es una 
fuente de conflicto potencial con los hábitos de trabajo propios de estos dominios y de fricción con 
las formas de ver y razonar que deben cambiar mientras los objetos parecen idénticos. Para dar cuen-
ta de estas proximidades y diferencias nos apoyaremos en los diferentes paradigmas específicos que 
pueden impulsar el trabajo matemático en el ámbito del análisis y también explicaremos las frecuen-
tes interferencias con otros dominios matemáticos como la geometría o el álgebra. 

Aunque inspirada en su obra, la noción de paradigma que utilizamos no debe confundirse 
con la introducida por Kuhn (1966). Al igual que estos últimos, los paradigmas en las teorías de 
los etm tienen en cuenta tanto las creencias de los individuos que participan en los grupos socia-
les como la naturaleza de las teorías científicas con sus técnicas y formas de plantear y emprender 
correctamente la resolución de problemas. En la idea de Kuhn, la interacción entre paradigmas 
es conflictiva y explica las revoluciones científicas. En nuestra opinión, esto no es cierto en el caso 
particular de las matemáticas y, más especialmente, en el contexto escolar de la educación.   Por el 
contrario, consideramos que hay una necesaria cohabitación de paradigmas para tener en cuenta 
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tanto la complejidad epistemológica de los objetos matemáticos como su complejidad cognitiva, 
que varía según el nivel de desarrollo ontológico de los alumnos.

Los paradigmas orientan y guían el trabajo al cambiar el significado de los objetos estudiados 
y la forma de utilizarlos. Por lo tanto, en Análisis, y dentro de un paradigma determinado, no se debe 
confiar exclusivamente en la información y las conclusiones dadas por un trabajo geométrico sobre 
curvas. Del mismo modo, el trabajo sobre cuestiones de aproximación relacionadas con los límites 
dependerá del paradigma en cuestión. El paradigma de referencia permite interpretar los contenidos 
de los componentes epistemológicos de la etm. A su vez, a través de sus diferentes funciones en el 
trabajo, estos componentes contribuyen a la especificidad de los diferentes paradigmas. 

4.2 Los tres paradigmas del Análisis Estándar (ae)3

Hemos retenido aquí tres paradigmas cuya existencia histórica se puede percibir (Edwards, 1979) y 
Montoya-Delgadillo y Vivier (2016) han mostrado el impacto en la enseñanza actual. 

El paradigma Aritmético-Geométrico (ag), que permite interpretaciones procedentes, con implícitos, de 
la geometría, del cálculo aritmético, pero también del mundo real. Muchos problemas de análisis encuen-
tran su origen intuitivo en este paradigma: cálculo de longitudes o áreas, continuidad y tangencia […] La 
aritmética y la geometría están estrechamente vinculadas históricamente en el desarrollo de este paradig-
ma al que hay que añadir todos los problemas de cinemática cuyo papel en la elaboración del Análisis ha 
sido fundamental.

El paradigma del Análisis Computacional (ac). En este cálculo algebraico generalizado, las reglas 
de cálculo se definen, de forma más o menos explícita, y se aplican independientemente de una re-
flexión sobre la existencia y la naturaleza de los objetos introducidos. En este paradigma, las funciones 
se identifican con su escritura, recuperando así el ideal perdido de asimilar todas las funciones a las 
funciones analíticas.

El paradigma del Análisis Infinitesimal (ai). Esta vez, un trabajo específico y formal se basa en la 
aproximación y la localidad: límites, desigualdades, trabajo sobre las voisinages (vecindades), negligibi-
lidad […] La precisión de las definiciones asociada al rigor del razonamiento, que ya no puede basarse 
simplemente en pruebas intuitivas, a menudo geométricas, marca una ruptura epistemológica con los 
dos paradigmas anteriores (Montoya-Delgadillo y Vivier, 2018, p.136).
 

De hecho, en la práctica del Análisis asistimos a una intrincación de paradigmas que es a la vez na-
tural y problemático. Como puede verse, por ejemplo, con la introducción, en Grado 11, del número 
derivado en diferentes formas, todas ellas necesarias para comprender bien la noción:

•	 [Paradigma ag] Pendiente de una línea recta tangente al gráfico de una función, si este 
gráfico admite una tangente.

•	 [Paradigma ai] Ratio de la variación infinitesimal del valor de una función a un cam-
bio infinitesimal de la variable

3. En este documento no consideraremos el caso del Análisis No Estándar (ane), que puede considerarse como una 
alternativa al Análisis Estándar (ae).
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•	 [Paradigma ac] Resultado de un cálculo simbólico sobre expresiones algebraicas

Todos estos enfoques se resumen en el macro-signo siguiente que sirve como emblema unificador.

Por desgracia, este símbolo es difícil de entender en este nivel educativo y es más bien una especie de 
ceremonia de iniciación para introducir a los alumnos en una nueva forma de hacer matemáticas.

Esta diversidad de paradigmas en juego será, naturalmente, una fuente constantemente 
renovada de problemas didácticos que volveremos a encontrar más adelante. Sin embargo, es in-
evitable, como acabamos de ver en el número derivado, pero también de forma más amplia, com-
prender y estudiar los objetos del Análisis cuyo origen es geométrico. En el caso de la geometría 
diferencial, se puede hacer un tratamiento de los puntos críticos en ag sin utilizar necesariamen-
te los otros dos paradigmas. Sin embargo, como muestra López (2021), el paso por el ac y la ai 
aporta otros necesarios elementos de validación y comprensión.

5. Particularidades del trabajo matemático en Análisis

Acabamos de ver la importancia de las interacciones entre paradigmas para explorar la complejidad 
de los objetos de análisis. En esta parte, consideraremos dos oposiciones fundamentales en este do-
minio matemático: el vínculo entre lo local/global y la dialéctica discreto/continuo. Los abordare-
mos considerando los diferentes juegos posibles entre paradigmas y también entre las diferentes gé-
nesis de la teoría. 

5.1 Perspectivas de localidad: global, local y puntual

Para abordar esta cuestión utilizaremos el estudio de Páez y Pluvinage (2019) sobre las asíntotas 
consideradas como “un enredo problemático”. En esta investigación, los autores utilizan los paradig-
mas de análisis para arrojar luz sobre diferentes visiones de las asíntotas. En primer lugar, insisten en 
el origen intuitivo de las asíntotas vinculado a la geometría. En el marco del Paradigma ag, precisan 
que esta aproximación de las asíntotas se debe a la relación inicial de asíntotas con hipérbolas. Algo 
valioso es el hecho de que la descripción que acabamos de ver no necesita el concepto de límite. 
Así, la definición de asíntota publicada por la Real Academia Española (rae) en su diccionario, 
es perfecta para el caso de hipérbolas:

•	 Asíntota. f. Geom. Línea recta que, prolongada indefinidamente, se acerca de continuo 
a una curva, sin llegar nunca a encontrarla (rae, 2020, p. 337).

Esto conduce a una definición problemática que da lugar a interpretaciones que pueden considerarse 
obstáculos epistemológicos. Otra aproximación a las asíntotas se basa esta vez en el uso del álgebra y 
tiene cabida en el paradigma del ac basada en una técnica de estudio rutinaria que ambos autores defi-
nen como una atracción algorítmica que dividen en tres etapas (rae, 2020, p. 338):
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Esta vez, este significado es apoyado sobre el concepto de límite en el diccionario American Herita-
ge Dictionary of the English Language:4

Asymptote. A line whose distance to a given curve tends to zero. An asymptote may or may not inter-
sect its associated curve (ahdel, 2020, p. 337).5

Estos dos paradigmas ya dan una visión ampliada de las asíntotas, pero es insuficiente para abordar 
algunos casos particulares en relación con las funciones no algebraicas, como las funciones circula-
res. Obtenemos así gráficos exóticos que sólo se pueden resolver con el paradigma ai.  Así, en el si-
guiente caso de la situación del eje Oy relativamente a la gráfica de la función 1/x sen (1/x). Todo 
punto del eje Oy está a una distancia nula de la gráfica.

Figura 3. Gráfico de la función 1/x . sen (1/x) 
(Páez y Pluvinage, 2019, p. 338).

¿Cómo salir entonces de este mal paso al que conducen las definiciones formales alejadas de la intui-
ción geométrica? En este caso, como en otros temas de estudio en el análisis, se hace imprescindible 
variar los puntos de vista y apelar a las perspectivas de localidad que juegan con la dinámica local vs. 
global. Podemos ver esta dinámica en funcionamiento en la siguiente figura donde la misma fun-
ción es graficada, pero con diferentes perspectivas con el uso de los comandos Aproximar y Alejar 

4. Obsérvese el amor de François Pluvinage por los diccionarios antiguos como fuente inagotable de descubrimientos.

5. Asíntota. Línea cuya distancia respecto a una curva dada tiende a cero. Una asíntota puede o no intersecarse con su 
curva asociada [traducción propia].
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que dan tres representaciones con tres escalas diferentes: centésimos a la izquierda, unidades en el 
centro, centenas a la derecha.

Este uso del software permite una exploración basada en el plan [Sem-Ins] con un trabajo 
de génesis semiótica e instrumental utilizando diferentes perspectivas de localidad y deconstruc-
ciones puntuales y locales.

Figura 4. Diferentes perspectivas sobre la misma función (Páez y Pluvinage, 2019, p. 345).

Todo esto en relación con una validación discursiva mediante el cambio de paradigmas de ag a ac.

De hecho, como señalan Páez y Pluvinage (2019), sólo es bajo esta última escritura que se ve que −1 
es una singularidad removible, y que la fracción toma el valor 0 cuando x es igual a −1. Pero, en el 
cálculo que Excel hizo se usó en la fila 12 un valor muy vecino de −1 en vez del valor exacto −1. De 
hecho, si se selecciona un formato de 18 dígitos decimales en la celda A12, se obtiene 
−0.999999999999999000.

5.2 Dialéctica Discreto-Continuo y Deconstrucciones

Esta oposición clásica y fundacional del Análisis Moderno se manifiesta de una manera nueva y 
persistente con el uso de herramientas tecnológicas como lo ilustra el siguiente ejemplo basado en 
resultados dados nuevamente en un artefacto numérico, aquí se presenta una hoja de cálculo que da 
los valores de una secuencia numérica. Durand-Guerrier y Vivier (2016) propusieron el enunciado 
de la Tabla siguiente a estudiantes universitarios de primer año.
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Tabla 1. Enunciado del problema numérico para estudiantes universitarios. Fuente: Durand-Guerrier y Vivier (2016).

Entre treinta y cinco estudiantes de primer año de matemáticas de la Universidad de Montpellier 
(Francia), doce responden correctamente (es decir, un tercio).

Seis responden que las sucesiones tienen un límite y nueve que las sucesiones son estacionarias. 
Las últimas quince (6+9) respuestas pueden interpretarse como afirmaciones en el paradigma ag ba-
sadas casi exclusivamente en la génesis semiótica. Además, la perspectiva de la localidad del infinito 
está ausente en estas respuestas. Los nueve estudiantes que responden “estacionaria” demuestran una 
comprensión del número que se limita, aquí, a 12 decimales. Se está en una percepción discreta del 
número que no permite pensar la infinidad de decimales necesarios para los números no decimales. El 
paso a un conjunto continuo de números no parece realizarse para estos estudiantes. 

Por lo tanto, parece necesario reconstruir el continuo a partir de lo discreto; esto puede 
iniciarse con la cuestión de una validación discursiva que provoque un cambio de paradigma para 
entrar en ai. El estudio desde la introducción de las funciones exponenciales en Grado 12 en los 
textos escolares y en las aulas (Kuzniak et al., 2017) confirma que no parece que se tenga en cuen-
ta explícitamente la dialéctica discreto/continuo. El trabajo sobre esta dialéctica varía de un libro 
de texto a otro, de una sección de la clase a otra. A menudo notamos un cambio de artefacto, o la 
introducción de un nuevo artefacto, cuando se pasa de lo discreto a lo continuo o de lo continuo 
a lo discreto sin que esto sea explícito. 

6. Identificación de los etm idóneos en Francia a partir de las formas de 
trabajo sobre las funciones

6.1 A partir del estudio de los etm parciales y de los etm de funciones en 
particular

Como hemos señalado, el encuentro con el Análisis se inicia con el uso de una serie de objetos 
específicos, algunos ya conocidos por los alumnos, como las funciones, y otros nuevos, como las 

Para estudiar dos sucesiones (un) y (vn), entramos en una 
hoja de cálculo:

•	 los números 3, en A2, et 2, en B2
•	 y las fórmulas siguientes:

A3:  = 0.5*(A2+5/A2)  
B3:  = 2+1/(2+B2) 
Las fórmulas introducidas en A3 y B3 se han copiado 
hasta la línea 14. El resultado es una tabla de valores 
como la que se muestra en el extracto de la hoja de cálcu-
lo al lado. 
¿Se puede deducir de estos datos que las secuencias (un) 
y (vn) convergen hacia el mismo límite? Justifica precisa-
mente.

A B
1 un vn

2 3,000000000000 2,000000000000
3 2,333333333333 2,250000000000
4 2,238095238095 2,235294117647
5 2,236068895643 2,236111111111
6 2,236067977500 2,236065573770
7 2,236067977500 2,236068111415
8 2,236067977500 236067970035
9 2,236067977500 2,236067977916

10 2,236067977500 2,236067977477
11 2,236067977500 2,236067977501
12 2,236067977500 2,236067977500
13 2,236067977500 2,236067977500
14 2,236067977500 2,236067977500
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sucesiones. Estos objetos son numerosos y particularmente complejos de aprehender en su tota-
lidad: números reales, límites, derivadas, integrales, etc. Y de hecho, la institución educativa 
favorece la implementación de formas de trabajo que se estructuran dentro de etms dedicadas a 
objetos específicos más que al Análisis en su totalidad. etmFunciones, etmSuccesiones, cada uno de los 
cuales puede a su vez dividirse en etms particulares asociados por ejemplo a la proporcionalidad 
con funciones lineales y afines, funciones cuadráticas, etc.

La relación de estos etm parciales con un etm general y englobante es un problema clásico, 
pero aún mal resuelto en la didáctica de las matemáticas: cómo dar cuenta de lo general a partir del 
estudio de casos particulares. Es imposible observar y describir exhaustivamente todas las situacio-
nes didácticas que alimentan el etm estudiado. Por lo tanto, es necesario seleccionar ciertas situa-
ciones emblemáticas y también ciertos subdominios que puedan dar cuenta de todo el etm. Esto 
nos ha llevado a estudiar el etm de las funciones. 

6.2 El caso particular de las funciones

El etm parcial sobre funciones es un ejemplo emblemático de cómo el etm de Análisis se organiza 
a lo largo de la escolarización entre formas de trabajo que parecen más yuxtapuestas que comple-
mentarias. Según Vandebrouck (2011), existen tres formas de trabajo: F1, F2 y F3, que detallamos a 
continuación.

•	 Una forma de trabajo F1 asociada al paradigma ag.

En primer lugar, desde el final de la escuela media hasta el comienzo del Grado 11 sección científica, 
se espera que los estudiantes desarrollen una forma de trabajo F1 en el paradigma ag. En este caso, 
las representaciones semióticas de las funciones (incluidas las tablas de variaciones, los gráficos y las 
fórmulas algebraicas) son múltiples y se manipulan sin dar especial importancia a las fórmulas alge-
braicas. El reto de aprendizaje parece ser que los alumnos conceptualizan las funciones como un 
objeto global, coordinando los distintos registros de representaciones y relacionando las funciones 
con otros dominios matemáticos, como la geometría, o externos a las matemáticas, como la física, la 
economía, etc. Por lo tanto, hay un desarrollo de actividades de modelización intra y extra matemá-
ticas con un apoyo deseado en artefactos tecnológicos como el software de geometría dinámica o las 
hojas de cálculo en particular.  

Este trabajo de exploración y descubrimiento conduce a la enunciación de un cierto núme-
ro de propiedades, ya sean globales, como las nociones de paridad, periodicidad, crecimiento, o 
locales, como las nociones de extremo global (máximo o mínimo).

•	 Una forma de trabajo F2, asociada al paradigma ac, que se vuelve dominante al final de la es-
cuela secundaria. 

A partir de la clase de Grado 10 (pero sobre todo de Grado 11) y hasta la universidad, donde se 
vuelve más compleja, se desarrolla una segunda forma de trabajo F2, asociada al paradigma ac y 
yuxtapuesta a la forma F1. El registro algebraico, ya importante para el estudio de las funciones en 
los textos de Grado 11, se vuelve predominante en los textos de clases científicas de Grado 11 y 12. 
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Las nociones locales se introducen progresivamente: límites, continuidad, derivabilidad, 
esta última es introducida en los programas de Grado 11 científica antes de la noción de límite. 
De hecho, estas nociones locales se movilizan principalmente en los ejercicios en los que las fun-
ciones se expresan a partir de una fórmula algebraica, generalmente polinómica, mezclando luego 
exponenciales y logaritmos en Grado 12. Todos ellos pueden representarse con gráficos. Las bús-
quedas de límites se procesan mediante cálculos algebraicos. La minimización, la mayoración y el 
encuadramiento con funciones de referencia casi han desaparecido. No hay más definiciones ri-
gurosas del concepto de límite y aparece una perspectiva intuitiva. 

Al final del liceo, las preguntas se refieren a estudios globales, pero son algebraicas. En parti-
cular, las funciones son siempre globalmente derivables y sus variaciones se estudian a partir del 
signo de la derivada, lo que devuelve las propiedades globales a las propiedades puntuales universales 
y oculta el carácter global de estas propiedades. Los problemas locales (límites, continuidad, deriva-
bilidad en un punto) se encapsulan en procedimientos algebraicos. 

•	 Una forma F3, al inicio de la universidad, con la aparición del paradigma ai.

La tercera forma de trabajo de F3 se introduce desde el principio de la universidad, especialmente en 
los cursos magistrales. Las demostraciones son desarrolladas en los talleres bajo el impulso del pro-
fesor. Se trata de un primer descubrimiento del paradigma ai en un Análisis no algebrizado y con 
nuevas reglas como las de cuantificación que aquí se vuelven obligatorias. El cambio de paradigma 
implica nuevas técnicas y enfoques diferentes a los utilizados en el paradigma ac: técnicas de adi-
ción, sustracción y encuadramiento, juego entre condiciones suficientes y/o necesarias con para mu-
chos una perspectiva local sobre las funciones. 

Las nuevas tareas que utilizan expresiones como “cerca de” o “acercándose a” no pueden 
utilizarse sin el uso de cuantificadores en el tratamiento de las expresiones algebraicas. Los fun-
damentos de esta forma de trabajo F3 asociada al paradigma ai son los de la completud R gene-
ralmente admitida. El primer teorema local del Análisis, relativo a la imagen de una sucesión 
convergente por una función continua, se demuestra en un curso magistral. Su demostración re-
quiere el uso de la cuantificación y definiciones precisas de las nociones de convergencia y conti-
nuidad. 

•	 Un trabajo matemático muy compartimentado y una difícil transición del liceo a la universidad.

Estas diferentes formas de trabajo F1, F2 y F3 se integran en etms idóneos, que los estudios didác-
ticos de Gagatsis y Monoyiou (2013) y Vandebrouck (2011) han señalado que en realidad conducen 
al desarrollo de un trabajo matemático muy compartimentado que no tiene en cuenta las descom-
posiciones y recomposiciones dimensionales, cuya importancia es crucial para acceder a un trabajo 
rico y completo en Análisis Matemático. Este punto es especialmente significativo cuando se toma 
como hilo de análisis la posible dialéctica entre las tres perspectivas de la localidad: global, local y 
puntual.

En la escuela secundaria, a pesar de las situaciones introductorias de descubrimiento y ex-
ploración en el plano [Sem-Ins] basadas en el paradigma ag, el trabajo es relativamente homogé-
neo en el paradigma ac. Debido a la falta de trabajos específicos sobre las perspectivas de locali-
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dad (global, puntual y local), las diferentes génesis aparecen desconectadas con la dificultad de 
dar sentido a ciertas reconstrucciones instrumentales y, sobre todo, de iniciar pruebas no icónicas 
y discursivas basadas en propiedades claramente identificadas. Centrarse en el paradigma ac 
conduce a un empobrecimiento del posible juego entre las diferentes representaciones semióticas, 
el cual está unido a una fuerte rutinización de las técnicas algebraicas, que limita la iniciativa de 
los alumnos y conduce a una concepción errónea del trabajo matemático en Análisis. Este último 
parece reducirse a un álgebra particular. 

En la universidad, esta vez se hace hincapié en la validación discursiva apoyada en un impor-
tante marco teórico referencial. Por lo tanto, es más bien el plano [Sem-Dis] el que se activa con la 
introducción del paradigma ai que no fue preparado en la escuela secundaria. También es necesa-
rio subrayar la casi desaparición de las calculadoras gráficas, lo que dificulta el uso de las represen-
taciones gráficas cuando no están a disposición de los estudiantes. El trabajo matemático deseado 
se basa en un juego entre las diferentes perspectivas de la localidad, en un tratamiento complejo de 
las representaciones simbólicas formales que supone una transferencia del mismo tipo de actividad 
a las representaciones algebraicas. También hay que destacar la relativa pobreza de los trabajos ru-
tinarios específicos sobre técnicas de cálculo.

¿En qué medida esta observación, en el caso de la enseñanza del análisis en Francia, se en-
cuentra en otros países? Este es un tema típico de la investigación comparativa que el enfoque de 
la teoría de la efp pretende promover: comparar y comprender las diferencias entre las institucio-
nes educativas sin clasificar necesariamente los países y sus sistemas de valores y educación. 

7. Avanzar en la construcción de formas de trabajo más completas y 
ambiciosas

En esta sección, comentamos brevemente las investigaciones que pretenden ir más allá de la sim-
ple observación de las dificultades o insuficiencias en un intento de desarrollar un trabajo mate-
mático que implique todas las dimensiones del etm), pero en consonancia con la orientación de 
este trabajo, nos remitimos de nuevo al trabajo de Páez y Pluvinage (2019), que utilizan de forma 
especialmente eficaz la teoría de etm para construir un proyecto de enseñanza sobre las asínto-
tas. Presentamos los principios teóricos de su propuesta de enseñanza, que tiene la ventaja añadi-
da de mostrar cómo es posible combinar diferentes enfoques teóricos para armar una sesión y 
evaluar el trabajo personal de los estudiantes a través de la teoría etm utilizando una estrategia 
de formación tomada de la teoría de la actividad (acodesa).

Desde el principio, los autores señalan que para el diseño de actividades, se apoyan sobre el 
marco teórico de los Espacios de Trabajo Matemático que les conduce a distinguir tres génesis: 
semiótica, instrumental y discursiva. Dan su propia comprensión de la génesis tal y como la pu-
dieron aplicar posteriormente: 

•	 En la génesis semiótica se adquieren el vocabulario y el significado de las representaciones. La 
génesis instrumental refiere a las construcciones, y la génesis discursiva establece la firmeza del 
“edificio’’ matemático gracias a los razonamientos de tipo lógico. 

•	 Por supuesto, cada génesis se relaciona con las otras dos, pero también tiene su especificidad, que 
permite considerarla específicamente. 
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•	 De manera general, separar y luego combinar es un plan de trabajo aconsejable en la enseñanza, 
porque permite a los docentes tener una clara percepción de las dificultades de sus alumnos y 
ayuda a una toma de decisiones relevantes respecto de los aprendizajes a impulsar (Páez y Pluvi-
nage, 2019, p. 348).

Esto lleva a examinar atentamente tres cuestiones principales que sirven de base para el diseño de la 
situación que deciden poner en práctica. 

•	 ¿Qué tareas se relacionan más específicamente con cada una de las tres génesis: semiótica, ins-
trumental y discursiva?

•	 ¿Qué elementos dan cuenta de un avance de los estudiantes en cada una de las tres génesis?
•	 ¿En qué medida quedan separadas o al contrario se combinan las tres génesis? (Páez y Pluvinage, 

2019, p. 348).

Para ello, y en relación con el análisis preliminar mencionado anteriormente (sección 5.1), analizan 
los diferentes tipos de registros y artefactos necesarios para su experimentación. En la situación que 
nos interesa se usan los registros de la expresión verbal, de la representación geométrica y de la escri-
tura algebraica.

Diferentes expresiones de la función pueden corresponder a una misma gráfica. Esto les lleva a distinguir 
los tipos de registros que se utilizan en la situación y a interesarse de manera sutil por los tipos de artefac-
tos que ofrece el software GeoGebra. Por ejemplo, los “tipos de artefactos con la introducción en Entrada 
de la palabra Asíntota en GeoGebra, provoca la aparición de Asíntota[<Cónica>], Asíntota[<Función>] 
y Asíntota[<Curva Implícita>]” (Páez y Pluvinage, 2019, p. 348).

A partir de ahí, pueden jugar con diferentes dominios matemáticos (Geometría, Análisis y Geo-
metría Analítica) para articular los diferentes paradigmas que interfieren en la definición de las 
asíntotas.

8. Conclusiones 

En esta conclusión, volvemos a los puntos que nos parecen más innovadores en nuestro enfoque del 
trabajo matemático en Análisis mediante el uso de la teoría de los etm.

•	 Identificar el trabajo matemático a través de la interacción de paradigmas.

Identificar los paradigmas que guían el trabajo en Análisis es un primer paso necesario para carac-
terizar los etm. Hemos identificado tres paradigmas que aportan perspectivas diferentes, pero no 
contradictorias sobre los objetos de análisis. 

El primero, ag (Análisis Aritmético-Geométrico), es necesario para desarrollar la intui-
ción requerida para trabajar en los otros dos. De manera natural, este paradigma asegura una 
primera dialéctica entre las diversas perspectivas de la localidad y entre lo discreto y lo continuo, 
que luego permitirá entrar en el Análisis Matemático Avanzado. 
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El paradigma ac (Análisis Computacional) es necesario para asociar un mundo muy espe-
cífico de cálculos y escrituras simbólicas a los objetos del Análisis. Este paso por el simbolismo 
induce un cambio gradual del punto de vista geométrico o aritmético a la noción abstracta de 
función asociada a los conjuntos de números.

Por último, el paradigma del ai (Análisis Infinitesimal) es en cierto modo el paradigma al 
que se apunta en la perspectiva de las matemáticas avanzadas. Las demostraciones se basan en un 
importante formalismo que redefine los objetos y métodos en profundidad. 

•	 Un paralelismo con la enseñanza de la geometría.

Paralelamente a los estudios realizados en didáctica de la geometría, estos tres paradigmas sirven para 
poner de manifiesto una dialéctica entre ag-ac en el liceo que se asemeja a la dialéctica entre Geome-
tría I-Geometría II en el liceo, en la medida en que el paradigma ac está inacabado y no permite un 
trabajo de demostración estándar basado en un referencial teórico muy estructurado. Por último, el 
paradigma AI debería permitir una profundización de las cuestiones estudiadas que sólo tiene senti-
do tras un trabajo previo en los dos paradigmas anteriores, del mismo modo que una entrada directa 
en el Geometría III no tenía sentido para los estudiantes. 

Para comprender el particular trabajo de visualización asociado a la génesis semiótica, he-
mos conservado la idea de construcción y deconstrucción introducida por Duval para aclarar la 
ruptura epistemológica entre la evidencia icónica y la no icónica. En el marco del Análisis, se 
puede poner en paralelo un tipo de deconstrucción/deconstrucción (global, local y puntual) con 
descomposiciones dimensionales de tipo 1D, 2D o 3D. 

•	 etm idóneos en la enseñanza secundaria y universitaria.

El diagrama asociado a los etm permite identificar formas de trabajo con circulaciones muy especí-
ficas y características y mostrar así que los etm del Análisis en el liceo y en la universidad están muy 
compartimentados, sin conexión explícita, en torno a paradigmas diferentes (ag y luego ac en el 
liceo; ai en la universidad).

Además, nuestros estudios muestran una dinámica de trabajo relativamente débil (en el 
sentido de la teoría) porque hay poca conexión entre las diferentes génesis. Así, en el liceo, asisti-
mos a un encierro en el plano [Sem-Ins], ya sea por un trabajo sobre el software, a menudo gestio-
nado por el profesor, o la calculadora, o por un trabajo sobre las técnicas algebraicas rutinarias. 
En cambio, en la universidad, el plano [Sem-Dis] es favorecido por los profesores que suelen dejar 
de lado el trabajo de rutinización y exploración. Por lo tanto, estas formas de trabajo, que son 
útiles para entrar en Análisis Avanzado y para fomentar la articulación con el etm de la escuela 
secundaria, se dejan al alcance de los estudiantes.

 
•	 Más allá del informe...

Nuestras observaciones sobre la compartimentación del etm y sobre la falta de un trabajo com-
pleto con movilización de todos los componentes del trabajo matemático pasaron relativamente 
desapercibidas en las evaluaciones institucionales porque si el trabajo del alumno, sobre todo al 
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final del bachillerato, puede parecer más bien técnico, en realidad está bien adaptado a exámenes 
como el bachillerato.

Sin embargo, nos parece posible ir más allá de esta observación para intentar transformar el 
trabajo jugando conscientemente con los diferentes paradigmas, desarrollando un trabajo más va-
riado sobre las diferentes génesis que puede basarse en particular en las diferentes perspectivas de la 
localidad. Es en esta línea de investigación en la que los investigadores asociados a nuestro equipo 
están comprometidos desde 2017. En particular, han dado lugar a trabajos de tesis como los de Reyes 
(2020) y López (2021). Esta investigación ha sido capaz de integrar la visualización de objetos ma-
temáticos construidos mediante artefactos numéricos para avanzar en un trabajo de demostración. 
Para ello, utilizaron los paradigmas ag y ac de forma equilibrada para apoyar un primer trabajo de 
exploración, que se basó en gran medida en las representaciones gráficas y el software utilizado por 
los estudiantes. También mostraron el papel esencial del paradigma ai para entrar en una génesis 
discursiva que explica perfectamente los resultados gráficos.
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Resumen

El Álgebra Lineal es desde hace décadas una de las áreas de la matemática con gran protagonismo 
en la era digital, desafortunadamente su enseñanza no ha evolucionado de la misma forma. Desafor-
tunadamente son muchos los estudiantes que ven el Álgebra lineal como un mundo abstracto y sin 
sentido. A razón de promover un cambio, presentamos una propuesta para la enseñanza de dos 
conceptos fundamentales del Álgebra Lineal: vector y matriz, los cuales promueven la visualización 
a través de ejemplos específicos relacionados con el mundo digital que, a su vez, conllevan a la abs-
tracción, así como a la promoción de la construcción de un modelo matemático conveniente y una 
aplicación pertinente. Además, consideramos que esta propuesta de enseñanza puede ser útil no sólo 
para la educación superior sino también para la educación media superior.   

1. Introducción

La era digital ha transformado la forma de hacer y realizar una amplia gama de actividades, 
quizá la más evidente: la comunicación. Sin embargo, casi todo lo que se nos ocurra, como la 
compra de comida o el pago de servicios, está mediado por las tecnologias digitales; para que 
esto suceda y se lleve a cabo sin errores se han desarrollado tecnologías cada vez más sofisticadas, 
gracias a los avances en el desarrollo del conocimiento científico. Justamente, el Álgebra Lineal 
ha sido desde el principio de la era digital un instrumento trascendental, imprescindible. Sin 
embargo, en la enseñanza del Álgebra Lineal podemos encontrar que las cosas parecen no haber-
se modificado mucho, tanto en estrategias como en actualización curricular, sigue teniendo un 
enfoque tradicional. 

Se ha señalado en diversas investigaciones (Dorier et al, 2000; Britton y Henderson, 2009) 
que uno de los principales problemas en la enseñanza del Álgebra Lineal es que muchos de sus 
conceptos no tienen referentes familiares para el alumno. Los objetos matemáticos primarios en 
el Álgebra Lineal son los conceptos de vector y matriz. Generalmente la primera definición de 
vector es una colección ordenada de números reales y una matriz es un arreglo rectangular de 
número reales (Grossman, 2008). Vistos de esta manera resultan conceptos muy abstractos. Sin 
embargo, a la abstracción le preceden ejemplos con contenidos concretos. Por ejemplo, la hora es 
una pareja de ordenada de dos números, el primero representa la hora y el segundo número los 
minutos; una tabla de resultados de una jornada de encuentros de fútbol es usualmente una tabla 
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donde cada renglón es el marcador final de cada juego. A final de cuentas un vector es el nombre 
que se pone a una lista abstracta de números y una matriz es el nombre de un arreglo rectangular 
de números. Visto de otra manera, un vector es una colección (ordenada, horizontal o vertical) de 
números y una matriz es una colección (ordenada) de vectores (como columnas o como renglo-
nes); por ello un proceso previo a la abstracción es la visualización en el sentido que Arcavi (2003) 
menciona: “[una] visualización al servicio de la resolución de problemas, puede jugar un papel 
central para inspirar la solución completa, más allá de lo meramente procedimental” (p. 10).  

Dadas estas circunstancias y bajo una perspectiva de modelación nosotros proponemos 
una enseñanza específica de los conceptos de vectores y matrices que puede utilizarse desde la 
educación media superior y, desde luego, en la educación superior, estableciendo niveles de con-
ceptualización. A continuación, presentamos con ejemplos prácticos nuestra perspectiva en torno 
a la enseñanza de los conceptos de vector y matriz.

2. Vectores y matrices: visualizar y abstraer

Durante nuestros años de experiencia en la enseñanza del Álgebra Lineal hemos llegado a observar 
y reproducir de manera exitosa una forma significativa de introducir los conceptos de vector y ma-
triz en cursos y talleres de introducción al Álgebra Lineal y sus aplicaciones.

Para nosotros existen tres momentos o etapas fundamentales en el aprendizaje y compren-
sión de los conceptos de vector y matriz:

1. Visualizar.
2. Abstraer.
3. Construir.

A continuación, explicamos cada fase, presentando y analizando ejemplos específicos.

2. 1. Visualizando vectores y matrices

Para el humano existen las cosas en el momento que se hacen visibles, así logramos identificar y di-
ferenciar de manera natural el mundo que nos rodea. Sin embargo, también hay objetos que son 
invisibles para el humano, que sólo el ojo educado puede detectar, siendo la enseñanza una de las 
formas de hacerlos visibles. Para nosotros, una enseñanza que promueva la curiosidad del estudiante 
y le invite a buscar en el mundo (físico o virtual) que le rodea, los objetos que cumplen con las carac-
terísticas que los hacen iguales o semejantes.

Lo anterior también aplica para objetos matemáticos como es el caso de las matrices y los 
vectores, que en principio podemos encontrar en forma de arreglos de números, acomodados u or-
ganizados en forma de lista o tabla. Actualmente existe un mundo virtual que con los años ha ido 
creciendo, este mundo está conformado en gran parte por datos, por lo general datos numéricos que 
llegan a formar conjuntos ordenados de datos numéricos en forma de listas y tablas, ahí es a donde 
necesitamos llevar a nuestros estudiantes para que detecten estos objetos y los visualicen.

A continuación, presentamos varios casos de datos que son visibles y que tienen la forma de 
un arreglo numérico, ya sea en forma de lista o de tabla:
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Ejemplo 1. La hora y la fecha. Actualmente, casi cualquier dispositivo digital presenta la 
hora, como se muestra en la figura 1:

Figura 1. Fecha y hora. Elaboración propia.

Tanto la hora como la fecha son listas en forma de renglón con la diferencia que la hora tiene dos 
entradas y la fecha tres,

Ejemplo 2. Los contactos telefónicos. Con el uso generalizado del teléfono, las agendas 
telefónicas se hicieron comunes. Actualmente, los dispositivos cuentan con una agenda telefóni-
ca interna que el usuario va generando, y basta con escribir el nombre del contacto en otro mo-
mento para que aparezca el número telefónico, como se muestra en la Figura 2:

Figura 2. Número telefónico. Elaboración propia.

En este caso tenemos una lista de diez números,

(8,4,4,8,7,9,3,5,4,2)

es decir, para las compañías telefónicas somos 
un vector en R10.

Ejemplo 3. Mi dirección ip. Siempre que un 
dispositivo se conecta a internet le es asignada 
una dirección ip (internet protocol) como se ob-
serva en la figura 3:

Figura 3. Dirección ip. Elaboración propia.
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Para internet también somos vectores, en este caso el 192.168.1.65 es el vector que vive en R^4.

Ejemplo 4. Pollo con papas. Es común que las personas busquen recetas por internet, desde guisa-
dos hasta postres. Este es el caso del pollo con papas como se muestra en la Figura 4:

Figura 4. Receta. Elaboración propia.

En este caso, tenemos una columna de ingredientes donde cada entrada está en términos de canti-
dades,
 

Así, este vector columna de R^5 representa la cantidad de ingredientes que se necesitan para cocinar 
el famoso guisado de pollo con papas.

En este punto, está claro que el propósito didáctico es orientar al estudiante mostrando 
ejemplos como los anteriores y enseguida promover la búsqueda por parte del estudiante de acon-
tecimientos, situaciones o actividades semejantes a los ejemplos, ya sea realizando búsquedas por 
internet o a través de experiencias personales o de su contexto donde le sea posible detectar y vi-
sualizar vectores renglón o vectores columna. De la misma manera, presentar a los estudiantes 
ejemplos de situaciones donde se puede observar, detectar o visualizar matrices, como en los si-
guientes ejemplos.

Ejemplo 5. El fútbol. Existen acontecimientos o situaciones que acumulan información 
en forma de tablas numéricas, este es el caso de los deportes, como el fútbol que semanalmente 
presenta las posiciones de los equipos, Figura 5:
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Figura 5. Tabla de posición de los equipos de fútbol. Elaboración propia.

En este caso una matriz de  donde cada renglón representa a un equipo en términos de su des-
empeño: partidos jugados, goles, empates, etc., así, por ejemplo, el quinto renglón es el vector ren-
glón que representa al equipo Monterrey,

 
(17,8,5,4,26,21,5,29)

Cada columna representa una característica de desempeño de todos los equipos, como el número de 
partidos perdidos,
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Los ejemplos que hasta ahora hemos mostrado son visualmente observables, detectables casi de in-
mediato. Sin embargo, existen otros ejemplos donde los vectores y matrices yacen “ocultos” a la vis-
ta; sin embargo, están ahí, esperando a ser tratados como un vector o una matriz, como el siguiente 
ejemplo lo muestra.

Ejemplo 6. El clima. Actualmente es posible consultar en la web el clima de casi cualquier 
punto en el mundo, la Figura 6 muestra un ejemplo:

Figura 6. Clima. Elaboración propia.

En la imagen se puede apreciar que, además de dar la temperatura específica del día en cuestión, 
también ofrece un pronóstico. Acomodando la información en una tabla 1, queda así:
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Tabla 1. Estimación del clima. Elaboración propia.

Día Máxima Mínima
Sábado 22 9

Domingo 23 9
Lunes 22 8

Martes 23 8
Miércoles 23 8

Jueves 24 9
Viernes 24 9
Sábado 24 9

La tabla muestra un arreglo en columnas y renglones que representan las temperaturas máximas y 
mínimas pronosticadas en una semana, es decir, una matriz de    donde la primera columna son 
las temperaturas máximas y la segunda columna son las temperaturas mínimas, 

Este ejemplo muestra, que bajo cierto tratamiento de la información es posible arribar a una matriz. 
A continuación, presentamos un ejemplo donde los vectores y matrices son aún menos evidentes.

Ejemplo 7. Arreglos florales. El mundo digital es tan amplio en la actualidad que es posi-
ble encontrar y comprar arreglos florales en la web. En particular podemos encontrar canastas de 
arreglos florales como se muestra en la Figura 7:

Figura 7. Diferentes tipos de canastas. Elaboración propia.
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En este caso, cada canasto tiene una cantidad específica de cierto tipo de flor, esta información es 
necesaria pues de ello depende el precio de cada canasto de flores, la siguiente tabla muestra la can-
tidad de colores por tipo de algunos de los canastos,

Canastos Violetas Rosas Tulipanes Lilis Azucena Begonias
1 0 9 0 2 0 0
2 0 15 0 4 5 0
3 6 0 0 5 7 2
8 0 39 0 0 0 0

De esta forma cada canasto es un vector en R^6, así el canasto 2 es el vector   .
Como hemos podido ver, existe una diversidad de ejemplos donde se pueden visualizar 

tanto los vectores como las matrices; en algunos casos la detección es inmediata, digamos que es 
una visualización concreta; en otros casos, las matrices y los vectores yacen ocultos, por lo que hay 
que pasar por un proceso de abstracción, en el cual hay que descartar aquellas características que 
no son comunes y encontrar aquellas características comunes, digamos una visualización relativa. 
En ambos casos, el propósito didáctico al presentar esta secuencia de ejemplos es desarrollar en el 
aprendiz de Álgebra Lineal un “ojo” educado para visualizar los vectores y las matrices en casi 
cualquier situación.

Para resolver un modelo con herramientas matemáticas es necesario construir un modelo, 
una representación conveniente con el fin de tratar y manipular con herramientas matemáticas la 
situación. A continuación presentamos algunos ejemplos donde es necesario construir o armar 
los objetos matemáticos pertinentes respecto a la situación que se plantea, en este caso vectores y 
matrices.

3. Modelación vectorial: construyendo vectores y matrices

Hemos visto que listas y tablas numéricas aparecen por todos lados, a veces en forma muy explícita 
y a veces no tanto. Si hacemos una abstracción del significado de las listas y tablas, llegamos a los 
conceptos de vector y de matriz.

Rn = {(a1, a2,…, an )} | a1 Є R}

Mmn = (aij )=(a11  a12  … a1n  a21  a22  … a2n              am1  am2  … amn  )  aij  Є  R 

En lo que sigue vamos a introducir artificialmente vectores y matrices para modelar y resolver algu-
nos problemas.

Por otra parte, la era digital es también la era de la información y la era de los datos, diaria-
mente utilizamos alguna herramienta o aplicación digital que implica el uso de información ge-
nerando así un conjunto de éstos, que si bien no es infinito, es lo bastante grande como para ma-
nipularlo sin un tratamiento. En esta sección abordaremos algunos ejemplos donde necesitamos 
construir un vector o una matriz de datos que nos permita manipular y tratarlos de una forma 

⋮ ⋮ ⋮ ⋮



97

SOBRE LA ENSEÑANZA DE LOS CONCEPTOS DEL ÁLGEBRA LINEAL. UNA PROPUESTA…

conveniente que resuelva situaciones específicas de acuerdo con su contexto. Lo anterior es una de 
las habilidades que consideramos es fundamental desarrollar en estudiantes cuya formación im-
plica resolver problemas en situaciones reales, aplicar el contenido matemático porque se necesita 
poseer una herramienta potente.

3.1 Buscando libros 

Localizar información es quizá la tarea más frecuente que aparece en la vida cotidiana. Si vamos a 
una biblioteca hay un sistema de búsqueda, si queremos comprar un medicamento en la farmacia 
usan una herramienta tecnológica para ver si lo tienen en existencia y en internet encontramos in-
formación muy variada. Existen muchos sistemas que se usan para ubicar información, se les conoce 
como motores de búsqueda o simplemente buscadores; muchos de ellos hacen uso de vectores y 
matrices.

Para entender el funcionamiento de estos sistemas vamos a exponer un modelo de “jugue-
te” de búsqueda en una minibiblioteca. Tenemos el siguiente conjunto de libros:

1. Álgebra de matrices.
2. Álgebra Lineal.
3. Álgebra. Vectores y matrices.
4. Matemáticas divertidas.
5. Malditas matemáticas.
6. Cálculo vectorial.

Queremos ver si se tienen libros que traten de Álgebra y matrices. Por supuesto, es muy fácil respon-
der a esta pregunta por inspección; los tres primeros títulos contienen la palabra Álgebra, el primer 
y tercer título tienen las dos palabras, Álgebra y matrices. Pero queremos ver si podemos construir 
una forma de responder este tipo de pregunta que funcione también con un conjunto grande de li-
bros cuya dificultad de buscar la respuesta por simple inspección no es algo sencillo.

Comenzamos con escoger, de los títulos, las palabras que nos parecen relevantes. Por ejem-
plo, podemos escoger estas palabras clave:

1. Álgebra.
2. Matrices.
3. Vectores.
4. Matemáticas.
5. Cálculo.

Ahora a cada título le asociamos un vector columna, con 5 elementos basados en la ayuda de la lista 
de palabras clave. Veamos el procedimiento. 

Por ejemplo, el primer título contiene solamente las dos primeras palabras clave, entonces,
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Álgebra de matrices
 

Es decir, el vector tiene componente 1 o 0, dependiendo de si contiene o no palabras clave. El segun-
do título tiene asociado el siguiente vector,

Álgebra Lineal 

Haciendo lo mismo para cada libro, obtenemos un conjunto de 6 vectores columna. Podemos colo-
car estos vectores como columnas de una matriz

Los renglones representan palabras claves y las columnas los títulos de los libros. Esta matriz contie-
ne toda la información sobre el conjunto de libros. Si se escoge un renglón, es decir una palabra 
clave, el renglón nos dice cuáles libros contienen esa palabra. Si se escoge una columna, es decir, un 
libro, la columna nos dice cuáles son las palabras clave que contiene el título del libro. Podemos decir 
que esta matriz es nuestra base de datos.

¿Habrá libros que traten de Álgebra y matrices? Vectorizamos esta solicitud de información, 

Álgebra y matrices 

Tenemos ahora una matriz (base de datos) y un vector (solicitud de información),
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Observamos que el vector de solicitud coincide exactamente con la primera columna y que coincide 
con la tercera en los primeros dos elementos. En esta minibiblioteca la búsqueda puede hacerse fá-
cilmente por inspección. 

Si tuviéramos una biblioteca grande deberíamos tener un proceso que realice la búsqueda en 
forma automatizada, esto es, un algoritmo. Es decir, teniendo el vector de solicitud, debemos encontrar 
las columnas de matriz más cercanas a dicho vector. Más adelante volveremos sobre este punto.

3.2 Navegando en internet

La búsqueda de información en internet es algo que la gente hace cada vez con mayor frecuencia. El 
modelo que recientemente describimos para la búsqueda de libros nos puede servir. Como en el caso 
anterior, vamos a ver un ejemplo pequeño para ver más claramente las ideas. Tomemos estas siete 
páginas web:

1. Club Monarcas Morelia en el fútbol de México.
2. Ecología de la mariposa monarca.
3. Lista de Monarcas de España.
4. Fundación santuario de la mariposa monarca.
5. El equipo de la fuerza Monarcas Morelia.
6. Federación Mexicana de Fútbol Asociación.
7. Instituto Nacional de Ecología.

Ahora queremos buscar, por ejemplo, mariposa y monarca. Por inspección podemos ver que las pá-
ginas 1, 2, 3, 4 y 5 contienen la palabra monarca y las páginas 2 y 4 contienen las dos palabras mari-
posa y monarca.

Ahora construimos un modelo vectorial. Comenzamos con la siguiente lista de palabras clave:

1. Monarca.
2. Morelia.
3. Fútbol.
4. España.
5. Mariposa.
6. Ecología.

A cada página web le asociamos un vector columna basados en esta lista de palabras clave. Este vec-
tor tiene 6 componentes cuyo valor es 0 o 1 dependiendo de las palabras clave que aparecen en el 
nombre de la página. Por ejemplo,
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Club Monarcas Morelia en el fútbol de México

Ecología de la mariposa monarca

Haciendo lo mismo con las otras páginas, podemos formar una matriz donde cada columna corres-
ponde al vector asociado a cada página.

La solicitud de información consiste en las palabras mariposa y monarca. A esta petición de infor-
mación, también le asociamos un vector,

Ahora nuestro problema es determinar cuáles columnas de A están cerca de q
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Se observa que la columna 4 coincide con q y la columna 2 se parece a la columna 2. Pero si queremos 
automatizar la búsqueda, necesitamos un criterio de cercanía.

Usualmente se calcula el ángulo que forma q con las columnas de A. En nuestro ejemplo, 
este es el vector que contiene los ángulos que forman cada columna de A con el vector q,

 

Como se puede observar, la cuarta columna de A coincide con q. La cuarta página web denominada 
Fundación santuario de la mariposa monarca, contiene las dos palabras buscadas. La segunda co-
lumna de A es la que le sigue en cercanía al vector q. La segunda página web denominada Ecología 
de la mariposa monarca, la cual contiene las dos palabras buscadas y otra palabra clave (Ecología).

Esto nos dice que el modelo vectorial construido realiza la búsqueda en forma automatiza-
da. Aunque no hemos dicho la forma en que calculamos el ángulo de dos vectores. Esto lo hare-
mos más adelante.

3.3. Generalización y algoritmo

Hemos presentado dos ejemplos de modelación vectorial. En los dos ejemplos se crearon vectores 
basados en palabras clave. Con estos vectores se crea una matriz de datos. Cada solicitud de infor-
mación también es vectorizada. 

Lo interesante de esto, es que podemos aplicar estas ideas en multitud de contextos. Con el 
fin de generalizar, la matriz de datos se denomina matriz término-documento. La palabra térmi-
no se refiere a las palabras clave. Y documento se refiere a los datos en cuestión; por ejemplo, títulos 
de libros, páginas web, etc.

3.3.1 Algoritmo (Modelo vectorial)

Partimos de una colección de documentos (documentos, libros, páginas web, etc.) y escogemos tér-
minos (palabras claves).

•	 Basados en los términos a cada documento se le asocia un vector.
•	 Con esos vectores se construye la matriz término-documento A.
•	 A la solicitud de búsqueda se le asocia un vector q.
•	 Se encuentran las columnas de A más cercanas a q.
•	 Los documentos asociados a esas columnas son el resultado de la búsqueda.
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3.3.2 Criterios de cercanía

Mencionamos dos criterios de cercanía, ambos requieren del concepto de norma de vectores.
Si x es un vector con n componentes, se define la norma de x como,

Los criterios más usados son:

•	 Ángulo entre dos vectores columna x, y               

•	 Distancia entre dos vectores x, y           

A continuación, presentamos un ejemplo más de cómo se construyen vectores a partir de las redes 
sociales, así como matrices, y por medio de un modelo vectorial se analiza un caso de cercanía con 
una interpretación social. 

3.3.3 Vectores humanos y redes sociales 

Entre la gran variedad de aplicaciones digitales, las redes sociales son sumamente populares, su 
propósito es conectar a personas en la red. Muchas de estas aplicaciones se especializan en citas o 
bien en sugerir una pareja “casi” perfecta.

Aquí cabe preguntarnos ¿qué información utilizan para emparejar a sus usuarios? Si bien, 
estas aplicaciones no muestran de forma abierta la información de sus usuarios, sí muestran indi-
cios claros del tipo de información que requieren de sus usuarios y la forma en cómo la obtienen. 
Por ejemplo, a través del registro de su actividad en ciertos sitios o bien, por medio de preguntas 
directas sobre gustos o deseos. 

Otro elemento por destacar en el análisis y tratamiento de esta situación es la multidiscipli-
nariedad, es decir, la mezcla de diferentes áreas del conocimiento humano, como ocurre en la si-
guiente situación donde desde el punto de vista de la psicología, los usuarios tenemos una perso-
nalidad, la cual está relacionada con ciertas características, por ejemplo, 

1. Introversión.
2. Humor.
3. Romanticismo.
4. Curiosidad.
5. Protagonismo.
6. Observación.
7. Intuición.

Lo que nos lleva a plantearnos la siguiente pregunta: ¿cómo medir y representar numéricamente 
estas características asociadas a la personalidad?
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Una forma de discretizar es por medio de la escala tipo Likert. Por ejemplo, si tomamos el con-
cepto de curiosidad, podemos representar la nula curiosidad como 0; la poca curiosidad como 1; una 
curiosidad regular o media como 2; mucha curiosidad 3; y demasiada curiosidad 4. En este sentido, 
cada característica de personalidad tendrá un valor numérico entre 0 y 4. De esta forma, cualquier 
usuario (o todo ser humano) puede ser representado por un vector de características de personalidad,

donde cada C1 es una característica de personalidad con valor numérico entre 0 y 4.
Hasta aquí, lo que hemos hecho es construir un vector que representa a un usuario asocia-

do a ciertas características de personalidad en una red social; es importante resaltar este proceso, 
en el que se construye un objeto matemático asociado a un contexto, en este caso un vector. Una 
vez alcanzado este nivel de comprensión de la situación, la siguiente fase es la aplicación de la 
teoría y herramientas matemáticas asociadas al objeto matemático.

Como ejemplo de lo anterior, tomemos cuatro de las características de personalidad para 
formar el vector de personalidad siguiente:

De esta forma, cada usuario estaría representado por este vector, y si tenemos m usuarios entonces 
tendremos una matriz de . Para ejemplificar, por medio de una encuesta en línea aplicada a 17 
personas obtuvimos la información de la tabla 2:

Tabla 2. Concentrado en información de una encuesta a 17 personas. Elaboración propia.
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Con esta información es posible establecer alguna manera de determinar la compatibilidad entre los 
usuarios respecto a los datos sobre su personalidad, en este caso representados como vectores. Como 
sabemos, entre los vectores tenemos varias operaciones como la suma, la multiplicación y también es 
posible calcular la distancia entre dos vectores. En este caso, elegimos utilizar la distancia euclidiana 
como una forma de determinar la compatibilidad entre los usuarios, el criterio es el siguiente:

•	

•	 Distancia euclidiana normalizada    con N el número total de características hu-
manas de personalidad.

•	 Si    entonces la compatibilidad es completa entre la persona i y la persona j.

•	 Si    entonces hay una incompatibilidad total entre la persona i y la persona j.

Para aplicar el criterio anterior, tomamos la siguiente matriz de datos de personalidad con el objeti-
vo de determinar con quién es más compatible Lila:

De acuerdo con el criterio obtenemos el siguiente vector de distancias normalizadas,
 

Se puede observar que Lila es más compatible en términos de personalidad a las personas  P2,  P5 y 
P6 , ya que por ejemplo, la cercanía a  P2 es de 0.306; mientras que la persona menos compatible a 
Lila es la P8  , ya que la estimación de la cercanía entre ellas es de 0.48.

Con este ejemplo, finalizamos el esquema general de nuestra propuesta de enseñanza de los 
conceptos fundamentales de vector y de matriz como introducción a la enseñanza del Álgebra Li-
neal, no sólo en educación superior sino también en la educación media superior. A continuación, 
presentamos una serie de reflexiones y comentarios finales a manera de conclusión. 

4. Conclusiones 

Sobre la propuesta de enseñanza. Como se ha mostrado, el punto de partida de esta propuesta de 
enseñanza es la visualización como un proceso de identificación de cualidades y características de 
vectores y matrices que desde nuestro punto de vista y experiencia permite un pasaje pertinente y 
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adecuado hacia la abstracción y construcciones de vectores y matrices en situaciones variadas, rea-
les, actuales y prácticas. Lo anterior es a la vez un constructo necesario que sirve de base para la 
aplicación de los conceptos del Álgebra Lineal, en este caso de vector y matriz, permitiendo que 
florezca una perspectiva en torno a la modelación, que consideramos una habilidad importante de 
desarrollar y concretar en estudiantes no sólo de educación superior sino también de educación 
media superior. 

Sobre el pasaje de lo contextual a la abstracción matemática. Uno de los errores importantes den-
tro de la enseñanza del álgebra desde los niveles básicos hasta la educación superior es considerar que 
sus elementos teóricos son por sí mismos atractivos y comprensibles, y en gran medida se debe a una 
repetición de patrones de enseñanza; si bien esto parece estar cambiando, esta transformación en 
algunos casos deja de lado la importancia del contexto tanto regional como mundial. En este senti-
do, la era digital no sólo es un fenómeno mundial sino también regional, la web 2.0 es sin duda 
utilizada desde adolescentes hasta adultos siendo importante tomar este contexto para posibilitar la 
visualización de conceptos y objetos matemáticos como lo son el vector y la matriz, que al final son 
una abstracción de objetos específicos como una lista de datos necesarios para cocinar una pizza o 
información dispuesta en un arreglo que permite seguir los resultados del fútbol.  

Sobre lo significativo. La era digital ha invadido casi por completo la vida humana. La mayoría de 
nuestros estudiantes están familiarizados con un gran número de aplicaciones digitales que van 
desde videojuegos hasta motores de búsqueda. Lo anterior posibilita que los estudiantes elijan una 
situación a su gusto, haciendo del desarrollo de construcción de un concepto matemático un apren-
dizaje significativo, por esta razón utilizamos en esta propuesta de enseñanza de los conceptos de 
vector y matriz una variedad de ejemplos que permitan no sólo visualizar sino también acercar a los 
estudiantes a un mundo matemático práctico y manejable.

Sobre los objetivos y contenidos en los cursos de Álgebra Lineal. Sabemos que los objetivos y 
contenidos de casi todo conocimiento proclive a ser enseñado terminan por envejecer, este es el caso 
en torno al Álgebra Lineal. Desde hace décadas el Álgebra Lineal ha sido una herramienta potencial 
en el desarrollo de la era digital y esto no se ve reflejado en los cursos de Álgebra Lineal. Además, su 
contenido no parece obedecer a una valoración sobre su importancia en la resolución de problemas 
de índole real en lo digital e incluso hay temas relevantes que no son nunca tocados en un curso de 
Álgebra Lineal.   

Sobre la enseñanza de la matemática aplicada. Finalmente, esta propuesta de enseñanza es para 
nosotros una forma de adentrarnos a la enseñanza de la matemática aplicada, ya que la matemática 
aplicada tiene un propósito primordial: aplicar la matemática. Aunque parece redundante y trivial, 
su enseñanza dista de tomar en cuenta el mencionado propósito, dejando muchas veces descuidada 
la dimensión relacionada con la aplicación de los conceptos matemáticos, digamos que habría que ir 
pensando en una educación de la matemática aplicada.
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Resumen

El objetivo de este capítulo consiste en discutir el papel de las tareas de modelación y las tareas con-
ceptuales diseñadas utilizando la teoría APOE en la enseñanza de los conceptos abstractos del álge-
bra lineal. A partir de la introducción de las estructuras de la teoría y la presentación de un ejemplo 
de su uso, se ilustran las ideas principales y se considerarán las ventajas que ofrecen en el aprendizaje 
de los conceptos del álgebra lineal. 

1. Introducción

El diseño de tareas juega un papel importante en la enseñanza y el aprendizaje de las matemáticas. 
De acuerdo con Mason y Johnson-Wilder (2004) las tareas son fundamentales para propiciar la 
actividad matemática de los estudiantes y para brindarles oportunidades de discutir ideas, argu-
mentar y, en general, de profundizar su comprensión. De acuerdo con Breen y O’Shea (2010) la 
posibilidad de enfrentar a los estudiantes a una gama diversificada de tareas permite que desarrollen 
una variedad de habilidades de pensamiento. Según Sierpinska (2004) el diseño de tareas es tam-
bién indispensable en la enseñanza y en la investigación en educación matemática, aunque comenta, 
con razón, que la mayoría de los estudios en esta disciplina no explicitan la estrategia de diseño de 
las tareas empleadas en sus instrumentos experimentales. Este sigue siendo el caso actualmente con 
excepción de investigaciones que usan marcos teóricos en los que las tareas juegan un papel esencial, 
como, por ejemplo, la teoría APOE y la teoría Antropológica de lo Didáctico (García et al., 2019). En 
los últimos años, el diseño de tareas ha recibido mayor atención por parte de los investigadores (i.e. 
Mason y Johnson-Wilder, 2004; Watson y Ohtani, 2015; Jones y Pepin, 2016, García et al., 2019, 
Trigueros y Oktaç, 2019), y la importancia de su uso en la enseñanza y en la investigación ha sido 
subrayado por sus beneficios en el aprendizaje de los estudiantes.

El propósito de las tareas en el contexto de la educación matemática es muy variado. A través del 
trabajo en diversas tareas, los alumnos pueden construir o consolidar sus conocimientos además de 
proponer conjeturas, argumentos y demostraciones para probarlas. Los maestros pueden motivar la 
introducción de nuevos conocimientos, detectar dificultades de los estudiantes o estimularlos a buscar 
estrategias, distintas formas de solución y, en general, a aprender. El uso de tareas bien diseñadas en la 
clase promueve, además, el trabajo colaborativo, fomenta la discusión en la clase y, particularmente, la 
creatividad. Por ello, el diseño y análisis de tareas ha adquirido cada vez más relevancia en la investiga-
ción (Trigueros y Oktaç, 2019). Dada la diversidad de usos de las tareas matemáticas es comprensible 
que existan diferentes tipos de tareas, con distintos objetivos y diferente nivel de dificultad. 
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En este capítulo discutiré el diseño de tareas en la enseñanza del álgebra lineal. En particular, 
me referiré a tareas de modelación para introducir conceptos abstractos de esta disciplina y tareas di-
señadas utilizando la teoría APOE como marco teórico de referencia para apoyar la construcción de 
conceptos con el fin de responder a las preguntas ¿Qué papel juegan las tareas de modelación en la 
enseñanza del álgebra lineal?, ¿Qué ventajas ofrece el uso de modelos y de tareas conceptuales en el 
aprendizaje de los conceptos abstractos del álgebra lineal?  Responderé estas preguntas a la luz de la 
teoría APOE en la que las tareas juegan un papel fundamental en la investigación y en la promoción de 
un aprendizaje profundo de los conceptos matemáticos de interés. Este capítulo inicia con una breve 
introducción a la teoría APOE, y en particular, al papel que juega en ella la llamada descomposición 
genética, en el diseño de tareas matemáticas y de modelación para la enseñanza álgebra lineal y en la 
investigación de su uso en el aula. Se ilustró esto con la discusión de un ejemplo específico y los resul-
tados de su uso en el aula. El capítulo concluirá con una breve discusión de las ventajas de los modelos 
en la enseñanza del álgebra lineal. 

2. Breve introducción a la teoría APOE

La teoría APOE (Arnon et al., 2014) está basada en la epistemología de Piaget que se ha adaptado 
para el estudio del aprendizaje de los conceptos matemáticos que se introducen a nivel universitario. 
Sus estructuras teóricas permiten, por una parte, analizar la forma en que los estudiantes aprenden 
un concepto o un tema de las matemáticas y, por otra, diseñar estrategias didácticas con base en la 
propia teoría.

Las estructuras de la teoría APOE son: Acciones, Procesos, Objetos y Esquemas y constituyen la base del 
acrónimo que se usa para denominarla. El mecanismo de conocimiento que permite el paso de una estruc-
tura a otra es la abstracción reflexiva. De acuerdo con esta teoría, la construcción de un concepto matemá-
tico inicia cuando un estudiante “genérico” hace Acciones sobre Objetos construidos con anterioridad; 
éstas se caracterizan por seguir ciertas reglas o procedimientos provenientes de un agente que puede con-
siderarse externo al estudiante. Cuando las Acciones se repiten y el estudiante reflexiona sobre ellas, se 
interiorizan en un Proceso que se caracteriza por la posibilidad de trabajar sobre los mismos Objetos que 
las Acciones, pero sin la necesidad de seguir reglas preestablecidas, o mediante la capacidad de saltar algu-
nos pasos o imaginarlos. Los Procesos pueden coordinarse con otros para formar nuevos Procesos y pue-
den también revertirse, es decir, usarse en el sentido contrario en el que fueron construidos. Cuando el 
estudiante tiene necesidad de hacer Acciones sobre un Proceso, éste se encapsula en un Objeto sobre el 
cual pueden aplicarse nuevas Acciones. Por último, un Esquema es una construcción que se utiliza cuan-
do el estudiante enfrenta un problema. El Esquema está constituido por un conjunto de estructuras que 
pueden ser Acciones, Procesos, Objetos y otros Esquemas construidos con anterioridad entre los cuales el 
estudiante ha construido relaciones consciente o inconscientemente (Arnon et al., 2014). Los Esquemas 
son estructuras dinámicas que se están reconstruyendo continuamente mediante los mecanismos de asi-
milación y acomodación. La evolución de los Esquemas se describe mediante la “Triada” propuesta por 
García y Piaget que consiste en tres niveles que se identifican por el tipo de relaciones construidas entre los 
conceptos y se denominan Intra-, Inter- y Trans- (Piaget y García, 1982). Los Esquemas pueden también 
utilizarse como Objetos sobre los cuales se pueden hacer Acciones, en ese caso, el mecanismo involucrado 
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se conoce como tematización. Cuando distintos estudiantes enfrentan un mismo problema o un conjun-
to de problemas similares, posiblemente evocan Esquemas parecidos, aunque pueden estar compuestos 
por distintas estructuras y diferentes relaciones entre ellos. La comparación de su trabajo pone de mani-
fiesto estas diferencias que, en la teoría, se asocian con lo que muestra en ese momento que ha aprendido 
(Arnon et al., 2014; Trigueros, 2019, p. 45).

Un elemento indispensable de la teoría APOE es el planteamiento de un modelo hipotético que des-
cribe, en términos de las estructuras y los mecanismos de la teoría, las construcciones que se supo-
nen necesarias para el aprendizaje de un concepto o un tema específico de las matemáticas. Este 
modelo se conoce como Descomposición Genética (DG). La DG puede utilizarse para analizar las 
construcciones que muestran los estudiantes en su trabajo sobre tareas relacionadas con los concep-
tos de interés y también puede utilizarse para diseñar actividades para enseñar dichos conceptos. 
Este modelo no pretende ser único y se pone a prueba mediante estudios de investigación en los que 
se contrasta con el trabajo real de los estudiantes: si efectivamente predice las construcciones mos-
tradas por los estudiantes, el modelo se valida; en caso contrario, se introducen los cambios necesa-
rios y así la DG se refina tantas veces como sea necesario hasta validarse. Además del modelo teórico, 
la teoría APOE propone un modelo de enseñanza basado en el trabajo colaborativo de los estudiantes 
en actividades (A) diseñadas con la DG seguidas de discusión del grupo y el maestro en clase (C) y 
de ejercicios (E) para completar el proceso de construcción iniciado en las actividades. Esta secuen-
cia se repite cíclicamente hasta cubrir las actividades diseñadas y se conoce como el ciclo ace, aun-
que los ciclos no necesariamente se repiten secuencialmente y pueden no incluir la etapa E en algu-
nos de ellos. La teoría APOE contempla la construcción de Conceptos mediante la realización de 
Acciones sobre Objetos mentales no matemáticos o bien Objetos matemáticos previos, utilizando 
un proceso de modelación, de la siguiente manera: 

Cuando los estudiantes se enfrentan a una situación de modelación, utilizan sus Esquemas matemáticos 
conjuntamente con los Esquemas que han construido en otros dominios del conocimiento y que pueden 
ser útiles en el análisis de los problemas que afrontan. Los estudiantes toman de estos Esquemas las cons-
trucciones necesarias para abordar el problema, seleccionar las variables y formular implícita o explícita-
mente las primeras hipótesis acerca del comportamiento de la solución al problema y su posible simplifi-
cación en términos matemáticos. Aprovechando las hipótesis, es posible hacer Acciones sobre las variables 
y establecer relaciones entre ellas. Estas Acciones se interiorizan en Procesos mediante los cuales las rela-
ciones se manipulan y se transforman. Los Procesos se coordinan con Procesos contenidos en los Esque-
mas matemáticos y el resultado de estas coordinaciones es un modelo emergente que puede ser encapsula-
do como un Objeto sobre el cual es posible ejercer nuevas Acciones que permiten, cuando se interiorizan 
o encapsulan, analizarlo, determinar sus propiedades y plantear nuevas preguntas que podrían modificar-
lo. Durante el trabajo con el modelo, puede ser necesario construir nuevos Procesos, Objetos o Esquemas 
para responder las preguntas que se han planteado. Este ciclo puede repetirse hasta que se encuentra un 
modelo que se considera apropiado en términos de la descripción de la situación original. El trabajo en el 
modelo permite, además, plantear otras preguntas que posibilitaron ampliar el dominio de aplicación del 
modelo y los Esquemas construidos. Cuando la modelación se utiliza como una estrategia docente, es 
necesario apoyar a los estudiantes en la construcción de nuevos conceptos útiles para profundizar en la 
solución de los problemas asociados con el modelo. Este apoyo puede lograrse mediante la introducción 
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de actividades conceptuales basadas en la DG del concepto o tema relacionado con posibles acercamientos 
a la solución del problema (Trigueros, 2018, p. 32).

3. La modelación en la enseñanza del álgebra lineal: un ejemplo

El álgebra lineal es una disciplina difícil de aprender por su naturaleza abstracta (Dorier y Sierpins-
ka, 2001). La investigación en educación matemática muestra que los estudiantes memorizan los 
algoritmos que les permiten resolver algunos problemas o responder preguntas específicas, pero que 
no pueden interpretar los resultados que encuentran ni dar significado a los conceptos con los que 
estos procedimientos se relacionan. Una manera de intentar cambiar esta situación ha sido aprove-
char el potencial de aplicación del álgebra lineal para introducir a los estudiantes al significado de 
los conceptos en estudio (i.e. Stewart et al., 2018). Pero ¿qué se entiende por un problema de mode-
lación? En general, en la enseñanza a partir del uso de modelos, éstos se consideran problemas más 
o menos abiertos que se originan en otras disciplinas, en la matemática misma o en situaciones coti-
dianas reales o “realistas”; es decir, que los estudiantes pueden imaginar para trabajar con ellas y 
hacerlas suyas. Lo importante es que los estudiantes se interesen en un problema que implique un 
reto para ellos, pero que no represente una dificultad imposible de salvar y en el que la o las posibles 
soluciones requieran de algún o algunos conceptos que se desea que construyan.

El uso de los modelos ofrece ventajas en la enseñanza del álgebra lineal. Entre ellas, permi-
te a los estudiantes usar su conocimiento previo y desarrollar estrategias de solución propias; 
produce el surgimiento de dudas que hacen posible que el maestro reconozca los conocimientos 
de los estudiantes, desarrolle estrategia para resolver sus dificultades o proponga nuevas cuestio-
nes que promuevan su reflexión y, con ello, la construcción de nuevas estructuras y de relaciones 
entre ellas, es decir, que aprendan (Trigueros, 2019).

Un ejemplo de un problema de modelación para enseñar los conceptos de independencia y 
dependencia lineal que ha dado consistentemente buenos resultados en la enseñanza y en la inves-
tigación es el siguiente:

Tres industrias pertenecen a la misma compañía. Cada una manufactura un producto diferente. Una 
fracción de su producción la usa para su propia producción y otras fracciones de su producción se requie-
ren en las otras industrias (demanda interna). Además, parte de la producción de cada industria se usa 
para satisfacer la demanda externa. Al final de cada semana, en cada industria se decide cuánto debe 
producir dependiendo de la demanda externa de su producto. ¿Puedes diseñar un método para que la 
compañía determine la cantidad de productos que cada industria debe producir para satisfacer la deman-
da externa e interna? ¿Cuántos datos necesitarías para encontrar la respuesta a la pregunta anterior? Si 
sabes que la demanda externa del sexto periodo es de 50 para la industria A, 50 para B y 60 para C (ver 
tabla 1). ¿Puedes usar las fracciones de producción encontradas para verificar la producción necesaria del 
grupo de industrias en el sexto periodo (ver tabla 2)? ¿Puedes usar las fracciones de producción encontra-
das para predecir la producción del grupo de industrias en el periodo 10 si sabes que la demanda externa 
en ese periodo es de 75 para la industria A, 70 para B y 90 para C? Escribe una propuesta para el director 
de la compañía en la que expliques el método que encontraste y por qué le conviene usarlo (Trigueros y 
Possani, 2013, pp. 1779-1792).
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Tabla 1. Demanda externa para 9 meses en millones de pesos. Elaboración propia.

Industry/Period 1 2 3 4 5 6 7 8 9
A 30 20 30 20 15 50 10 10 10
B 20 20 20 30 10 50 0 0 10
C 20 20 30 30 15 60 10 0 0

 Tabla 2. Producción total para 9 meses en millones de pesos. Elaboración propia.

Industry/
Period

1 2 3 4 5 6 7 8 9

A 53.515 40.470 57.202 47.661 28.601 104.86 16.732 13.044 16.548

B 36.967 34.847 39.687 50.150 19.843 89.836 4.838 2.120 14.704
C 40.470 37.150 53.422 52.408 26.711 105.83 16.271 3.319 5.623

Es importante aclarar que el o la profesora no entrega la tabla completa a los estudiantes. Una vez 
que ellos exploran y discuten el problema, el o la profesora pregunta a cada equipo cuántos datos 
necesita y entrega el número de datos solicitados, seleccionando diferentes datos para los distintos 
equipos tomando en cuenta el tipo de relación entre los datos con el fin de que surjan diferentes 
conjuntos solución al resolver el problema y, con ello, los estudiantes enfrentan diversos problemas 
conceptuales cuya comprensión requiere de la introducción de nuevos conceptos, en este caso: com-
binación lineal, dependencia e independencia lineal.

3.1 Exploración y modelación

Los estudiantes trabajan en equipo y aparecen diferentes estrategias de exploración de la situación. 
Las dominantes consisten en dibujos o esquemas (Figura 1a) o en el planteamiento de sistemas de 
ecuaciones (Figura 1b).

          

Figura 1a. Uso de esquemas.   
Figura 1b. Uso de sistemas de ecuaciones. Elaboración propia.
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Las distintas propuestas se discuten en plenaria con el o la profesora, quien deja que sean los estu-
diantes mismos quienes se cuestionen unos a otros y discutan, aunque en ocasiones puede intervenir 
para promover el intercambio. En todos los casos de utilización de este modelo, surge la propuesta 
de un esquema semejante al que se muestra en la figura 2a para representar la situación y el modelo 
matemático que se deduce de él (Figura 2b) es aceptado, por consenso, por todo el grupo. 

   
     

        
Figura 2a. Diagrama para el modelo.  

Figura 2b. Modelo matemático.  Elaboración propia.

Los estudiantes encuentran dificultades semejantes en distintos grupos. Surgen preguntas como 
¿cuál es la incógnita?, ¿se necesitan varios sistemas?, ¿son suficientes estos datos?, ¿cuáles conviene 
escoger? Una vez que los equipos resuelvan los sistemas propuestos como modelo enfrentan una si-
tuación inesperada: distintos equipos encuentran diferentes conjuntos solución y surgen nuevas pre-
guntas: ¿por qué los sistemas tienen distinta solución?, ¿por qué algunos equipos encuentran la misma 
solución?, ¿es la diferencia de datos lo que conduce a encontrar una o múltiples soluciones? De la re-
flexión sobre estas preguntas emergen nuevas ideas: “este vector de datos es múltiplo de este otro, por 
eso obtenemos solución múltiple, es redundante; creo que debe haber datos que no nos dan informa-
ción, tal vez está contenida en otros datos”, “miren, este vector sale si multiplicas éste por dos y le su-
mas este otro”. En la plenaria todos los equipos que encuentran solución múltiple para sus sistemas de 
ecuaciones concluyen finalmente que en todos esos casos, en el conjunto de datos hay información 
redundante, mientras que cuando no la hay, se encuentra una solución única que es, además, la mis-
ma. En este momento el o la profesora introduce las primeras actividades diseñadas con la DG para 
construir los conceptos de interés.

3.2 Introducción de actividades que el o la profesora considera pertinentes

Recordemos que cuando se usa la teoría APOE para enseñar utilizando problemas de modelación o 
sin ellos es necesario diseñar una DG de los conceptos que se desean enseñar. Ésta, como se mencio-
nó anteriormente, proporciona un modelo de las construcciones necesarias para aprenderlos y per-
mite diseñar actividades que estimulan la reflexión de los alumnos. El trabajo en clase se desarrolla 
siguiendo el ciclo ace. Los estudiantes trabajan en equipo en algunas actividades seleccionadas por 
el o la profesora en distintos momentos de la actividad, conforme considera que los estudiantes las 



113

LA TEORÍA APOE Y EL DISEÑO DE TAREAS EN LA ENSEÑANZA DEL ÁLGEBRA LINEAL

requieren para continuar con su trabajo en el problema de modelación, o para introducir paulatina-
mente los nuevos conceptos una vez que los estudiantes tienen necesidad de ellos. En la tabla 3 se 
muestran ejemplos de las actividades diseñadas con la DG con la intención de que los estudiantes 
construyan las estructuras propuestas para aprender los nuevos conceptos; entre paréntesis se indica 
el tipo de construcción que la actividad conlleva. La DG empleada y otras actividades pueden con-
sultarse en Trigueros y Posani (2013, p. 1779-1792).

Tabla 3. Ejemplos de actividades. Elaboración propia.

3. Dados los vectores (2,−3, 5) y (6,−9, 15).
a.	¿Qué relación hay entre estos vectores? (Acción de comparación entre n-adas).
b.	Multiplica a (2,−3,5) por −2, por 4 y por −1/2 ¿Qué relación hay entre los vectores obtenidos y los 
dados? (Acción de operación con n-eadas y de comparación).
c.	Encuentra el vector que obtienes al sumar el doble del primer vector más el segundo. ¿Qué relación 
hay entre el vector obtenido y los anteriores? (Mismas que la anterior).
d. Encuentra el vector que obtienes al sumar el doble del primer vector más el triple del segundo. ¿Qué 
relación hay entre el vector obtenido y los anteriores? (Mismas que la anterior).
e.	¿Qué puedes decir de todos los vectores que obtuviste en los incisos anteriores? ¿Qué caracteriza al 
conjunto de vectores que “generan” los vectores del conjunto dado? (Interiorización de las Acciones 
anteriores en un Proceso).
f.	Imagina que encuentras todas las combinaciones lineales de dos vectores usando todas las combina-
ciones de números reales y que dibujas el resultado en el plano cartesiano ¿qué “generarían esos vecto-
res”? (Encapsulación del Proceso en un Objeto).
g.	¿Puedes escribir al vector (−1, 0, 0) de manera única sumando los productos de los vectores dados por 
distintos números (combinación lineal (c.l.))? ¿Cuáles vectores se pueden expresar como c.l. de esos 
vectores? ¿Qué representan geométricamente? (Encapsulación del Proceso en un Objeto).
5. Diseña un programa que te permita, dado un conjunto de vectores en Znp, determinar si diferentes 
vectores se pueden escribir como combinación lineal de todos o algunos de los vectores del conjunto, 
incluyendo al cero. (Interiorización de Acciones en un Proceso).
7. Para los siguientes conjuntos de vectores S1  = {(2 1 3) (1 2 1) (4 0 2) } y 
S2 = {(3 1 1) (4 1 2) ((2 2 3)} escribe las ecuaciones
i.	 a(2, 1, 3) + b (1, 2, 1) + c (4, 0, 2) = (0, 0, 0), donde a, b, y c son números reales.
ii. a(3, 1, 1) + b (4, 1, 2) + c (2, 2, 3) = (0, 0, 0), donde a, b, y c son números reales.
Encuentra los valores de los escalares a, b y c que hacen que las ecuaciones se cumplan de manera única 
(Acciones sobre elementos de conjuntos y sistemas de ecuaciones).
a.	Añade un vector al conjunto de los vectores de la ecuación (i) multiplicado por un escalar d. Encuen-
tra los valores de los escalares a, b, c y d que hacen que las ecuaciones se cumplan de manera única. ¿Qué 
encuentras? (Mismas Acciones).
b.	Repite lo mismo para la ecuación ii ¿qué encuentras? ¿Qué “generan” los conjuntos S1 y S2? (Mismas 
Acciones e interiorización en Proceso).
c.	¿Qué significan estos dos resultados? ¿Qué significa geométricamente? (Encapsulación en Objeto).
d. ¿Es el vector (3 1 1) combinación lineal de los vectores de S2? ¿Por qué? (Encapsulación en Objeto).
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3.3. Aplicaciones del problema de modelación y resultados obtenidos

El problema de modelación se probó con cuatro grupos de estudiantes de distintas licenciaturas: 
matemáticas, actuaría, ingeniería o economía, enseñados por cuatro distintos profesores en un cur-
so introductorio de Álgebra Lineal. Después de esta prueba, con un total de 112 estudiantes, el 
problema ha sido utilizado en este tipo de cursos con resultados similares en términos de la partici-
pación y el aprendizaje de los estudiantes. En la mayor parte de las experiencias, se utilizaron entre 
cuatro y seis sesiones de clase de dos horas cada una.

Se identifican cuatro ciclos en el trabajo de los estudiantes. El primero se caracteriza por la 
exploración y análisis de la situación propuesta por el problema de modelación. En este ciclo, los 
estudiantes desarrollan hipótesis, dibujan diagramas como los mostrados anteriormente, selec-
cionan variables y encuentran relaciones entre ellas. El ciclo termina con la selección de un mode-
lo matemático para el problema. El segundo ciclo es de corte operacional. Se utilizan los datos 
proporcionados para estimar los parámetros del modelo que, en este caso, son las incógnitas de 
los tres sistemas de ecuaciones que aparecen en el modelo. El tercer ciclo consiste en la compara-
ción y discusión de los distintos conjuntos de soluciones encontrados por los diversos equipos; 
este ciclo se ha caracterizado por la emergencia de un nuevo lenguaje en los equipos y durante la 
discusión plenaria con el cual los estudiantes caracterizan las diferencias entre los distintos datos 
empleados en su trabajo y su relación con el conjunto solución de los sistemas. El ciclo final trata 
del uso del modelo como herramienta de predicción y como una herramienta de referencia para 
modelar nuevas situaciones diferentes, pero que comparten la misma estructura matemática.

El tercer ciclo resulta de especial interés. Los estudiantes deben presentar sus resultados y 
explicarlos. Varios equipos encuentran un conjunto solución con una única solución para cada 
sistema y los conjuntos coinciden en todos ellos. Estos equipos coinciden en considerar que los 
valores de los parámetros del modelo encontrados son correctos. La discusión sobre las diferen-
cias en los conjuntos de solución encontrados por otros equipos, que originalmente consideraban 
que se habían equivocado en algún paso del proceso de solución, pero al revisarlo encontraron 
que era correcta y tenía solución múltiple, conduce al análisis de los conjuntos de datos con los 
que se trabajó y a buscar relaciones entre la solución encontrada y las propiedades de los sistemas 
de ecuaciones como un Objeto y las de los conjuntos de n-adas, también como Objetos. Este cam-
bio en el objeto de análisis conduce a los estudiantes a encontrar relaciones entre las n-adas o en-
tre las columnas del sistema de ecuaciones correspondiente, por ejemplo, que un vector de datos 
se puede obtener de la suma de otros dos, que un vector es la suma de múltiplos de otros vectores 
o que en el proceso de solución del sistema hay algunas ecuaciones que “desaparecen”. En todas 
las ocasiones, sin excepción, los alumnos identifican estas situaciones con el hecho de que en sus 
datos “ hay información redundante; hay información que no es útil; este vector ya tiene la infor-
mación de estos otros” o expresiones semejantes. Para compartir el mismo lenguaje en la discu-
sión grupal se decide, generalmente, utilizar el término de “información redundante”. En todos 
los casos, los profesores aprovechan los razonamientos de los estudiantes para introducir los nue-
vos conceptos a través de actividades diseñadas con la DG. Primero las correspondientes a la no-
ción de combinación lineal y posteriormente aquéllas  diseñadas para estimular la reflexión sobre 
los conceptos de dependencia lineal e independencia lineal, relacionando actividades de trabajo 
en el modelo y teóricas con la idea de “información redundante” emergente del propio trabajo de 
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los estudiantes con el modelo, e incluyendo representaciones geométricas, cuando es posible, su 
definición formal y las propiedades de los conjuntos correspondientes. 

4. Resultados de los estudiantes

Aunque los estudiantes tienen dificultades al enfrentar el problema, en particular para seleccionar 
las variables apropiadas y para interpretar las relaciones entre ellas, el trabajo en equipo, la guía de 
los profesores y la discusión global resultaron apoyos importantes para favorecer la motivación y la 
generación de ideas importantes que permitieron utilizar su conocimiento previo para plantear sis-
temas de ecuaciones y para interpretarlos en relación al problema a través del uso del diagrama que 
hizo posible la reconsideración de las hipótesis y el papel específico de la variable y los parámetros 
del modelo.

La interpretación de los parámetros como incógnitas de los sistemas de ecuaciones y la forma 
de utilizar los datos en el modelo resulta un reto importante para los estudiantes dado que en ese 
momento no tienen experiencia con el uso de datos en la solución de problemas matemáticos. Sin 
embargo, los alumnos son capaces de examinar los datos y de encontrar patrones en su comporta-
miento en diferentes períodos. Las ideas emergentes del trabajo de diferentes equipos y la discusión 
global de las mismas permiten confirmar la linealidad del modelo, entenderlo mejor y trabajar con 
él. Más aún, hacen posible la emergencia de la idea poderosa “información redundante” que permi-
te a los profesores utilizarla como un eslabón en la introducción de los conceptos de dependencia e 
independencia lineal a través de actividades diseñadas con base en la descomposición genética. La 
idea de “información redundante” permite dar un sentido “concreto” a estas propiedades de un 
conjunto de vectores o de n-adas. 

En todas las aplicaciones de este modelo, los estudiantes trabajan con interés tanto en las 
actividades relacionadas con el modelo como en aquéllas basadas en la teoría APOE que les brin-
dan oportunidades de reflexión sobre los nuevos conceptos que se introducen. Cuando se trabaja 
la última actividad del modelo, en la que se pide utilizar los parámetros encontrados para predecir 
la producción de las industrias en un nuevo periodo, los estudiantes la encuentran correctamente. 
Por otra parte, cuando se introdujeron otros conceptos como los de conjunto generador, espacio 
generado, base y dimensión, la mayor parte de los estudiantes fue capaz de utilizar la idea de “in-
formación redundante” para diferenciar los conceptos de base y conjunto generador, así como de 
determinar las propiedades de las bases para distintos espacios o subespacios de Rn y de identifi-
car, por ejemplo, la necesidad de que el conjunto de columnas de una matriz sea linealmente in-
dependiente para que ésta sea invertible o para que el sistema de ecuaciones asociado a dicha 
matriz tenga solución única. Otra muestra de aprendizaje de los alumnos se encontró en su posi-
bilidad de reconocer un problema en el que es necesario encontrar las tarifas que deberían cobrar 
tres obreros que compartían trabajos entre ellos y que atendían además trabajos por fuera como 
un problema semejante al de producción y de resolverlo correctamente. Pero, tal vez lo más im-
portante, fue la emergencia de una idea poderosa que permitió concretar conceptos muy abstrac-
tos y darles sentido para después abstraerlos con significado al utilizarlos en nuevas situaciones 
durante el curso. Ello evidenció la posibilidad de los estudiantes de utilizar el modelo como una 
herramienta de razonamiento frente a nuevas situaciones (Trigueros y Possani, 2013).
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4.1 ¿Cuál es el papel del profesor en este tipo de acercamiento didáctico?

El papel del profesor es crucial en la metodología didáctica de la teoría APOE (Trigueros y Oktaç, 2019) 
y lejos de lo que parecería a partir de la descripción del ciclo ace, éste no es un ciclo rígido, es un ciclo 
que se ajusta a las necesidades que el profesor detecta en sus alumnos. Por una parte, el profesor puede 
alterar las fases del ciclo para dar sentido y continuidad al trabajo de los estudiantes, por ejemplo, po-
dría dejarlos trabajar con el modelo, introducir actividades y volver al trabajo en el modelo antes de 
convocar a una fase de discusión con todo el grupo, o proponer trabajo en ejercicios, individual o en 
equipo durante la clase. Por otra parte, el profesor puede hacer preguntas distintas de las que se propo-
nen en las actividades cuando lo considere necesario o importante. Las decisiones del profesor son 
fundamentales para que la dinámica de la clase funcione y promueva dichas construcciones.

El profesor puede, además, seguir el trabajo de los distintos equipos y hacer nuevas pregun-
tas ante sus dudas o apoyarlos para encaminar su discusión en la dirección deseada, buscando 
siempre que reflexionen sobre las tareas realizadas, que reconsidere su trabajo o refinen sus acer-
camientos, sin imponer su opinión en ningún momento. Al mismo tiempo que sus alumnos 
aprenden, todas estas oportunidades permiten al profesor cultivar y enriquecer su trabajo.

5. La teoría APOE y la DG en el diseño de tareas 

Como puede observarse en la descripción de la teoría APOE, el diseño de tareas permite tanto el 
desarrollo de instrumentos de investigación como de actividades de enseñanza. Este doble rol ha 
jugado, desde la creación de la teoría, un papel fundamental. A diferencia de otras teorías, en APOE 
se ha hecho siempre público el análisis de las tareas que se utilizan. Hay una conexión directa entre 
la DG y el diseño de todas las actividades a trabajar dentro y fuera de la clase. El problema de mode-
lación se elige y se diseña tomando en cuenta lo que se desea que los estudiantes aprendan. Cada 
tarea en las actividades tiene una relación directa con alguna de las construcciones predichas en la 
DG. Esto hace que las tareas diseñadas tomen en consideración aspectos que, sin esta guía, se pasa-
rían fácilmente por alto. La reflexión sobre los distintos detalles incluidos en el diseño promueve la 
reflexión de los estudiantes y favorece la construcción de conocimiento y la profundidad del apren-
dizaje. La oportunidad de centrarse en cada construcción en una secuencia de actividades ofrece a 
los estudiantes múltiples oportunidades de reflexión sobre los conceptos matemáticos en estudio y 
sus relaciones desde diferentes puntos de vista en los distintos momentos del ciclo ace. Ello enri-
quece su aprendizaje. Asimismo, en la investigación, cada una de las actividades que se diseña busca 
encontrar qué construcciones de aquellas propuestas en la DG ponen en evidencia los estudiantes en 
su trabajo y permite validar o refinar la DG cuando es necesario.

Cuando en esta metodología se incluye la modelación, la posibilidad de promover la creati-
vidad de los estudiantes, de desarrollar habilidades de pensamiento matemático y de profundizar 
desde distintas perspectivas en los conceptos que se busca enseñar se favorece.

6. Conclusiones

El uso de modelos en la enseñanza de las matemáticas ofrece ventajas que son dignas de tomar en 
consideración. Una de ellas, que se menciona en muchos trabajos de investigación en este campo, es 
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la motivación de los estudiantes. En el caso del proyecto de modelación con la teoría APOE, en el que 
los modelos se han utilizado para introducir a los estudiantes a conceptos abstractos del álgebra li-
neal, las principales ventajas que éstos ofrecen son la posibilidad de apoyar el aprendizaje de nuevos 
conceptos  a través del reto de utilizar sus conocimientos previos y de reflexionar sobre ellos y sobre 
las necesidades que el propio problema de modelación plantea; el desarrollo de habilidades de pen-
samiento matemático frente a la necesidad de planteamiento de hipótesis, del desarrollo de diversas 
estrategias para abordar y trabajar los problemas y de la necesidad de expresar sus resultados por 
escrito de manera comprensible para otras personas; además de la posibilidad de estimular el surgi-
miento de ideas emergentes que resultan, en la mayoría de los casos, imposibles de encontrar cuando 
se usa una metodología más clásica de enseñanza de las matemáticas (Trigueros, 2018).

Los retos y las necesidades que surgen del trabajo con los problemas de modelación permi-
ten la emergencia de nuevas ideas entre los estudiantes, mismas que pueden ser aprovechadas por 
el profesor para propiciar la reflexión de los estudiantes sobre el potencial de sus ideas y su apro-
vechamiento a través de la introducción de actividades de reflexión que permitan acercarlos a 
ideas matemáticas poderosas a través de actividades conceptuales diseñadas con la DG de los con-
ceptos de interés.

Otras importantes ventajas del uso de problemas de modelación en la enseñanza de las mate-
máticas es la posibilidad de identificar una estructura matemática específica en problemas que apa-
rentemente son diferentes, pero que la comparten y la posibilidad de aplicar las matemáticas escola-
res en contextos y disciplinas diferentes. Estas ventajas contribuyen a la apreciación de la verdadera 
naturaleza de las matemáticas y su papel en la vida cotidiana y en las ciencias en general.

A través del uso de modelos en la enseñanza se brindan oportunidades a los estudiantes de 
desarrollar sus propias ideas y de convertirlas en herramientas que les permiten abordar una di-
versidad de problemas. Y algo aún más importante, los estudiantes tienen oportunidad de apren-
der los conceptos matemáticos de interés con significado al tiempo que descubren la belleza de las 
matemáticas como disciplina. El uso de la modelación como herramienta didáctica permite todo 
esto en un ambiente relajado en el que el conocimiento emerge a través del trabajo compartido 
con compañeros y el o la profesora.

Es importante subrayar la importante conexión que hay entre la DG y el diseño de la situación 
de modelación o el problema a trabajar. Cada tarea en este acercamiento se enfoca en detalles que en 
muchas ocasiones no son consideradas por el profesor o el diseñador si no cuentan con un modelo 
que guíe el diseño de la actividad como un todo para brindar a los estudiantes la oportunidad de 
centrarse en cada construcción al concebir la secuencia didáctica, ofreciendo así a los estudiantes 
múltiples oportunidades de reflexión sobre los conceptos matemáticos de interés detalladamente y 
desde distintas perspectivas. Así, los estudiantes tienen la posibilidad de discutir el papel que juega 
cada tarea en términos de la secuencia como un todo y hacer evolucionar sus estrategias de trabajo 
en diferentes momentos del ciclo ace.

Por otra parte, la metodología seguida en la estrategia didáctica en la que la modelación se inte-
gra a actividades diseñadas con la teoría APOE ofrece oportunidades a los estudiantes para construir 
relaciones entre distintos conceptos y estas relaciones contribuyen no sólo a la evolución de su Esque-
ma, en el caso analizado aquí, del álgebra lineal, sino a profundizar en los conceptos involucrados.

En términos de la investigación en educación matemática, es importante mencionar que 
este tipo de acercamiento permite detectar y explicar la diversidad de estrategias que utilizan los 
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estudiantes en términos de la DG. Esto hace posible relacionar la evidencia encontrada en su tra-
bajo con las formas que utilizan para abordar y desarrollar los problemas que se presentan a lo 
largo del estudio del o de los temas de interés. La DG permite explicar las dificultades que enfren-
tan los estudiantes y también desarrollar formas de apoyarlos para superarlas mediante el diseño 
de preguntas o nuevas tareas. Asimismo, apoya la detección de aquellas relaciones entre distintos 
conceptos que parecen ser necesarias para promover efectivamente el avance del conocimiento de 
los estudiantes y, nuevamente, desarrollar actividades que orienten su reflexión en esa dirección.

Si bien, ningún acercamiento teórico a la educación matemática y ninguna estrategia didáctica 
son perfectos, es posible afirmar que existen muchas investigaciones que ponen en evidencia el poten-
cial de la teoría APOE en el diseño de problemas de modelación y de tareas de construcción de concep-
tos (Weller et al., 2003; Arnon et al., 2014; Trigueros, 2019). Con su uso es posible lograr que más es-
tudiantes aprendan con profundidad los conceptos de interés y la emergencia de ideas matemáticas 
poderosas entre los estudiantes que de otra manera sería difícil de observar.
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Resumen

En la última década ha aumentado el interés en cómo el diseño de tareas influye en la enseñan-
za-aprendizaje de las matemáticas. Así mismo, el diseño de tareas ha sido reconocido como una 
parte central en los informes de investigación de la enseñanza de las matemáticas, los cuales rara 
vez dan suficiente detalle sobre los principios y procesos de diseño. Este capítulo presenta dos ejem-
plos de investigaciones que ilustran dos marcos para el diseño de tareas mediadas por la tecnología 
digital: el primer ejemplo está centrado en el ámbito de la Teoría Antropológica de lo Didáctico 
para el diseño, implementación y análisis de Recorridos de Estudio e Investigación sobre la previ-
sión de la evolución de usuarios de Facebook y, el segundo, combina la investigación de diseño con 
los principios del proyecto de Acción-Práctico para el desarrollo de tareas que buscan promover un 
cambio conceptual sobre el concepto de vector mediante entornos digitales.

1. Introducción

El diseño didáctico siempre ha desempeñado un rol importante en el campo de la educación matemá-
tica, pero no había sido un tema de interés teórico en la comunidad (Artigue, 2009). En la última 
década ha aumentado el interés en cómo el diseño de las tareas influye en la enseñanza y aprendizaje 
de las matemáticas. En su discurso ante el grupo internacional de Psicología de la Enseñanza de las 
Matemáticas (PME, por sus siglas en inglés), Sierpinska (2004) identificó el diseño de tareas y su uso 
como una cuestión central en los informes de investigación de la enseñanza de las matemáticas. Co-
mentó que los informes de investigación rara vez dan suficiente detalle detrás del diseño de tarea o las 
variables involucradas en este proceso, que pocos estudios justifican la elección de una tarea o identi-
fican qué características de una tarea son esenciales y qué características son irrelevantes para el estu-
dio, quedando muchos aspectos ocultos.

En la educación matemática, la noción de tarea matemática ha tenido varios nombres: pro-
blema, actividad, ejercicio, ejemplos. Sierpinska (2004) considera que una tarea matemática es 
diferente a un problema matemático en el sentido de que un problema implica conocimientos 
avanzados para su solución, mientras que en la tarea es suficiente un conocimiento mínimo. La 
Comisión Internacional para la Instrucción Matemática (ICMI, por sus siglas en inglés) dedicó 
recientemente uno de sus estudios sobre el diseño de tareas (Margolinas, 2013; Watson y Ohtani, 
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2015) en educación matemática. Margolinas (2013, p. 10) declara que las tareas: “son las herra-
mientas de mediación para enseñar y aprender matemáticas y los temas centrales son cómo se re-
lacionan las tareas con el aprendizaje y cómo se usan pedagógicamente las tareas”. Así mismo, en 
el xxii Simposio de la Sociedad Española de Investigación en Educación Matemática, se celebró 
un seminario de investigación sobre el diseño de tareas articulando cuestiones como: “¿Por qué 
diseñamos tareas? ¿Cuáles son nuestros objetivos como diseñadores? ¿Cuáles son nuestros princi-
pios de diseño y nuestra metodología?” (García et al., 2019, p. 1).

Una de las prácticas docentes más frecuentes es la utilización de un libro de texto, el cual se 
sigue de manera fiel y es la principal fuente de tareas. Actualmente, la mayoría de los libros de texto 
remiten a los usuarios a tareas en la web. En el diseño de tareas pueden participar estudiantes, pro-
fesores, formadores de profesores, investigadores, diseñadores o una combinación de ellos. Cuando 
la tarea se crea desde cero o cuando la tarea es modificación de otra, los principios para el diseño de 
tareas pueden variar. La secuenciación de tareas es explícita en la educación matemática realista 
(Van den Heuvel-Panhuizen y Drijvers, 2020), así como en el proyecto de acción-práctica (Cuevas y 
Pluvinage, 2003).

2. Marco teórico

En la Investigación Basada en Diseño (ibd) los investigadores pueden participar en estrecha rela-
ción con los profesores para el diseño del entorno de aprendizaje, durante el proceso de implemen-
tación del experimento se pueden realizar las mejoras a los materiales educativos durante o después 
de cada lección (Bakker y Van Eerde, 2015), es así que la ibd aborda la problemática de manera si-
milar a la Ingeniería Didáctica (Artigue, 2014; Godino et al., 2013), esto es, como una metodología 
orientada al diseño. El libro Task Design In Mathematics Education an icmi study 22 (Watson y 
Ohtani, 2015) presentan siete casos de principios y marcos de diseño (Teoría antropológica de lo 
didáctico, teoría de la variación, teoría del cambio conceptual, aprendizaje conceptual a través de la 
abstracción reflexiva, educación matemática realista, Evaluación formativa para desarrollar estrate-
gias de resolución de problemas y lecciones de estudios japoneses) que se utilizan actualmente en 
todo el mundo en el diseño de tareas en la educación matemática. Estos marcos han evolucionado y 
siguen evolucionando. A continuación mostramos dos ejemplos de investigaciones, una desde la 
Teoría Antropológica de lo Didáctico (tad) y la otra mediante el proyecto de Acción-práctico. El 
primer ejemplo presenta el diseño, implementación y análisis de un recorrido de estudio e investiga-
ción sobre la previsión de la evolución de usuarios de Facebook; el segundo ejemplo combina la in-
vestigación de diseño con los principios del proyecto de acción-práctico de Cuevas y Pluvinage 
(2003), para abordar un cambio conceptual del concepto vector en estudiantes de ingenierías, am-
bas investigaciones integran y utilizan tecnología en sus tareas.

2.1 Ejemplo 1: Diseño y análisis de un rei integrando tecnología digital 
sobre la evolución de usuarios de Facebook

Nos centraremos en el diseño de tareas en el ámbito de la tad y, en particular, el diseño de tareas 
dentro del avance de paradigma pedagógico que Yves Chevallard (2013) denota como paradigma de 
cuestionamiento del mundo. Este paradigma se antepone al paradigma dominante que Chevallard 
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denomina como el paradigma de la visita de las obras en el cual, en términos generales, se presenta a 
los estudiantes contenidos muy aislados, como monumentos con valor por sí mismos, y sin mostrar-
les la funcionalidad que aportan las herramientas matemáticas, a menudo, sin justificar su uso y su 
necesidad, es decir, sus razones de ser, ni actuales ni del pasado. Chevallard (2013) sintetiza distintas 
consecuencias de esta situación histórica:

[…] la evolución irresistible del currículum escolar de matemáticas hacia una forma de “monumentalis-
mo” epistemológico, en el que el conocimiento viene organizado en unos trozos y pedazos santificados 
por la tradición, cuya supuesta “belleza” ha sido realzada por la pátina del tiempo y que los estudiantes 
tienen que visitar […] (p. 165).

Esta propuesta hace muchas décadas que está en crisis. Por ello, Chevallard hace un alegato a favor 
de un contraparadigma emergente, frente al cual invita a indagar en qué niveles y en qué contextos 
se pueden introducir cambios para ir avanzando hacia un cuestionamiento del mundo, donde las 
propuestas de enseñanza de las matemáticas y de los programas de estudios se compongan de este 
conjunto de cuestiones a ser estudiadas y donde la dialéctica entre propuestas y las respuestas gene-
radas contenga el núcleo del estudio de las disciplinas. Más concretamente, nos centramos en la 
propuesta de los Recorridos de Estudio e Investigación (rei) (Chevallard, 2013; Bosch, 2018). Los 
rei aparecen como modelos didácticos para lograr esta enseñanza funcional de las matemáticas. A 
través de su diseño, implementación y análisis nos proponemos crear y estudiar cuáles son aquellas 
condiciones que pueden favorecer una transición hacia un paradigma más cercano al denominado 
paradigma de cuestionamiento del mundo y estudiar, también y de forma especial, cuáles son las 
restricciones que emergen en la integración y difusión de estos dispositivos en las aulas en distintos 
niveles educativos.

Antes de referirnos a algunas de las características de los rei, empezaremos por describir 
cuál es la metodología de investigación adoptada por la tad para el diseño de tareas, que en este 
capítulo nos ocupa. La metodología de investigación que se sigue es la de la Ingeniería Didáctica 
(id), que se introdujo en el marco de la Teoría de Situaciones Didácticas (tsd) alrededor de los 
años ochenta y que, algunos años después, los trabajos de Artigue (2009, 2014) explican sus orí-
genes y desarrollo hasta considerarse una metodología de investigación. En sus orígenes, en el 
marco de tsd se adoptó la id para el estudio de fenómenos didácticos a través del diseño e imple-
mentación de procesos de enseñanza-aprendizaje, en particular de las matemáticas, aunque tam-
bién la id se puede considerar como una metodología de diseño de tareas. En la actualidad, los 
marcos de la tsd y tad, adoptan dicha metodología de investigación, y dado su fuerte compo-
nente de diseño, permiten explicitar el propio proceso de diseño, así como los fenómenos didác-
ticos que quieren ser estudiados, los principios y herramientas de diseño adoptadas (propias de 
cada una de las teorías didácticas) y los resultados derivados de las distintas etapas de análisis. La 
Figura 1 muestra los distintos estadios que Barquero y Bosch (2015) usan para explicitar las cua-
tro fases en el proceso de id.
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Figura 1. Ingeniería Didáctica como metodología (adaptado de Barquero y Bosch, 2015, p. 252).

De acuerdo con las autoras, en una primera etapa aparece el análisis preliminar que involucra un 
primer análisis epistemológico de los conocimientos a enseñar, la construcción de un punto de vista 
propio. Esto es un modelo epistemológico de referencia sobre dichos conocimientos, y la consecuen-
te identificación de los fenómenos didácticos relativos, así como la formulación de hipótesis sobre la 
problemática didáctica que se quiere abordar. En una segunda etapa, que se centra ahora en el dise-
ño y análisis a priori de una propuesta didáctica, se distinguen los niveles de, por un lado, la ingenie-
ría matemática relativa al diseño matemático (o epistemológico) de la propuesta y, por otro lado, 
aunque indisociable a la primera, la Ingeniería Didáctica que se centra en el diseño de la gestión de 
aula que se prevé desarrollar. La tercera etapa se focaliza en llevar a cabo la implementación de estos 
diseños. Dicha etapa experimental requiere de herramientas para el análisis in vivo para llevar a cabo 
la observación y la recolección de datos de la información llevada al aula de las propuestas. En una 
cuarta etapa, donde tendría lugar el análisis a posteriori, se lleva a cabo la validación y el desarrollo 
de los diseños y, volviendo al punto de inicio, el contraste, refinamiento o reformulación de las hi-
pótesis de investigación y la elaboración de respuestas (a menudo parciales) a los fenómenos didácti-
cos estudiados. En esta etapa, en el ámbito de la tad, toma mucha relevancia el estudio de la ecolo-
gía; es decir, el análisis de todas aquellas condiciones que se han podido crear y aquellas restricciones 
que han aparecido en la puesta en marcha de los diseños y dispositivos didácticos.

Para poder dar una descripción de los Recorridos de Estudio e Investigación, y siendo fiel a 
la metodología de diseño utilizada, Barquero et al. (2019) utilizan el esquema herbartiano como 
modelo didáctico de referencia describiéndola como:

[ S(X; Y; C0)  M= {C1, C2, …, Cj, R1
◊, ..., Rn

◊, On+1,..., Om, Dm+1,..., Dp} ]  R♥

Éste nos presenta un sistema didáctico S que está compuesto por X, que es un grupo de estudiantes, 
además de uno o varios guías del estudio Y, que estudia un conjunto de cuestiones problemáticas, 
denominadas C0. El estudio de esta cuestión, denominada generatriz: “marcará el punto de partida y 
eje articulador del proceso de estudio generado. La búsqueda de respuestas, parciales Ri y finales R♥ a 
C0 será el principal objetivo y fin del estudio” (Barquero et al., 2019, p. 499). En la elaboración de esta 
R♥ se crea todo un medio didáctico M, en el sentido de milieu introducido por la Teoría de Situacio-
nes Didácticas (Brousseau, 2002). Este medio didáctico se compone de muchos elementos, entre 
ellos, pueden aparecer cuestiones derivadas Cj de esta C0, respuestas preexistentes que tenemos dispo-
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nibles pre-existentes al estudio, Rn
◊ que existen fuera, en libros de textos, recursos, etc., objetos Om 

que sirven para analizar y evaluar la pertinencia de estas respuestas Rn
◊ y adaptarlas al estudio reali-

zado, y colecciones de datos Dp que podemos encontrar en fuentes externas o derivadas de simulacio-
nes en la propia indagación.

A través del esquema herbartiano se pueden analizar, no solamente los REI, sino cualquier prác-
tica educativa y cualquier proceso de estudio. Desde aquellos más monumentalistas donde no tendría-
mos una cuestión generatriz C0 en el punto de partida, si no que podríamos tener un cierto contenido 
matemático a ser aprendido, un grupo de estudiantes y un profesor que propone el estudio de dicho 
contenido. El medio didáctico puede ser muy reducido, podemos encontrar poca consulta de respues-
tas externas, poca recopilación de datos, poco planteo de cuestiones derivadas y que la R♥ sea una res-
puesta decidida de antemano por el profesor. Pero también nos sirve para analizar procesos de estudio 
mucho más ricos donde la cuestión generatriz C0 sea una cuestión que realmente nos lleve a plantear 
un verdadero estudio e investigación en los cuales X e Y generen conjuntamente un medio didáctico 
rico, en la búsqueda de respuestas a C0. Con este esquema herbartiano, el objetivo es analizar distintos 
procesos de estudio de distintos caracteres. Cuando lo usamos tenemos que preguntarnos muchas 
cosas, por ejemplo, sobre la cuestión inicial o generatriz y su finalidad: ¿cuál es esta cuestión C0?, ¿quién 
la plantea?, ¿qué necesidad hay de darle la respuesta?, ¿para qué nos sirve? ¿a quién va dirigida esta res-
puesta? Sobre el medio didáctico: ¿qué elementos lo componen?, ¿cómo se usan estos elementos?, 
¿cómo evoluciona este medio? Sobre las respuestas esperadas: ¿qué R♥ se espera construir?, ¿se quiere 
construir una respuesta que tenía el profesor/a decidida de antemano?, ¿cómo se comparte la responsa-
bilidad en esta elaboración de las respuestas entre los estudiantes y los guías del estudio? Son muchas y 
variadas las preguntas que nos podemos plantear y respondiendo a ellas podemos caracterizar las dis-
tintas tipologías de procesos de estudio. 

En particular, nos permite caracterizar la propuesta de los REI, que podríamos interpretar como 
el desarrollo completo del esquema herbartiano. El punto de partida de un REI es una cuestión inicial 
suficientemente rica C0 a la que llamamos cuestión generatriz, con suficiente poder generador de dis-
tintas cuestiones derivadas Cn. A menudo, la estructura de un REI se representa o simboliza como una 
estructura arborescente de cuestiones y respuestas (Cn,Rn ), que delimitan las posibles trayectorias de 
estudio e investigación a emprender. Estas estructuras arborescenes las debemos entender como es-
tructuras dinámicas las cuales, a medida que vamos trabajando en el diseño de un REI, su experimen-
tación y análisis, éstas se van enriqueciendo conforme integramos otras posibles cuestiones derivadas y 
sus respuestas. Con ello, cada vez tenemos estructuras o mapas de cuestiones y respuestas que nos de-
limitan mejor todas las posibles trayectorias de estudio a recorrer a partir del estudio emprendido de la 
cuestión generatriz C0.

Otra de las características es que en el desarrollo de un REI interviene la búsqueda de respues-
tas externas Rn

◊ que existen en distintos medios. Por media, entendemos aquellos canales de comu-
nicación y difusión, como puede ser la búsqueda por internet o en libros de texto o el propio profe-
sor puede actuar como media, es decir, como canal de difusión de respuestas. Aunque no es 
suficiente quedarnos con una búsqueda de respuestas externas, sino que éstas deben ser estudiadas 
y reconstruidas según las propias necesidades en nuestro estudio. Por ello, es importante poner a la 
disposición de la comunidad de estudio los medios y conocimientos necesarios para estudiar ade-
cuadamente estas Rn

◊ y que sean interpretadas y aprovechadas para el propio estudio. Por último, 
cabe destacar que el objetivo y fin de un REI es la elaboración, evaluación y difusión colectiva, por 
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parte de X e Y, de una respuesta final R♥, la cual debe contribuir en construir conocimiento sobre la 
cuestión o cuestiones que le han dado origen. En trabajos recientes en el ámbito de la tad, para 
definir y caracterizar los distintos elementos herbartianos [C0, Cj, Rn

◊, Om, Dp] se utilizan las deno-
minadas dialécticas (Chevallard, 2011; Barquero y Bosch, 2015), centrales en todo proceso de estu-
dio. En particular, la dialéctica de las “cuestiones-respuestas” se usa para describir la estructura ar-
borescente previamente citada en términos de cuestiones y respuestas; la dialéctica de los 
“medio-media” para analizar qué media se ponen a disposición, qué respuestas permiten encontrar 
y cuáles son los medios necesarios para que los estudiantes, conjuntamente con los profesores, com-
prueben y validen su uso y pertinencia para el estudio; por último, consideramos la dialéctica “indi-
viduo-colectivo” que se centra en analizar los roles y las responsabilidades se van tomando y compar-
tiendo entre estudiantes y profesores; por ejemplo, sobre cómo se redactan las respuestas, cómo se 
planifica el estudio y la investigación, qué resultados se comparten, cómo se validan las respuestas, 
entre otros, para que los avances individuales y colectivos se nutran. A continuación, presentamos el 
caso de un REI sobre la evolución de usuarios de Facebook en el cual, los distintos aspectos aquí 
comentados se verán brevemente ejemplificados.

2.1.1 Un REI sobre la evolución de los usuarios de Facebook (lección 1)

Nos centramos en un REI cuyo origen se sitúa en el trabajo de tesis doctoral de Serrano (2013) sobre la 
previsión de ventas de ciertos productos, el cual ha sido experimentado en nuevas ocasiones en distin-
tos contextos a nivel universitario y de secundaria. Por ejemplo, Barquero et al. (2013) presentan el caso 
sobre la previsión de ventas de la conocida compañía de moda española Deƨigual, en su experimenta-
ción con estudiantes de primer curso de Administración y Dirección de Empresas (ade). El punto de 
partida fueron los datos reales sobre las ventas de Deƨigual, frente a los cuales se pedía ayudar a la em-
presa en la creación y discusión de “buenos” modelos matemáticos que permitieran ajustar los datos y 
realizar previsiones de las ventas de Deƨigual a corto y medio plazo. El caso del REI sobre las ventas de 
Deƨigual logró aportar una razón de ser al estudio de las funciones que aparecían como modelos 
de ajuste de datos reales y modelos de previsión. Nos centramos aquí en una adaptación posterior de 
este REI ahora sobre la previsión de los usuarios de Facebook. El caso de REI que aquí nos ocupa fue 
experimentado con un primer curso de ade en la universidad TecnoCampus-Universitat Pompeu 
Fabra en la asignatura anual de matemáticas de primer curso. En dicha experimentación participaron 
un total de 30 estudiantes y 3 profesores de la asignatura. El diseño de este REI se integró dentro del 
proyecto europeo MCSquared (Mathematical Creativity Squared)1 que facilitó un entorno virtual 
para el diseño de esta propuesta didáctica y que facilitó que colaboraran en el diseño, investigadores, 
docentes universitarios y expertos en modelización matemáticas, más allá del ámbito educativo.

El punto de partida del REI se realiza a través de un estudio realizado por Princeton en 
2014 en el que pronosticaban que en 3 años Facebook perdería el 80% de sus usuarios. En dicho 
trabajo explicaban los modelos usados para justificar sus previsiones. Poco tardó Facebook en 
responder a dichas pronósticos. Con esta situación de partida, la cuestión generatriz C0 que se 
planteó a los estudiantes fue sobre la siguiente pregunta:

1. Se pueden consultar más detalles del diseño de la unidad virtual en: http://www.mc2-project.eu/index.php/tech-
nology-and-production/c-books/144-comparing-predictions-against-reality
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¿Pueden ser ciertas las predicciones de Princeton acerca de la evolución de los usuarios de Facebook? 
¿Cómo podemos modelizar y ajustar los datos reales sobre los usuarios de Facebook y hacer previsiones 
sobre su evolución?

A continuación, en la Figura 2, se esboza el mapa de cuestiones y respuestas que simboliza el diseño 
a priori de este REI. En este diseño se preveía pasar por tres fases o etapas de estudio e investiga-
ción. En la primera, la cuestión derivada principal trata sobre ¿qué datos reales sobre los usuarios 
de Facebook podemos usar para nuestro estudio? [C1]; la segunda fase, se centra ahora en ¿qué 
modelos matemáticos prevén mejor el ajuste de datos? [C2]; por último, se prevé una tercera fase 
sobre ¿cómo decidir cuál era el mejor modelo de ajuste?, ¿qué modelos eran más fiables?, ¿los mode-
los usados por Princeton daban realmente unas previsiones fiables? [C3]. El esbozo aquí mostrado, 
que en el diseño completo contiene más cuestiones derivadas en cada fase, permitió tener una pri-
mera delimitación del posible territorio por recorrer, siendo una herramienta muy valiosa para el 
diseño didáctico de esta propuesta y una herramienta muy útil para el profesorado responsable de 
anticipar aquello que podía ocurrir en su implementación efectiva en el aula.

En la implementación del REI, investigadores-observadores, juntamente con los profesores guian-
do su implementación, nos fijamos especialmente en la dialéctica que se generaba entre las cuestiones y 
las respuestas y la dialéctica entre los medios y media. Comentamos aquí algunos resultados importantes.

Figura 2. Mapa de cuestiones. Elaboración propia.

A lo largo de toda la primera fase, los estudiantes se pusieron fácilmente de acuerdo en qué datos reales 
de los usuarios de Facebook querían usar, y aquí emergieron distintas nuevas cuestiones, como siempre 
suele ocurrir al iniciarse un REI. Por ejemplo, sobre C1.1: ¿qué intervalos de tiempo tenemos que usar? 
C1.2: ¿cómo agrupamos los datos? C1.3: ¿cómo visualizamos los datos? C1.4: ¿cuál ha sido la tendencia 
histórica?, entre otras cuestiones. Aquí, los estudiantes aportan muchas y variadas respuestas, que tie-
nen que compartirse entre los grupos de trabajo para tomar acuerdos. Hubo una primera fase mucho 
más larga de la prevista, en la cual los distintos grupos empezaron a crear y a usar modelos gráficos, a 
fijar una buena terminología para referirse a las variables seleccionadas del sistema a estudiar, empeza-
ron a emerger las primeras ideas sobre qué funciones podrían usar para proponer “buenos” modelos de 
ajuste, en base a conocimientos previos que ellos tenían. Los media consultados fueron, en esta fase, 
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especialmente ricos, porque los propios estudiantes encontraron distintos artículos de investigación 
por internet, que complementaron con datos reales de los informes mensuales, trimestrales y anuales 
de Facebook. Todo ello les aportó mucha información que, después de ser analizada, iban integrando 
en su medio didáctico. Los profesores se encargaron de repartir los datos entre los grupos de trabajo, ya 
que eran muchos y complejos, y se repartieron de la mejor forma posible para que cada grupo pudiera 
contribuir y complementar los resultados de los otros grupos (se repartieron países, años, zonas, etc.). 
Al finalizar esta primera fase, los grupos de trabajo tuvieron que entregar un informe de su indagación, 
explicitando qué cuestiones habían tratado, con qué datos, qué respuestas podían aportar, y qué fuen-
tes habían consultado y cómo estas fuentes habían enriquecido su estudio. 

La Figura 3 muestra la estructura del informe cómo se les pedía responder, a través del libro 
virtual que sirvió de dispositivo didáctico para la experimentación y redacción de los avances de 
cada grupo.

Figura 3. Ejemplos de informes entregados por los estudiantes en la Fase 1. Elaboración propia.

En la segunda fase, la cuestión principal tratada fue que cada grupo indagara qué modelos matemáti-
cos, basados en funciones, proponían el mejor ajuste posible de los datos reales sobre los usuarios de 
Facebook. Aquí las principales cuestiones derivadas que surgieron fueron: C2.1¿Qué modelos basados 
en las familias de funciones elementales pueden ajustar los datos? C2.2 ¿Cómo determinar los paráme-
tros del modelo? Los estudiantes propusieron modelos basados en familias de funciones elementales 
y, sobre todo, se plantearon cómo determinar, con sentido, los parámetros de estos modelos. En este 
punto pusimos a disposición de los estudiantes dos applets en GeoGebra (ver Figura 4) específica-
mente diseñados para realizar el ajuste manual de los parámetros de los modelos. Ambos sirvieron de 
media principal para que los estudiantes pudieran simular gráfica y numéricamente las distintas fa-
milias de funciones elementales. Los estudiantes lo integraron muy fácilmente en su medio didáctico 
el dispositivo creado y las respuestas que permitía generar, ya que conocían muy bien funciones ele-
mentales –las habían revisado durante el primer trimestre de la misma asignatura de matemáticas– y 
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les permitía realizar a la vez la simulación gráfica y numérica de las funciones y la comparación de 
dichas simulaciones con los datos reales. Al finalizar esta fase, se pidió la redacción de un nuevo in-
forme grupal para formalizar los avances de su estudio e investigación (ver Figura 4).

Figura 4. Simulación gráfica y numérica de los modelos basados en funciones elementales. Elaboración propia.

Figura 5. Ejemplos de informes entregados por los estudiantes al finalizar la Fase 2. Elaboración propia.

En la tercera y última etapa los grupos trabajaron sobre ¿cómo decidir cuál era el mejor modelo de 
ajuste?, ¿qué modelos eran más fiables?, ¿los modelos usados por Princeton daban realmente unas 
previsiones fiables? [C3]. Aquí surgieron cuestiones interesantes sobre C3.1: ¿qué quiere decir y cómo 
podemos comparar si un modelo se ajusta mejor o peor que otro? C3.2: ¿cómo comparar el error come-
tido por los distintos modelos? C3.3: ¿el mismo modelo sirve para previsiones a corto y largo plazo?

En la tercera etapa cada grupo tenía propuestas distintas, que habían expuesto y justificado, 
tenían ahora otra problemática abierta sobre si este modelo o estos modelos que proponían (ya 
que había varios grupos que trabajaban con más de una propuesta) eran los que daban previsiones 
más fiables. Aquí surgieron necesidades importantes, derivadas del trabajo de los estudiantes, que 
llevó a tomar varias decisiones. La primera necesidad surgió cuando los estudiantes se pregunta-
ron sobre cómo era mejor comparar los errores cometidos entre simulación de modelo y los datos 
reales. La segunda fue sobre cómo se podía discutir y/o contrastar qué modelo daba mejores pre-
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visiones a corto plazo y largo plazo. Frente a la primera, se diseñó y puso a disposición de los estu-
diantes un applet con el que se comparaban los datos reales con las distintas simulaciones y com-
paraba los errores absolutos y relativos (ver Figura 6). Sobre la segunda necesidad, se optó por 
pedir a los distintos grupos que realizaran una previsión para los 1-3 meses posteriores a los datos 
que se habían usado desde el inicio y a largo plazo. Aunque no tuvieron los datos en el mismo 
momento de la experimentación, unos meses después pudieron comprobar si habían dado buenas 
previsiones o no. Lo que coincidieron todos los grupos fue que las revisiones más a largo plazo, 
como las que ofrecía Princeton a 3 años vista, no se ajustaba en absoluto a sus previsiones.

Figura 6: Realidad y 
previsiones. 
Elaboración propia.

Para finalizar el REI, los estudiantes tenían que preparar una presentación explicando el proceso de 
elaboración R♥ y sus respuestas finales a C0. Hubo un tribunal con los profesores de matemáticas y 
externos al equipo docente: investigadores en educación matemática y otros expertos en redes socia-
les, que escucharon y valoraron las presentaciones de cada grupo. Además, tanto los miembros del 
tribunal como un grupo reactor de la clase podían realizar preguntas sobre la respuesta final que 
aportan de si la previsión de Princeton podía ser fiable.

2.2 Ejemplo 2: Enseñanza del concepto de vector con estudiantes de ingeniería

El siguiente ejemplo se centra en el diseño y evaluación de tareas diseñadas para introducir el con-
cepto de vector a estudiantes de ingeniería en un primer curso de álgebra lineal. Usamos la metodo-
logía de la Investigación Basada en el Diseño (IBD) por tratarse de una metodología que permite 
comprender cómo, cuándo y por qué las innovaciones educativas funcionan en la práctica (dbrc, 
2003). La IBD posee una característica iterativa que permite la mejora del diseño mediante tres fases 
de investigación: fase de preparación y diseño, fase de experimentos de enseñanza y fase de análisis 
retrospectivo. Así mismo, las tareas se organizaron en una Trayectoria Hipotética de Aprendizaje 
(tha). De acuerdo con Simon (1995) una tha está formada por tres componentes: (1) los objetivos 
del profesor para el aprendizaje de los estudiantes, (2) las actividades de aprendizaje y (3) el proceso 
hipotético de aprendizaje. Bakker y Van Eerde (2015) señalan que el diseño de una tha comienza 
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con una revisión de la literatura que permite formular los objetivos provisionales de aprendizaje; 
posteriormente, en los experimentos de enseñanza, en los cuales se prueba el diseño en el aula, sirve 
cómo guía para el profesor y/o investigador; finalmente, en el análisis retrospectivo, sirve para ana-
lizar los datos mediante la comparación de los procesos hipotéticos de aprendizaje con el aprendiza-
je real de los estudiantes. La THA quedó conformada por cinco tareas diseñadas bajo los principios 
del marco didáctico propuesto por Cuevas y Pluvinage (2003) o C&P. El marco didáctico C&P es 
un marco orientado a la enseñanza de las matemáticas en un nivel postelemental constituido por 
una serie de principios, a partir de los cuales se busca promover una enseñanza activa o participativa 
para que los estudiantes comprendan, asimilen y doten de un significado los conceptos matemáti-
cos. Estos principios son: (1) la acción, (2) partir de un problema en contexto, (3) la validación de 
resultados, (4) descomposición en operaciones parciales, (5) la implementación de operaciones in-
versas y (6) la articulación de registros de representación semiótica. El siguiente ejemplo ilustra 
cómo se han adaptado estos principios al diseño de tareas con el uso de la tecnología digital para la 
enseñanza-aprendizaje del concepto de vector.

En primer lugar, se propone iniciar con una descomposición en operaciones parciales del con-
cepto (cuarto principio), mediante un análisis del concepto matemático a enseñar con el objetivo de 
identificar los conocimientos de matemáticas que los estudiantes requieren para llegar a su com-
prensión. Este análisis es considerado el punto de partida para el diseño de un pretest, el cual servirá 
para evaluar los conocimientos previos de los estudiantes. Diversos investigadores como Aguirre y 
Erickson (1984) y Poynter y Tall (2005) han reportado que el concepto de vector es una noción que 
los estudiantes encuentran difícil. Por ejemplo, una descomposición preliminar de la idea de vector, 
indica que, para comprender el concepto de vector, los estudiantes requieren conocimientos de geo-
metría y trigonometría como: teorema de Pitágoras, razones trigonométricas, plano cartesiano, 
coordenadas, entre otros. Segundo, se sugiere evitar iniciar con una definición formal y partir de un 
problema en contexto que represente una situación “real” para el estudiante (segundo principio). En 
este estudio se seleccionó como contexto de partida el contexto de la robótica (ver Figura 7a). El 
concepto de vector emerge de un problema de brazo robótico como se verá en los siguientes aparta-
dos. Por otra parte, proponemos que, una tarea debe estar conformada por Escenarios Didácticos 
Virtuales Interactivos (EDVI) que promuevan el uso de la tecnología digital en el aula y, por hojas de 
exploración guiada que contengan tanto las instrucciones para el manejo de los EDVI como ejerci-
cios dosificados que permitan al estudiante estar siempre desarrollando una acción y ser partícipe de 
su proceso de aprendizaje deseado (primer principio). Con base en lo anterior, es importante consi-
derar que el primer EDVI que se construya debe partir del contexto matemático elegido. Y, de forma 
simultánea, deben desarrollarse las hojas de exploración guiada, las cuales deben incluir ejercicios de 
operación inversa cuando se realicen operaciones que conduzcan a conceptos matemáticos (quinto 
principio) y favorecer la articulación de los diferentes registros de representación semiótica que el 
concepto matemático permite (sexto principio). Es importante que después de resolver los proble-
mas presentados, el estudiante verifique que la solución encontrada tiene un sentido lógico con el 
problema planteado (séptimo principio). Finalmente se recomienda evaluar el diseño mediante un 
estudio piloto. La siguiente secuencia de tareas fue diseñada por un grupo de trabajo integrado por 
un investigador experto, un investigador y una profesora novatos. Las tareas quedaron organizadas 
en una THA -los EDVI construidos en GeoGebra y hojas de exploración guiada, así como la THA 
completa puede consultarse en Paz (2020).
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2.2.1 Tarea 1.1: Brazo 1GDL (lección 1)

Esta tarea parte de la noción de vector que tienen los estudiantes de sus cursos elementales de física y 
se diseñó con el objetivo de promover una significación del concepto de vector en un problema de 
aplicación. Para significar el concepto de vector en un problema de aplicación, se construyó el EDVI 
Brazo igdle (Figura 7a). Este EDVI simula el movimiento de un brazo robótico básico, dispuesto 
sobre una mesa en una habitación en la que hay cuatro botones, cuatro focos indicadores y un letrero 
led. La función del brazo robótico es incidir sobre cada uno de los botones de los tableros para con-
trolar los procesos automatizados de una casa. El escenario cuenta con dos deslizadores que permiten 
controlar la longitud y posición del eslabón del brazo robótico y con una casilla de control que habi-
lita/deshabilita la representación gráfica del vector (flecha) sobrepuesta al eslabón. Las actividades de 
aprendizaje de esta tarea incluyen: manipulación del escenario para la visualización del comporta-
miento de la representación gráfica del vector e identificación de su origen y extremo; construcción de 
vectores con la misma magnitud y diferente dirección; construcción de vectores con la misma direc-
ción y diferente magnitud; y, asociación del vector con los elementos del brazo robótico.

            Figura 7 a) EDVI Brazo 1GDLE      b) EDVI Coordenadas. Elaboración propia.

2.2.2 Tarea 1.2 Trabajando con parejas (lección 2)

Esta tarea tiene por objetivo promover la comprensión del vector como pareja de números ordena-
dos en el plano y se diseñó para ayudar a los estudiantes a transitar de la representación gráfica del 
vector a su representación algebraica mediante la interacción con el EDVI Coordenadas Herramien-
tas 1 (Figura 10a). Este EDVI sitúa al vector fuera del contexto del brazo robótico. El escenario está 
dividido en dos ventanas. La ventana izquierda permite definir al vector dentro de un registro alge-
braico como pareja de números ordenados e incluye las siguientes herramientas: un botón que gene-
ra un vector aleatorio u, casillas de entrada para que el estudiante defina las componentes que repre-
senten algebraicamente al vector; una Calculadora de Magnitud y Dirección; cuatro deslizadores 
que permiten crear vectores; y, casillas de control de verificación de resultados. La ventana derecha, 
ubica a los vectores en un registro gráfico representados como flechas dentro de un sistema de coor-
denadas cartesianas. Las actividades de aprendizaje de esta tarea incluyen: conversión de representa-
ción gráfica a algebraica mediante la identificación de las componentes del vector; deducción de 
fórmulas para calcular la magnitud y dirección del vector; análisis de la representación algebraica de 
vectores libres; y, conversión de representación algebraica a la gráfica.
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2.2.3 Tarea 2.1 Alargar o comprimir (lección 3)

Esta tarea tiene como objetivo promover la comprensión de la operación multiplicación de un vector 
por un escalar de forma gráfica y algebraica mediante la interacción con el EDVI Coordenadas He-
rramientas 2 (Figura 7b). Este EDVI tiene la misma configuración que el EDVI Coordenadas H1, 
adicionalmente, la ventana izquierda contiene las siguientes herramientas: una casilla de entrada 
para ingresar el escalar por el que se va al multiplicar el vector; botones que crean un vector r que 
resulta de multiplicar a u por un escalar aleatorio; y, una casilla de control de verificación de resul-
tados. Las actividades de aprendizaje de esta tarea incluyen: Visualización gráfica y algebraica del 
comportamiento de un vector al ser multiplicado por los escalares 1,2 y 2.5 mediante la compara-
ción de flechas y parejas de números ordenados y, deducción de un escalar aleatorio que genera a r 
mediante la comparación de vectores.

2.2.4 Tarea 2.2 Brazo Robótico 2GDL (lección 4)

Esta tarea parte nuevamente del contexto de la robótica con el objetivo de promover una significa-
ción de la suma de vectores. Esta tarea consiste en la interacción de los estudiantes con el EDVI 
Brazo 2gdle (Figura 8a). Este EDVI está dividido en dos ventanas. La ventana derecha simula el 
movimiento de un brazo robótico conformado por dos eslabones que amplían su libertad de movi-
miento, y cuya función es controlar los procesos automatizados de una casa mediante los botones. 
La ventana izquierda contiene deslizadores que permiten controlar la longitud y posición de los es-
labones del brazo robótico; casillas de control que habilitan/deshabilitan la representación gráfica 
de los vectores (flechas superpuestas a los eslabones); y, casillas de control que habilitan/deshabilitan 
la representación gráfica del vector resultante, así como los valores de su magnitud y dirección. Las 
actividades de aprendizaje de esta tarea incluyen: manipulación del escenario para la visualización 
del comportamiento de la representación gráfica de los vectores e identificación de su origen y extre-
mo dentro del problema de aplicación, análisis del comportamiento del vector resultante y asocia-
ción de los vectores con los elementos del brazo robótico.

Figura 8. a) EDVI Brazo 2GDLE, b) EDVI Uniendo vectores. Elaboración propia.

2.2.5 Tarea 2.3 Adición (lección 5)

Esta tarea tiene por objetivo promover la comprensión del método gráfico y algebraico de la suma de 
vectores mediante la interacción con el EDVI Uniendo Vectores (Figura 8b). Este EDVI está dividido 
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en dos ventanas. La ventana izquierda permite definir a los vectores dentro de un registro algebraico 
como pareja de números ordenados e incluye las siguientes herramientas: deslizadores que controlan 
la magnitud y dirección de los vectores; casillas de entrada para que el estudiante determine las pare-
jas de números ordenados que representan a los vectores u y v; y, una calculadora para que el estudian-
te realice la suma algebraica de vectores. La ventana derecha, ubica a los vectores en un registro gráfi-
co representados como flechas dentro de un sistema de coordenadas cartesianas. Las actividades de 
aprendizaje de esta tarea incluyen: análisis de la posición de los vectores para deducir el método gráfi-
co para sumar vectores; conversión de la representación gráfica a la algebraica mediante la identifica-
ción de las componentes del vector; y, uso de la calculadora para sumar coordenadas.

3. Experimento de enseñanza

Las tareas se implementan en un curso en línea de álgebra lineal con dos grupos de estudiantes de 
ingeniería de una universidad pública en México. Los resultados que se presentan fueron tomados del 
primer grupo conformado por 11 estudiantes que tenían una instrucción previa sobre el tema de es-
pacios vectoriales y conocimientos sobre GeoGebra. La experiencia se llevó a cabo mediante la plata-
forma Zoom en cinco sesiones de sesenta a noventa minutos cada una. Previo a la primera sesión se 
aplicó una encuesta general, para obtener datos sobre los estudiantes y el uso de las tecnologías digi-
tales y un pretest para identificar los conocimientos previos de matemáticas y las ideas previas de los 
estudiantes sobre el concepto de vector. Ambos instrumentos fueron diseñados con formularios de 
Google. En la primera sesión, se proporcionó a los estudiantes los EDVI y las hojas de exploración 
guiada de cada tarea y se dio una introducción sobre los elementos que conforman la estructura de un 
brazo robótico. Los datos obtenidos incluyen las respuestas de los estudiantes a la encuesta general, el 
pretest, las respuestas de los estudiantes a las hojas de exploración y las grabaciones de audio y video 
de cada sesión. A continuación, se describen los resultados obtenidos en cada una de las tareas.

4. Resultados

El análisis de los resultados de la Tarea 1.1 Brazo Robótico nos permitió clasificar la significación de 
los estudiantes sobre el concepto de vector en tres categorías: 1) asociación del vector con el eslabón: 
los estudiantes indican que el eslabón del brazo robótico puede representarse mediante un vector. 
La mayoría de los estudiantes (8 de 11) coincide con esta respuesta; 2) asociación del vector con el 
efector final: los estudiantes indican que el efector final del brazo robótico puede representarse me-
diante un vector —en el EDVI Brazo 1gdl, el efector final está representado por un punto lo cual, 
nos permite suponer que algunos estudiantes están viendo al vector no sólo como una flecha, sino 
también como un punto con magnitud y dirección.

La tarea Coordenadas nos permitió identificar que los estudiantes no tienen dificultad 
para identificar las coordenadas que representan a un vector que parte del origen. Al ingresar las 
coordenadas en la ventana izquierda y formar la pareja de números correspondientes al vector u, 
los estudiantes pudieron observar que los componentes del vector formaban en el plano un trián-
gulo rectángulo. Esta figura permitió a los estudiantes deducir las fórmulas para calcular la mag-
nitud y dirección del vector mediante el uso de sus conocimientos previos. Por ejemplo, para el 
cálculo de la magnitud, un estudiante dijo: “como u es la hipotenusa tal vez podríamos usar el 
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Teorema de Pitágoras” y para el cálculo del ángulo teta otro estudiante dijo: “sacando la tangente 
a la menos uno del coseno opuesto sobre el cateto adyacente”. Por otra parte, pudimos observar 
que algunos estudiantes tienen dificultades para transitar a la representación algebraica con vec-
tores libres, el debate posterior ayudó a que varios estudiantes se percataran de que los vectores 
con las mismas propiedades podrían representarse por la misma pareja de números ordenados, sin 
embargo, las dificultades persisten en algunos estudiantes. La sesión concluyó con una actividad 
de aprendizaje que fomentó la conversión del registro algebraico al geométrico. Se esperaba que, 
si los estudiantes habían comprendido cuál era la representación algebraica de un vector y cómo 
podía obtenerse a partir de su representación gráfica en el plano, entonces, de manera inversa, 
dada una pareja de números ordenados, el estudiante podría dibujar en el plano el vector corres-
pondiente. Observamos que los estudiantes usaron la herramienta vector para trazar en el plano 
los vectores dados en las hojas de exploración guiada, a partir de lo cual podemos afirmar que los 
estudiantes lograron realizar conversiones de un registro a otro sin problemas.

En la primera actividad de la tarea alargar o comprimir, los estudiantes exploraron el com-
portamiento geométrico de un vector al ser multiplicado por un escalar, distinguiendo el compor-
tamiento del vector al ser multiplicado por un escalar positivo o un escalar negativo. La segunda 
actividad de aprendizaje se usó para confirmar si los estudiantes habían comprendido la operación 
de multiplicación de un vector por un escalar y consistió en encontrar el escalar que generaba al 
vector r, el cual resultaba de multiplicar a u por un escalar aleatorio. Observamos dos formas de 
resolver el problema: a) comparación gráfica: los estudiantes compararon las propiedades de los 
vectores, es decir, magnitud, dirección y sentido, para identificar si el escalar buscado era un escalar 
negativo o positivo; b) comparación algebraica: los estudiantes realizaron una comparación entre 
las coordenadas del extremo de los vectores.

En la tarea Brazo 2gdl, los estudiantes relacionaron los vectores con los eslabones del bra-
zo robótico. A diferencia de la Tarea 1.1, identificamos únicamente dos categorías sobre la signi-
ficación de la suma de vectores en el contexto de un brazo robótico de dos eslabones: 1) asociación 
de los vectores con los eslabones: respuestas de los estudiantes que indican que los eslabones del 
brazo robótico pueden representarse por un vector. 2) asociación de los vectores con el efector 
final: respuestas de los estudiantes que indican que el efector final del brazo robótico puede repre-
sentarse por un vector. Los estudiantes lograron asociar el movimiento de un brazo robótico con 
la suma gráfica de vectores, es decir, los vectores sumados representan los eslabones del brazo ro-
bótico y, el vector resultante representa la posición del efector final.

Las tareas resultaron efectivas para introducir el concepto de vector y sus operaciones en un 
primer curso de álgebra lineal. Particularmente, en cada sesión se asignó a un estudiante encarga-
do de compartir pantalla y manipular los EDVI y un estudiante encargado de leer los ejercicios de 
las hojas de exploración guiada. La profesora se encargó de guiar a los estudiantes en la resolución 
de las tareas y fomentar la discusión grupal, la cual ayudó a promover la reflexión en las ideas de 
los estudiantes. En las discusiones que se presentan en las siguientes secciones se usaron seudóni-
mos para hacer referencia a los participantes del estudio. Al finalizar la sesión, se les solicitó a los 
estudiantes que conforme a las actividades realizadas dieran una definición de lo que entendían 
por vector. Las respuestas de algunos estudiantes se presentan en la Tabla 1 junto con su defini-
ción dada en el pretest.
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Tabla 1. Definición de los estudiantes sobre el concepto de vector a priori y a posteriori. Elaboración propia.

Estudiante Definición Pretest Definición después de las tareas
Angélica Una flecha. Flecha que se puede representar en el plano cartesiano, 

la cual tiene una magnitud y una dirección.
Dali Un segmento de recta dirigida que 

consta de magnitud y dirección.
Puede ser un punto o flecha en cualquier espacio del 
plano con un sentido, una magnitud que lo 
componen.

Kylie Sin respuesta. Un punto en plano cartesiano o flecha que tienen 
una magnitud y una dirección.

Hugo Representación de una ecuación lineal 
que puede ser gráfica o en forma de un 
arreglo de números como un renglón o 
columna de una matriz.

Se puede representar por una flecha en el plano y 
que tienen sus propiedades que son la magnitud, 
dirección y sentido y que algebraicamente lo 
podemos representar con sus coordenadas y ya sea 
con las coordenadas o gráficamente podemos 
representar la suma o la resta de vectores.

5. Conclusiones

El diseño y experimentación del REI de este capítulo permitió aportar funcionalidad a muchas de 
las herramientas matemáticas (funciones elementales, uso de funciones como modelos de ajuste y de 
previsión, cálculo de errores, etc.) que, tradicionalmente, en los cursos universitarios de matemáti-
cas quedan desprovistas de razón de ser. En la experimentación aquí narrada fue especialmente in-
teresante cómo la asignatura de matemáticas consiguió establecer un vínculo con otras asignaturas: 
Estadística, Comunidades Digitales, Organización de Empresa, a los profesores de las cuales los 
estudiantes participantes iban a preguntar con dudas concretas sobre qué herramientas, respuestas 
existentes, etc., existían que les pudiera ayudar para su propio estudio. Por otro lado, y ahora cen-
trándonos en los aportes de herramientas de investigación, hemos utilizado con bastante éxito los 
que hemos llamamos “mapas de cuestiones y respuestas” que han mostrado ser unas buenas herra-
mientas tanto para el diseño, para el análisis y para la gestión en aula. Menos usada es la dialéctica 
de media-medio (o media-milieu) como herramienta para analizar la diversidad de objetos y recur-
sos que se pueden poner a disposición de los estudiantes, el uso y papel que tienen, y cómo se usan 
para integrar nuevos elementos en el medio didáctico del estudiante. De modo que apunta ser una 
muy buena herramienta para analizar los distintos entornos tecnológicos (De Simone et al., 2018) 
diseñados para que ciertas propuestas didácticas se puedan desarrollar de la mejor forma posible.

Asimismo, el diseño y aplicación de las tareas para introducir el concepto de vector y sus 
operaciones básicas en R2 como una graduación para llegar a su definición abstracta vista en un 
curso de álgebra lineal, confirmó que la noción de vector que predomina en estudiantes universi-
tarios, como han reportado Knight (1995) y Orozco (2016), es la noción geométrica de flecha 
asociada directamente a la concepción de vector vista en los cursos de física en la educación bási-
ca. En este sentido, las tareas diseñadas ayudaron a los estudiantes a ampliar y significar la noción 
de vector y a promover la comprensión de las operaciones básicas de los vectores. Respecto al 
marco usado para el diseño de tareas, el marco didáctico C&P, nos permitió implementar un 
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método de enseñanza no tradicional y fomentar la participación activa de los estudiantes para la 
construcción de un conocimiento propio y significativo. En particular, respaldamos la importan-
cia de incluir dos principios del marco didáctico C&P en el diseño de tareas que buscan promover 
la comprensión de un concepto matemático del álgebra lineal u otra rama de las matemáticas, 
independientemente de la didáctica seleccionada; el primero es la necesidad de realizar previo al 
diseño, una descomposición preliminar del concepto matemático para que las tareas diseñadas 
incluyen problemas dosificados que permitan establecer una conexión con los conocimientos pre-
vios; y el segundo es iniciar con un problema en contexto que permita vincular los conocimientos 
de matemáticas con los conocimientos de ingeniería.
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Resumen

Este capítulo corresponde al desarrollo de la conferencia impartida dentro del grupo temático de 
instrumentación de propuestas didácticas en Eical 11 del año 2020, como contribución al homena-
je de François Pluvinage. Inicia resaltando el papel que juega la experimentación educativa en la in-
vestigación didáctica, especialmente su importancia en la investigación sobre la enseñanza y el apren-
dizaje con tecnologías digitales. Ello debido a las oportunidades y desafíos que el desarrollo 
tecnológico crea constantemente. Así que en la primera parte se presenta una mirada histórica de la 
relación entre experimentación e investigación tecnológica. Posteriormente se pasa a la situación ac-
tual de pandemia, en la que las condiciones de la enseñanza han sido fuertemente afectadas por el uso 
masivo de las tecnologías digitales. De ahí que una explosión creativa se haya generado, con un fuerte 
riesgo de agravar las desigualdades educativas. Finalmente se abre la discusión sobre las consecuencias 
de esta situación en las agendas de investigación.

1. Introducción

Este capítulo corresponde principalmente a la contribución del homenaje a François Pluvinage, que 
se celebró en Zacatecas en 2020. La estructuración corresponde a lo solicitado en el Grupo Temáti-
co sobre la Instrumentación de Propuestas Didácticas, en donde la intención fue realizar una intro-
ducción a la temática en cuestión. 

Por tanto, quisiera primero señalar que la experimentación siempre ha desempeñado un pa-
pel importante en la investigación didáctica. Muy temprano se subrayó la importancia del diseño 
didáctico y de las experimentaciones en contextos reales de enseñanza. Eso se ve muy bien, por 
ejemplo:

•	 En la visión de la didáctica como ciencia de ingeniería expresada por Erich Wittmann ya en 
1974 y otra visión mejor conocida gracias al mismo autor (Wittman, 1984).

•	 En el desarrollo de la Educación Matemática Realista (rme), partiendo de la fenomenología 
didáctica de Hans Freudenthal y en su teorización en torno a 6 principios de diseño (Van den 
Heuvel-Panhuizen y Drijvers, 2020).

•	 Y, por cierto, en la metodología de Ingeniería Didáctica y su rol predominante en el desarrollo 
teórico y empírico de la tradición didáctica francesa desde principios de los años ochenta 
(Artigue, 1989; 2014; Margolinas et al., 2011). 
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Otras metodologías como las observaciones naturalistas o las metodologías de inmersión han co-
brado importancia en las últimas décadas (Bikner-Ahsbahs et al., 2014) debido a la evolución de los 
enfoques teóricos y problemáticas, por ejemplo, la investigación sobre las prácticas docentes o la et-
nomatemática, pero la experimentación tiene siempre un papel esencial a desempeñar, y la siguiente 
cita de Chevallard en la segunda escuela de verano de didáctica de las matemáticas sigue siendo re-
levante (Chevallard, 1982, p. 41):

La didáctica será juzgada por su capacidad de realizar los conocimientos que produce, por su ambición 
de avanzar hacia respuestas prácticas y factibles a las dificultades identificadas concretamente por los 
practicantes del sistema didáctico; y, entre las modalidades de acción que se relacionan más inmediata-
mente con su objeto (su problemática y su metodología), la que consiste en producir lecciones y secuen-
cias de lecciones concretamente factibles ocupa obviamente un lugar central (traducción propia).

Sin embargo, me parece que la investigación sobre la enseñanza y el aprendizaje con las tecnologías 
digitales tiene una relación particular con la experimentación desde el principio y hasta el día de hoy 
y esto por varias razones. Se ha enfrentado más que la investigación sobre otros temas a la necesidad 
de crear nuevas formas didácticas y de explorar su potencial para la enseñanza y el aprendizaje. A 
ello se ha sumado:

•	 El desafío permanente de una evolución tecnológica cuya temporalidad es desproporcionada 
con respecto a la temporalidad de los sistemas educativos. 

•	 En las últimas décadas, el desafío de la transformación profunda de las prácticas sociales propias 
ante la era digital, y sus repercusiones en los procesos de enseñanza y aprendizaje. 

•	 Recientemente el terremoto educacional de la pandemia de Covid-19. 
  
Después de estas breves consideraciones generales, paso a una mirada histórica, empezando con un 
primer trabajo de síntesis, el primer estudio ICMI y las tres publicaciones asociadas (ICMI, 1985; 
Churchhouse, 1986; Cornu y Ralston, 1992).

2. Una mirada histórica

2.1 El primer estudio ICMI

El título mismo del estudio es significativo: The influence of computers and informatics on mathema-
tics and its teaching. En esta época, como lo decía en una entrevista en 2008, Jean-Pierre Kahane, 
presidente de la ICMI, quien lanzó el estudio.1 La cuestión de la posible influencia de los ordenadores 
y la informática sobre las matemáticas mismas era pregunta abierta. La conferencia asociada al estu-
dio tuvo lugar en la Universidad de Estrasburgo y su organización estuvo a cargo de François Pluvi-
nage, lo que muestra bien su interés precoz en este tema.

Las contribuciones muestran el interés más marcado del estudio en la educación universitaria 
y preuniversitaria. Hay, por ejemplo, un número importante de contribuciones sobre el Cálculo que 

1.  https://www.icmihistory.unito.it/clips.php
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discuten los nuevos balances permitidos por la tecnología entre lo discreto y lo continuo, cálculo 
exacto y aproximaciones numéricas, así como también la menor importancia que se debería dar al 
trabajo técnico.

Ya se han realizado muchos experimentos donde se nota, de modo general, una marcada 
orientación hacia el estudio del potencial de las perspectivas algorítmicas y de la programación 
para el aprendizaje, lo que se puede entender, sabiendo que las interfaces gráficas eran todavía 
recientes en esa época. Es interesante notar que el interés en este tema luego disminuyó, pero está 
creciendo de nuevo, como lo muestra por ejemplo el reciente estudio ICMI 24 dedicado a las re-
formas curriculares (Shimizu y Vithal, 2018). La contribución del Irem de Estrasburgo muestra 
bien esta orientación hacia la algorítmica y la programación, relatando experimentos en forma-
ción continua de docentes, con alumnos de primaria programando en Logo y con alumnos de la 
opción algorítmica de la orientación literaria en el último año del liceo.

Hay muchos experimentos. Sin embargo, como lo señala esta cita de la versión revisada 
publicada en 1992 por la UNESCO (Cornu y Ralston, 1992, p. 3): 

Casi todos los capítulos que siguen hacen sugerencias a los nuevos elementos curriculares basados en 
estos nuevos métodos de hacer matemáticas; los lectores encontrarán muchos de estos argumentos es-
timulantes e incluso persuasivos. Los cambios son sin duda necesarios, y estas sugerencias parecen me-
jor fundadas que muchas otras. No obstante, hay que reconocer que estas sugerencias son fundamen-
talmente especulativas a nivel de su implementación a gran escala –es decir que su conversión en un 
currículo bien desarrollado y probado para profesores y estudiantes típicos sigue siendo un gran desafío 
[traducción propia].

2.2 El segundo estudio ICMI 

Saltamos en el tiempo, 20 años después, cuando la ICMI lanza un segundo estudio titulado Mathe-
matics Education and Technology: Rethinking the Terrain, sobre el mismo tema (Hoyles y Lagran-
ge, 2010). Como lo muestra claramente este estudio, la situación ha cambiado sustancialmente 
debido a:

•	 La evolución tecnológica y a la creciente influencia social de las tecnologías digitales.
•	 Las evoluciones curriculares, el uso de calculadoras, programas de geometría dinámica y planillas 

de cálculo, que al menos son tomadas en cuenta en los planes de estudio de muchos países.
•	 El desarrollo de la investigación y de las experimentaciones.
•	 El hecho de que las tecnologías y su utilización educativa ya no están reservadas para los países 

más ricos. Se debe mencionar que la conferencia asociada al estudio tiene lugar en Hanoi.
•	 El desarrollo de proyectos a gran escala y a la aparición de nuevas formas de enseñanza y de 

formación docente utilizando los recursos del internet.

Hay nuevas oportunidades y nuevos desafíos, pero se reconoce también en el estudio que tanto el 
uso productivo en las clases ordinarias de tecnologías “clásicas” como son las calculadoras gráficas, 
los programas de geometría dinámica y las planillas de cálculo, como la generalización de los nume-
rosos éxitos experimentales, siguen siendo desafíos mayores. 
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Aún hoy, desafortunadamente, ese sigue siendo el caso. Lo voy a ilustrar con una investiga-
ción reciente de François Pluvinage, quizás una de sus últimas, desarrollada en colaboración con 
Rosa-Elvira Páez (Páez y Pluvinage, 2019).

3. Una investigación sobre ramas infinitas de funciones

El tema de la investigación es la enseñanza de las ramas infinitas de funciones. Su metodología de 
investigación se basa en una experimentación con estudiantes de primer año de universidad, movi-
lizando tecnologías clásicas: GeoGebra, la “navaja suiza” como solía decir François Pluvinage, el 
programa Graph e incluso simples calculadoras científicas.

Se podría pensar que hoy día sabemos cuál es exactamente el potencial de tales tecnologías 
para la enseñanza de una cuestión como la de las ramas infinitas de funciones reales de una varia-
ble real, cómo se puede realizar este potencial, y qué aprovechamos de este conocimiento tanto en 
la enseñanza secundaria como en la universitaria. Desafortunadamente no es el caso, como lo 
muestra bien esta investigación, a través de un estudio muy fino del funcionamiento de GeoGe-
bra (véase, por ejemplo, en la Figura 1, un efecto problemático de fenómenos de discretización) y 
de las dificultades encontradas por estudiantes que ya han encontrado ramas infinitas en la ense-
ñanza secundaria y también en la universidad. 

Figura 1: Gráfica GeoGebra (función f(x) = (1/x)*sin(1/x))(Páez y Pluvinage, 2019, p. 336).

Sin embargo, al mismo tiempo, esta investigación nos muestra el progreso de las herramientas con-
ceptuales en las que podemos confiar. En el artículo (Páez y Pluvinage, 2019) ya mencionado, por 
ejemplo, se utilizan de modo productivo las aportaciones de los etm, los Espacios de Trabajo Mate-
mático (Kuzniak y Richard, 2014; Kuzniak et al., 2016), y particularmente los ejes de las génesis se-
miótica, instrumental y discursiva entre los planos epistemológico y cognitivo, claves en este enfoque 
teórico como herramientas de análisis. El progreso de las herramientas conceptuales en las que pode-
mos confiar es el punto en el que me enfocaré en la sección siguiente.
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4. Evoluciones prometedoras

En esta sección me gustaría destacar brevemente unas evoluciones que han tenido un impacto par-
ticular en mi trabajo sobre cuestiones tecnológicas. 

4.1 Perspectivas semióticas y de cognición encarnada

La primera es el desarrollo de las perspectivas semióticas (Sáenz-Ludlow y Presmeg, 2006; Radford et 
al., 2011). Este desarrollo permite entender y explotar mejor la multimodalidad de la actividad semió-
tica. La teorización de esta multimodalidad que propone la teoría apc (Action, Production, Com-
munication) desarrollada por Ferdinando Arzarello con el concepto clave de semiotic bundle (Arza-
rello, 2008) y las experimentaciones asociadas ilustran bien el potencial que ofrece esta evolución. 

La segunda, no independiente, es la influencia creciente de la cognición encarnada. Permi-
te entender y explotar mejor el potencial perceptivo-motor de las tecnologías y las influencias bi-
direccionales entre las tecnologías y los seres que las utilizan. Pienso, por ejemplo, en la metáfora 
de Humans-with-Media desarrollada por Marcelo Borba y Mónica Villarreal en el libro que edi-
taron en 2006 (Borba y Villarreal, 2006).

4.2 Aproximación instrumental

Como lo podrían anticipar quienes me conocen, quiero evocar otro ejemplo en el cual colaboré: 
el desarrollo de la aproximación instrumental. No entraré en muchos detalles, pero los interesa-
dos pueden consultar los 9 módulos sobre este enfoque que hemos creado como parte del pro-
yecto amor (Awardees Multimedia Online Resources) de la ICMI, y los recursos asociados,2 o 
Artigue (2011) para una referencia en español. Sólo voy a indicar unas aportaciones que me pa-
recen esenciales:

•	 La distinción entre artefacto e instrumento, la revelación de la complejidad de los procesos de 
génesis instrumental (con su doble dimensión de instrumentalización mediante el cual el 
usuario descubre las funcionalidades del artefacto y luego posiblemente crea otras nuevas 
para satisfacer sus necesidades, y de instrumentación mediante el cual el propio usuario se 
transforma, elaborando o apropiándose de esquemas de uso) y, en consecuencia la necesidad de 
acompañar estas génesis instrumentales en la enseñanza.

•	 El énfasis puesto por este enfoque en la doble función epistémica y pragmática de las técni-
cas instrumentadas, esencial para su legitimidad didáctica, y la revelación de los desequi-
librios entre estas funciones que muestran los usos habituales de las tecnologías digitales; 
explotan bien el potencial pragmático de estas herramientas, pero en general muy pobre-
mente su potencial epistémico; para explotarlo mejor se necesita la creación de tareas ori-
ginales que no tienen necesariamente equivalentes en papel y lápiz.

•	 La puesta en evidencia de los efectos nocivos de la oposición entre actividad conceptual y 
técnica, recurrente en los discursos didácticos y pedagógicos sobre tecnología, e incluso en 

2. https://icmiamor.org/awardee-units/michele-artigue-unit
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discursos de investigadores. La actividad técnica y la actividad conceptual no deben pensarse 
en oposición sino en una relación dialéctica.

Hay también que mencionar las aportaciones que resultan de su extensión al docente con las ideas 
de orquestación instrumental (Trouche, 2005), de doble génesis instrumental (Haspekian, 2011) y de 
génesis de uso (Abboud y Vandebrouck, 2013), y también a la actividad documentaria del docente 
dentro y fuera de la clase, con el desarrollo en la última década del dad (edd: Enfoque Documental 
de lo Didáctico en español) (Trouche et al., 2020).3

En esta breve texto no se pueden dar ejemplos. Sin embargo, muchos se pueden encontrar 
en los módulos ya mencionados del proyecto amor y los recursos asociados. En el eical 9 pre-
senté también varios ejemplos especialmente relacionados a la enseñanza y el aprendizaje del 
Cálculo.

Más globalmente, debo destacar la influencia creciente de las teorías socioculturales del 
aprendizaje y de conceptos tales como los de conectividad, de cognición distribuida, comunida-
des de prácticas que nos permiten entender y explotar mejor el profundo impacto posible de las 
TIC sobre la enseñanza y el aprendizaje a través de su impacto en las interacciones sociales, algo 
ampliamente demostrado por la situación actual.

5. El contexto actual de la pandemia

Vengo al contexto actual de pandemia que necesariamente influirá en la actividad del grupo de 
trabajo. Vivimos hoy un terremoto educacional que justifica el título del editorial del último núme-
ro de ZDM: “¿Will 2020 be remembered as the year in which education was changed?” coescrito por 
Marcelo Borba, Johann Engelbrecht, Salvador Llinares y Gabriele Kaiser, dedicado a la educación 
en línea y el e-learning (Engelbrecht et al., 2020).

Con esta pandemia asistimos al fin brutal del proceso histórico de lenta incorporación de 
los avances tecnológicos por los sistemas de enseñanza que observamos desde los años setenta. 
Porque no había otra alternativa, se impuso el pasaje inmediato y masivo a una enseñanza a dis-
tancia, basada en recursos y comunicaciones digitales. 

Como lo menciona también este editorial, hemos asistido en los últimos meses a una explo-
sión de creatividad didáctica, que por fin podría revelarse muy productiva. Y por todas partes se 
multiplican los seminarios virtuales, se lanzan llamadas a proyectos y se financian investigaciones 
y experimentaciones sobre las nuevas formas educativas que emergen.  

Pero, al mismo tiempo, y lo subraya también el editorial, observamos ya los efectos de las 
desigualdades sociales entre países y regiones e incluso entre alumnos de la misma escuela o clase, 
frente a estas nuevas formas de enseñanza, y el agravamiento de las desigualdades educativas. 
Observamos la sobrecarga de trabajo de los profesores, incluso cuando están bien equipados y 
tienen una buena conexión a internet, lo que está lejos de ser el caso general. Observamos su in-
quietud por la dificultad de mantener el contacto con ciertos alumnos, a menudo los más frágiles.

Estamos en un momento en que se acumulan oportunidades impensables hace un año e 
inmensos desafíos. No estamos empezando de cero. Los dieciséis artículos que han sido seleccio-

3.  Véase la versión en español de este texto: https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-02557744v2/document.
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nados para el número de ZDM sobre la educación matemática en línea y el e-learning lo muestran 
claramente. Y cabe señalar que seis de ellos tienen como autores o coautores a investigadores de 
América Latina. Sin embargo, la situación es inédita. Tenemos recursos, pero no respuestas y se 
necesita mucha investigación, experimentación y formación.

Por último, quiero expresar mi convicción profunda de que, en este contexto, debemos poner 
en lo alto de nuestras agendas de investigación, experimentación y formación las cuestiones de in-
clusión, equidad y justicia social, cuya importancia nunca debe subestimarse, y menos aún hoy.
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Resumen

El presente capítulo evidencia la reflexión que se obtuvo de un posgrado en matemática educativa en 
línea con profesores de nivel básico y bachillerato que cursaron asignaturas sobre sus proyectos de 
investigación con el objetivo de indagar el desarrollo de éste, como profesores e investigadores. Para 
esto se aplicó un cuestionario semiestructurado para identificar dificultades y fortalezas en el proce-
so de su investigación. Se reportan aciertos y errores de corte metodológico como pautas a conside-
rar en la formación inicial del profesor para su desarrollo profesional.

1. Introducción

La investigación que se desarrolla en la Maestría en Matemática Educativa es importante porque 
tiene un sesgo cualitativo. En algunos casos, se recarga en la investigación-acción como una meto-
dología, cuyo valor privilegia la mirada del profesor; sin embargo, cuando éste se inicia en la investi-
gación presenta una serie de dificultades metodológicas en el campo de la matemática educativa. La 
afirmación es puramente empírica respecto a lo que se discute en este documento, al describir una 
encuesta aplicada a profesores que llevaron una maestría en Matemática Educativa.

Se pretende reflexionar sobre la problemática del profesor que se inicia en la investigación 
educativa, tomando como punto de partida la naturaleza del contenido de investigación. De mane-
ra general, las temáticas de investigación que abordaron los profesores de educación básica (prima-
ria), con niños pequeños, en temas como la enseñanza del valor posicional; las características del 
sistema de numeración decimal y problemas de reparto y aditivos. Los proyectos de los profesores 
estudiantes de maestría con funciones técnico-pedagógicas fueron implementados por medio de 
talleres con temas de geometría, como la enseñanza de conceptos como perímetro y área, enseñanza 
de ángulos y triángulos donde utilizaron GeoGebra. 

Los profesores de secundaria plantearon problemáticas de investigación en temáticas como: 
el estudio de la conservación de área en figuras geométricas, estudio de los significados de estudian-
tes en la operatividad de la multiplicación y división de fracciones desde un aspecto geométrico. 
Diseño didáctico para enseñar el máximo común divisor y el mínimo común múltiplo en 1° de se-
cundaria y desarrollo de la estimación en la resolución de problemas para el nivel de secundaria.

Los profesores de educación media superior conciben temas con cierta dificultad de enseñan-
za como sucesiones, eventos independientes y excluyentes de probabilidad, la operatividad de las li-
terales en el lenguaje algebraico y fracciones, sistema de ecuaciones y temas de cálculo diferencial e 



150

EDUARDO CARLOS BRICEÑO SOLÍS Y LORENA TREJO GUERRERO

integral como sólidos de revolución. Por otra parte, los profesores mencionan que algunos temas 
requieren mayor tiempo de planeación ya que son laboriosos; sin embargo, algunos reconocen en 
álgebra el problema de las variables porque el nivel de algunos alumnos está aún en un nivel de len-
guaje aritmético. Otras temáticas abordadas son: el desarrollo del pensamiento estadístico median-
te uso de gráficas, pensamiento algebraico, solución del sistema de ecuaciones de dos variables por 
métodos gráficos. Situación didáctica para la enseñanza de las funciones por el método de operati-
vidad gráfica y usos de la variable para la enseñanza de la suma de polinomios.

Sin embargo, la mayoría de ellos reconocen el referente teórico metodológico de la investiga-
ción-acción. Se estipula como una metodología de investigación para el cambio en la educación, el cual 
se desarrolla desde la misma práctica (Elliot, 1993). Donde se pretende mejorar la práctica a través de su 
transformación, al mismo tiempo de comprenderla, con la participación de los sujetos en la mejora de sus 
propias prácticas. Esto exige una actuación grupal “en la que los sujetos implicados colaboran coordina-
damente en todas las fases del proceso de investigación, conduce a la realización de un análisis crítico de 
las situaciones, es decir implica planificación, acción, observación, reflexión” (Bausela, 2004, p. 2).

Así, “la investigación-acción está orientada a transformar la práctica educativa, procurando 
una mejor comprensión de ésta que permita articular de manera permanente la investigación, la 
acción y la formación’’ (Latorre, 2003, p. 27). Esta metodología permite acercarse a la realidad vin-
culando el conocimiento y el cambio, además de ser protagonista en la investigación. Esta idea se 
traduce a que el estudiante (de maestría) reflexione sobre su propia práctica a partir de un distancia-
miento necesario para poder interpretarla y de esta manera, comprenderla y transformarla.

2. Contexto de la aplicación del instrumento de investigación

Sujetos: profesores de educación primaria, secundaria y educación media, de escuelas públicas en el Estado 
de Tamaulipas, quienes cursaron la Maestría en Docencia de las Matemáticas en Educación en el Centro 
Regional de Formación Docente e Investigación Educativa, campus Ciudad Victoria, Tamaulipas.

2.1 Descripción del instrumento

Para la recopilación de la información diseñamos un cuestionario elaborado en cinco secciones: 
1) Información general, con el propósito de obtener información acerca del perfil de formación de los 
estudiantes y los años de experiencia laboral; 2) En la segunda parte del cuestionario recopilamos los 
conocimientos disciplinares y didácticos; 3) Procesos cognitivos, donde rescatamos los conocimien-
tos de los profesores con respecto a los procesos de razonamiento que utilizan sus estudiantes; 4) In-
tervención en el aula, evaluación, con la finalidad de recopilar información de los elementos que 
consideraron los profesores al diseñar su estrategia de intervención en el aula, cómo la implementó y 
evaluó; y 5) Su experiencia en la investigación en educación.

3. Resultados

Se envió un cuestionario en línea (Google Forms) a profesores que llevaron a cabo los cursos de Diseño 
e Implementación de Proyectos de Innovación, que comprenden los niveles básicos y medio superior. 
Como información general, de un total de 28 profesores, 13 respondieron la encuesta.
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3.1 Referente a la formación profesional 

Encontramos diversos perfiles; normalistas, matemáticos, ingenieros, licenciados en contaduría y 
turismo, con una experiencia docente entre los 5 y los 30 años, Figura 1. 

Figura 1. Gráficas obtenidas del perfil profesional de los profesores. Elaboración propia. 

3.2 Conocimientos disciplinares de los profesores

Algunos de los recursos didácticos que emplean los profesores para sus clases son: uso de tecnología 
(cómputo, software, material de internet), programas de estudio, libros de texto. Pero, hay que consi-
derar que no siempre cuentan con los recursos necesarios para ejercer su práctica de la mejor manera, 
por lo que les preguntamos: ¿cuáles son los aspectos que dependen directamente del profesor que 
podrían ser modificados en la enseñanza de las matemáticas? Los profesores responden: 

1.	 Organizar los temas que requieren más sesiones.
2.	 Llevar a cabo una planeación didáctica sobre las estrategias, tiempo y uso de recursos (tecno-

logía, material didáctico).
3.	 Preparar actividades de aplicación en contextos cotidianos de tipo lúdico.

También consideramos importante cuestionarlos acerca de qué aspectos están fuera del alcance del 
profesor en la enseñanza de las matemáticas. Se refirieron a cuestiones de interés por las matemáticas 
(motivación), así como factores emocionales y físicos de sus estudiantes. Asimismo, expresaron limita-
ciones en cuanto a la organización de los planes y programa de estudios, ya sea por su extensión o por 
la incertidumbre que genera la interpretación personal de cada uno de ellos, además mencionan la 
falta de tiempo para abordar adecuadamente ciertos temas. Otro factor mencionado fue la estructura 
deficiente de las instalaciones de las aulas donde desempeñan su labor docente. La Figura 2 lo ilustra 
de manera precisa:
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Figura 2. Aspectos fuera del alcance del profesor. Elaboración propia.

3.3 Procesos cognitivos

Esta sección se refiere a cómo los profesores identifican los procesos cognitivos de sus estudiantes 
cuando imparten su clase. La respuestas a la pregunta: ¿cómo prevé lo que saben sus alumnos antes de 
abordar un contenido de matemáticas?, la mayoría responde: “por medio de exámenes diagnósticos, 
en los cuales se plantea un problema y una serie de preguntas que propician una lluvia de ideas. 

Ante la pregunta: ¿cómo nota que sus alumnos están en el proceso de aprender un contenido 
matemático?, algunos mencionaron que se da en la interacción entre los estudiantes y el profesor; es 
decir, externando dudas y generando más preguntas, incluso cuestionando al profesor. 

Respecto a la pregunta sobre 
¿cómo los profesores apoyan a sus estu-
diantes respecto al uso de procedimien-
tos y a la justificación de la solución de 
problemas?, algunos mencionaron que 
tratan de propiciar la discusión entre 
los estudiantes para que a través de ar-
gumentos, los alumnos expresen ver-
balmente los procedimientos de solu-
ción aplicados, ya sea en contextos 
matemáticos como no matemáticos, 
Figura 3.

                                                                                     Figura 3. Justificación de resolución de problemas. Elaboración propia.
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3.4 Planeación, intervención en el aula y evaluación

En la cuarta sección, respecto a planeación, intervención en el aula y evaluación, se generaron una 
serie de preguntas para conocer las decisiones de los profesores en su práctica y se presenta una selec-
ción de respuestas relevantes. ¿Qué elementos toma en cuenta al planear sus clases de matemáticas? 
Las soluciones fueron: examen diagnóstico (para identificar conocimientos previos), evaluaciones 
parciales cercanas a las competencias, diseño de secuencias didácticas, organización del tiempo, cono-
cimientos, los planes de estudio y el entorno que rodea al alumno (propiciar ejercicios en su contexto).  

En cuanto a cómo evalúan los profesores el aprendizaje de los alumnos, se encontraron 
respuestas como: mediante la participación, por medio de la realización de un proyecto, rúbricas, 
listas de cotejo y exámenes.

A partir de los resultados de las 
evaluaciones nos pareció pertinente 
cuestionarlos acerca de la retroali-
mentación de esos contenidos evalua-
dos. ¿Cómo retroalimentan estos 
ejercicios? La mayoría responde que 
por medio de preguntas y problemas 
de tipo lúdico con más de una estrate-
gia de solución. También mediante 
proyectos de su agrado relacionados 
al tema y resolver problemas extras. 
Ver Figura 4.

Figura 4. Retroalimentación de contenidos. Elaboración propia.

3.5 Su experiencia en la investigación 

A continuación, describimos la sección de la experiencia que vivieron los profesores en su proceso de 
formación en el ámbito de la investigación, producto de los cursos de maestría. Las preguntas anteriores 
de alguna manera nos hacen ver un precedente profesional de las acciones que realizan los profesores en 
su práctica docente. La primera pregunta es: ¿qué cambios se aprecian en su proyecto de investigación? 
Entre las respuestas están: enfrentar problemas de aplicación y formas de evaluación, generar nuevas 
estrategias, y otras respuestas enfocadas en el tema que desarrollan en su proyecto de investigación. 

Respecto a la pregunta: ¿qué dificultades enfrentó y cómo logró resolverlas? Las respuestas 
fueron variadas. Por ejemplo, de tipo metodológicas: no delimitar las actividades y el plantea-
miento de la secuencia didáctica a aplicar. También encontramos que los profesores se ven afecta-
dos por problemas institucionales. En ocasiones no se les prestan las instalaciones para aplicar su 
secuencia didáctica (condiciones materiales) y reciben poco apoyo de la planta docente de la es-
cuela seleccionada para aplicar las actividades del proyecto de investigación. Las respuestas se 
muestran en la siguiente imagen.
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Figura 5. Dificultades enfrentadas al implementa  su proyecto de investigación. Elaboración propia.

Uno de los cuestionamientos que consideramos relevante es el siguiente: ¿cuáles fueron los cambios 
que pudo observar en su práctica docente después de su paso por la maestría? Figura 6.

Podemos decir que a partir de su proceso de formación en investigación, los profesores 
pudieron reconocer los factores y las dificultades, su manera de analizar la enseñanza-aprendizaje 
de las matemáticas, la implementación en el aula y los logros obtenidos con los estudiantes y pro-
fesores con quienes trabajaron, identificando diversas posibilidades de mejorar su desempeño en 
el ámbito laboral específico en el cual se desenvuelven, ya sea como profesores frente a grupo o 
con funciones técnico pedagógicas.

Figura 6. Transformación de la práctica. Elaboración propia.

Respecto a la pregunta: ¿qué enseñanza personal, le deja la reflexión profunda de su propia práctica? 
Podemos ver que hubo repercusiones favorables que les permitieron renovar su práctica y sus expec-
tativas de acuerdo al rol desempeñado. Ver Figura 7.
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Figura 7. Reflexión profunda de su práctica. Elaboración propia.

Podemos apreciar que los profesores cambiaron la forma de abordar los contenidos. La responsabilidad 
de proporcionar a los estudiantes nuevas formas de abordar los contenidos de las matemáticas de una 
manera más amigable, que les den las condiciones para aprenderlas de manera autónoma. De acuerdo 
con Santos-Trigo (1996) “para llegar a la solución de un problema es solamente el inicio de una activi-
dad que debe incluir buscar otras formas de hacerlo y establecer conexiones entre ellas” (p. 535). 

Los profesores mencionan también que la investigación les ayudó a entender sus propios 
procesos de razonamiento y cómo expresar sus argumentos con el lenguaje matemático apropia-
damente, lo cual confluye con lo que menciona Santos-Trigo (1997), “la actividad de reformular 
o diseñar problemas puede ayudar a los estudiantes a desarrollar habilidades y estrategias que les 
permitan cuestionar la información desde diversos ángulos y, como consecuencia, ubicar los 
procesos de solución en marcos matemáticos más generales” (p. 12). 

Figura 8. Cambios cualitativos. Elaboración propia.
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Respecto a los cambios observados en su propia práctica después de haber cursado la maestría, los 
profesores mencionaron aspectos relevantes, Figura 8. 

Respecto a la pregunta: ¿qué significó para usted reflexionar desde sus propias experiencias 
con base en reinterpretaciones teóricas y metodológicas de su práctica docente?

Entre las respuestas se encuentra una nueva visión del rol como profesor, reconocer las ne-
cesidades de aprendizaje de los alumnos y contribuir a fortalecer el currículum, consideraciones 
que para Stenhouse (1984) son relevantes. La siguiente pregunta que se presenta en la Figura 9, 
muestra cómo la investigación permitió a los profesores obtener una visión general de la matemá-
tica educativa. Las respuestas se refirieron al trabajo con estudiantes, teniendo entendido el fun-
damento teórico.

 
Figura 9. Diseño de instrumentos metodológicos. Elaboración propia.

Se puede observar que la mayoría se refirió a los instrumentos para obtener los datos, los cuales fue-
ron: cuestionario, secuencia didáctica, aplicación de actividades y diseño de proyectos. Algunos 
consideran que el funcionamiento adecuado de estos elementos depende sólo de los estudiantes, lo 
cual les proporciona una visión parcial de sus herramientas metodológicas. Los resultados que se 
obtienen al implementar secuencias de aprendizaje o talleres, dependen de múltiples factores, desde 
su diseño, el uso de materiales adecuados y los incidentes durante su aplicación, ya que tienen que 
ver con la metodología en investigación matemática de acuerdo a lo planteado por Santos-Trigo 
(1996), quien recomienda para desarrollar una metodología ligada a la problemática de la investiga-
ción, una atención cuidadosa a la instrucción, que ofrezca a los estudiantes la oportunidad de expli-
car o justificar, matemáticamente, el uso de ciertos recursos y estrategias, además de contrastar y 
comunicar en forma oral y escrita los procesos utilizados. 
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3.6 Reflexión de resultados

En los resultados sobresale la importancia de documentar el tipo de recursos matemáticos em-
pleados durante las fases de selección e implementación de estrategias de sus proyectos de investi-
gación, así como las transformaciones en la percepción de la práctica de los profesores después de 
su paso por la maestría, analizando cómo los profesores advirtieron los cambios en su práctica 
cotidiana.

En la implementación de los problemas matemáticos diseñados, los profesores enfrentan di-
versas dificultades, si bien plantean situaciones problemáticas, también se excedieron en el número 
de problemas, esto provocó dispersión en la temática de investigación. Otra dificultad enfrentada 
por algunos profesores fue la falta de claridad de su problemática a investigar, así como la manera de 
implementarlas y evaluarlas. De esta manera se requiere mirar a la investigación-acción como una 
de las formas que constituyen un acercamiento de los profesores a la práctica de ésta, situándose en 
el centro de su reflexión, de tipo cualitativo. La investigación-acción está orientada a transformar la 
práctica educativa, procurando una mejor comprensión de dicha práctica, que permita articular de 
manera permanente con la formación; acercarse a la realidad vinculando el conocimiento y el cam-
bio, además de ser protagonista de la investigación. Sin embargo, la consideración de cómo el cono-
cimiento se construye o debe enseñarse puede marcar un debate en el análisis de la práctica docente. 
Por ejemplo, una idea se traduce a que el estudiante reflexione sobre su propia práctica a partir de un 
distanciamiento necesario para poder interpretarla y de esta manera, comprenderla y transformarla. 
Sin embargo, según la experiencia en la docencia de estos posgrados, otra idea por la que optan los 
profesores es la investigación-acción adaptada al campo de la matemática educativa, donde adquiere 
ciertas características de rigor metodológico y que se distingue de la metodología de otro tipo de 
temáticas educativas que no sean de ciencias exactas precisamente, pues abarca un marco teórico e 
instrumentos y categorías de análisis (Shulman, 1989).

4. Conclusiones

En conclusión, podemos decir, con base en la información proporcionada por las respuestas de los 
profesores al cuestionario, que es importante implementar nuevas formas de ver el aprendizaje ale-
jado de la memorización, desarrollar mejores planeaciones, explicaciones y cambios respecto a la 
búsqueda de mejores estrategias de enseñanza de los contenidos. 

Un dato interesante es que algunos profesores de educación media superior (40%) tienen 
un nivel bajo de habilidad didáctica en cuanto al tema de razonamiento estadístico y probabilís-
tico, posiblemente debido a que es uno de los últimos temas del programa.

Por otra parte, algo relevante que nos deja la descripción de las respuestas es la necesidad de 
orientar las investigaciones en matemática educativa, para que exista un equilibrio entre el rigor 
teórico y la claridad de su uso permitiendo reflexionar y transformar su desarrollo profesional 
docente. Este puede ser desde el mismo análisis curricular, diseño de problemas, métodos de en-
señanza e instrumentos que les permitan, en cierta forma, evaluar el desarrollo de su investiga-
ción desde su práctica. Consideramos que es válido analizar la práctica de otros profesores con 
elementos teóricos que les permita implementarlos y reflexionar junto con el profesor, el desarro-
llo profesional docente.
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Las consideraciones metodológicas en el ámbito de la matemática educativa, nos permiten 
darnos cuenta de que podemos implementar alternativas en la medida en que podamos reconocer 
las dificultades que enfrentaron los profesores al implementar sus proyectos de intervención, así 
como la estrecha relación que guardan sus conocimientos disciplinares con los didácticos, los que 
sin duda determinan el logro de los objetivos planteados en su proyecto de intervención (Schoen-
feld, 1992).
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Resumen

La tecnología y en particular los softwares de geometría dinámica han evolucionado enormemente 
en los últimos 30 años. En este capítulo realizamos un paseo por dicha evolución, describimos Neo-
Trie vr, uno de los softwares más avanzados en geometría dinámica 3D de realidad virtual inmersi-
va y recogemos tres experiencias de aula con estudiantes de primaria, secundaria y de formación 
inicial de profesores que muestran la aparición de experiencias de flujo y el poder motivacional del 
software, la utilización de recursos propios sin equivalente en el mundo físico, o la posibilidad de 
abordar contenidos extracurriculares. 

1. Introducción

Estamos ante una sociedad tecnológica en donde los investigadores de todas las ramas científicas 
que están trabajando en la influencia de las tecnologías desde múltiples ópticas, particularmente en 
educación. A este respecto, la comunidad de educadores matemáticos no ha sido ajena a ello, distin-
guiéndose cuatro periodos con frontera difusa en la investigación que involucra tecnología y Educa-
ción Matemática.

Primer Periodo (1968-1985). Con la aparición de los primeros ordenadores, programas informá-
ticos y calculadoras, los científicos conjeturan sobre los posibles beneficios atribuibles a las tecnologías 
cuando son puestas en juego en el ámbito educacional. En ese periodo los costes de dichas tecnologías 
hacían inviable realizar suficientes experiencias en las aulas para obtener resultados aplicados. 

Segundo Periodo (1985-1999). La Comisión Internacional sobre la Enseñanza de las Matemá-
ticas (ICMI), en 1985, realizó un primer estudio acerca de la influencia de la tecnología en la Educa-
ción Matemática, para así orientar las investigaciones futuras. Es en este periodo, cuando los inves-
tigadores empiezan a considerar la tesis que sostiene que la tecnología es un motor para el cambio en 
la manera de aprender, hacer y enseñar matemática (Cornu y Radson, 1992; Fey, 1993). Así, las in-
vestigaciones empezaron a centrarse en torno a cuatro ejes o líneas de indagación: a) el estudio del 
potencial de la tecnología digital en la adquisición de conocimiento matemático a partir de la reso-
lución de problemas reales; b) el diseño de nuevos recursos o entornos tecnológicos; c) la integración 
en los currículos; y d) el análisis del rigor científico en los trabajos que indagan acerca de los efectos 
de las tecnologías digitales en los procesos de enseñanza y aprendizaje de las matemáticas (Balacheff 
y Kaput, 1996; Healy et al., 1994; National Council of Teachers of Mathematics [NCTM], 2000; 
Artigue, 2011; Clements, 2013; Perks et al., 2002).
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Tercer Periodo (2000-2010). La incorporación masiva de tecnología en los hogares y escue-
las, el tránsito de la Web 1.0 a la Web 2.0, y de ésta a la Web Semántica, provocó “la revolución 
relacional” donde: 

[…] el valor real de los medios no reside tanto en la información que conllevan sino en las posibilida-
des de creación de comunidades […] Las investigaciones comienzan a mostrar interés en las posibili-
dades de la interactividad de los medios, y de interacción, comunicación e intercambio de informa-
ción entre humanos, entre humanos y sistemas tecnológicos, y entre sistemas tecnológicos en sí 
(Codina, 2015, p. 17).

Así y sin abandonar las premisas de periodos anteriores, se indaga acerca del “papel de las tecnolo-
gías como mediadores en la construcción del conocimiento compartido (trabajo colaborativo) pre-
sencial y on-line” (Codina, 2015, p. 17). De esta manera el diseño de entornos web, entornos de 
aprendizaje digitales, y/o materiales y actividades, así como el análisis e indagación en los procesos 
interactivos que acontecen en la dialéctica bidireccional entre sujeto/s y medio/s digitales, están en 
el centro de las investigaciones (Codina, 2015). 

Además, el incremento de los trabajos relacionados con tecnología propició que el ICMI lleva-
ra a cabo un segundo estudio, el cual partió de un documento de discusión con 41 preguntas abier-
tas que están aún marcando la agenda de investigación actual (Hoyles y Lagrange, 2008, 2010; 
Gadanidis, 2008). Sin ser exhaustivo, se solicita indagar en el diseño de entornos tecnológicos para 
capturar los momentos significativos del aprendizaje, dónde el término “capturar” se interpreta: 
“[…] cómo la tecnología puede ser catalizador para que sucedan momentos significativos de apren-
dizaje” (Drijvers et al., 2010, p. 85), e identificar el tipo de actividades matemáticas que pueden po-
tenciar las tecnologías, así como diseñar experiencias que permitan aprovechar dichas potencialida-
des. En este sentido, Fischer et al. (2013) sostienen que hay que indagar en las formas de integrar los 
medios digitales de tal forma que permitan enfrentar a los estudiantes a situaciones en las que por 
un lado se potencie el aprendizaje colaborativo, y por el otro, les permita descubrir, probar, revisar 
y/o refinar formas alternativas de pensamiento para identificar ideas y/o procesos esenciales en la 
apropiación de conocimiento matemático.

En ese periodo se promueve el diseño de entornos con un alto nivel de interactividad y di-
ferentes modalidades de interacción, de tal forma que facilite el desarrollo de la propia actividad 
matemática, y el consiguiente aprendizaje a través de la interactividad e interacción del estudian-
te o de estudiantes con la tecnología (Codina, 2015). Ejemplo de ello son los desarrollos e inves-
tigaciones asociadas a repositorios de manipuladores virtuales interactivos como https://illumi-
nations.NCTM.org (National Council of Teachers of Mathematics); http://nlvm.usu.edu/ 
(National Library of Virtual Manipulatives) o https://www.mathlearningcenter.org/ (The Math 
Learning Center). 

Cuarto Periodo (2011-2015). Durante este periodo se investiga sobre las “relaciones-efec-
tos” educativos derivados de la formación en línea como el e-Learning, el b-Learning (blended 
learning), el m-Learning (mobile learning) y los mooc (Massive Open Online Course) y la forma-
ción en redes informales.

Existe actualmente un cuerpo considerable de información relacionada con la formación 
en línea; sin embargo, la crisis sanitaria actual provocada por el Covid-19, desde el 16 de marzo 
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de 2020 nos obliga a ser prudentes y a revisar los hallazgos pasados, e intuimos dos líneas que se 
desarrollarán con cierta intensidad en los próximos años. La primera aborda el potencial del 
m-learning y las redes informales de conocimiento como Facebook, Twitter, WhatsApp, etc., y la 
segunda relaciona la enseñanza en línea y el surgimiento de micro-comunidades de aprendizaje 
en interacción. Respecto de la primera, estas redes pueden potenciar las capacidades de reflexión 
y metabúsqueda, creando estructuras cognitivas más fuertes en los estudiantes (Álvarez-Bermejo 
et al., 2015). En cuanto a la segunda, las interacciones colaborativas en ambientes en línea permi-
ten establecer puntos de unión entre diferentes Espacios de Trabajo Matemáticos [ETM]1 perso-
nales, promoviendo diferentes génesis entre los planos cognitivos y epistemológicos (Gómez-Cha-
cón y Kuzniak, 2013), así como la “creación” de un ETM Grupal socialmente construido que 
integra elementos epistemológicos y cognitivos de los estudiantes y de las diferentes génesis de 
éstos (Codina y Romero, 2016).

¿Quinto periodo? (2015 en adelante). Las agendas de investigación de los periodos previos no 
están desfasadas, pero los recientes avances tecnológicos en representación 3D están propiciando el 
diseño y creación de softwares específicos para la representación matemática 3D como los Softwares 
de Geometría Dinámica 3D (SGD-3D) Cabri3D y GeoGebra 3D. Los SGD-3D están mayoritaria-
mente basados en una “extensión” del mundo plano, y su uso está abriendo nuevos territorios para 
la exploración educativa, especialmente en modelización, sentido espacial y geometría. 

Los primeros resultados señalan que su uso mejora en los estudiantes sus habilidades de 
razonamiento, el sentido espacial o producen un discurso más coherente en relación con los argu-
mentos y razonamientos puestos en juego cuando utilizan dispositivos táctiles para la explora-
ción dinámica (Güven y Kosa, 2008; Hartaiana et al., 2018).

Paralelamente, la investigación en el ámbito educativo está incorporando el uso de tecnolo-
gías emergentes como la Realidad Aumentada o la Realidad Virtual Inmersiva (rvi)2 (Radianti 
et al., 2020). Entendemos la rvi como el “dominio científico y técnico que utiliza la informática 
y las interfaces de comportamientos para simular en un mundo virtual comportamientos de en-
tidades tridimensionales, que interactúan en una inmersión pseudo-natural en tiempo real entre 
sí y con uno o más usuarios a través de canales sensoriomotores” (Fuchs y Guitton, 2011, p. 7). 

En el campo de las matemáticas, han surgido recientemente varios softwares que combinan 
la rvi y la Geometría Dinámica 3D como CalcFlow, GeoGebra MR, o NeoTrie vr. En estos 
entornos, la interacción se realiza a través de la comunicación de ideas visuales, dinámicas, verba-
les o gestuales y, por tanto, los recursos semióticos puestos en juego son fundamentales para el 
adecuado intercambio de información en interacción (Morales, 2019; Morales y Codina, 2020; 
Rodríguez et al., 2021). 

Al igual que con los sgd 3D, las primeras experiencias con sgd 3D rvi apuntan a que los 
estudiantes mejoran sus actitudes, motivación y habilidades espaciales para la identificación y 
comprensión de las principales características de los sólidos geométricos, facilitando el manteni-

1. Según Kuzniak (2019, p. 48), el ETM es “un espacio abstracto que permite la organización y distribución de estos 
diversos elementos del trabajo matemático”, dónde por Trabajo Matemático se considera al conjunto sintáctico y se-
mántico que combina trabajo (actividades humanas organizadas para alcanzar unos objetivos) y matemáticas (propó-
sito de dicho trabajo, donde las matemáticas son consideradas como una obra humana construida socialmente).

2. El concepto de Realidad Virtual es utilizado con distintos significados. Una discusión acerca del término y sus 
modalidades puede consultarse también a Derks (2020).
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miento de las estructuras tridimensionales a nivel cognitivo mientras se produce la interacción 
con el entorno virtual, siendo más significativa en estudiantes con baja capacidad espacial (Hwang 
y Hu, 2013; Demitriadou et al., 2020; Morales, 2019; Rodríguez et al., 2021). Entre las principa-
les razones que explican esta mejora están las relacionadas con el uso de la habilidad cognitiva 
kinestésica puesto que: “[…] los usuarios pueden construir objetos matemáticos a través de itera-
ciones basadas en gestos” (Dimmel y Bock, 2017, p. 323). De esta forma, los estudiantes pueden 
usar sus manos virtuales para actuar directamente sobre objetos matemáticos, sin la necesidad de 
mediar intuiciones a través de ecuaciones, sistemas de símbolos, teclados o clics del ratón” (Dim-
mel y Bock, 2017, p. 325). Así pues, se intuye que al poder los estudiantes construir, observar, 
manipular, e interactuar dinámicamente con objetos 3D virtuales, mejorarán en su comprensión 
de la estereometría, de las propiedades topológicas, y de la visualización 3D (Cangas et al., 2019; 
Rodríguez et al., 2021). Todo apunta a que los sgd 3D rvi están abriendo un campo casi inex-
plorado en Educación Matemática. A continuación, introducimos uno de los softwares en los que 
participamos activamente y una muestra de actividades que se pueden llevar a cabo con el mismo. 

2. El entorno NeoTrie VR

NeoTrie VR es un SGD 3D RVI desarrollado desde 2017 por la spin-off  Virtual Dor de la Universidad 
de Almería, en el que participa un equipo multidisciplinar que integra matemáticos, programadores, 
especialistas en Educación Matemática, y docentes de varios países europeos. 

El software puede descargarse desde la web http://www2.ual.es/neotrie. El hardware reque-
rido es un equipo de realidad virtual (como htc Vive, Oculus Rift S, Valve Index, Windows mr) 
conectado a un ordenador con tarjeta gráfica potente, típica de videojuegos. Dichos sistemas vr 
incluyen sensores de posicionamiento y controladores con los que el usuario interactúa con el 
mundo virtual.  

La principal característica de NeoTrie vr, que lo destaca de otros softwares similares, es la 
de poder crear y manipular figuras geométricas directamente con las manos virtuales. Entre las 
acciones básicas que se pueden ejecutar con los controladores (que el usuario ve como manos vir-
tuales) están la creación de figuras con vértices, aristas y caras, el poder modificar la posición de 
éstas, eliminarlas y desplazarlas rígidamente por el espacio. También se puede invocar figuras a 
través de comandos de voz, por ejem-
plo, diciendo “cubo” (por defecto sin 
caras) o “cubo con caras”, “cilindro”, 
etc. Por otro lado, el entorno dispone 
de una mesa con las herramientas ha-
bituales de los SGD, un pincel y una 
paleta para colorear, un sello para co-
piar, un borrador para eliminar figu-
ras enteras, un transportador, una 
cinta métrica, o herramientas de 
creación como punto medio, parale-
las, perpendiculares, intersección, 
deslizadores, entre otras (Figura 1).

Figura 1. Usuario sujetando un cilindro junto a la mesa 
de herramientas. Elaboración propia.
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Al igual que los SGD conocidos, NeoTrie VR dispone de herramientas que permiten el diseño y el 
trabajo con actividades para descubrir, probar, revisar, refinar y rechazar formas alternativas de pen-
samiento, todas con un carácter dinámico a través, por ejemplo, de un deslizador con control de 
velocidad, herramientas de giro y reflexión de figuras, un escáner o un sistema de planos para visua-
lizar la planta, el perfil y el alzado de los objetos (Figura 2).

Figura 2. Escáner de objetos y proyecciones en planos ortogonales. Elaboración propia.

A continuación, mostramos brevemente algunas de las posibilidades que nos permite este software:
a) Visualizar y explorar las figuras “entrando” o “volando” sobre ellas, “arrastrando o estirando di-
námicamente” sus elementos (Figura 3). 

Figura 3. Secciones cónicas por arrastre dinámico de un plano. Elaboración propia.

b) Construir figuras por extrusión. En la figura 4, una vez seleccionada la acción de “extrusión”, se 
estira dinámicamente una cara para obtener un prisma oblicuo o recto, según se desee. También 
permite extrusión puntual para obtener pirámides.

 
Figura 4. Extrusión de una cara para obtener un prisma. Elaboración propia.
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c) Representar gráficos 3D dados por ecuaciones paramétricas (curvas y superficies) por medio de 
una calculadora gráfica 3D. Una vez creadas las figuras son tratadas como cualquier otra construc-
ción, pudiendo variar los parámetros dinámicamente, o usar las herramientas de geometría dinámi-
ca estándar para experimentar (Figura 5).

Figura 5. Calculadora gráfica 3D, y la curva de Viviani como intersección de una esfera y un cilindro. 
Elaboración propia. (Véanse más usos de la calculadora en Rodríguez, 2022).

d) Explorar conceptos y contenidos no incluidos en los currículos como los fractales tridimensiona-
les o teselaciones 3D (véase experiencia 2). 

e) Trabajar la extensión de propiedades y construcciones del plano al espacio (Figura 6). 

Figura 6. Construcción errónea del cuadrado en 3D. En el espacio, puede perderse la coplanaridad de 4 vértices.
 Elaboración propia.

3. Experiencias con NeoTrie VR

En lo que sigue, recogemos tres3 experiencias reales en el aula que reflejan el potencial del softwa-
re: una con estudiantes de primaria, otra con estudiantes de secundaria y una tercera con profe-
sores en formación inicial. En todas las experimentaciones, los estudiantes han trabajado en gru-
pos de 4 sujetos, siendo las sesiones videograbadas para su posterior análisis por el equipo de 
investigación. Debido a la situación de pandemia, no hemos podido seguir desarrollando las ex-
periencias y, por tanto, los hallazgos deben considerarse incipientes, necesitando ser revisados con 
más exploraciones.

3. En la web http://www2.ual.es/neotrie/ se ofrecen numerosos ejemplos y algunas actividades que se están poniendo 
en práctica con estudiantes de diversos niveles educativos.
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La primera experiencia (Morales y Codina, 2020) fue llevada a cabo bajo el paradigma de 
la investigación de diseño en ciclos. Se desarrolló con 16 estudiantes de 4º de primaria de un co-
legio público de España (9-10 años) trabajando una secuencia de aprendizaje relacionada con po-
liedros básicos durante 6 sesiones de 90 minutos. El objetivo curricular fue el reconocimiento de 
los poliedros y sus elementos básicos, mientras que el objetivo de investigación fue analizar el 
comportamiento cognitivo-metacognitivo y la interacción social producida entre los componen-
tes de los grupos. Como ejemplo de actividad se pidió a los estudiantes nombrar un “cubo con 
caras” o “hexaedro con caras” en voz alta, colorear las caras, agrandar el cubo y entrar en él. A 
continuación, debían buscar y clasificar los cuerpos geométricos de una escena, previamente pre-
parada, metiéndolos en dos cajas, una llamada “poliedros” y la otra “no poliedros”. 

Los hallazgos preliminares muestran que NeoTrie VR aporta una motivación excelente en los 
estudiantes, especialmente en aquellos con ritmos y necesidades diversas, animándolos a implicarse 
más en la resolución de las tareas. Además, permite al docente trabajar competencias sociales (traba-
jo en equipo, respeto a las opiniones, etc.); mejora en los estudiantes el sentido y orientación espacial 
y específicamente el reconocimiento e identificación de las figuras y sus elementos clave (vértices, 
caras y aristas); fomenta la aparición de acciones de control relevantes para el desarrollo de las acti-
vidades (existencia de vaivenes recurrentes entre los episodios de lectura-control-planificación-con-
trol, etc.), es decir, la interacción con NeoTrie VR parece influir para que las acciones metacognitivas 
sean más relevantes en la obtención de mejores resultados, especialmente en estudiantes con rendi-
miento bajo en matemáticas, pero en cambio, el trabajo en grupo no parece haber potenciado una 
interacción social rica en grupos con aptitudes sociales iniciales bajas.

En la segunda experiencia (Chavil et al., 2019) llevada a cabo bajo la investigación descrip-
tiva, participaron 16 estudiantes de primer curso de Educación Secundaria Obligatoria (12-13 
años) explorando actividades de un contenido extracurricular, los fractales, durante 5 sesiones de 
60 minutos. El objetivo fue detectar la existencia de motivación intrínseca vinculada a la expe-
riencia de flujo derivada de las actividades desarrolladas, y explorar los procesos de aprendizaje 
desarrollados por los estudiantes utilizando NeoTrie VR. En una de las actividades, se pedía cons-
truir la alfombra y el tetraedro de Sierpinski, y también la esponja de Menger. En cada caso, de-
bían buscar información en ambientes de aprendizaje informal. A continuación, debían estable-
cer el patrón de recursividad, encontrar la estrategia de construcción, llevarla a cabo con las 
herramientas de NeoTrie VR, y finalmente valorar el método aplicado de construcción. 

Entre los hallazgos preliminares, encontraron que el uso de NeoTrie VR y de entornos de 
aprendizaje informales motivó a los estudiantes y facilitó la construcción de los fractales incidiendo 
en la asimilación de la noción de fractal. Se detectó la concentración y el disfrute acorde con la exis-
tencia de una experiencia de flujo; También se detectó el uso de pensamiento estructural, es decir, 
evolucionan a partir de “pegar” uno a uno los triángulos o tetraedros para formar las primeras itera-
ciones del fractal, a pegar bloques recursivos, reflejando la identificación de una de las características 
principales de los mismos. Por otro lado, se detectaron dificultades para establecer consensos entre 
los estudiantes en la estrategia antes y durante la construcción de los fractales. La construcción de la 
esponja de Menger fue sensiblemente más difícil tal y como detallan los autores.

Por último, en la tercera experiencia (Martín, 2019) llevada a cabo bajo la investigación descrip-
tiva, participaron 12 maestros en formación inicial de 20 y 21 años, resolviendo actividades de conteni-
do geométrico 3D durante 4 sesiones de 90 minutos. El objetivo fue identificar el comportamiento 
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puesto en juego cuando utilizaban NeoTrie VR. Por ejemplo, en una de las actividades, se les pedía in-
sertar un octaedro dentro de un tetraedro ocupando el máximo volumen posible. Se les preguntaba 
también si coincidían algunos puntos característicos entre las dos figuras. 

Aunque los estudiantes fueron capaces de interpretar adecuadamente los enunciados, tu-
vieron serias dificultades para trasladar la información expresada en los enunciados proporciona-
dos en papel (2D) al ambiente tridimensional; se detectó un abuso de la exploración errática sin 
una planificación adecuada, lo que les condujo a la manipulación de las figuras sin aparente inten-
ción; entre los recursos más utilizados destaca la acción del “vuelo” para cambiar de punto de 
vista de las figuras; los estudiantes, aun habiendo obtenido conocimiento y/o respuestas adecua-
das, sintieron la necesidad de corroborarlas, bien volviendo a leer el enunciado, o bien revisando 
la construcción.

4. Conclusiones

Todo apunta a que en los próximos años estaremos inmersos en una nueva realidad educativa, don-
de la formación en línea y el uso de recursos tecnológicos como la realidad aumentada o la realidad 
virtual estarán en el centro de atención de educadores e investigadores. En este trabajo mostramos 
los primeros hallazgos de experiencias de aula utilizando RVI con NeoTrie VR, en tres niveles edu-
cativos, primaria, secundaria y universitaria. 

Aunque en estado incipiente, las experiencias parecen mostrar el alto poder motivacional 
de la RVI en los estudiantes, ofreciéndoles un recurso que les permite una exploración más libre 
en un ambiente simulado tridimensional. Se detecta la existencia de experiencias de flujo que a su 
vez parecen potenciar la comunicación entre los componentes de los grupos, siendo mayor en es-
tudiantes con menor competencia en geometría. 

Por otro lado, NeoTrie VR ha potenciado la utilización de recursos difíciles de poner en 
práctica en un ambiente físico. Muestra de ello es el uso del “vuelo” para cambiar de punto de 
vista en la visualización de figuras, el traslado rígido de éstas para la comparación visual, o el 
arrastre de elementos para la exploración dinámica. 

Comparando lo acontecido en los tres estudios, nos llama la atención cómo a mayor edad 
parece ser que mayor es el nivel de inseguridad de los estudiantes en sus acciones. Sin ser preten-
ciosos, ello nos sugiere que, para los estudiantes de menor edad, las tecnologías están más natura-
lizadas, o al menos no las aprecian tan artificiales. De hecho, la curva de aprendizaje y adaptación 
al ambiente virtual 3D parece ser menor con los estudiantes de secundaria que con los de prima-
ria y universidad.

También se detecta cierto abuso de la exploración errática, ya documentada cuando se em-
plea software de geometría dinámica, así como dificultades en la visualización tridimensional. 
Nos atrevemos a pronosticar que, con un entrenamiento adecuado, el cual no ha podido llevarse 
a cabo por el Covid-19, se reducirán ambas dificultades, la primera, a nivel de aprendizaje en re-
solución de problemas, y la segunda, a nivel de comprensión de visualización de las estructuras 
tridimensionales. 

Por último, somos conscientes que lo presentado aquí está en un estado incipiente, por ello 
hacemos un llamado a la comunidad de investigadores en Educación Matemática para que explo-
ren e indaguen en el desafío del empleo de Realidad Virtual en el Aula. Necesitamos más expe-
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riencias reales de aula, que arrojen luces y sombras sobre su uso, así como también de estrategias 
para el diseño de actividades ricas usando Realidad Virtual Inmersiva. La rápida evolución de los 
sistemas actuales de realidad virtual, así como su popularidad, auguran su pronta incorporación 
en el aula, y el profesorado de matemáticas junto a investigadores deben estar ahí para velar por el 
buen uso de este nuevo recurso tecnológico.
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Resumen

La ausencia de representaciones familiares para diferentes tipos de funciones desde el nivel básico 
hasta el nivel superior motiva alternativas para abordar el estudio de las funciones reales. En este 
capítulo se presenta una forma de abordarlas mediante situaciones didácticas sencillas (recorrido de 
una hormiga), observando características esenciales (dominio, rango, continuidad) y haciendo uso 
de los registros de representación en el sentido de Duval y de Delgado hasta llegar a construir una 
función periódica desde el hecho de medir la longitud de un segmento rectilíneo. Esta propuesta 
nace del taller Explorando funciones con simuladores, dirigido a profesores desde el nivel secundaria 
hasta el superior y también en modalidad de formación para profesores. Los resultados muestran 
actividades acordes al nivel educativo, con aceptación entre los docentes, con opción a implementar-
se en diversas modalidades (virtual o presencial, en aula o fuera de ella), con o sin uso de tecnología, 
y sin requerir definiciones formales de función o de función periódica. 

1. Introducción

En este trabajo se propone un acercamiento al concepto de función mediante una representación 
gráfica con algunos medios computacionales disponibles actualmente, para facilitar la idealización 
de conceptos. El propósito inicial es hacer más asequible el estudio real de una función observando 
características esenciales como son el dominio y el rango de una función. El objetivo principal es el 
estudio de otras características relativas a los registros de representación de funciones, como elemento 
de partida para hablar de continuidad, derivabilidad e integrabilidad. Un propósito secundario es el 
estudio del comportamiento periódico de una función.

El concepto de función ha variado a lo largo de la historia, en ocasiones como un precon-
cepto, unas veces por su aspecto semántico y otras veces por el aspecto sintáctico, como se indica 
en Cuevas y Delgado (2016) y Cuevas et al. (2018). Sin embargo, ante estos cambios, el modelo de 
representación gráfica del concepto función parece permanecer invariable.

Al observar la forma en la que tradicionalmente los libros de texto introducen el concepto de 
función, desde la enseñanza secundaria hasta la enseñanza universitaria, encontramos una secuen-
cia de descripciones de funciones que hacen dudar que el estudiante advierta la necesidad de adqui-
rir tales conceptos tan alejados de su marco de referencia lúdico-educativo y su marco social (Cole-
gio de Bachilleres, 2003; Swokowski, 1989; Apóstol, 1980; Spivak, 1988; Cuevas, 2013). Por lo que 
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tiene poca utilidad disponer de una formación inicial innovadora para el profesor, si su desarrollo 
profesional está condicionado por el libro de texto que utilizan sus estudiantes. Pensar en eliminar 
el libro no asegura una mejor comprensión por los estudiantes ni permite vislumbrar las dificultades 
didácticas que aparecerán ante el relato, excesivamente personalizado, del profesor a sus estudiantes. 
Pensar en utilizar varios recursos que puedan estar disponibles en internet, no deja de condicionar 
la labor profesional del profesor. Aunque se puede creer que elegirá sus recursos para la materia, más 
o menos dinámicos, según sus gustos. La realidad es que los estudiantes tienen sus propios gustos o 
los desarrollan rápidamente al contacto con internet. 

Algunas preguntas progresivas que debe hacerse cada profesor cuando toma decisiones di-
dácticas son: ¿con qué recursos aprenden mejor mis estudiantes?, ¿qué esfuerzo requiere mi deci-
sión?, ¿qué esfuerzo se requiere de mis estudiantes? Quizás, al respondernos encontremos la razón 
de la existencia del libro como recurso imperecedero.

Los escritos de numerosos autores que han estudiado las dificultades que tienen los estu-
diantes para adquirir el concepto de función (Castela, 2016; Ellis et al., 2014, Loch y Lamborn, 
2016; Cuevas et al., 2018), no parecen tener mucha influencia en la forma de introducir las fun-
ciones en los libros. Este tipo de introducción a las funciones nos hace evocar la estampa 43, El 
sueño de la razón produce monstruos, de la serie Caprichos1 de Francisco de Goya y Lucientes, 
pues no es fácil acompasar el proceso de adquisición del concepto con lo contenido en el libro. Así 
pues, algunos profesores pudieran decantarse por seguir al pie de la letra el libro y dormir su in-
tuición ante la situación de tener que explicar el concepto de función en el aula (ver Figura 1).

Nuestra propuesta no intenta sustituir lo que presenta el libro de texto por las actividades que 
mostramos. Intentamos que se complementen los contenidos con estas actuaciones del profesor para 
que se asegure que el estudiante está en disposición de entender el contenido del texto. Es una propues-
ta de actuación que utiliza la computadora como herramienta, pero que puede desarrollarse sin ella.

Figura 1. Francisco de Goya y Lucientes, El sueño de la razón produce monstruos, 1797-1799, Aguafuerte, aguantinta 
sobre papel verjurado, 306 x 201 mm, (G002131). Madrid, Museo Nacional del Prado. 

1. La colección Caprichos está expuesta en el Museo del Prado (Madrid, España). https://www.museodelprado.es/
coleccion/obras-de-arte
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Hablar de funciones enumerándolas o mostrando su expresión algebraica resulta fácil, lo difícil es 
hablar del concepto de función, pues está intrínsecamente unido al conjunto de registros semióticos 
propios del concepto. Con relación al concepto función destacamos la categorización de registros 
semióticos de representación de Duval (1993): registro verbal o relativo a las palabras que se usan 
para describir la función, registro simbólico o relativo a la sintaxis que empleamos, registro tabular 
o relativo a valoraciones numéricas de la función, registro analítico o relativo a las estructuras alge-
braicas necesarias donde tiene sentido el concepto, y registro gráfico o relativo a la forma de repre-
sentar en forma gráfica, el cual puede verse. A los anteriores registros añadimos los propuestos por 
Delgado (2016): registro metafórico o relativo a la forma de idealizar el concepto y registro analógi-
co o relativo a la forma de relacionar el concepto con el mundo real.

Algunos autores (Trouche 2016, 2018; Loch y Lamborn, 2016; Ellis et al., 2014) destacan 
que la forma de adquirir el concepto de función es esencialmente relacionar unos registros con 
otros. Entendemos que la forma en que se relacionan esos registros es la base para adquirir ese 
concepto. Ahora bien, si la relación de registros es parcial, por ejemplo, saber intercambiar los 
registros: simbólico, tabular y gráfico, no completa la adquisición del concepto de función, sino 
que se genera una conceptualización estática de función. En muchos casos el investigador-obser-
vador acepta esas relaciones parciales; desde luego es preferible tener este tipo de conceptualiza-
ción que ninguna, pero no es posible asumir que el estudiante adquirió el concepto.  Entendemos 
que debe disponerse de una relación total de registros de representación para alcanzar una con-
ceptualización dinámica. Así pues, abordamos la tarea de afrontar situaciones problemáticas que 
requieran la interrelación de todos los registros para poder adquirir un concepto dinámico como 
es el de función.

2. Método

En este trabajo se presenta una forma de abordar la iniciación al estudio de las funciones del estu-
diante empleando algunas situaciones didácticas fundamentales en el sentido de G. Brousseau 
(1999). Se postula que cada pieza de conocimiento en Matemáticas está relacionada con alguna si-
tuación que permite caracterizarlo y, por tanto, diferenciarlo de otras piezas matemáticas. Además, 
se argumenta que el conjunto de tales situaciones posee algún tipo de estructura algebraica y puede 
ser descrito modularmente de forma que una situación puede ser generada por combinación-com-
plementación a partir de una pequeña cantidad de situaciones básicas o fundamentales, haciendo 
modificaciones en algunas variables didácticas (Brousseau, 2007). 

Todas las situaciones expuestas en este trabajo atribuyen la necesidad de resolver un proble-
ma elemental sin necesidad de realizar cálculos engorrosos, sin tener que imponer la terminología 
tradicional de variable independiente y variable dependiente o la expresión de una función, ni 
utilizar el acostumbrado registro tabular de algunas funciones. No podemos estar más de acuer-
do con que las dificultades didácticas yacen en la “distancia” entre las imágenes formadas por el 
individuo y los objetos matemáticos (Cantoral, 2000).

El contenido de este trabajo fue una de las propuestas de los autores en el taller Explorando 
Funciones con Simuladores, dentro del Undécimo Encuentro Internacional de la Enseñanza del 
Cálculo, EICAL 11 (México, 2020). El taller de formación estuvo dirigido a profesores de Ense-
ñanza secundaria y preuniversitaria y se desarrolló vía telemática haciendo uso de la plataforma 
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Zoom, puesto que el evento se celebró en plena pandemia de Covid-19, con un autor en el Estado 
de México (México) y otro en Madrid (España). Un mínimo número de asistentes (10) telemáti-
cos al taller permitió que participaran en directo con video y audio, e interactuaron con los auto-
res. Cabe destacar que todos eran profesores en activo, al menos dos eran profesores universita-
rios con docencia en Escuelas Normales (formación de profesorado), cuatro asistentes eran 
profesores de secundaria y dos más de nivel medio superior. Se presentó una propuesta de situa-
ción didáctica fundamentada en Brousseau (2007) para abordar el concepto de función real des-
de diversos registros de representación (Duval, 1993; Delgado, 2016).

3. Desarrollo 

Considerando la indagación como un proceso de acercamiento inicial, se propuso a los profesores 
que meditaran una respuesta a la pregunta: ¿existen analogías entre el trabajo matemático en el aula 
y el de extracción en una cantera de mármol? Cabe recordar que en cada bloque de mármol está es-
condida una magnífica estatua. ¿Existirá un buen matemático en el cuerpo de cada uno de nuestros 
estudiantes? Las respuestas debían ser enviadas por correo electrónico.

A la hora de iniciar el estudio de funciones hay una dificultad muy importante: la confu-
sión entre incógnitas y variables numéricas. Suele ser normal, en el entorno matemático, la iden-
tificación de letras con valores numéricos desconocidos; es decir, las letras suelen entenderse como 
incógnitas y no como variables. La tarea de adquirir el concepto de función y de los conceptos 
relacionados con él, que suelen calificarse como características de una función, no puede partir de 
un concepto básico y no adquirido o no asumido, como es el concepto de variable. Por ello, se 
aconsejó a los profesores asistentes que desarrollaran una estrategia de aproximación al concepto 
de variable y de función con algunas metáforas. Se sugirieron algunas extraídas del libro El Prin-
cipito (Saint-Exupéry, 1971).

La primera referencia fue al pasaje en el cual el protagonista solicita al aviador que le dibu-
je un corderito. El Principito pone unos reparos al primer corderito dibujado. El aviador dibuja 
otro, hay otros reparos. Ambos corderitos son descartados, ver Figura 2.

        
Figura 2. Imágenes de los corderitos de El Principito (Saint-Exupéry, 1971, p. 20).

Ante la insistencia de El Principito, el aviador dibuja la imagen de la Figura 3. Una simple caja con 
ventilación, indicando que el corderito está dentro. Desde ese momento el Principito se llena de 
alegría y reconoce que es el corderito deseado.
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Figura 3. Imagen final del corderito de El Principito (Saint-Exupéry, 1971, p.20).

Quizás sea esa caja una de las mejores metáforas del concepto de variable al ver la reacción del Prin-
cipito, ¿qué corderito ve el lector? Una caja, por su naturaleza, no es un corderito, pero representa a 
todos y cada uno de los que pudieran verse o imaginarse, pues se supone que cualquier corderito 
puede estar dentro de ella. De la misma forma una variable numérica, una letra. Una letra, por na-
turaleza, no es un número, pero representa a uno y a todos los elementos de un determinado conjun-
to, en este caso, de números. La segunda referencia es a un dibujo realizado por un niño y que los 
adultos interpretaban como el dibujo de un sombrero. El niño dibujó una boa que se había tragado 
a un elefante como muestra la Figura 4, pero los adultos no lo entendían.

Figura 4. Imagen de la boa de El Principito (Saint-Exupéry, 1971, p. 14).

La imagen del elefante dentro de la boa traslúcida permite entender la forma que tiene la boa opaca. 
La Figura 4 muestra la deformación del cuerpo de la boa para un determinado elefante. Podríamos 
estudiar cómo se deforma el cuerpo de la boa para cualquier elefante que se tragara. Esta forma, 
metafórica establece una deformación en función del elefante tragado; es decir, tenemos la función 
deformación de la boa que está definida sobre el conjunto de todos los elefantes, y genera un conjun-
to de imágenes posibles de una boa deformada.

3.1 Descripción del inicio de la propuesta

La propuesta del taller consistía en una secuencia de situaciones problemáticas, que a continuación 
se presentan, y que tienen una denominación común que puede describirse de la siguiente forma: 
dado un cuadrado2 de vértices ABCD, con una longitud de lado de una unidad, determinar ¿a qué 
distancia está la hormiga, situada en un punto P del cuadrado, del vértice A? La hormiga sólo se 
desplaza por los lados de dicho cuadrado.

2. Se utilizaron cuadrados sin lados paralelos a los ejes en pantalla.
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Situación didáctica 1. Para la imagen presentada en la Figura 5, se plantea la siguiente cuestión: 
¿a qué distancia está la hormiga del punto situado en el vértice inferior si sólo recorre un lado del 
cuadrado unitario?

 
Figura 5. Situación didáctica 1. Elaboración propia.

Situación didáctica 2. La cuestión es la misma, pero cambia la orientación de la hormiga como se 
aprecia en la Figura 6.

Figura 6. Situación didáctica 2. Elaboración propia.

Los asistentes intuían que dicho recorrido dependía de la forma en la cual se moviera la hormiga, y 
por tanto del tiempo empleado. Eso obligaba a que la distancia a la que se encontraba la hormiga del 
punto del vértice inferior, A, dependía del tiempo. Esta consideración implicaba que las soluciones 
a las situaciones problemáticas podrían ser bastante complejas. Fue una cuestión que preocupó a los 
asistentes como iniciación. Sin duda, al hacer referencia al movimiento de la hormiga, los asistentes 
no reconocieron de entrada cuál era la variable que implicaba la variación de la distancia al punto 
fijado. Sin embargo, lo rápido que la hormiga se moviera a un determinado punto del lado del cua-
drado no cambiaba el recorrido que ella hacía. Así pues, se determinó que la distancia sólo dependía 
de lo recorrido por la hormiga. Luego, se estableció la variable recorrido, a, como variable indepen-
diente y la variable distancia, d, como variable dependiente. Además, la distancia tenía el mismo 
valor que el valor del recorrido, ver Figura 7. Observe que se evitó utilizar las letras x e y, que conlle-
van ciertas utilizaciones familiares.

El recorrido no dependía de la orientación de la hormiga, todo quedaba reflejado con la 
expresión de igualdad d = a . Esta expresión no induce explícitamente que a varié, por ello, se usó 
una expresión más informativa d (a) = a. Se reflexionó sobre el uso del símbolo =, puesto que no 
es una igualdad sino una definición.
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Figura 7. El recorrido de la hormiga según las dos orientaciones. Elaboración propia.

Ninguno de los asistentes cayó en indicar el dominio y uno de los autores debió llamar la atención a 
que la variable a carece de sentido si no tiene un dominio de donde tomar valores. Se admitió que a 
Є [0,1], es decir que 0 ≤ a ≤1. Así pues, esta primera función se denominó d1  y se añadió la nomen-
clatura siguiente:

d1 : [0,1] → [0,1] tal que  d1 (a) = a.

Además, si se asignan valores y se realiza una primera aproximación al registro gráfico, se obtiene la 
Figura 8.

Figura 8. Gráfica de la función d1. Elaboración propia.

Descritas las dos primeras situaciones se hizo una recopilación de posibles actuaciones que pueden 
desarrollarse en el ámbito del aula, puesto que al ser un taller telemático no pudieron realizarse las 
actividades en ese momento. La propuesta que se presenta es válida para cualquiera de las situacio-
nes (presencial o virtual) y pueden ser planteadas tanto en el marco escolar como en el extraescolar, 
en el aula o fuera del aula y en la computadora en modo simulación, como así se hizo en estas cir-
cunstancias. 

Aunque no se podía poner en práctica por la pandemia, se indicó la forma en la que cada pro-
fesor podría proceder en el aula. El proceso es el siguiente: se solicita al estudiante, sólo o en grupo, 
que dibuje un cuadrado cuyo lado tenga como longitud una unidad haciendo uso de regla y compás, 
o juego de escuadras de 30, 45 y 60 grados. Como regla general, el estudiante utilizará una pieza de 
papel cuadriculada y elegirá un cuadrado de lados paralelos a las cuadrículas. Por tanto, se advirtió 
que esta experiencia debe hacerse en una pieza de papel en blanco. Reconocemos que la experiencia se 
inicia con una situación práctica haciendo uso de algunas herramientas ajenas a la materia, pero son 
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herramientas de gran utilidad desde el punto de vista geométrico. Una vez dibujado el cuadrado, el 
estudiante tiene que ir midiendo distancias y recorridos con una regla numerada. 

Fuera del aula, por ejemplo, en el patio o en una pista deportiva, se pide dibujar lo mismo 
un cuadrado con lado de una unidad. El proceso tiene su dificultad, pues rara vez se dispone de 
herramientas de “dibujo” de gran tamaño para trazar un cuadrado y así permite apreciar la rela-
ción de las matemáticas con el entorno social. Esta tarea también se puede trabajar en grupo, 
donde la regla se sustituye por una barra y el compás por una cuerda. Para medir recorridos y 
distancias es necesario el uso de una cinta métrica adecuada al tamaño del cuadrado. Se debe es-
timular la inventiva del estudiante en usar herramientas.

Tanto en el aula como fuera de ella, hay que establecer el concepto de lo que se acepta por 
unidad de medida en cada sitio. Por tanto, surge el factor escala, que no es despreciable y que tiene 
influencia a la hora de captar los datos medidos. También, se aconseja que se establezcan distintos 
grupos que utilicen distinta unidad en una misma sesión o en distintas sesiones.

Para que el estudiante pueda aprender practicando la experiencia, debe disponer de un 
protocolo prefijado por el profesor para anotar las medidas de los recorridos y sus correspondien-
tes distancias; bien podría ser un protocolo tabular o uno de conjuntos de pares ordenados. Otra 
cuestión es que el estudiante no puede anotar las distancias correspondientes a muy pequeñas 
variaciones del recorrido. Esto obliga a sustituir cada lado por un conjunto de puntos uniforme-
mente distanciados, o no, para que la práctica no sea aburrida. Así pues, esta nube impone cons-
truir una tabla de valores con recorridos y distancias. Aunque reconocemos que en el tratamiento 
simulado sobre la computadora ocurre la misma sustitución de los lados por una nube de puntos, 
resulta que en este caso el tamaño mínimo de un pixel cuasi imperceptible para el ojo humano da 
una apariencia de continuidad del lado dibujado. Es importante recalcar que cada software elige 
su nube de puntos según su programación, interpolando pixeles de forma diferencial.

3.2 Registros semióticos de representación empleados 

La formación del futuro profesor es el centro sobre el cual debe girar cualquier reforma educativa 
futura, por ello, el conocimiento a enseñar debe estar muy claro. En este caso se debe hacer com-
prender la interrelación existente entre registros de representación de una forma explícita, remar-
cándolas en cada momento. Esta forma de pensar nos obligó a resaltar cada uno de esos registros una 
vez concluidas las dos situaciones. 

El registro verbal es notorio con la descripción de la acción que se realizará: determinar la 
distancia en relación del recorrido realizado. A los profesores no les causó ningún problema de sig-
nificado. El registro simbólico queda patente al establecer la expresión d = a. El tránsito del registro 
verbal al simbólico fue claro para los profesores, cuando se auxilian de la imagen del cuadrado. 

Del registro tabular destacamos que se refleja en la forma de organizar la captura de medi-
das. Esta tabulación no se hizo de forma explícita, al ser un taller en el que se empleó la computa-
dora, el registro gráfico queda patente con la representación gráfica en pantalla.

Para que se pudiera interpretar el registro metafórico se realizó la idealización del cuadrado 
como una nube de puntos muy cercanos unos a otros. Quien pudiera pensar que sólo la realidad 
de la computadora impone esa nube de puntos imperceptibles, debe intentar tener una vista mi-
croscópica del trazado del cuadrado, lo cual es posible con la opción de zoom de la computadora. 
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Con esa vista microscópica comprobará las discontinuidades del trazo del lado dibujado en 
el papel y observará la superficie del papel como algo que no es plano. Desde luego el recorrido de 
la hormiga no puede ser más metafórico.

Experimentar el proceso, sin computadora, en sí y dar respuesta de una forma práctica es lo 
que nos permite entender el registro analógico de la función. Se destacó que la realización de me-
didas es totalmente analógica bien con la regla o con la cinta métrica. En cierta medida nuestros 
asistentes no detectaron fácilmente el registro analítico correspondiente, puesto que entendían 
que el registro simbólico anterior era el analítico. Presumimos que esto se debe a un uso inadecua-
do o sobreentendido de los objetos matemáticos. Un simple ejemplo puede hacer entender lo di-
cho. Hay un uso inadecuado cuando se habla de incógnita referente a la variable de una función, 
quizás el profesor no sea consciente que le está creando una dificultad didáctica al estudiante. Se 
destacó que al utilizar la expresión d1 (a) = a;  a ∈ [0,1] o la expresión:

d1 : [0,1] → [0,1] tal que  d1 (a) = a,

es lo que da significado al registro analítico en sí. Son objetos dentro del marco de una estructura 
matemática bien definida. 

Un asistente indicó que dicho registro podría ser  d : [0,1] → R;  d (a) = a. La contestación fue 
inmediata, la función d1 es una biyección mientras que su función d no lo es. Alguna diferencia deben 
tener esas dos expresiones. La segunda puede ser base para una situación problemática de determina-
ción del conjunto imagen, el rango de la función. Sin embargo, la primera no es útil para ese tipo de 
problema. También se indicó lo inadecuado de escribir la función d : R → R; d (a) = a que aparece en 
todos los libros de texto al no describir bien ni dominio ni rango en referencia al cuadrado. 

Al desarrollar la experimentación con las situaciones didácticas empleadas incidimos en todo 
el conjunto de registros de manera conjunta, traspasando la información matemática de un registro 
a otro. Además, insistimos en recalcar la totalidad de registros de representación al momento de que 
los asistentes intentarán realizar las situaciones de forma práctica con sus estudiantes.  

3.3 Segunda parte de la propuesta

Las dos primeras situaciones no han requerido hacer cálculo simbólico alguno, por ello se añaden 
otras dos situaciones que sí lo requieren.

Situación didáctica 3. Ante la vista de la Figura 9, se plantea la misma cuestión: la hormi-
ga recorre un lado del cuadrado partiendo del punto D.

Figura 9. Situación didáctica 3. Elaboración propia.
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Situación didáctica 4. La cuestión es la misma a la situación 2, salvo que la hormiga está orientada 
según se aprecia en la Figura 10 y parte del punto B.

Figura 10. Situación didáctica 4. Elaboración propia.

Al dibujar el segmento con el que se mide la distancia es posible observar que si la hormiga recorre la 
parte a del lado, entonces aparece un triángulo rectángulo cuya hipotenusa es el segmento dibujado. De 
manera que se puede emplear el Teorema de Pitágoras para determinar la distancia. Ver Figura 11.

Figura 11. La distancia como la longitud de una hipotenusa. Elaboración propia.

Emerge una expresión del estilo  d = √ a2 + 1 por lo cual se hace hincapié en que se sustituya por 
una expresión del estilo d (a)=  √ a2 + 1   ;  a ∈ [0,1]. Así pues, se definió una nueva función

d*1: [0,1] → [1,  √ 2  ] tal que  d*1 (a) =   √ a2
 + 1 

Los asistentes expresaron cierto desconcierto al obtener la gráfica de esa función y reconocieron que 
podrían utilizar las situaciones con sus estudiantes puesto que ninguna de las cuatro situaciones 
requiere de una elevada cantidad de conocimientos matemáticos. Coincidimos con ellos en que esta 
experiencia puede ser resuelta por un amplio abanico de edades de los estudiantes y es aplicable a los 
niveles educativos de los profesores asistentes. 
Situación didáctica 5. Es similar a la situación 1, con la diferencia que la hormiga puede recorrer 
sólo dos lados. 
Situación didáctica 6. Es similar a la segunda situación, pero recorriendo sólo dos lados.

Tener a profesores como estudiantes nos facilita que respondan a estas nuevas situaciones, 
ante la cual argumentaron que disponer de una expresión a trozos no era adecuado para sus estu-
diantes. Las razones aludidas eran fruto de una experiencia profesional en la que nunca se consideró 
este tipo de expresiones múltiples. No podemos menospreciar la versatilidad de un estudiante y 
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endurecer su imaginación con funciones escritas de una única línea o manera. Quizás ese estudian-
te no tenga ese registro simbólico, pero sabrá expresar que hay una “variación de fórmula”.

Estas dos situaciones extienden el dominio de la función a [0,2], así pues, la variable reco-
rrido es 0 ≤ a ≤ 2. Al aplicar una única vez el Teorema de Pitágoras, la función se escribe de la 
forma: 

d2 : [0,2] → [0,    2]  tal que d2 (a) = {a 0 ≤ a ≤ 1 √ 1 + (a - 1)2   1 < a ≤ 2 ,√

puesto que no se reconoce una escritura del tipo

d = {a 0 ≤ a ≤ 1     1 + (a - 1)2   1 < a ≤ 2 √

pues el signo = deja de ser el de una igualdad de variables. Si se procede a graficar la función, se ob-
tiene la figura 12.

Figura 12. Gráfica de la función d_2. Elaboración propia.

Situación didáctica 7. Es similar a la situación 3, con la diferencia de que la hormiga puede recorrer 
dos lados. 
Situación didáctica 8. Es similar a la situación 4, pero sólo recorre dos lados.
Se mantiene el dominio de la función, [0,2] y al aplicar dos veces el Teorema de Pitágoras se tiene la 
expresión:

d*2:[0,2] → [1, √2]  tal que d*2 (a) = {√ 1 + a2   0 ≤ a ≤ 1 √ 1 + (2 - a)2   1 < a ≤ 2 

La propuesta prosigue con las situaciones didácticas similares a las anteriores con la simple variación 
de que esta vez la hormiga recorre sólo tres lados, a Є [0,3],

d3 : [0,3] → [0, √2]  tal que d3 (a) = {a 0 ≤ a ≤1 √ 1 + (a-1)2  1 < a ≤ 2 √ 1 + (3-a)2   2 < a ≤ 3 

o recorre todo el cuadrado, a Є [0,4],

d4 : [0,4] → [0, √2]  tal que d4 (a) = {a 0 ≤ a ≤1 √ 1 + (a-1)2  1 < a ≤ 2 √ 1 + (3-a)2   2 < a ≤ 3  

4-a 3 < a ≤ 4

Las gráficas de las Figuras 13 y 14 corresponden a las dos funciones anteriores, donde se emplean los 
recorridos según las Figuras 9 y 10.
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Figura 13. Gráfica de la función d_3       Figura 14. Gráfica de la función d_4. Elaboración propia.

A la vista de las gráficas se puede apreciar la dificultad que podría tener un estudiante para realizarlas. 
Si bien las situaciones se pueden experimentar en diversos niveles educativos, la representación gráfica 
de forma manual fuera sólo un proceso apto para niveles superiores. Por otro lado, la ventaja que tiene 
la utilización de software de cálculo es que la representación de las funciones anteriores puede ser 
editada con cierta facilidad y presenta una imagen simulada de la gráfica de dicha función. Así pues, 
el inconveniente de la dificultad de disponer de un registro gráfico desaparece.

De la formulación del problema se determina directamente que: la función es una función 
no negativa, pues la distancia es un número no negativo; y está definida en uno de los siguientes 
intervalos cerrados: [0,1], [0,2], [0,3] y [0,4]. La distancia máxima a la que la hormiga puede estar 
es 1 o √2 según la situación. Esta última se alcanza para a = 2. La distancia mínima es 0 que se 
alcanza para uno o dos valores de la variable recorrido, a = 0 y a = 4. El rango de la función dis-
tancia es [0,1], [0, √2 ] o [1, √2 ] según la situación, y la función distancia es continua en su 
dominio puesto que no se aprecian saltos en la distancia para pequeñas variaciones del recorrido.

De las representaciones gráficas se observa que: la región delimitada por el eje horizontal y 
la gráfica está bien definida y puede ser medida su área. Con d1 el área es de 0.5 unidades. Para las 
otras funciones es fácil pensar que cualquier estudiante (profesor) determine una acotación ini-
cial poco fina. Con d2 el área está comprendida entre 1.5 y 2 (entre 1.5 y 1.5+0.5√2 ,).  Para d3 el 
área está comprendida entre 2.5 y 3.5 (entre 2.5 y 2.5+ √2 ,).  Con d4 el área está comprendida 
entre 3 y 4 (entre 3 y 3+ √2 ).  

La gráfica muestra de uno a tres puntos angulosos o picos. Puntos donde la función no es 
derivable. Estos picos se alcanzan para a = 1, a = 2, a = 3, que se corresponde con los vértices del 
cuadrado distintos del de partida. Las funciones d1 y d2 poseen un mínimo relativo y máximo 
relativo que coinciden con los absolutos correspondientes a los extremos del dominio. Las funcio-
nes d3 y d4 poseen dos puntos mínimos relativos en los extremos del dominio y un único punto 
máximo relativo que coincide con el absoluto.

Estas últimas consideraciones pueden ser introducidas de una manera intuitiva-formal sin 
necesidad de un engorroso proceso matemático de definiciones y teoremas, siguiendo la estrate-
gia de mirar la gráfica y ver características para familiarizarse con los conceptos. Hay otros espa-
cios en el temario escolar para formalizar esas concepciones intuitivas, que se adquieren con estas 
situaciones. Esta forma de proceder favorece la imaginación del estudiante que no sufre el efecto 
de múltiples definiciones formales.
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3.4 Final de la propuesta

También se expusieron un conjunto complementario de situaciones similares que únicamente se 
diferenciaban de las anteriores por la elección del vértice de partida de la hormiga. Aunque los asis-
tentes no demandan este tipo de situaciones, reconocieron su solución una vez presentada la función 
de la figura 14.

Se presentaron situaciones generalizadas de las anteriores donde la hormiga no para una 
vez completado el cuadrado, completando el recorrido varias veces. De todas ellas, sólo mostra-
mos una con la hormiga en la posición de la figura 5 y sin detenerse. El número n de vueltas com-
pletas que efectúa la hormiga determina el dominio [0,4n] y la gráfica de la función está consti-
tuida por n estampas de la gráfica de d4, oportunamente desplazadas.

Si la hormiga no para, se tienen nuevas situaciones generalizadas. Es claro que una de estas 
situaciones no se puede realizar ni en el papel ni en el patio ni en una computadora puesto que no 
podría concluirse la tarea. Ahora bien, que no se pueda concluir no significa que no pueda ser si-
mulado empleando un número grande de vueltas.

Si la hormiga no para, el dominio de la función distancia es la semirrecta [0, ∞), es decir, 0 ≤ a 
< ∞. La gráfica de la función se construye con el estampado interminable de la gráfica de la función 
d4. Es decir, la gráfica se genera por repetición continua de un patrón fijo relativo a una región funda-
mental. Este patrón es la gráfica de la función d4 y su región fundamental es el intervalo [0,4].

La propiedad arquimediana del cuerpo de los números reales nos asegura que para cual-
quier número positivo k existe un único número natural n tal que k = 4n + a donde 0 ≤ a < 4. Así 
pues, describimos la nueva función distancia de la forma:

d∞:[0,∞)→[0 , √2   tal que d∞ (4n + a) = {a 0 ≤ a ≤ 1 √1 + (a-1)2   1< a
≤ 2  √1 + (3-a)2   2 < a ≤ 3 4 - a 3 < a ≤4

para cualquier n Є N.

Figura 15. Vista de parte de la función periódica d∞. Elaboración propia.

La audiencia quedó sorprendida al comprobar la facilidad con la que se definió una función perió-
dica sin necesidad de hacer alusión ni a la función seno ni a la función coseno. Esta sorpresa no re-
sulta extraña pues existe un reflejo en la literatura donde una interpretación de lo periódico es trans-
ferencia directa de la propiedad analítica del seno hacia cualquier otra gráfica o movimiento que 
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resulte similar (Buendía y Cordero, 2005). Quizás esto se deba a que fue Euler quien formalizó la 
periodicidad como una propiedad de la función seno (Euler, 2003).

También se sorprendieron de que en estas últimas situaciones emergiera lo periódico en 
relación con un movimiento de la hormiga sin hacer referencia al tiempo. Nuevamente pensamos 
que esto tiene su origen en Euler, que describe el movimiento del oscilador armónico a través del 
tiempo con el fin de predecir la posición del objeto en un determinado momento. Usaba la varia-
ble independiente tiempo en relación con la variable dependiente desplazamiento (Euler 2003).

La literatura relativa a las funciones periódicas desde el punto de vista didáctico reconoce 
la falta de sentido que tiene la definición de función periódica en el ámbito escolar (Cordero y 
Martínez, 2001), quizás esto se deba a que regularmente los profesores identifiquen las prácticas 
de la predicción propia de contextos físicos y determinan leyes que gobiernan el comportamiento 
de un sistema dinámico, con el uso y reconocimiento de lo periódico (Cantoral, 2001).

En estas últimas situaciones no se requiere la definición de función periódica, simplemente 
se construye una función periódica desde la práctica elemental de medir distancias. Tampoco se 
intenta predecir el valor que toma la función distancia para un determinado valor del recorrido, 
sino que se determina con total seguridad, dejando claro que cuantas veces se realice el experi-
mento, la respuesta será la misma. Sin duda la función construida d_∞ es periódica, de periodo 4, 
y su gráfica permite establecer una imagen inicial a la hora de formalizar el concepto de función 
periódica.

4. Conclusiones

El acercamiento al concepto de función mediante situaciones de aprendizaje que parten de un con-
texto sencillo, en este caso el recorrido de una hormiga en un cuadrado facilita la idealización del 
concepto observando la necesidad de características esenciales como dominio, rango y continuidad 
de una función. Lo que a su vez permite el estudio del comportamiento periódico de una función, 
sin necesidad de definiciones formales y en continuidad. Además, el estudio de estas características 
de la función en todos los registros de representación en el sentido de Duval (1993) y Delgado (2016) 
permite alcanzar una conceptualización dinámica de la función, lo que sirve de partida para hablar 
de continuidad, derivabilidad e integrabilidad

Al presentar esta propuesta como parte del taller Explorando Funciones con Simuladores, den-
tro del Undécimo Encuentro Internacional de la Enseñanza del Cálculo, EICAL 11 (México, 2020), 
contamos con la participación de 10 profesores, una muestra representativa de los niveles educativos 
de secundaria, preuniversitaria (medio superior), superior y normal superior (formación de profe-
sores). La audiencia manifestó la versatilidad de las situaciones didácticas al ser introducidas de una 
manera intuitiva-formal sin necesidad de un engorroso proceso matemático de definiciones y teore-
mas, además de cierta sorpresa ante la facilidad para definir una función periódica sin necesidad de 
hacer alusión a funciones trigonométricas.

Las situaciones didácticas se pueden experimentar en diversos niveles educativos, aunque la 
representación gráfica final de forma manual sería un proceso sólo apto para niveles superiores; 
evidenciando la ventaja del uso de software para cálculo o manipuladores simbólicos. Además, 
puede implementarse en modalidad virtual, presencial o mixta. Se presentan recomendaciones 
para realizar las actividades en aula o fuera de ella (patio) indicando las herramientas (regla, es-
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cuadra, transportador, gis, etc.) que se requieren en este caso. Por lo que es posible realizar las 
actividades con o sin uso de tecnología (computadora, tableta, teléfono móvil, etc.).

En una siguiente fase, está en proceso la experimentación con alumnos de nivel secundaria 
(medio básico), medio superior y superior, ya que la actividad permite graduar la complejidad; 
donde participen los profesores como parte del proceso de instrumentación de la propuesta y un 
investigador-observador para el registro de datos; además se contempla realizar la actividad sin el 
uso de computadora en medios abiertos (aula o patio escolar) y con el uso de tecnología.
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Resumen 

El presente capítulo presenta una guía propuesta para el diseño de simulaciones en GeoGebra para 
la enseñanza de las matemáticas. Si bien el uso de las simulaciones en la enseñanza de las ciencias es 
extendido y existe un gran número de investigaciones que reportan su uso, no encontramos una 
metodología para el diseño de éstas con fines didácticos, tampoco existe una caracterización de los 
elementos que la componen. Por tanto, se presenta el diseño de una simulación para el aula de ma-
temáticas de secundaria mexicana partiendo desde el currículo. En dicho ejemplo, se señala una 
aproximación frecuencial de la probabilidad, obteniendo como resultado la simulación de una si-
tuación del lanzamiento de un dado, frecuentemente usada en la didáctica tradicional.

1. Introducción

Desde hace algunas décadas, el uso de simulaciones por computadora es un factor importante en la 
enseñanza aprendizaje de las ciencias, fundamentalmente por tres hechos: la aparición de nuevos 
estándares para la formación de los ciudadanos, en términos de su educación científica, la posibili-
dad de acceso a fuentes importantes de información científica y el desarrollo de la tecnología que 
permite el modelado y la simulación (Feurzeig y Roberts, 1999).

Una simulación es, según Alessi (2000):

[…] cualquier programa que incorpora un modelo interactivo (uno que se puede cambiar y volver a ejecu-
tar repetidamente) y donde un objetivo de aprendizaje es que los estudiantes comprendan ese modelo, ya 
sea a través del descubrimiento, la experimentación, la demostración u otros métodos (p. 177). 

Las simulaciones se han usado para la enseñanza de las ciencias, por ejemplo, para enseñar aspectos 
relativos a la ingeniería (Dimitrov y Slavov, 2018; Jones et al., 2014; Sevim-Cirak y Yıldırım, 2020; 
Akkoyun, 2017), a la química (Daaif et al., 2019; Peng y Jiménez, 2019; Zendler y Greiner, 2020) y 
la física (Rosenberg y Lawson, 2019; Fennell et al., 2019; Palloan y Swandi, 2019), por medio de 
diversas herramientas tecnológicas. 

En la actualidad, entre dichas herramientas, GeoGebra destaca en la enseñanza de las matemáticas 
ya que se ha mostrado muy útil como medio para la creación de simulaciones de esta asignatura. GeoGe-
bra es un software de código abierto, con una gran comunidad que le da soporte, que integra múltiples 
representaciones y que puede ser usado en diversas áreas de la enseñanza de las ciencias y que posee una 
gran cantidad de utilidades computacionales para el modelado y la simulación (Bu y Schoen, 2011).
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Existen también investigaciones que han usado GeoGebra como medio para la creación de 
simulaciones y que en su conjunto han tenido diversos objetivos. Caglayan (2018), por ejemplo, ex-
plora mediante una simulación del programa Monty Hall Game algunas posibles formas de intro-
ducir la noción de probabilidad condicional. Explicita los elementos usados, creación de listas, nú-
meros aleatorios y el modelo a través de la hoja cálculo de GeoGebra. Por su parte, Gutiérrez et al. 
(2017) usan GeoGebra para observar cómo los estudiantes abordan un proceso de modelado a tra-
vés de la construcción de simulaciones en el software, y se centran en entender cómo construyen el 
modelo matemático a partir del modelo real. Malgieri et al. (2014) usan simulaciones previamente 
construidas para introducir aspectos de Física Cuántica, describen brevemente el contenido de éstas 
explicando el contenido de los elementos presentes en las diferentes vistas del software. 

Sin ser exhaustivos en los tipos o ejemplos de usos de las simulaciones en GeoGebra, pode-
mos apreciar que estas investigaciones muestran una característica común que podemos encon-
trar de manera frecuente en este tipo de propuestas: se presentan simulaciones terminadas, con 
diversos fines, que el profesor puede implementar en el aula, pero muy pocas veces puede hacer 
adaptaciones medulares ya que no se explica de manera explícita cómo construir una simulación 
de cero, partiendo de ciertos propósitos didácticos, o con necesidades educativas específicas. 

Aunque se pueden encontrar en internet diversos sitios que ofrecen simulaciones para la 
enseñanza-aprendizaje de temas diversos de la matemática y las ciencias, a menudo nos topamos 
con un tema para el cual aún no existe una simulación que podamos adoptar o adaptar y nos ve-
mos ante la necesidad de construir una. Éste es un problema que puede enfrentar un profesor de 
matemáticas con cierta regularidad.

En este sentido, el objetivo de este capítulo es proponer una guía para el profesor de matemáti-
cas y ciencias en general para el diseño de simulaciones, teniendo como punto de partida los requeri-
mientos del currículum y posteriormente ir definiendo elementos propios de la simulación como son: 
el modelo que lo gobierna, así como elementos de control, diseño y orden didáctico.

2. Metodología para el diseño de simulaciones

Existen muchas situaciones clásicas del aula de matemáticas de las que se han hecho simulaciones; 
en realidad, casi cualquier situación que implique un modelo matemático definido a partir de expre-
siones analíticas, físicas, geométricas, etc. Es susceptible de ser simulada con fines didácticos.

Por otra parte, observando la simulación como una herramienta más por la cual los profe-
sores pueden optar para incluir en sus aulas, con base en la experiencia docente de los autores, se 
presentan algunos motivos que podrían justificar su construcción:

1.	 Dificultad para acceder a una situación real. Una simulación permite abordar situaciones 
que pueden ser difíciles de recrear de manera real. El lanzamiento de un objeto desde los 
100 metros de altura, por ejemplo, o en el caso de la química, el manejo de sustancias peli-
grosas.

2.	 Mejor interacción estudiante-situación. La simulación, y las representaciones empleadas en 
ella, permiten la aproximación controlada a la situación por parte del estudiante. Es decir, 
aspectos como la variación de parámetros o el dinamismo de la representación permiten un 
medio para la construcción del conocimiento matemático en juego.
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3.	 Optimización de tiempo. Este aspecto se puede observar en diversos sentidos. Por ejemplo, 
las simulaciones permiten realizar diferentes experimentos en una sola sesión de clases. 
Asimismo, el registro de los datos observados puede automatizarse por medio de la simula-
ción empleada.

4.	 Optimización de recursos. En muchos casos, el costo que implicaría experimentar directa-
mente con la situación real puede ser muy alto.

En este mismo sentido, Clark et al. (2009, p. 6) mencionan algunas ventajas del uso de simulaciones:

1.	 Se requiere poco tiempo para capacitar a los estudiantes y profesores en su uso.
2.	 Permiten la exploración e investigación en tiempos curriculares cortos.
3.	 Permiten enfocar al estudiante en lo importante.
4.	 Son muy flexibles para ser integrados a la currícula.

Además, existen diversas situaciones en las que es posible/deseable construir una simulación. Par-
tiendo de estos aspectos, se presentan en las secciones siguientes las pautas que consideramos perti-
nentes para la construcción de una simulación. A continuación, ejemplificamos desde su inicio el 
proceso de creación de una simulación en GeoGebra que puede ser integrada a la actividad del aula 
de matemáticas. 

2.1 Punto de partida: el currículum

Para una simulación que va a ser diseñada con propósitos didácticos es lógico tomar como punto de 
partida los objetivos requeridos en los planes y programas o en los libros de texto. Así, un primer 
paso para el diseño es la identificación en el currículum de la situación susceptible de ser modelada.

En la escuela secundaria mexicana, en particular en el subsistema Telesecundaria (11-13 
años), en el libro de Matemáticas del profesor se plantea para la secuencia 13 lo siguiente:

Figura 1. Objetivos de la secuencia 13 del Libro para el Profesor, 
Matemáticas 1. Secretaría de Educación Pública, SEP (2018a, p. 67).
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Vemos que el libro plantea una aproximación frecuencial a la probabilidad (Batanero, 2005), noción 
basada en la idea de que la noción de probabilidad emerge de la exploración de los estudiantes de la 
ley de los números grandes, que se define como el número hacia el cual tiende la frecuencia relativa 
al estabilizarse, en un gran número de ensayos repetidos en las mismas condiciones (Batanero et al., 
2005).  Asimismo, ésta es la primera aproximación que se propone en los libros de texto de matemá-
ticas en la escuela secundaria mexicana (León et al., 2020).

En este caso, se propone el uso de un dado, el cual se lanza de manera repetitiva hasta que con 
suficientes lanzamientos las frecuencias relativas se aproximan a la probabilidad teórica.

Figura 2. Actividad propuesta para el lanzamiento de dados en el Libro para el estudiante, 
Telesecundaria, Matemáticas 1. SEP (2018b, p. 91).

Figura 3. Actividad propuesta para el lanzamiento de dados, SEP (2018b, p. 93).

Las actividades planteadas para el estudiante implican dos hechos que justifican el diseño e incor-
poración de una simulación al trabajo de la secuencia 13, primero se requiere un número grande de 
repeticiones para aproximar la probabilidad mediante sus frecuencias relativas y es deseable que el 
estudiante realice más de una vez el experimento.

a) Si se realizaran otros 30 lanzamientos, ¿se obtendrían los mismos resultados?
     Justifica tu respuesta.
b) Si este experimento continuase por varios cientos de lanzamientos, ¿que se esperaría     
     que ocurriera con las frecuencias relativas de los eventos “cae4” y “cae 5”?
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2.2 Elementos para el diseño: El modelo matemático/físico/geométrico de la 
situación

Una vez delimitada la necesidad desde el currículum, pasamos a una fase de determinación de ele-
mentos de ésta, el primer punto para empezar a trabajar en GeoGebra es la determinación del mo-
delo. Los modelos detrás de las situaciones pueden ser de naturaleza variada, por ejemplo, pueden 
estar definidos a través de expresiones analíticas, así como por los parámetros que son necesarios, 
implícitos en la situación.

Es importante señalar que cuando se quiere hacer la simulación de una situación es necesario 
conocer a profundidad el modelo que está detrás de ella. Por ejemplo, si hablamos del lanzamiento 
de un objeto, además de considerar las fórmulas que gobiernan el objeto, tenemos que tomar en 
cuenta el parámetro gravedad y los correspondientes a la velocidad inicial y ángulo de disparo.

Tabla 1. Ejemplos de situaciones, sus modelos y parámetros. Elaboración propia. 

Situación Modelo Parámetros
Tiro parabólico Modelo analítico:

Función cuadrática
{x = v0 cos cos (θ)  t y = v0 sen(θ)t-gt2  /2

Constante gravedad.
Velocidad inicial.
Ángulo de tiro.

Lanzamiento de una moneda Modelo probabilístico, un espacio mues-
tral equiprobable: {águila, sol}.

Número aleatorio.
Contadores para águila, sol y 

lanzamientos totales.
Cicloide Modelo geométrico de una rueda que 

gira sobre una superficie sin resbalar.
Representación paramétrica:

{x = r (t-sen(t)) y = r(1- cos cos (t)) 

Radio de la circunferencia.

	  
En este caso, el modelo es un modelo probabilístico, el espacio muestral está formado por los valores 
1, 2, 3, 4, 5 y 6. Con igualdad de probabilidad 1/6 para cada uno de estos casos. 

Hay que considerar también los diversos contadores que usamos para llevar la cuenta de la 
evolución de la situación, uno para el número de veces que sale uno, dos hasta el seis y otro para el 
número total de lanzamientos. Así como el número aleatorio generado por GeoGebra, en este 
caso con la función d = AleatorioEntre(1,6).

                   	
  Figura 4. Definición de los parámetros para el caso de lanzamiento de un dado en GeoGebra. Elaboración propia.	
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2.3 Elementos de control 

Los elementos de control son aquellos elementos propios del medio o programa que permiten una 
interacción controlada entre la situación simulada y el estudiante, tales como botones, deslizadores, 
segmentos, etc.

GeoGebra tiene un lenguaje con una sintaxis propia, sin embargo, es posible incorporar las 
funciones de Javascript, lo que le da una potencia y versatilidad mayor. Son tres las formas en las 
que podemos desencadenar la acción en el software: al hacer clic sobre un elemento (tal es el caso 
del botón que estamos configurando), al actualizar, por medio de la función de arrastre, por 
ejemplo y por medio de Javascript.

En el caso del lanzamiento del dado, los elementos de control están dados por botones, uno 
que lo lanza y otro que reinicia la acción. Es decir, la automatización del lanzamiento de la mone-
da y el otro la posibilidad de empezar con otro experimento.

Figura 5. Definición de los botones para el control de la situación del lanzamiento de un dado en GeoGebra. 
Elaboración propia.

En este punto cabría señalar que para la configuración de los elementos de control es necesario 
conocer los principios básicos de la programación de GeoGebra: scripts secuenciales, de decisión y 
repetitivos.  

Scripts secuenciales

Son una serie de pasos, uno tras otro, que se ejecutan al desencadenarse la acción. Como ejemplo 
está el código del botón “Reinicia”, que cada vez que se le hace clic hace las siguientes acciones:

Tabla 2. Script secuencial del botón “Reinicia” en GeoGebra. Elaboración propia.

Código Acción
ActualizaConstrucción[ ] Recalcula valores de la construcción.

num1 = Si[d == 1, num1 + 1, num1] Si sale 1, aumenta el contador num 1 en 1.
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Código Acción
num2 = Si[d ==2, num2 + 1, num2] Si sale 2, aumenta el contador num 2 en 1.
num3 = Si[d ==3, num3 + 1, num3] Si sale 3, aumenta el contador num 3 en 1.
num4 = Si[d ==4, num4 + 1, num4] Si sale 4, aumenta el contador num 4 en 1.
num5 = Si[d ==5, num5 + 1, num5] Si sale 5, aumenta el contador num 5 en 1.
num6 = Si[d ==6, num6 + 1, num6] Si sale 6, aumenta el contador num 6 en 1.

lanzamientos = lanzamientos + 1 Aumenta en 1 el contador total.
 	
Scripts de decisión

A veces también llamados condicionales, son usados para discriminar entre realizar una u otra ac-
ción en dependencia de una condición, su estructura es la siguiente:   
Si (<Condición>, <Entonces>, <Si no>), por ejemplo en la expresión, de la Tabla 2:
Si (d == 1, num1 + 1, num1), Si el número aleatorio es 1, entonces súmale 1 al contador num1, si 
no, asígnale num1.

Scripts Repetitivos 

Son usados cuando queremos repetir una tarea un número de veces conocido, su estructura es la si-
guiente: 

Secuencia( <Expresión>, <Variable>, <Valor inicial>, <Valor final> ), por ejemplo la expresión Se-
cuencia( x^i, i, 1, 5), devolverá una lista con 5 funciones y en la vista gráfica aparecen graficadas. 
<Expresión> puede tomar otras funciones como la construcción de secuencias de polígonos, pun-
tos, rotaciones, traslaciones, etc.

                                                       	

Figura 6. Secuencia de funciones en GeoGebra. Elaboración propia.
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Se parte de la idea de que un script es en esencia un proceso automatizado ejecutado por GeoGebra 
siguiendo alguna lógica definida por el programador. Los tipos descritos anteriormente permiten 
crear una gran variedad de objetos.

2.4 Elementos de diseño 

Son elementos que el programador decide incorporar al diseño, en esencia no contribuyen a la toma 
de decisiones o control sobre la situación, pero que sí permiten que la situación simulada se sienta 
más real. Se pueden presentar imágenes, texto o animaciones que nos permiten visualizar la situa-
ción con la que estamos interactuando.

Es decir, una estructura definida como la de la Figura 5 permitirá perfectamente realizar nues-
tro experimento, pero ésta trata de dados y no vemos dados, así que podemos optar por incorporar la 
aparición de imágenes de los dados con las caras correspondientes al valor aleatorio.

Figura 7. Imágenes que GeoGebra muestra dependencia del valor aleatorio. Elaboración propia.

Estas imágenes se actualizan automáticamente conforme el valor de “d” es actualizado con el botón 
“Lanza”. 

Los elementos de diseño pueden ser básicos como éste: aparición de imágenes de modo 
automático, sin embargo, dependiendo de la pericia, paciencia y tiempo, pueden ser tan elabora-
das como se quiera, por ejemplo, simulando el dado en la ventana 3D de GeoGebra y haciéndolo 
girar mediante el uso de funciones paramétricas. Las posibilidades son infinitas.

Una opción para aumentar los conocimientos sobre este tipo de elementos es analizar el 
trabajo de otros, en particular en la página web: www.geogebra.org/ se pueden descargar diseños 
que mediante la vista de Protocolo de Construcción permiten conocer los pormenores, paso a paso, 
de la definición de este tipo de elementos.

2.5 Elementos de orden didáctico

En estos momentos la simulación está casi completa, pero regresando de nuevo al currículum pode-
mos incorporar elementos que contribuyan al cumplimiento de los objetivos curriculares propues-
tos, en este caso, la comprensión de la probabilidad desde una aproximación frecuencial. El diseña-
dor puede incorporar texto estático:
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Figura 8. Texto estático en GeoGebra. Elaboración propia.

O texto dinámico para los distintos contadores de la simulación, y que se actualiza en dependencia 
de las acciones que el usuario realiza, si al lanzar el dado sale 2, se actualiza el valor correspondiente. 

Figura 9. Texto dinámico en GeoGebra. Elaboración propia.

También podría incluir un gráfico de barras dinámico, del mismo modo que la tabla, éste se actua-
liza automáticamente.

Figura 10. Gráfico de barras dinámico en GeoGebra. Elaboración propia.

De esta forma, el profesor/diseñador puede elegir qué elementos presentar en dependencia de los 
objetivos curriculares perseguidos. Así, la secuencia del libro de texto puede acompañarse con una 
simulación construida por el docente tomando en cuenta el referente institucional, el libro de texto 
y libro para el profesor, así como las características que él considere necesarias acorde con el grupo. 
Esto, finalmente, constituye un medio didáctico controlado que permitiría al estudiante interac-
tuar con una situación que conoce: el lanzamiento de un dado. Así, incorporados todos los elemen-
tos, la simulación puede quedar de este modo:
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Figura 11. Vista final de una simulación en GeoGebra para el lanzamiento de un dado. Elaboración propia.

3. Conclusiones

Si bien el uso de simulaciones en la enseñanza de las ciencias y en particular de las matemáticas no 
es nuevo, pensamos que la elaboración sistemática de ellas, planteada en este documento, permitiría 
a los profesores construir herramientas tecnológicas útiles para sus estudiantes.

El punto de partida fueron los requerimientos institucionales, el plan de estudio que plantea 
objetivos que son la guía para el diseño de la simulación. En el caso que atendimos, el plan de estu-
dios nos presenta una situación en la que la noción de probabilidad es construida por el estudiante 
a través de una aproximación frecuencial. De esta forma dos aspectos son importantes, el número de 
veces que hay que lanzar un dado y el número de veces que tendríamos que realizar el experimento; 
en este caso, la simulación permitió atender ambos aspectos.

Consideramos que esta propuesta puede apreciarse como una invitación para aquellos pro-
fesores que tienen conocimientos básicos de GeoGebra para animarse a desarrollar sus propias 
simulaciones. En el proceso de construcción de una simulación el profesor/diseñador tiene la 
posibilidad de incorporar elementos que, desde su conocimiento y experiencia, contribuyan a la 
construcción del significado buscado.

En esta simulación se asumió una postura un tanto pasiva para el estudiante en el sentido 
de que la simulación completa es propuesta por el profesor/diseñador, una vuelta de tuerca desea-
ble, posterior, a esta situación sería dejar parcialmente construida la simulación y permitir al es-
tudiante decidir, por ejemplo, qué información va a mostrarse. Sabemos que es complicado, pues 
los tiempos escolares pocas veces lo permitirán, pero consideramos que involucrar al estudiante 
en el diseño es una vertiente que puede explorarse.



197

DISEÑO DE SIMULACIONES EN GEOGEBRA PARA EL AULA DE MATEMÁTICAS

4. Referencias 

Akkoyun, O. (2017). New simulation tool for teaching-learning processes in engineering educa-
tion. Computer Applications in Engineering Education, 25(3), 404-410.

Alessi, S. (2000). Building versus using simulations. En J. Spector, T. Anderson (Eds.). Integrated and 
holistic perspectives on learning, instruction and technology (pp. 175-196). Springer.

Batanero, C. (2005). Significados de la probabilidad en la educación secundaria. Revista Latinoa-
mericana de Investigación en Matemática Educativa (relime), 8(3), 247-263.

Batanero, C., Henry, M. y Parzysz, B. (2005). The nature of chance and probability. En G. A. Jo-
nes (Ed.). Exploring probability in school: challenges for teaching and learning (pp. 15-37). 
Springer.

Bu, L. y Schoen, R. (2011). GeoGebra for model-centered learning in mathematics education: An 
introduction. En L. Bu y R. Schoen (Eds.). Model-centered learning: Pathways to mathemati-
cal understanding using GeoGebra (pp. 1-6). Sense Publishers.

Caglayan, G. (2018). GeoGebra Simulations of the Monty Hall Game Show. North American Geo-
Gebra Journal, 7(1) 25-32.

Clark, D., Nelson, B., Sengupta, P. y D’Angelo, C. (2009, Octubre). Rethinking science learning 
through digital games and simulations: Genres, examples, and evidence [Conferencia]. Lear-
ning science: Computer games, simulations, and education workshop sponsored by the Na-
tional Academy of Sciences, Washington, dc.

Daaif, J., Zerraf, S., Tridane, M., Benmokhtar, S., Belaaouad, S. y Wang, S. (2019). Pedagogical 
engineering to the teaching of the practical experiments of chemistry: Development of an 
application of three-dimensional digital modelling of crystalline structures. Cogent Educa-
tion, 6(1), 1-14.

Dimitrov, D. M. y Slavov, S. D. (2018, 31 de mayo al 02 de junio). Application of GeoGebra software 
into teaching mechanical engineering courses [ponencia]. MATEC Web of Conferences (Vol. 
178). EDP Sciences. https://doi.org/10.1051/matecconf/201817807008

Fennell, H. W., Lyon, J. A., Magana, A. J., Rebello, S., Rebello, C. M. y Peidrahita, Y. B. (2019, 
Octubre). Designing hybrid physics labs: combining simulation and experiment for teaching 
computational thinking in first-year engineering [Ponencia]. ieee Frontiers in Education 
Conference (fie). 

Feurzeig, W. y Roberts, N. (1999). Modeling and simulations in science and mathematics education. 
Springer-Verlag.

Gutiérrez, R., Prieto, J. y Ortiz, J. (2017). Matematización y trabajo matemático en la elaboración 
de simuladores con GeoGebra. Educación matemática, 29(2), 37-68.

Jones, B. D., Setareh, M., Polys, N. F. y Bacim, F. (2014). Application of an Online Interactive Si-
mulation Tool to Teach Engineering Concepts Using 3D Spatial Structures. International 
Journal of Web-Based Learning and Teaching Technologies, 9(3), 18-36.

León, J., López-Flores, J. y Carrillo, C. (2020). Significados de la probabilidad presentes en libros de 
texto de primer año de secundaria en México. Acta Latinoamericana de Matemática Educa-
tiva, 33(2), 78-88.

Malgieri, M., Onorato, P. y De Ambrosis, A. (2014). Teaching quantum physics by the sum over 
paths approach and GeoGebra simulations. European Journal of Physics, 35(5), 1-21.



198

JOSÉ IVÁN LÓPEZ FLORES Y CAROLINA CARRILLO GARCÍA

Palloan, P. y Swandi, A. (2019). Development of learning instruments of active learning strategy 
integrated with computer simulation in physics teaching and learning at Makassar State 
University. Journal of Physics: Conference Series, 1157(3). 1-6.

Peng, Z. y Jiménez, J. L. (2019). KinSim: A Research-Grade, User-Friendly, Visual Kinetics Simu-
lator for Chemical-Kinetics and Environmental-Chemistry Teaching. Journal of Chemical 
Education, 96(4), 806-811.

Rosenberg, J. y Lawson, M. (2019). An Investigation of Students’ Use of a Computational Science 
Simulation in an Online High School Physics Class. Education Sciences, 9(1), 49.

Sevim-Cirak, N. y Yıldırım, Z. (2020). Educational use and motivational elements of simulation 
games for mining engineering students: a phenomenological study. European Journal of En-
gineering Education, 45(4), 550-564.

Secretaría de Educación Pública (SEP) (2018a). Libro para el Maestro, Matemáticas. Primer Grado. 
Telesecundaria. Secretaría de Educación Pública-Dirección General de Materiales Educativos 
en México.

Secretaría de Educación Pública (SEP) (2018b). Matemáticas. Telesecundaria. Primer grado. Secre-
taría de Educación Pública-Dirección General de Materiales Educativos en México.

Zendler, A. y Greiner, H. (2020). The effect of two instructional methods on learning outcome in 
chemistry education: The experiment method and computer simulation. Education for Che-
mical Engineers, 30, 9-19.



199
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Resumen
 
En este capítulo se presentan ejemplos de actividades didácticas que integran entornos tecnológicos 
utilizados en contextos reales de enseñanza. Trabajo que se realiza en el marco del Proyecto de En-
señanza del Cálculo, en la Universidad Autónoma de la Ciudad de México, y que desde los inicios 
del proyecto, en 2006, a 2020 contó con la colaboración del Doctor François Pluvinage, a quien 
aquí se rinde homenaje. El diseño de las actividades didácticas está fundamentado en la teoría de 
Representaciones Semióticas y la teoría de Espacio de Trabajo Matemático (ETM) y para su imple-
mentación en el aula de clase se utiliza la metodología de enseñanza ACODESA. Dada la situación 
actual de pandemia que obligó a una modalidad de educación no presencial, se plantean algunas 
reflexiones de trabajo en estas circunstancias.  

1. Introducción

En el interés de instrumentar propuestas didácticas, en contextos de enseñanza del cálculo, un pun-
to medular corresponde al diseño de actividades didácticas, tareas, o en términos generales como lo 
expresa García (2019), material curricular para la enseñanza. La importancia del proceso de diseño 
de tareas ha sido mencionada por diferentes investigadores en educación matemática y fue objeto de 
estudio en ICMI 22 (Margolinas, 2013), en el que se especifica que el diseño de las tareas es funda-
mental para la eficacia en la enseñanza, pues éstas son la esencia del aprendizaje matemático. Su di-
seño, según García (2019), obedece a dos fines que no necesariamente son disjuntos. El primer fin 
hace referencia al interés del investigador por indagar sobre algún aspecto de la enseñanza y el 
aprendizaje matemático y el segundo corresponde a la puesta en práctica en el aula de clase. Estos 
dos fines integran un trabajo teórico-práctico que en el quehacer de profesores-investigadores está 
relacionado con la motivación para la realización de investigación, y en donde el foco principal co-
rresponde al diseño de material para la enseñanza.

El trabajo que se realiza al diseñar actividades didácticas se fundamenta en la Teoría de 
Representaciones Semióticas y la Teoría de Espacios de Trabajo Matemático (ETM), las cuales se 
contextualizan en este capítulo, a través de una tarea. Seguidamente se presentan dos tipos de 
actividades didácticas que integran entornos tecnológicos: la actividad didáctica de exploración 
libre y de exploración guiada. Continuando con la presentación de la metodología de enseñanza 
ACODESA en las que se implementan estas actividades y didácticas y finalizando con algunas re-
flexiones y perspectivas del trabajo realizado.
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2. Marco teórico

En este trabajo de investigación, el diseño de tareas y actividades didácticas en relación con concep-
tos matemáticos del cálculo diferencial está fundamentado en la teoría de sistemas de representa-
ción semiótica (Duval, 2006), la cual coloca en relevancia las formas semióticas de representación de 
los objetos matemáticos y la coordinación entre registro de representación semiótica. 

En relación a la conversión del registro gráfico al algebraico, Duval (1988) explica que la 
dificultad del paso de la representación gráfica a una ecuación tiene que ver con el desarrollo de la 
habilidad para distinguir las variables visuales que entran en juego y de las características cogni-
tivas propias de la tarea para promover la articulación entre representaciones. De aquí la impor-
tancia que tiene el proceso de diseño de tareas, cuyo punto de partida es el registro gráfico, de 
acuerdo con Duval, la explicitación de variables visuales pertinentes que corresponden a las carac-
terísticas significativas de una escritura algebraica. Para el análisis de las características cognitivas 
propias de la tarea a la que se hace referencia, se integra la Teoría de Espacios de Trabajo Matemá-
tico (Kuzniak et al., 2016). 

Para contextualizar al lector dentro de la teoría ETM, y aplicarla de manera concreta a una ta-
rea, los elementos dentro del plano epistemológico, los procesos cognitivos dentro de la dimensión 
cognitiva, las génesis que articulan los planos mencionados y los planos que relaciona el trabajo entre 
génesis, se utilizará una de las tareas diseñadas en relación al concepto de asíntotas (ver Figura 1), y el 
análisis cognitivo realizado para los incisos b y c de ésta. 

La figura de la derecha representa la gráfica de 
una función f, acompañada de sus tres asínto-
tas proporcionadas por el sistema GeoGebra. 
Inciso 1.a: ¿Qué dominio tiene la función f?

Inciso 1.b: ¿Qué límite m tiene la razón   
d f (x)

d x
cuando x tiende a ∞? Justifica tu respuesta.

Inciso 1.c: ¿Qué límite tiene la diferencia   
cuando x tiende a −∞? Justifica tu respuesta.
Inciso 1.d: Especifica las ecuaciones de cada 
una de las asíntotas y argumenta por qué co-
rresponden a asíntotas.	  

            

 

Gráfica de una función racional.

Inciso 1.e: Intenta construir con GeoGebra la 
Figura 1. Entrega la copia de la función intro-
ducida con este fin, acompañada de su expre-
sión algebraica, aun cuando no obtengas exac-
tamente el resultado solicitado.

Figura 1. Tarea diseñada para estudiantes de ingeniería en un curso de Cálculo Diferencial 
en el semestre 2019-I. Elaboración propia.
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El ETM permite ubicar los elementos en relación con el concepto matemático en cuestión, las cuales 
se presentan en el plano epistemológico. Es decir, como lo mencionan Kuzniak y Richard (2014) el 
plano epistemológico está ligado a la organización matemática. El primer elemento al que hace refe-
rencia el ETM considera la representación del objeto matemático, y se etiqueta como representa-
men. Aquí se consideran las diferentes representaciones del objeto matemático al que hace referen-
cia Duval y que son contemplados en la actividad didáctica. Por ejemplo, en el caso de la tarea que 
se presenta en la Figura 1 se puede considerar en el registro gráfico el plano cartesiano, la cuadrícula, 
las rectas, la función racional y sus polos, los puntos de intersección con los ejes tanto de las rectas 
como de la función; en el registro algebraico, la ecuación de recta, la rutina que está relacionada con 
el proceso algorítmico para encontrar la asíntota oblicua, y los límites que tiene que calcular. Igual-
mente se considera el vocabulario específico y general como, por ejemplo, función racional, razón, 
límite, diferencia, asíntotas, ecuaciones, rectas, entre otros. El segundo elemento contemplado en el 
plano epistemológico corresponde a los artefactos necesarios y/o pertinentes para el desarrollo de la 
tarea como tal. Estos pueden ser, como en el caso de la tarea mostrada en la Figura 1, artefactos de 
tipo material como la cuadrícula, artefactos de tipo simbólico como las rutinas a desarrollar (proce-
sos algorítmicos) y artefactos tecnológicos como GeoGebra, Graph o la calculadora. Y el tercer ele-
mento es el referencial, que corresponde al fundamento matemático necesario para el desarrollo de 
la tarea, como por ejemplo para nuestro tema, la definición de asíntota, noción de límite, ecuación 
de la recta, función racional, asíntotas de una función racional y las consecuencias de la forma de la 
función (grados de los polinomios, polos). 

En el plano cognitivo se establecen tres procesos, el de visualización, el de construcción y el 
discursivo. Estos procesos, como lo especifican Kuzniak y Richard (2014), están relacionados a la 
actividad y a la ejecución de tareas de los individuos. El proceso de visualización relacionado con la 
decodificación e interpretación de los signos (Kuzniak, 2018) y en el que se contempla la distinción 
que establece Duval (2005) entre visualización icónica relacionada con la percepción inmediata y 
la visualización no icónica que identifica los objetos sobre la percepción inmediata para hacerlos 
operatorios. Por ejemplo, para el caso de las preguntas b y c de la tarea mostrada en la Figura 1, la 
visualización icónica corresponde a una recta con inclinación y dos curvas asociadas con esta recta. 
La visualización no icónica tiene que ver con la relación que se debe establecer entre los límites soli-
citados y los elementos gráficos de la recta (pendiente y ordenada al origen). El proceso de construc-
ción dependiente de los artefactos utilizados y las técnicas asociadas (Kuzniak, 2018) y que para el 
caso de los incisos b y c la construcción del tipo algebraica tendrá que ver con un artefacto simbólico 
que relaciona la rutina algebraica que se establece para obtener la asíntota oblicua con los paráme-
tros m y b de la ecuación de la recta, los cuales puede identificarlos a través del artefacto material de 
la cuadrícula en que reposa la gráfica dada. Por último, se tiene el proceso discursivo de prueba 
consistente en razonar y probar. 

Los elementos en el plano epistemológico y los procesos en el plano cognitivo se vinculan a 
través de la activación de las génesis semiótica, instrumental y discursiva. Esta activación puede 
darse a través de las preguntas diseñadas en la tarea o actividad didáctica, y en general, no suele dar-
se de manera individual, sino que integra dos o las tres génesis establecidas, dando lugar a la apari-
ción de los planos que las relacionan como, por ejemplo, el plano semiótico-instrumental etiquetado 
como [Sem-Ins]. Estos planos muestran el trabajo matemático realizado cuando se activan dos de las 
génesis, como se ejemplifica en la Figura 2. 
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[SEMS-INS]
Trabajo simultáneo de activación 

de la génesis semiótica
y la génesis instrumental para 

encontrar los parámetros m y b

Construcción
Algebraica: parámetros m y b.

Artefacto
Material: cuadricula.

Simbólico: algoritmo y ecuación 
de la recta.

Visualización
Icónica: recta con inclinación 

y las curvas asociadas.
No icónica: límite solicitado y los 

elementos gráficos de la recta.

Representamen
Gráfica, plano cartesiano, rectas 
y curvas, vocabulario y notación 

matemática.

Figura 2. Espacio de trabajo matemático contemplado en los incisos b y c de la tarea de la Figura 1. Elaboración propia.

Para finalizar esta sección, en Páez et al. (2019) se puede consultar el análisis cognitivo de la tarea 
para el inciso e y el proceso de construcción que el estudiante debe desarrollar para obtener éxito. En 
el desarrollo específico de esta pregunta, una ruta cognitiva de tipo estrictamente instrumental, en 
la que se haga uso de GeoGebra, pero sin tener control de su eficiencia, no es la más útil, ni tampoco 
asegura el éxito en la tarea propuesta. Lo que hace reflexionar en que la génesis instrumental de los 
artefactos considerados, o instrumentación en el sentido de Rabardel (1995), difícilmente se puede 
adquirir sin intervención del profesor.

3. Actividades didácticas que integran un entorno tecnológico

En Páez y Pluvinage (2018), se manifiesta que “en modalidad presencial con el uso de las Tecnologías de 
la Información y de la Comunicación (tic), una primera reflexión del profesor se presenta antes del 
trabajo de aula: diseñar un documento para el trabajo activo de los estudiantes” (p. 309). Esta afirma-
ción sigue siendo vigente en la actualidad, en una modalidad no presencial, ya que como se menciona al 
inicio de este capítulo, estas actividades son la esencia del aprendizaje matemático. En este sentido, el 
profesor debe de explorar primeramente las capacidades y/o limitaciones del artefacto tecnológico. Ello 
en función de los objetivos de aprendizaje que se proponen en el programa académico y de los aprendi-
zajes y nociones que se pueden obtener de acuerdo con cada artefacto tecnológico. Luego, la actividad 
didáctica se diseña tomando en cuenta estos elementos, la organización matemática en relación con el 
concepto matemático en cuestión y a los procesos cognitivos que se pretenden activar en los estudiantes.  

En este trabajo, el diseño de la actividad didáctica que integran entornos tecnológicos se ha 
clasificado en dos tipos. Una actividad que puede ser de exploración libre, que corresponde a una 
familiarización de los estudiantes con el artefacto tecnológico y el tema de estudio, o de explora-
ción guiada, en el que instrucciones específicas en cuanto al uso del artefacto son proporcionadas y 
son planteadas preguntas de reflexión en torno al tema. A continuación se especifica a detalle cada 
una de las actividades didácticas mencionadas y se proporcionan ejemplos de cada una de éstas.     

La actividad didáctica de exploración libre es la actividad diseñada con una consigna breve o 
indicación inicial de acuerdo con el objetivo de indagación. En esta actividad el estudiante tiene 
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autonomía para explorar. Por ejemplo, para el caso del tema de asíntotas, con el artefacto tecnológi-
co GeoGebra, la indicación puede ser la siguiente: Explorar la(s) respuesta(s) que GeoGebra propor-
ciona en relación con la(s) recta(s) asíntota, mediante la escritura en la barra de entrada de una ins-
trucción de la forma y = f(x), como, por ejemplo, y = 1/x, o de la forma general de una ecuación, 
como por ejemplo xy −1 = 0. Esta indicación puede ser suficiente para que el estudiante empiece a 
explorar similitudes y/o diferencias del resultado proporcionado en la ventana algebraica y en la 
ventana gráfica, favoreciendo un ambiente de cuestionamientos alrededor del tema de estudio. 

En relación con la exploración del comando de Asíntota, hay que tomar en cuenta las varia-
ciones de éste en relación con la versión que se utiliza. Por ejemplo, en la versión de la calculadora 
de GeoGebra en línea,1 la versión 6 y en la versión 5.0.620.0 −d, al utilizar el comando Asíntota 
en la barra entrada, la ventana emergente, muestra sólo “objeto”. Con la diferencia de que en las 
versiones anteriores a la mencionada o en el manual que aparece en línea,2 al utilizar el comando 
Asíntota, la ventana emergente muestra tres opciones de objeto: cónica, función o curva implíci-
ta. Factor que se debe de tomar en cuenta al momento de diseñar las actividades. 

Este tipo de actividad didáctica aún no ha sido puesta en práctica con estudiantes, dentro 
del proyecto al que se hace referencia en el inicio de este capítulo. Pero sí se colocó en práctica en 
un taller para profesores en EICAL10, en relación con la exploración de comando Tangente con 
GeoGebra. Estas actividades pueden ser consultadas en el capítulo 4 escrito por el Doctor 
François Pluvinage con relación a la conferencia EICAL10, impartida en 2019. 

Sin embargo, y de acuerdo con lo que especifica Pluvinage (en prensa), la exploración libre 
no produce efectos de aprendizajes completos, por lo que actividades de exploración guiada son 
necesarias como una segunda etapa de una trayectoria de aprendizaje. 

La actividad didáctica de exploración guiada es una propuesta de Carrión, et al., (2016), 
que corresponde a la actividad que se diseña tomando en cuenta el software que se va a utilizar, 
como, por ejemplo, en nuestro caso, GeoGebra o Graph, y en la que se dan instrucciones especí-
ficas de su uso, pero a su vez se acompaña con preguntas, que promueven la reflexión del estudian-
te y que favorecen la construcción del concepto matemático que se esté abordando. Asimismo, 
estas preguntas pueden promover que afloren las concepciones que pueden estar obstaculizando 
la construcción de éste (ver Páez y Pluvinage, 2019). En la Figura 3 se presenta un ejemplo de una 
actividad de exploración guiada diseñada para integrar Graph. Esta actividad fue diseñada en 
función de la potencialidad de este artefacto. A diferencia de GeoGebra, Graph no cuenta con los 
comandos Asíntota y Límite. Por lo que el diseño se enfocó a la utilización de la herramienta 
Alejar para tener una vista de la función en el macro-espacio y de esta manera que el estudiante 
pueda predecir su comportamiento. Así, se pueden evidenciar asíntotas horizontales u oblicuas 
(con la situación de desaparición de la(s) asíntota(s) vertical(es)). Esto a manera de introducción, 
ya que también se usó la herramienta Línea de tendencia (lineal) para acercar al estudiante a la 
ecuación de la asíntota oblicua u horizontal, continuando con instrucciones y preguntas de re-
flexión encaminadas a desarrollar la noción de asíntota de una función en términos de distancia, 
de acuerdo con la propuesta pedagógica que se plantea en Páez y Pluvinage (2019).

1. https://www.geogebra.org/calculator consultado el 13 de enero de 2021.

2. https://wiki.geogebra.org/es/Comando_As%C3%ADntota consultado el 13 de enero de 2021.
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Al igual que en la exploración libre, como en la exploración guiada, es al profesor a quien le 
corresponde la organización de una síntesis de los descubrimientos de los estudiantes después de 
cierto tiempo de trabajo del estudiante. Esto es en una modalidad presencial. Pero en una moda-
lidad no presencial y como lo han manifestado Bakker y Wagner (2020), no sólo hay preocupa-
ción en perder aspectos de una comunicación corporal del aprendizaje y la interacción cara a cara 
con compañeros y profesores, también los estudiantes pierden evidencias del proceso de instru-
mentalización. Por lo que, en la orquestación realizada por el profesor, puede haber una ausencia 
de la coordinación de las diversas formas empleadas por los estudiantes al usar los instrumentos 
en juego. Más aún, factores de desigualdades sociales estarán presentes en la modalidad no pre-
sencial, como se explica en el siguiente apartado.

4. ACODESA: Una metodología de enseñanza 

La implementación de las actividades de exploración guiada en el aula de clase se ha realizado usando 
la metodología de enseñanza ACODESA, que integra elementos del aprendizaje cooperativo, debate 
científico y autorreflexión. Esta metodología, cuyo origen corresponde a experimentaciones con estu-
diantes de posgrado (Páez, 2004; Borbón, 2003) también experimentada en niveles de secundaria 
(Hitt y Quiroz, 2019), de primer año de universidad (Páez y Pluvinage, 2019) y con formación de 
profesores (Páez y Vivier, 2013), contempla el trabajo a realizar por parte del estudiante en cada una de 
las sesiones de clase o de experimento de enseñanza, en tres fases: el trabajo individual, el trabajo en 
pequeños equipos (dos o tres estudiantes), y el debate con todo el grupo. Una cuarta fase es la autorre-
flexión por parte del estudiante fuera del aula de clase, de la actividad realizada y de la discusión soste-
nida con sus compañeros para una reconstrucción de ésta. Finalmente, una quinta fase que correspon-
de a la institucionalización del conocimiento que ocurre después de cierto número de discusiones con 
todo el grupo y cuando el profesor considera que hay elementos para que los estudiantes puedan reali-
zar la apropiación de este conocimiento. O como sucede en experimentos de enseñanza en contexto 
real, la institucionalización se realiza cuando el profesor se ve obligado a continuar con el programa 
académico, de acuerdo con uno de los objetivos que debe de cumplir (Robert y Coulange, 2009).

Las experimentaciones en las que se ha utilizado ACODESA han sido realizadas de manera 
presencial. Esto hasta antes de este “terremoto educacional”3 producto de la pandemia de 2020. 
No obstante, esta metodología de enseñanza permanece vigente en una manera no presencial. A 
continuación se muestran algunas de ellas. 

En la primera etapa que corresponde a un trabajo individual, se le entrega la actividad didác-
tica al estudiante para que inicie la exploración en relación con el tema que se va a estudiar. En la 
educación presencial, la entrega de la actividad didáctica es de manera impresa y entre los elementos 
a tomar en cuenta en el proceso de enseñanza-aprendizaje corresponden: la comprensión de la acti-
vidad por parte del estudiante ya sea a través de preguntas verbales y/o sus gestos corporales, su in-
teracción con el artefacto tecnológico (GeoGebra, Graph, Calculadora), los tiempos de desarrollo, 
y obviamente las respuestas proporcionadas de manera escrita en la actividad. Es decir, el profesor 

3. Como lo define Michelle Artigue en su conferencia en EICAL11. https://pt-br.facebook.com/MateduCinvestav/
videos/experimentaci%C3%B3n-y-tecnolog%C3%ADas-digitales-en-educaci%C3%B3n-matem%C3%A1ti-
ca-una-larga-histor/1841075376069035/
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de manera directa puede evidenciar en gestos, preguntas verbales y respuestas escritas, la situación 
en relación con el aprendizaje que se está produciendo en esta primera etapa. En la educación no 
presencial, la entrega y devolución de la actividad didáctica es de manera digital. Afectando esto a 
que de acuerdo con los recursos económicos de los estudiantes, sus gustos y/o habilidades digitales, 
decidan imprimirla o no, utilizar un procesador de texto o no, repercutiendo en la forma de trabajo 
que incide en la semiótica utilizada en los diferentes registros de representación, y que se va a eviden-
ciar en las respuestas dadas por el estudiante. Una analogía a lo que se hace referencia, se evidencia 
en la integración de GeoGebra y el impacto en la escritura del estudiante, ya que en los comandos, 
como por ejemplo el de Límite, la estructura es lineal (Páez y Pluvinage, 2018). 

   
Figura 3. Actividad didáctica de exploración guiada diseñada para estudiantes de primer año 

de la licenciatura en ingeniería. Elaboración propia.

Considerando que este capítulo se enfoca en especial a actividades didácticas de exploración libre y 
guiada, la cual integra entornos tecnológicos para el desarrollo de ésta, y dado que se está realizando 
una reflexión de ACODESA de manera no presencial, un aspecto fundamental a considerar, en sus 
dos primeras etapas, es la ergonomía del artefacto tecnológico utilizado para desarrollar la actividad 
de exploración guiada, que en términos de visualización afecta la exploración pretendida. Por ejem-
plo, para trabajar en el microespacio, haciendo uso de los deslizadores en GeoGebra para resolver 
tareas como la que se plantea en la Figura 1, la exploración necesita observaciones detalladas de va-
rias instrucciones y resultados asociados, lo que exige en el caso de estudio de las asíntotas, una 
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pantalla suficientemente amplia. Este aspecto, en la educación presencial, se suple “fácilmente” tras-
ladando a los estudiantes a las aulas de computación y las condiciones en términos de la ergonomía 
de artefactos, equipamiento del entorno y condiciones óptimas de ambiente son iguales para todos 
los estudiantes. Es decir, en el desarrollo del aprendizaje de cada uno de los estudiantes se puede 
partir de una igualdad en cuanto a condiciones de trabajo y ambiente de aprendizaje se refiere. En el 
caso del artefacto tecnológico, se utiliza un artefacto ergonómicamente adecuado y su uso es en 
términos de la instrumentalización para la actividad didáctica. No sucede así de manera no presen-
cial, ya que, si el estudiante cuenta con tan sólo un teléfono celular, éste debe de usarse no sólo para 
el objetivo ya mencionado sino que además es su medio de comunicación en cuanto a las conexiones 
sincrónicas se refiere. Por lo que el tamaño de la pantalla no es un factor favorable para la explora-
ción que se realiza en cálculo diferencial (ni en el macro ni en el microespacio), ni tampoco quizás 
para las conexiones sincrónicas que en este momento se requieren. 

En la educación no presencial, la desigualdad en relación con artefactos tecnológicos y am-
bientes de aprendizaje en los que están inmersos los estudiantes deberán considerarse para ir ade-
cuando cada una de las etapas que se contemplan dentro de la metodología de enseñanza. Por 
ejemplo, en la primera etapa de trabajo individual será conveniente que el estudiante la desarrolle 
de manera asincrónica. En el caso de la segunda etapa, que corresponde al trabajo en pequeños 
equipos (2 o 3 estudiantes), quizás no es funcional para un grupo de 35 estudiantes o más, la crea-
ción de 10 o más pequeñas salas virtuales. Esta etapa es muy vulnerable en esta modalidad ya que 
se requiere fomentar un trabajo verdaderamente cooperativo y no de tipo colaborativo en donde 
los estudiantes se reparten el trabajo para hacer la entrega de éste. Para la etapa de debate científi-
co e institucionalización del conocimiento la digitalización inmediata de los documentos que con-
tienen las respuestas dadas por los estudiantes, permite compartir de manera textual los diferen-
tes acercamientos a las preguntas planteadas, con el fin de generar discusión, retroalimentación 
tanto por parte de los estudiantes como del profesor, y permitiendo la conformación de un nuevo 
material que se comparte con los estudiantes como notas de clase y que junto al documento que 
se diseña para presentar formalmente los contenidos matemáticos, hacen parte de la instituciona-
lización del conocimiento. Es decir, las notas de clase que usualmente son tomadas por el estu-
diante son nutridas por las notas de clase digitales, producto de la discusión generada en la mis-
ma. La comunicación escrita que se procura en las sesiones sincrónicas de la etapa del debate 
científico podría nutrir el aprendizaje de los estudiantes con relación al fortalecimiento de la ha-
bilidad de justificar y/o argumentar ya que, en las investigaciones realizadas con los estudiantes 
de primer año de universidad se han evidenciado deficiencias de esta índole.  

En resumen, esta metodología de enseñanza, que favorece la construcción social del conoci-
miento en matemáticas, permite contemplar el ambiente de aprendizaje en el que está inmerso cada 
uno de los estudiantes, así como factores de equidad social. Por lo que resta seguir implementando 
en una educación no presencial para tener elementos que ayuden a refinar respuesta a interrogantes 
de ¿cómo organizar el trabajo en pequeños equipos de una manera eficiente y equitativamente so-
cial?, ¿qué tipo de registro y qué signos de representación se privilegian en estos ambientes?
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5. Conclusiones

Un aspecto que favorece y hace eficaz la labor del docente, ya sea de manera presencial o no, es con-
tar con un repertorio importante de actividades didácticas, las cuales son la esencia del aprendizaje 
matemático. Siendo éstas las que dinamizan los entornos virtuales. 

Torres y Perera (2010) expresaron que se iba a necesitar tiempo para que las universidades tradi-
cionalmente presenciales llevaran adelante procesos e-Learning y blended-Learning de calidad que 
consolidaran el cambio hacia otra forma de enseñar y aprender en la universidad. Pero la pandemia ha 
obligado a que, en los diferentes niveles educativos se utilicen plataformas y se exploren recursos que 
favorezcan el proceso de enseñanza-aprendizaje. Es la necesidad imperiosa de optimizar procesos, de 
experimentar, de diseñar y/o rediseñar, en pro de la calidad y consolidación del proceso e-Learning. 
Para ello es necesario un espíritu de “exploración”, característica principal de un gran hombre, cuyo 
recuerdo nos llena de gratitud, admiración, respeto y cariño: Doctor François Pluvinage.   
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Páez, R. E. y Vivier, L. (2013). Teacherś  conceptions of tangent line. The Journal of Mathemati-
cal Behavior, 32, 209-229.

Pluvinage, F. (en prensa). Exploración libre, exploración guiada y resolución de problemas [manus-
crito presentado para su publicación]. En Aportaciones en educación matemática, ciencia y 
tecnología.

Rabardel, P. (1995) Les hommes et les technologies. Une approche cognitive des instruments contem-
porains. Armand Collins.

Robert, A. y Coulange, L (2009). La double approche didactique et ergonomique. Tangente Edu-
cation, (11), 12-13

Torres, J. y Perera, V. (2010). La rúbrica como instrumento pedagógico para la tutorización y 
evaluación de los aprendizajes en el foro online en educación superior. Pixel-Bit. Revista de 
Medios y Educación, (36), 141-149.



209

CAPÍTULO 15. INTEGRANDO GEOGEBRA A LA MATEMÁTICA EDUCATIVA 
MEDIANTE DIFERENTES PERSPECTIVAS TEÓRICO-METODOLÓGICAS

Sergio Rubio-Pizzorno, sergio.rubio@cinvestav.mx 
Centro de Investigación y de Estudios Avanzados, y Comunidad GeoGebra 
Latinoamericana
Monika Dockendorff, mdockend@uc.cl 
Pontificia Universidad Católica de Chile y Comunidad GeoGebra 
Latinoamericana
Francisco J. Anaya-Puebla, paco_anaya@hotmail.com
Universidad Politécnica de Puebla
William Poveda Fernández, william.poveda@ucr.ac.cr
Universidad de Costa Rica y Comunidad GeoGebra Latinoamericana
Diana Bustamante-Hernández, diana.bustamante@cinvestav.mx 
Centro de Investigación y de Estudios Avanzados, y Comunidad GeoGebra 
Latinoamericana

Resumen

Durante la pandemia del Covid-19, GeoGebra se ha presentado como una herramienta que le 
otorga autonomía a las y los profesores a la hora de tomar decisiones docentes en el tránsito hacia 
los ambientes en línea. Esto se debe a que GeoGebra es un software libre y sus herramientas de 
autor son abiertas. Otro aspecto que le da autonomía a las y los profesores en términos generales, 
es contar con marcos teórico-metodológicos para fundamentar sus diseños instruccionales. 

En este capítulo, se presentan cuatro experiencias educativas que integran GeoGebra (como 
software y herramientas de autor) y se fundamentan en diferentes marcos teórico-metodológicos de 
la Matemática Educativa, tales como APOE, Resolución de Problemas, Pedagogías de la Práctica y 
Proceso de Negociación. Estas experiencias dan cuenta de lo importante de considerar el valor epis-
témico de GeoGebra para una integración digital que ponga en el centro a las matemáticas.

1. Introducción

La integración de tecnología digital en educación es un hecho derivado del confinamiento por la 
pandemia del 2020, por lo que GeoGebra se presenta como una  alternativa para el desarrollo de la 
educación en ambientes presenciales y en línea, en especial por su distribución abierta, tanto en sof-
tware libre como con sus herramientas de creación y gestión de recursos educativos abiertos. El 
presente capítulo presenta cuatro experiencias educativas que integran a GeoGebra y se caracterizan 
por estar fundamentadas en perspectivas teórico-metodológicas de la Matemática Educativa. Las 
cuatro experiencias presentadas abarcan diferentes escenarios, tales como cursos de educación supe-
rior, formación de profesores y desarrollo profesional docente:
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•	 	Diseño instruccional para estudiantes de ingeniería, con base en la teoría APOE inte-
grando el software GeoGebra.

•	 	Resolución de tareas con profesores de matemáticas en formación, con base en la reso-
lución de problemas integrando el software GeoGebra.

•	 Acercamiento a diferentes facetas de la práctica docente con profesores de matemáticas en 
formación, con base en las pedagogías de la práctica integrando el software GeoGebra.

•	 	Elaboración de diseños didácticos con profesores en ejercicio, con base en el proceso de 
negociación integrando tanto el software como las herramientas de creación y gestión 
de recursos educativos abiertos de GeoGebra.

Como complemento a este capítulo, el lector o lectora puede revisar el video del grupo de trabajo El 
impacto de GeoGebra en la Educación: docencia e investigación (EICAL 11, 2020) realizado en el un-
décimo Encuentro Internacional sobre la Enseñanza del Cálculo, Ciencias y Matemáticas. En este 
video se encuentran las cuatro presentaciones asociadas a cada una de las experiencias educativas 
aquí presentadas. Así también, en el Libro GeoGebra (Rubio-Pizzorno, 2020a) puede encontrar los 
applets (construcciones GeoGebra) usados en el capítulo, para explorarlos y complementar su lectu-
ra con ejemplos dinámicos y todo el material complementario del grupo de trabajo.

2. Sistemas de ecuaciones lineales y su conjunto solución con GeoGebra

En primer lugar, vamos a comenzar con una experiencia educativa de la elaboración de un diseño 
instruccional sobre sistemas de ecuaciones lineales, el cual se implementó con estudiantes de la ca-
rrera de ingeniería en la Universidad Politécnica de Puebla en México. 

Este diseño instruccional fue elaborado en el marco del proyecto de maestría de Ana-
ya-Puebla (2020), en el cual se articulan aspectos teóricos de una descomposición genética y la 
multirepresentación, junto al uso del software GeoGebra.

2.1 Fundamentos teóricos-metodológicos del diseño instruccional

En el caso de la descomposición genética, ésta corresponde a un constructo de la teoría APOE —por 
Acción, Proceso, Objeto y Esquema— (Arnon et al., 2014) que consiste en una descripción de la 
forma en que un concepto matemático de interés se construye cognitivamente. Específicamente se 
recurre a la descomposición genética desarrollada por Borja (2015) para el conjunto solución a un 
sistema de ecuaciones lineales.

En cuanto a la multirepresentación, Arzarello y Robutti (2010) proponen que el uso de he-
rramientas tecnológicas permite el desarrollo de nuevos entornos en donde las restricciones habi-
tuales del papel y lápiz cambian radicalmente, además pueden ofrecer diversas opciones para que 
los estudiantes puedan interactuar, integrando y utilizando simultáneamente diferentes registros 
de representación. Estos entornos los consideraremos de representación múltiple o multi-repre-
sentación, ya que ésta permite al usuario disponer de dos o más representaciones del mismo obje-
to matemático.

De esta manera, la descomposición genética fundamenta las ideas matemáticas a desarro-
llar en el diseño instruccional, añadiendo el potencial del ambiente de matemáticas dinámicas de 
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GeoGebra, en tanto la posibilidad de contar con multirepresentaciones de los objetos matemáti-
cos allí construidos.

2.2 Actividades del diseño instruccional usando GeoGebra

En el diseño instruccional se consideraron temas comunes en un plan de asignatura para las ingenie-
rías. Así también, cabe destacar que si bien la descomposición genética que fundamenta el diseño 
considera los sistemas en Rⁿ, se consideraron únicamente los sistemas en RR³, puesto que este espacio 
permite representar geométricamente tanto los sistemas de ecuaciones como su conjunto-solución.

2.2.1 Sistemas de ecuaciones equivalentes

Esta actividad tiene como objetivo promover que los estudiantes reflexionen respecto a ciertas pre-
guntas: ¿en qué consiste el proceso de resolver un sistema de ecuaciones lineales?, ¿qué es un sistema 
de ecuaciones lineales equivalente?, ¿qué es la solución de un sistema?

Inicialmente se propone un sistema de ecuaciones para que los estudiantes lo resuelvan con 
lápiz y papel, para que luego puedan capturar cada una de las operaciones realizadas en la repre-
sentación de la matriz aumentada en el applet de GeoGebra (Figura 1a). La casilla de verificación 
Mostrar intersección, hace visible la solución del sistema, en este caso un sistema consistente en 
una única solución. En caso de que las operaciones capturadas por las o los estudiantes no sean 
correctas, la intersección de los tres planos no coincidirá con el conjunto solución y, por lo tanto, 
no será un sistema de ecuaciones equivalentes. 

Finalmente, se espera que las y los estudiantes puedan resolver el sistema e incluso contras-
tar la información proporcionada por la representación matricial del sistema y su representación 
geométrica (Figura 1b).

Figura 1a. Applet de actividad Sistemas de Ecuaciones Equivalentes       
Figura 1b. Applet de solución a Sistemas de Ecuaciones Equivalentes. Fuente: Anaya-Puebla (2020).

2.2.2 Sistemas de ecuaciones lineales (n > m)

En esta actividad se propone un sistema de ecuaciones lineales de dos ecuaciones y tres incógnitas 
{x + 2 y + z = 3,2x + 3y + z = 1}, junto a un sistema de ecuaciones escalonado y equivalente {x−z 
= −7; y + z = 5}. Esta actividad tiene como objetivo promover la reflexión respecto del efecto del 
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procedimiento de solución sobre el espacio en donde habita el sistema originalmente –en este 
caso R³–, pues en algunos casos los estudiantes pueden considerar que el sistema escalonado se 
encuentra en R². 

La tarea final de la actividad consiste en que el estudiante proporcione el conjunto solución 
del sistema de ecuaciones en su forma vectorial, es decir, la ecuación de la recta intersección de 
ambos planos. El applet permite a los estudiantes verificar sus producciones, ya que en caso de que 
el conjunto solución capturado en el applet sea erróneo, la recta no corresponderá a la intersección 
de ambos planos. La Figura 2 ilustra el estado inicial del applet (Figura 2a) y la solución de la ac-
tividad (Figura 2b).

Figura 2a. Applet de Sistemas de Ecuaciones Lineales (n>m).   
Figura 2b. Applet de solución de Sistemas de Ecuaciones Lineales (n>m). Fuente: Anaya-Puebla (2020).

2.3 Reflexiones finales

En ambos ejemplos se nota claramente como el software GeoGebra permite disponer de diferentes 
tipos de representaciones matemáticas (multirepresentaciones), las cuales están dinámicamente re-
lacionadas entre sí, de tal suerte que al modificar una, el resto también se modifica en consecuencia. 
Así también, añadir más representaciones matemáticas a la algebraica (única considerada en la des-
composición genética de base) amplía el alcance matemático y el potencial instruccional. 

Si bien la implementación de este diseño instruccional augura una mejor comprensión de los 
sistemas de ecuaciones lineales y su conjunto-solución, aún falta más investigación para determinar, 
por ejemplo, cuáles son los mecanismos o estructuras mentales que promueven el uso de representa-
ciones múltiples en los estudiantes. Debido a estas prospectivas, la investigación continuará como 
parte de un proyecto de investigación de doctorado en la Universidad Pedagógica Nacional de Mé-
xico, campus Ajusco, con la intención de esclarecer el efecto del uso de la tecnología, específicamen-
te GeoGebra y el uso de representaciones múltiples en la comprensión del tema.

3. Resolución de problemas sobre cuadriláteros usando GeoGebra

En segundo lugar, presentamos una experiencia educativa desde la implementación de tareas sobre 
cuadriláteros, con estudiantes de tercer semestre de la carrera de formación de profesores de mate-
máticas de la Universidad de Costa Rica, específicamente en la asignatura de Geometría Euclidiana. 
Estas tareas fueron elaboradas con base en aspectos teóricos de la resolución de problemas junto al 
uso del software GeoGebra.
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3.1 Fundamento teórico-metodológico en la implementación de las tareas

Lesh y Zawojewski (2007) definen la resolución de problemas como “el proceso de interpretación de 
una situación matemáticamente donde intervienen ciclos iterativos tales como comunicar ideas, 
explorar, conjeturar, justificar y revisar las interpretaciones matemáticas” (p. 782). Esto se realiza a 
través de ordenar, integrar, modificar, revisar o refinar conceptos o teoremas. En cuanto a la integra-
ción del software GeoGebra al proceso de resolución de problemas, su ambiente de matemática di-
námica permite crear representaciones del problema y explorarlo de manera dinámica. Esto se logra 
a través del arrastre de los objetos matemáticos y de la cuantificación de sus atributos (longitud de 
segmentos, medida de ángulos, áreas) (Poveda, 2020). 

Al respecto, Leung y Baccaglini-Frank (2017) mencionan que esta exploración dinámica del 
problema con el uso de ambientes matemáticos dinámicos permite introducir nuevas situaciones al 
momento de resolver un problema matemático, por ejemplo: procedimientos para construir, argu-
mentar y justificar, lo que fomenta habilidades y contribuye al desarrollo del pensamiento matemático.

3.2 Resolución de problemas usando GeoGebra

La propuesta de resolución de problemas articulada con el uso del ambiente de GeoGebra permite 
abordar los problemas desde una perspectiva dinámica. Con base en esta idea, se constituyen cuatro 
fases consecutivas para abordar el problema, las cuales fueron propuestas a profesores para que lo 
resolvieran:

1.	 Entender el problema: identificar información relevante, dar significado a los conceptos ma-
temáticos involucrados en el problema que permitan representarlo en GeoGebra.

2.	 Buscar patrones o invariantes: utilizar la representación del problema para identificar ca-
sos particulares a través del arrastre y la cuantificación de los atributos de los objetos mate-
máticos.

3.	 Formular conjeturas: identificar, mediante el arrastre de objetos, patrones o invariantes en-
tre los elementos que conforman el problema. La validación de una conjetura se basa, inicial-
mente, en argumentos empíricos o visuales proporcionados por GeoGebra.

4.	 Validar conjeturas: Demostrar las conjeturas mediante la presentación y construcción de un 
razonamiento deductivo que involucre conceptos y relaciones matemáticas, a través de proce-
dimientos algebraicos o geométricos.

3.3 Problema sobre paralelismo

A los profesores en formación se les presentó el siguiente problema, el cual fue abordado según las 
fases recién mencionadas: sea ABCD un cuadrilátero convexo, y los puntos medios de sus lados P, 
Q, R y S. Considerando el PQRS, ¿qué relación existe entre ambos cuadriláteros? 

En la fase de entendimiento del problema, los estudiantes realizaron representaciones di-
námicas de las condiciones iniciales del problema usando GeoGebra. Este proceso fue realizado 
sin complicaciones y además pudieron observar el hecho de que el cuadrilátero PQRS existe aún 
cuando ABCD no es convexo. 
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En la búsqueda de patrones y conjeturas, los estudiantes arrastraron los puntos A, B C y D, 
midieron los lados de ambos cuadriláteros y conjeturaron que PQRS es paralelogramo. Utiliza-
ron la herramienta Relación de GeoGebra para comprobar la relación entre los lados opuestos de 
PQRS (Figura 3).

Figura 3. Solución del problema de cuadriláteros presentada por un estudiante. Elaboración propia.

Una vez identificado el tipo de cuadrilátero PQRS los estudiantes buscaron las relaciones entre am-
bas figuras, de lo cual resultaron las siguientes conjeturas: (1) el área de ABCD es el doble del área de 
PQRS, (2) el perímetro del paralelogramo PQRS es igual a la suma de las longitudes de las diagona-
les del cuadrilátero ABCD, (3) el paralelogramo PQRS es un rombo si las diagonales del cuadriláte-
ro tienen la misma longitud, (4) el paralelogramo PQRS es un rectángulo si las diagonales del cua-
drilátero son perpendiculares y (5) el paralelogramo PQRS es un cuadrado si las diagonales del 
cuadrilátero ABCD son perpendiculares y tienen la misma longitud (Figura 4).

Figura 4. Relaciones encontradas por los estudiantes. Elaboración propia.

En las conjeturas anteriores, la evidencia indica que los estudiantes utilizaron GeoGebra como un 
medio para explorar el problema y observar patrones o invariantes basados en la cuantificación de 
las longitudes de los lados de los cuadriláteros. Además, identificaron y utilizaron recursos matemá-
ticos relacionados con los paralelogramos y sus clasificaciones. 

Durante la validación de conjeturas, los estudiantes evidenciaron habilidades relacionadas 
con la argumentación matemática, al conectar múltiples conceptos y teoremas de la geometría 
euclidiana, lo que, en palabras de Leung y Bolite-Frant (2015), contribuye al desarrollo de su pen-
samiento matemático. Por ejemplo, las conjeturas (3), (4) y (5) fueron demostradas utilizando la 
expresión sí y sólo sí en lugar de un sí como estaban originalmente en la fase 3.
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4. Formación docente en matemáticas integrando GeoGebra

En tercer lugar, presentamos una experiencia educativa para propiciar el desarrollo de conocimien-
tos profesionales especializados, con estudiantes de último año de la carrera de formación de profe-
sores de matemáticas en la Universidad Católica de Chile.

Esta experiencia corresponde a un acercamiento en diferentes facetas de la práctica docente 
por parte de los profesores en formación, lo cual está fundamentado en aspectos teóricos de las 
pedagogías de la práctica, articulado con el uso de GeoGebra.

4.1 Fundamentos teóricos-metodológicos

Las pedagogías de la práctica (Grossman et al., 2009) corresponden a métodos que permiten desarro-
llar habilidades y conocimientos profesionales especializados con distintos niveles de aproximación, 
progresando hacia contextos cada vez más auténticos. El modo en que la línea formativa la funda-
menta es porque se aproxima a contextos cada vez más auténticos, de manera que la línea formativa 
se fundamenta haciendo progresar las facetas en el ensayo profesional que conlleva el uso de tecno-
logía desde niveles básicos y simulados a niveles cada vez más complejos y reales. De esta manera, 
cada una de las facetas propuestas integran el uso del software GeoGebra para su desarrollo.

4.2 Facetas de la práctica docente usando GeoGebra

En la Tabla 1 se describen las facetas de la práctica docente que progresan con relación al uso de 
GeoGebra y del rol que adquiere tanto el profesor en formación como el formador de profesores, en 
cada una de ellas.  

Tabla 1. Facetas de la práctica docente. Elaboración propia.

A continuación, se describen e ilustran brevemente las cinco etapas del modelo:

4.2.1 Conocimiento y uso básico de GeoGebra

Para que los futuros profesores se familiaricen con el software y vayan realizando construcciones 
asociadas a los objetivos de aprendizaje del currículum chileno realizan construcciones por eje, 
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guiados por cápsulas de la docente, y discuten en un foro los propósitos con que se integra la tecno-
logía, los cuales se ilustran en la Tabla 2. Se destinan 4 sesiones a estas actividades. Parten por el eje 
de álgebra y funciones construyendo applets para aproximarse a las funciones lineales, cuadráticas y 
trigonométricas, además de inecuaciones y su representación. En Geometría se abordan las trans-
formaciones isométricas, semejanzas y lugares geométricos apoyados de texto dinámico. En datos 
y azar se representan datos agrupados y no agrupados, se simulan experimentos aleatorios y se 
calculan probabilidades. Por último, en geometría 3D se analizan puntos, rectas y planos en el es-
pacio, sólidos de revolución y redes de cuerpos geométricos. Todas estas construcciones se acompa-
ñan de foros sobre el propósito pedagógico de las construcciones dinámicas, los que se ilustran en 
la Tabla 2 para álgebra y datos y azar.

Tabla 2. Facetas de la práctica docente. Elaboración propia.

Álgebra Datos y azar
Comenta brevemente sobre los posibles beneficios/obstá-
culos de algunos de los applets en general o relativo a cual-
quiera de los siguientes conceptos:

a) ¿Qué oportunidades ofrecen las representaciones sin-
crónicas y dinámicas de datos en forma bruta, gráfica y 
tabular para la enseñanza de la estadística y las probabi-
lidades?

a) Comportamiento de las funciones; familia de rectas; 
rol de los parámetros; múltiples representaciones; resolu-
ción de problemas; equivalencia de formas algebraicas; 
relaciones y conexiones; generalizaciones; contenido con-
ceptual versus procedimental.

b) En contextos de azar, la aproximación frecuencial 
vinculada a las tecnologías digitales ha resultado efecti-
va. ¿Cómo contribuye el uso de datos generados de for-
ma aleatoria a este enfoque?

b) Hay distintas alternativas para animar los deslizadores: 
incrementalmente (teclado), a mano (mouse), automático 
(software). ¿Qué posibilidades ofrecen estas distintas mo-
dalidades dinámicas?

c) ¿De qué forma deberían contribuir las herramientas 
digitales de procesamiento y análisis de datos para lo-
grar habilidades de orden superior en nuestros alumnos 
(análisis, interpretación y toma de decisiones)?

4.2.2 Análisis de videos de clase con uso de GeoGebra

Para que los profesores en formación analicen críticamente el uso de tecnología en el aula escolar, 
revisan videos de clase de temáticas y niveles diferentes, que ejemplifican prácticas docentes de inte-
gración de software GeoGebra.

Se destinan dos sesiones a este tipo de actividad, donde los estudiantes responden pregun-
tas abiertas en torno a estas experiencias. El primer video corresponde a una clase de segundo 
medio sobre función cuadrática y parábola, donde la docente, ex alumna del programa, analiza el 
comportamiento de la familia de parábolas según el valor que van tomando los parámetros y las 
relaciona a las diferentes formas algebraicas de sus expresiones simbólicas. Ella hace uso expositi-
vo del GeoGebra, al proyectar la imagen y ser la única que maneja el software (Figura 5a). 

El segundo video corresponde a una clase de séptimo básico sobre los elementos secunda-
rios de los triángulos. El profesor trabaja en la sala de computación donde cada estudiante usa un 
computador con GeoGebra instalado y va replicando la construcción que proyecta el docente. 
Finalmente analizan cómo se comportan los centros (ortocentro, circuncentro e incentro) si los 
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triángulos cumplen ciertas características (equilátero, isósceles, rectángulo). El profesor hace uso 
interactivo de GeoGebra (Figura 5b). Los futuros docentes responden preguntas que problemati-
zan ambas propuestas pedagógicas.

Figura 5a. Video sobre función cuadrática. 
Figura 5b. Video de elementos secundarios del triángulo. Elaboración propia.

4.2.3 Diseño de applets usando GeoGebra

Para que los estudiantes se apropien del uso de la tecnología para el aprendizaje, en parejas diseñan 
applets de uso interactivo para la exploración o descubrimiento de conceptos o relaciones matemáti-
cas fundamentales en los ejes de álgebra y funciones, y geometría plana. Presentan esta tarea me-
diante screencast; es decir, grabaciones de la pantalla y audio mientras se realiza alguna explicación. 
Además, formulan las preguntas que plantearían a sus estudiantes para promover su aprendizaje y 
las justificaciones del uso de la tecnología. Se ilustran producciones de estudiantes sobre función 
potencia (Figura 6a) y sobre simetría axial (Figura 6b). 

Para esta faceta se destinan dos sesiones, donde lo fundamental es entregar retroalimentación 
detallada a los profesores en formación para que puedan progresar en la competencia relacionada 
con el espacio de autoría en el diseño instruccional, y que se puedan apropiar de estas herramientas. 

Normalmente en esta primera aproximación al diseño de applets, los estudiantes ponen 
mayor relevancia a los aspectos técnicos del software (ya que es lo novedoso para los alumnos), sin 
embargo, es importante dirigirlos hacia un adecuado equilibrio y una articulación efectiva para 
que la tecnología sirva al aprendizaje del contenido y desarrollo de habilidades matemáticas.

              

Figura 6a. Screencast sobre función potencia.  
Figura 6b. Screencast sobre simetría axial. Elaboración propia.
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4.2.4 Simulación de propuestas pedagógicas (universidad)

Para que los futuros profesores puedan ensayar sus propuestas pedagógicas con uso de tecnología, realizan 
espacios de microenseñanzas grupales en clase (aula universitaria), donde el resto de sus compañeros y los 
formadores simulan ser estudiantes, para lo cual se destinan dos sesiones. En esta tarea es clave la posibi-
lidad de que los futuros profesores pongan a prueba distintas propuestas pedagógicas con uso de tecnolo-
gía, ante una audiencia que, si bien es experta, simula ser del nivel para el que se diseñó la actividad, con el 
fin de que puedan plantear dudas y preguntas prototípicas y que los expositores respondan a los patrones 
que detecten. Además, esta instancia sirve de modelamiento del uso de tecnología para el aprendizaje para 
todos los miembros del curso, ya que la intención es generar diferentes temáticas y recursos, y se entrega 
retroalimentación entre pares. A continuación se ilustran las presentaciones de estudiantes que abordan 
el problema de Monty Hall (Figura 7a) y la construcción de los sólidos de Kepler (Figura 7b).

Figura 7a. Espacios de microenseñanza sobre el problema de Monty Hall.  
Figura 7b. Espacios de microenseñanza sobre sólidos de Kepler. Elaboración propia.

4.2.5 Ensayo de propuestas pedagógicas (aula escolar)

Para que los profesores en formación apliquen sus propuestas pedagógicas con uso de GeoGebra en aulas 
escolares reales, en el contexto de su práctica profesional, y la implementen en sus centros de práctica con al 
menos una experiencia de aprendizaje con tecnología digital, la clave es que los futuros profesores utilicen 
recursos disponibles en sus centros de práctica, pero que expandan las posibilidades de los estudiantes para 
acercarse a conceptos y temáticas centrales de la matemática piloteadas previamente, usando tecnología.

Se ilustra la implementación de clases en práctica profesional de un futuro profesor ense-
ñando homotecia (Figura 8a) y otro enseñando función par e impar (Figura 8b). Como conse-
cuencia modelan prácticas pedagógicas de uso de tecnología a sus profesores-colaboradores de los 
cursos donde realizan sus prácticas, lo que es una externalidad positiva de este modelo de forma-
ción. De esta forma, las y los futuros profesores van desarrollando progresivamente habilidades y 
conocimientos profesionales especializados que les permiten integrar de forma efectiva las herra-
mientas tecnológicas en sus clases.
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Figura 8a. Práctica profesional sobre homotecia.   
Figura 8b. Práctica profesional sobre función par e impar. Elaboración propia.

4.3 Reflexiones finales

Estas facetas de la práctica docente puestas en práctica por profesores en formación contribuyen a 
que se pongan en situaciones cada vez más auténticas de clases, considerando el uso de GeoGebra en 
cada una de estas facetas de forma progresiva. Esto es muy importante, ya que los estudiantes se 
enfrentan a situaciones cada vez más reales de la práctica docente durante su formación, y además lo 
hacen utilizando tecnología digital, lo cual es un añadido que los prepara ante situaciones complejas 
que deberán afrontar al momento de estar en situaciones reales de aula.

En cuanto a los formadores de profesores, estos influencian la preparación de los futuros do-
centes al integrar la tecnología en sus clases, modelar su uso pedagógico, favorecer el ensayo en la cá-
tedra y promover su implementación en la práctica, lo que les ayudará a estar mejor preparados para 
integrar exitosamente la tecnología en el aula (Uerz et al., 2018; Açıkgül, 2020).

5. Desarrollo profesional docente integrando GeoGebra

La cuarta y última experiencia educativa a compartir en este capítulo corresponde a una instancia de 
desarrollo profesional docente; es decir, trabajo con profesores en ejercicio, específicamente en el diplo-
mado Diseño de estrategias y recursos educativos, impartido en el Instituto Nacional de Astrofísica Óp-
tica y Electrónica (también conocido por sus siglas inaoe) del estado de Puebla (México) en 2019.

El propósito de este diplomado es integrar la tecnología digital a la práctica docente, mediante 
la elaboración de un recurso educativo abierto con GeoGebra, por parte de los profesores, para abor-
dar un contenido de matemáticas o física que ellos tuvieran que impartir en sus centros de enseñanza 
(escuela o universidad). Este diplomado se desarrolló con base en la propuesta metodológica del pro-
ceso de negociación, integrando el uso de GeoGebra para elaborar el recurso educativo abierto.

5.1 Fundamentos teóricos-metodológicos

El proceso de negociación es una propuesta metodológica de integración digital a la práctica docente, 
que se desarrolla al poner en funcionamiento de manera horizontal tres polos durante el diseño —por 
parte del profesor— de un Recurso Educativo Abierto (rea): los resultados de investigación, la expe-
riencia docente y los ecosistemas educativos híbridos (Rubio-Pizzorno, 2018).

De los tres polos del proceso de negociación, es el de los ecosistemas educativos híbridos el que 
permite considerar el uso de GeoGebra en la elaboración de rea, tanto el software de matemáticas 
dinámicas, como las herramientas de creación y gestión de rea (Rubio-Pizzorno, 2020b).
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5.2 Integración digital a la práctica docente usando GeoGebra

Cada polo del proceso de negociación aporta elementos que inciden en el diseño del REA: los resul-
tados de investigación contribuyen con elementos probados científicamente que se transforman en 
principios de diseño; la experiencia docente permite adaptar los resultados de investigación a los 
contextos reales de enseñanza, tomando en cuenta las características situacionales; y los ecosistemas 
educativos híbridos nos permiten reconocer la existencia de diferentes tipos de tecnologías, las cua-
les se pueden aprovechar por separado y articuladas para aprovechar su potencial en la enseñanza y 
aprendizaje de nociones matemáticas (Rubio-Pizzorno y Montiel, 2020).

En el diplomado llevado a cabo en 2019 las y los profesores que participaron diseñaron 
varios REA, de los cuales en este capítulo se considera uno para abordar el volumen de cuerpos 
geométricos (Argüelles y Rubio-Pizzorno, 2020).

5.3 Elaboración del REA El volumen y sus distintos significados

Este REA consiste en un Libro GeoGebra elaborado para abordar el volumen considerando diferen-
tes significados (físicos, matemáticos y educativos). Estos diferentes significados son rescatados de 
los resultados de investigación científica, los cuales se convierten en principios de diseño y en la es-
tructura del Libro GeoGebra; es decir, se aborda cada uno de los cinco significados se aborda en 
cada capítulo del Libro, más uno de introducción: 1) Característica de los objetos-volumen medi-
bles, 2) Capacidad-volumen interno, 3) Volumen externo, 4) Volumen ocupado, 5) Volumen des-
plazado y 6) Volumen como cantidad numérica (Argüelles, 2019).

El Libro GeoGebra es un espacio para articular diferentes tecnologías y formatos de archi-
vos, ya que es posible incorporar videos, imágenes, texto, applet GeoGebra, preguntas de respues-
ta abierta y opción múltiple, y archivos pdf. En la Figura 9 se observa una de las páginas del Libro 
GeoGebra donde se utilizan preguntas de respuesta abierta, de opción múltiple, texto y una ima-
gen, articulados en una misma actividad didáctica. 

Figura 9. Actividad I. Volumen ocupado. Fuente: Argüelles (2019).
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En términos de la experiencia docente, ésta influyó en el diseño del REA al considerar los materiales 
que se tenían disponibles en la escuela a implementar, así como al prever las respuestas que los estu-
diantes podrían dar a las preguntas planteadas, lo cual quedó registrado en la trayectoria hipotética 
de aprendizaje (Simon, 1995) que se elaboró como planeación del REA.

5.4 Reflexiones finales

El proceso de negociación brinda la oportunidad de articular diferentes componentes que pocas 
veces entran en diálogo para abordar un propósito educativo común. Así también, permite robuste-
cer los planteamientos llevados al aula de clases real, al considerar los aportes de la investigación, el 
conocimiento del profesor sobre su práctica docente, todo esto con el objetivo de integrar tecnolo-
gías digitales, en particular GeoGebra.

6. Conclusiones

Los cuatro casos presentados en este capítulo dan cuenta que es posible integrar la tecnología, espe-
cíficamente GeoGebra, a varios ámbitos de la Matemática Educativa: trabajo con estudiantes, for-
mación docente y desarrollo profesional docente. Cabe señalar que las cuatro propuestas ponen el 
foco en el valor epistémico (en el sentido de Rubio-Pizzorno y Montiel, 2020) del software GeoGe-
bra y su relación con los aspectos didácticos de la enseñanza y el aprendizaje de las matemáticas, as-
pecto clave para su exitosa integración. Esto abona al entendimiento de la tecnología digital como 
parte natural de los ambientes educativos y que ahora más que nunca es imperativo poner atención 
a las formas en que se puede integrar, tanto a la docencia como a la investigación.
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Resumen

François Pluvinage fue una evidencia viviente de las fructíferas interacciones entre la cultura mexi-
cana y francesa en la educación matemática. En este capítulo pretendemos ilustrar, a través de dos 
trayectorias de investigación, cómo funcionaron estas interacciones desde hace más de 10 años, para 
repensar el papel de la tecnología en la educación matemática. Combinando puntos de vista sintéti-
cos y analíticos, así como enfoques teóricos y prácticos, los dos autores bosquejan perspectivas para 
futuras investigaciones, mirando más allá de las fronteras lingüísticas y teóricas, enriqueciéndose 
mutuamente a partir de la diversidad e inquietudes teóricas.

1. Introducción

La colaboración franco-mexicana involucró a diferentes instituciones, tanto en México como en 
Francia. En este capítulo, nos centraremos en las colaboraciones entre el Departamento de Matemá-
tica Educativa del Cinvestav (Dme-Cinvestav), por el lado mexicano, y el Instituto Francés de 
la Educación de la ens de Lyon, por el lado francés.

No es fácil determinar el punto de partida de una colaboración determinada. Diríamos que las 
razones para iniciar una colaboración franco-mexicana fueron, en primer lugar, la presencia de 
François Pluvinage en el Dme-Cinvestav, como intermediario entre dos comunidades y luego, un 
interés común por los proyectos de acción práctica (Cuevas y Pluvinage, 2003) y las cuestiones plan-
teadas por la integración de la tecnología en la educación matemática (Guin y Trouche, 1999). Esta 
convergencia lleva a la participación de Luc Trouche en el siguiente Encuentro Internacional sobre la 
Enseñanza del Cálculo (EICAL), desde su segunda edición en Saltillo (Trouche, 2009) hasta el de 
2020, realizado de manera virtual debido a la pandemia. Sus conferencias siempre contaron con el 
apoyo de François Pluvinage, como un perfecto traductor francés-español. El 2009 fue, definitiva-
mente, al menos para Trouche, el punto de partida de esta colaboración.

Esta colaboración ha estado marcada, además de las reuniones en EICAL, por sucesivas estan-
cias científicas cruzadas, tanto en el Dme-Cinvestav como en el Instituto Francés de la Educación.

Desde 2009, varios estudiantes de doctorado e investigadores mexicanos han estado en el 
Instituto Francés de la Educación para trabajar en el tema de la tecnología en la educación mate-
mática: Yani Betancourt, Luis Alexander Conde, Armando Cuevas, Verónica Hoyos, José del 
Carmen Orosco, Rosita Paez, Sandra Evely Parada, Magally Martínez Reyes, Ana Isabel Sacris-
tán, Ulises Salinas-Hernández, Marisol Santacruz y Freddy Villamizar.
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Correspondientemente, Luc Trouche fue invitado al Dme-Cinvestav durante dos meses de 
2017, para trabajar con estudiantes de doctorado e investigadores y visitar diferentes instituciones 
interesadas en la educación matemática (cicata, uacm, upn, etc.). Otro investigador del Instituto 
Francés de la Educación, Gilles Aldon, también fue invitado desde 2009, particularmente para par-
ticipar en EICAL.

Esta colaboración fue muy fructífera durante estos años. Ha marcado varias tesis doctora-
les (Betancourt, 2014; Salinas-Hernández, 2018; Santacruz, 2019; Orozco-Santiago, 2020), y ha 
alimentado el desarrollo científico que aquí queremos presentar. Este capítulo podría considerar-
se como una especie de logro de esta colaboración: Ulises Salinas pasó los dos últimos años (2018-
2020) en el Instituto Francés de la Educación y esta larga estancia, interactuando con Trouche, 
brindó una oportunidad real para profundizar en los temas que se han abordado en el marco de 
esta colaboración franco-mexicana, abriendo, esperamos, nuevas vías para la cooperación.

Este capítulo consta, además de esta introducción, de seis secciones: la siguiente sección 
sitúa el surgimiento del enfoque instrumental de la educación matemática; la tercera propone 
un punto de vista holístico sobre el desarrollo profesional docente, considerándolo como una 
interacción entre docentes y recursos; la cuarta sección propone un punto de vista analítico, 
considerando los elementos que constituyen la actividad de los maestros: palabras y gestos; la 
quinta evidencia el interés de cruzar lenguas y culturas para profundizar en los enfoques sobre 
el trabajo docente con recursos; finalmente, la sexta sección cuestiona las necesidades de la co-
munidad de investigación en tiempos de pandemia.

2. Integrando la tecnología en la educación matemática

Después de algunos supuestos ingenuos relacionados con la integración de computadoras y calculado-
ras en la educación matemática, el final del siglo pasado y el comienzo del actual estuvo marcado por 
enfoques más cautelosos (Lagrange et al. 2003). Comprender la influencia de cada artefacto, como 
producto de la actividad humana, social y cultural, en la conceptualización, particularmente en la 
educación matemática, conduce al desarrollo, en Francia, de un nuevo enfoque teórico, denominado 
enfoque instrumental de las matemáticas, interrelacionado con otros marcos que constituyen la didác-
tica francesa de las matemáticas (Artigue et al. 2019). Trouche contribuyó a este desarrollo al estudiar 
el caso de las calculadoras simbólicas y los sistemas de álgebra computacionales (Guin y Trouche 1999). 
Este enfoque se basa en dos distinciones fundamentales (Figura 1):

•	 La primera entre un artefacto (lo que se le da o se apropia 
un estudiante para apoyar su actividad) y un instrumen-
to, producido por esta actividad, un instrumento que es 
una entidad mixta, hecho del artefacto y un esquema que 
estructura la actividad del estudiante.

•	 La segunda entre dos procesos: el proceso de instrumen-
tación, el artefacto que contribuye a estructurar la activi-
dad del estudiante, y el proceso de instrumentalización, 
el estudiante adaptando, en la medida de lo posible, el 
artefacto a sus propias necesidades y hábitos.

Figura 1. Representación de una génesis 
instrumental. Elaboración propia.
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Finalmente, el aporte de este enfoque al campo de la educación matemática fue evidenciar la pro-
funda interacción entre el proceso de adopción de un artefacto (la dialéctica instrumentación/ins-
trumentalización), y el proceso de conceptualización (la dialéctica artefacto/instrumento, marcada 
por el desarrollo de esquemas, encapsulando el conocimiento). Esta interacción ocurre durante un 
proceso llamado génesis instrumental.

Este enfoque, centrado en el aprendizaje de los estudiantes, se expandió a los casos de las hojas 
de cálculo y al software de Geometría Dinámica, y a nivel internacional: el libro The didactical cha-
llenge of symbolic calculators: turning a computational device into a mathematical instrument (Guin 
et al., 2005) fue una de las referencias centrales del documento de discusión del 17th Study of the 
International Commission on Mathematical Instruction: Technology in Mathematics Education: 
Rethinking the Terrain (Hoyles y Lagrange 2010). La conferencia en sí, celebrada en Hanoi en 2006, 
fue la ocasión de conocer a muchos colegas de México, María Trigueros, Verónica Hoyos, Luis Mo-
reno, Elvira Perrusquia, Teresa Rojano, Ana Isabel Sacristán (miembro del Comité Internacional de 
Programación) y Manuel Santos-Trigo.

El desarrollo de un enfoque teórico vivo es siempre un 
proceso de enriquecimiento, ya que al adaptarlo a situaciones 
reales, hay que tener en cuenta una diversidad de contextos y 
limitaciones (ver Figura 1): entre otras, el currículo, la natu-
raleza de la tarea matemática, el aula, un conjunto de artefac-
tos (y no sólo uno) traídos a la actividad por los propios estu-
diantes –o el maestro.

Una aportación que cabe destacar consistió en inte-
grar al modelo (Figura 2) el rol del maestro, lo que llevó al 
concepto de orquestación instrumental. Una orquestación 
instrumental (Trouche, 2004) se define como el seguimien-
to didáctico, por un maestro, de los estudiantes y los arte-
factos para lograr una tarea matemática o resolver un pro-
blema dado. Su incorporación da como resultado un cambio 
de paradigma, considerando una nueva dualidad (Figura 2) entre un problema y un artefacto, o 
(más a menudo) un conjunto de artefactos. El papel fundamental de un maestro es diseñar una or-
questación instrumental para implementar este problema en un entorno tecnológico dado, para 
constituir un “medio” (Brousseau, 1990) para el aprendizaje de las matemáticas.

Diseñar una orquestación instrumental significa elegir configuraciones didácticas (la forma en 
que los artefactos se distribuyen entre el maestro y los estudiantes) y los modos de explotación (las 
formas en que el maestro y los estudiantes llevan a cabo su actividad con los artefactos). Posterior-
mente se introdujo un tercer nivel de orquestación (Trouche y Drijvers, 2010), el nivel de desempe-
ño didáctico, el cual implica una adaptación por parte del docente y en ocasiones de los propios es-
tudiantes, de las configuraciones didácticas y modos de explotación ante eventos inesperados 
(didácticos, matemáticos, así como tecnológicos) durante el curso de la actividad en el aula.

La base de una orquestación está constituida, de hecho, tanto por el problema a resolver 
como por el entorno tecnológico que sustenta este trabajo matemático. Las interacciones con el 
Dme-Cinvestav fueron particularmente fructíferas para repensar esta dualidad: por el lado del 
problema matemático, la reflexión sobre la matemática dinámica (Sánchez y Sacristán 2003, Mo-

Figura 2. El modelo de orquestación 
instrumental. Elaboración propia.
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reno-Armella et al., 2008), por el lado tecnológico, la reflexión sobre el cálculo visual (Cuevas y 
Mejía, 2003). Estas interacciones dan como resultado una serie de trabajos que profundizan la 
noción de orquestación instrumental, particularmente a nivel de educación superior (Cuevas et 
al., 2018; Orozco-Santiago et al., 2019; Betancourt, 2014; Orozco-Santiago, 2020).

La actividad matemática desarrollada por los alumnos parece muy sensible a la naturaleza de la 
tarea matemática, la naturaleza del entorno tecnológico y a la naturaleza de la orquestación. Se da un 
ejemplo en Trouche (2018), relacionado con un problema de trayectoria (ver Ventana 1). La misma 
pregunta se propone de varias formas, en diferentes contextos (un seminario en el Cinvestav Méxi-
co, un seminario en el Instituto Freudenthal en los Países Bajos y una sesión de formación docente en 
Francia), involucrando diferentes artefactos, con diferentes orquestaciones, dando materia a muy dife-
rentes modos de trabajo y estrategias de resolución.
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La Ventana 2 sólo muestra una variedad de estrategias, dependiendo del contexto de resolución. 
Ventana 2 – Seis puntos de vista diferentes sobre las estrategias de resolución, usando artefactos muy diversos…

       

     

                 

Entre las estrategias para resolver este problema, algunas utilizaron la búsqueda de soluciones en 
internet (e.g., https://www.thedudeminds.net/?p=5636). La aparición de internet ha dado acceso a 
una gran variedad de “recursos”, que incluyen problemas matemáticos, herramientas digitales y pro-
posiciones de “escenarios de uso” (i.e., posibilidades de orquestaciones) transforma de hecho la for-
ma de pensar tanto de la actividad del maestro como de los estudiantes. Lo cual conduce a nuevos 
desarrollos teóricos, que es el propósito de la siguiente sección.

3. Alejándonos, hacia una visión holística

La estancia científica de Ana Isabel Sacristán en el Instituto Francés de la Educación brinda la opor-
tunidad de estudiar juntos los desarrollos impulsados por la tecnología y sus implicaciones políticas 
para la educación matemática. Este estudio evidenció que:

El advenimiento de la tecnología no solo aumenta la gama de recursos disponibles para la enseñanza y el 
aprendizaje de las matemáticas: representa el surgimiento de una nueva cultura –una cultura virtual con 
nuevos paradigmas– que se diferencia de manera crucial de las formas culturales precedentes (Trouche et 
al., 2013, p. 753).
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Aparecen tres tendencias principales que caracterizan 
este surgimiento, con respecto al trabajo de los maestros 
(ver Figura 3): 

•	 Pasar de ofrecer acceso (a la tecnología) a apoyar a 
los maestros para integrar.

•	 Pasar de la política de arriba hacia abajo a la políti-
ca de abajo hacia arriba, aprovechando las pro-
puestas de los propios maestros.

•	 Y pasar de privilegiar los modos de trabajo indivi-
duales a considerar los modos de trabajo colectivos.

En consecuencia, surge una palabra en los trabajos de investi-
gación: “recursos”, en lugar de tecnología.

Estos cambios profundos motivan el desarrollo de un nuevo marco teórico, en el hilo del 
enfoque instrumental, el enfoque documental de lo didáctico (Documentation Approach to Di-
dactics) (dad, Gueudet y Trouche, 2009).

Este enfoque propone un nuevo modelo 
(Figura 4), reemplazando la distinción artefacto/
instrumento por la distinción recurso/documento. 
Constituye fundamentalmente un nuevo paradigma, 
apoyado en una visión holística del trabajo de un 
docente. Además, no se enfoca en un artefacto dado, 
para ser integrado en la práctica del maestro, sino que 
toma en cuenta todos los “recursos” que han 
contribuido y siguen contribuyendo a constituir el 
trabajo del maestro.

“Recurso” se entiende aquí en el sentido am-
plio de las cosas con las que un maestro está interac-
tuando para construir el tema de su enseñanza: libros 
de texto, recursos recolectados de internet, correos 
electrónicos de colegas… Trabajar con estos recursos, 
organizados sobre su actividad en los sistemas de re-
cursos, lleva a cada maestro a desarrollar un docu-
mento, compuesto por recursos y esquemas que es-
tructuran sus usos.

El desarrollo profesional del maestro se ve entonces a través de los lentes de sus interaccio-
nes con los recursos para/de su enseñanza.

Este enfoque se extendió a nivel internacional (Gueudet et al., 2012) beneficiándose de una 
rica contribución de México, a partir de la experiencia del proyecto Enciclomedia (Trigueros y 
Lozano 2012). Este proyecto proporciona a maestros y estudiantes recursos digitales –programas 
interactivos, animaciones, actividades para software de geometría dinámica y hojas de cálculo– 
vinculados a diferentes partes del currículum y los libros de texto oficiales. A pesar de su poten-

Figura 3. Tendencias de la integración 
tecnológica. Elaboración propia.

Figura 4. Representación de una génesis 
documental. Elaboración propia.
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cial para promover aprendizajes significativos, el proyecto evidencia problemas críticos relaciona-
dos con la formación docente. dad aparece de hecho como un marco relevante para analizar las 
nuevas habilidades necesarias tanto para los maestros como para los formadores de maestros en 
un momento de transición al entorno digital, como se evidencia en otro artículo franco-mexica-
no (Gueudet et al., 2012).

La dinámica de dad fue ampliar el alcance del estudio: considerando todo (en la medida de 
lo posible) el sistema de recursos de los maestros (Pepin et al. 2017), tomando en cuenta el trabajo de 
cada maestro ubicado en contextos colectivos (Gueudet et al., 2013), contemplando el trabajo del  
maestro como insertado en una larga trayectoria documental (Trouche et al., 2020).

Diez años después de su introducción, se organizó una conferencia internacional, en 2018, 
en Lyon, para hacer un balance de las mejoras y debilidades de dad (Gitirana et al., 2018) –ocho 
investigadores de México asistieron a esta conferencia–. En la edición del libro de este evento, un 
capítulo (Trouche, 2019) que evidencia algunos recursos faltantes en dad, propuso 10 programas 
de investigación/desarrollo para contribuir a abordar estos temas. En este capítulo, nos gustaría 
centrarnos en tres de ellos:

•	 El tercer programa de investigación tuvo como objetivo profundizar en la dialéctica de esque-
mas/situaciones de trabajo documental.

•	 Los programas primero y décimo fueron de alguna manera complementarios: el primero tiene 
como objetivo diseñar un glosario “vivo” para dad en varios idiomas, y el décimo busca contras-
tar la nominación de los sistemas usados por los maestros para describir sus recursos y su traba-
jo documental.

4. Acercándonos, hacia una visión analítica

Profundizar en las relaciones entre las situaciones de trabajo de los maestros con los recursos y los 
esquemas que están desarrollando a lo largo de esta actividad requiere un análisis detallado de la 
tarea de los maestros: determinar las etapas sucesivas de esta labor, la forma en que ellos justifican su 
decisión, las palabras que utilizan, sus gestos para buscar, seleccionar, adecuar, integrar e implemen-
tar los recursos que necesitan para impartir sus clases.

Por supuesto, se necesitan herramientas teóricas y metodológicas específicas. Por ejemplo, 
respecto de las herramientas metodológicas, Trouche et al. (2020) aprovecharon la situación de 
dos maestras que preparaban juntas una nueva lección para: 1) Determinar las sucesivas etapas de 
su trabajo (comenzando por la lectura del currículo, luego visitando recursos compartidos…); 2) 
Determinar los principales problemas a los que se enfrentan las maestras (usando tal o cual recur-
so, cuándo y por qué); 3) Inferir de las interacciones de las maestras el conocimiento que presen-
ciaron (relacionado con los vínculos entre algoritmos y matemáticas), constituyendo el compo-
nente epistémico de sus esquemas (Figura 5).
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Figura 5. Analizando el trabajo de dos maestras, Anna y Cindy, que preparan juntas una lección, 
en varias etapas sucesivas (Trouche et al., 2020, p. 1254).

Por el lado de las herramientas teóricas, la estancia científica de Ulises Salinas-Hernández en Lyon 
fue la ocasión para cruzar dad con un marco conceptual basado en la mediación semiótica (Sali-
nas-Hernández, 2018), que parte del principio de que los seres humanos (maestros y alumnos en el 
ámbito educativo) realizamos operaciones y llevamos a cabo acciones mediante signos y artefactos 
(incluidos gestos) que  fundamentan la forma como pensamos y actuamos, resaltando en especial el 
papel de los gestos como parte de los recursos de los maestros. Así, Salinas-Hernández y Trouche 
(2018) abordaron la manera en que un maestro de física moviliza diversos gestos con el objetivo de 
que sus estudiantes den significado a un concepto físico: el sistema de referencia (Figura 6).

    
Figura 6. Comunicación de significados de conceptos físicos mediante gestos (Salinas-Hernández y Trouche, 2018, p. 19).

En esta investigación quedó de manifiesto que: (1) se cuenta con recursos semióticos como los gestos 
que son relevantes en el sistema de recursos de los maestros; (2) tomando en cuenta que una sofisti-
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cada coordinación semiótica de la voz, el cuerpo, los gestos, los símbolos y las herramientas confor-
man el pensamiento, entonces los gestos –como portadores de significados– representan, a su vez, 
una forma de estructura cognitiva para visualizar las acciones del maestro. Con el objetivo de pro-
fundizar en el cruce entre dad y un marco conceptual sociocultural de orientación semiótica, se 
presentará en el próximo Icme14 un artículo en extenso (Salinas-Hernández et al., 2021) en el 
grupo de estudio temático 57 (TSG 57): Diversidad de teorías en educación matemática. En este 
capítulo se presentan afinidades entre tres aproximaciones teóricas para estructurar un constructo 
teórico-metodológico: el modelo del maestro, conceptualizando la práctica docente como una prác-
tica sistémica social y mediada orientada por objetivos: los objetivos de la actividad.

5. El proyecto DAD-Multilingual, conceptualizando

Los programas de investigación primero y décimo (§ 3) también fueron una forma de profundizar 
en el análisis de las interacciones de los maestros con los recursos al enfocarse en los aspectos finos 
de su actividad: las palabras que los maestros –e investigadores– usan en sus prácticas. A partir de 
una presentación del Enfoque documental en la Enciclopedia de Educación Matemática (Trouche 
et al., 2020a), el proyecto dad-Multilingual tiene como objetivo adaptar esta presentación en 13 
idiomas diferentes para profundizar en los conceptos en juego.

Este proyecto tiene varios objetivos:

•	 Poner a disposición de los investigadores una presentación del dad en varios idiomas.
•	 Profundizar en los propios conceptos del dad al pensar sus posibles variaciones en diferentes 

idiomas y cuestionar el proceso de traducción en sí.
•	 Más allá del marco del dad, cuestionar la noción de recurso en sí mismo, recurso para/desde la 

enseñanza.
•	 Diseñar (en un paso posterior) un glosario multilingüe del dad.

La traducción al español se realizó gracias a los investigadores mexicanos involucrados en este pro-
yecto (Trouche et al., 2020b). Esta traducción revela varias cuestiones interesantes:

•	 Considerar, a la hora de realizar la traducción al español (del inglés), hacer explícita la necesidad 
de situar un enfoque teórico en el marco cultural en el que surgió, en este caso: la tradición di-
dáctica francesa.

•	 La necesidad de establecer una acepción más precisa en español de un concepto esencial en 
dad: “recurso”. En la versión en inglés existe una relación entre la palabra resource y el verbo 
re-sourcing. Lo que permite pensar en un recurso (resource) como “alimentándose de la fuente 
nuevamente o de manera diferente: re-sourcing”. Sin embargo, en español no es posible hacer 
una transición de “recurso” a “re-curso” y posteriormente al verbo “re-cursar”. Debido a que 
“curso” hace referencia a un movimiento o camino que se sigue, en lugar de una fuente (source); 
y el verbo “re-cursar” denotaría: repetir un momento. Así, con el objetivo de pensar un “recurso” 
como la acción de re-alimentarse, re-abastecerse, o nutrirse nuevamente, en la traducción al es-
pañol se señala que un recurso debe pensarse como el verbo “re-currir”: volver al lugar de donde 
salió (para alimentarse nuevamente).
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•	 Presenta investigaciones latinoamericanas que han utilizado el enfoque documental, ya sea 
como marco teórico principal, o a través de la coordinación con otras aproximaciones teóricas.

•	 Respecto a la noción de resource system es importante, en español, siempre usar el plural: “siste-
ma de recursos” ya que es una noción que se refiere a un conjunto de recursos.

•	 Para el caso de la noción operational invariant, fue más apropiado usar la versión en francés y su 
correspondiente término: invariant opératoire; traducida al español como “invariante operativa”.

Al estar en el marco de procesos de significación (entre diferentes lenguajes), el proyecto puede verse 
enriquecido al incorporar el enfoque semiótico; por ejemplo, en la perspectiva de concebir los térmi-
nos en diferentes idiomas, como sistemas colectivos de signos que se ejecutan por el habla de los in-
dividuos de diferentes culturas.

Un primer reporte del estado actual de este proyecto (Trouche, 2020) será presentado en la 
conferencia PME-NA42 en México (https://pmena2020.cinvestav.mx/Program). Este pro-
yecto ofrece muchas perspectivas, entre ellas:

•	 Usar la diversidad de informes sobre dificultades en la traducción para un enriquecimiento mutuo 
de cada una de ellas, conduciendo a una versión actualizada de estos informes y de las traducciones;

•	 Organizar una nueva etapa en las interacciones entre pares de idiomas. Se ha realizado un pri-
mer trabajo para confrontar la problemática china y mexicana (Wang et al., 2019).

•	 Proponer un número especial en una revista de educación matemática aprovechando este pro-
yecto, sus resultados, problemas y perspectivas (Trouche et al., presentado).

•	 Organizar grupos de trabajo en torno a conceptos que conduzcan a un glosario común.

6. En tiempos de pandemia, cruzando las fronteras

Un momento relevante ocurrió en el 2020 con la pandemia por Covid-19. En el ámbito de la edu-
cación y la investigación en educación matemática, esta crisis mundial ha dejado lecciones en el 
presente y retos a futuro. Mirando el presente, Bakker y Wagner (2020) resaltan los aspectos socia-
les relacionados con la educación y el incremento de desigualdades derivadas de la falta de recursos 
y oportunidades para poder seguir una educación en línea. Durante este tiempo de pandemia –y 
considerando su relevancia en la trayectoria de cada docente– se continuó con las interacciones 
franco-mexicanas a través de:

•	 El EICAL 11, que dio espacio para que sus protagonistas compartieran su mirada en temas de 
cálculo, ciencia y matemáticas; así como los desafíos con los que se enfrentan: enseñanza en lí-
nea, orquestación, recursos didácticos y formación de profesores, entre otros;

•	 La escritura de un artículo de investigación en el que se considera a la pandemia por Covid-19 
en la trayectoria documental de un maestro (Salinas-Hernández et al., s/f) y el cual se ubica, a 
su vez, en el proyecto de establecer vínculos entre teorías.

Este capítulo –el cual incorpora el tiempo de pandemia dentro del análisis realizado– presenta un 
estudio de caso de un maestro experimentado cuya antigüedad docente (44 años) está cercana a la 
de la escuela (49 años) en la que ha trabajado desde su incursión laboral. Para abordar el objetivo 
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de este texto, se analizaron las relaciones que existen entre el modelo educativo de una institución 
y la práctica docente de este profesor de la misma institución, en el contexto de la integración de 
recursos digitales (incluyendo recursos curriculares digitales) a lo largo del tiempo. Se desarrolla-
ron, por una parte, nuevas nociones teóricas como: trayectoria curricular. Las que definimos como 
el camino (con continuidades y rupturas) que une los sucesivos currículos diseñados por una de-
terminada institución escolar a lo largo del tiempo; y, por otra parte, herramientas metodológicas 
para confrontar dos trayectorias: curricular (de la institución) y documental (del profesor), así 
como para combinar su trayectoria documental y la experiencia documental. Sobre el desarrollo de 
las herramientas metodológicas, la pandemia representó un desafío en términos de encontrar la 
mejor manera de capturar lo que estaba sucediendo tanto en la escuela como en la actividad del 
instructor, durante este tiempo de crisis, para después confrontar ambas trayectorias. De manera 
particular, el seguimiento de la práctica docente del pedagogo y la interacción con él cambió de la 
usual observación presencial y las entrevistas directas, a la recopilación de datos e interacción me-
diante medios digitales de comunicación: entrevistas a distancia, llamadas telefónicas, correos 
electrónicos y mensajes de texto. 

Figura 7. Contrastando la trayectoria curricular de una institución y la trayectoria documental de un maestro en el 
contexto de la integración de recursos digitales (Salinas-Hernández et al., trabajo en progreso).

El estudio muestra: (1) en qué medida la trayectoria curricular influye en la trayectoria documental 
del maestro, desde el punto de vista de los recursos digitales. Para identificar esta influencia se defi-
nieron las nociones de:

•	 Sincronía: se refiere a la coincidencia en el tiempo –en la trayectoria curricular y la trayectoria 
documental– de uno o varios eventos o periodos asociados con los elementos de análisis (p. ej., 
integración de recursos digitales).

•	 Impulso: asociado con la idea de “producir movimiento”, se refiere a las acciones, eventos o ini-
ciativas particulares de la institución educativa que fomentan (de manera inmediata o poco 
tiempo después) que la actividad del maestro siga la dirección que la institución pretende p. ej., 
que los maestros incorporen el uso de recursos digitales en sus clases). 

Estas nociones pueden estar asociadas tanto a contenidos curriculares como a recursos digitales 
(p. ej., software de geometría dinámica o uso de plataforma digital para clases en línea). (2) En qué 
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medida la trayectoria documental del maestro es testigo de la evolución en el grado de integración 
de los recursos digitales; y (3) que la pandemia es un evento que generó, tanto para el maestro como 
para la institución, un cambio abrupto en el conjunto de actividades desarrolladas hasta antes de la 
crisis por Covid-19 (Figura 7).

Así, este trabajo, por una parte, aborda la integración de recursos digitales desde distintas 
perspectivas (trayectorias): institucional y personal. Lo que requiere a su vez, el desarrollo de he-
rramientas tipológicas para establecer relaciones entre las dos trayectorias; considerando los as-
pectos colectivos, individuales, curriculares y profesionales. Por otro lado, abre el camino para 
posteriores investigaciones en las que se profundice en las nociones desarrolladas en el artículo y 
que ayuden en el objetivo del análisis sobre el cruce de trayectorias. 

La pandemia también ha dado la oportunidad de que los autores de este capítulo crucen 
miradas sobre el impacto que este evento ha tenido en el contexto semiótico. Beuchot (2004) se-
ñala que los signos “son usados por los que pertenecen a una comunidad semiótica (de hablantes 
o usuarios de los signos), pues tienen que compartirlos para saber, primero, qué son signos y, des-
pués, cuál es su significado” (p. 7). Así, la semiótica contempla dos aspectos básicos: (1) la produc-
ción de signos y sus significados, y (2) la manera en que los individuos comparten y dan significa-
do a signos y artefactos, modificando sus comportamientos en el proceso de la interacción con 
ellos. Entonces, una comunidad semiótica se refiere a un grupo de personas que interactúan entre 
sí y comparten determinados signos. Como producto de la emergencia sanitaria, nuestros espa-
cios comunes de interacción (p. ej., la ciudad, la escuela y el hogar) se han visto transformados por 
signos y artefactos –de los cuales hemos tenido que aprender su uso y su significado– con el obje-
tivo de modificar nuestras actividades cotidianas y comportamientos (Figura 8). 

        

Figura 8. Ejemplos de la profusión de signos y artefactos en los espacios sociales y personales: 
edificios, escuela y hogar. Elaboración propia.

Así, el cruce de miradas contempla, por el lado de los signos: los nuevos signos matemáticos que han 
aparecido en la ciudad; la interacción y coordinación entre signos; la profusión de palabras matemá-
ticas (p. ej., distancia, crecimiento exponencial, modelo, probabilidad y variabilidad, entre otras); y, 
por el lado de las interacciones sociales, los nuevos artefactos (p. ej., cubre bocas) y su influencia en 
la interacción entre personas (en general y en el ámbito educativo); nuevos gestos para el distancia-
miento social; nuevas mediaciones para la enseñanza de las matemáticas (en línea, de manera sincró-
nica o no); cómo los comportamientos se ven modificados en la ciudad y la escuela a partir de los 
signos compartidos; la evolución de signos y gestos durante la pandemia. Finalmente, resulta de in-
terés particular analizar los nuevos signos y artefactos que se han producido durante este periodo en 
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el ámbito educativo: dentro y fuera del salón de clases y las repercusiones que tienen en la actividad 
de los maestros y estudiantes.

Centrándonos en las consecuencias de la pandemia para la educación matemática, no se pue-
de soslayar el tema de la tecnología; tanto de manera directa, en los lugares en donde ha sido en la 
medida de lo posible llevar a cabo una enseñanza-aprendizaje en línea; como de manera indirecta, 
en donde la falta de recursos ha impedido o retrasado la impartición de clases. Ambas situaciones 
merecen sus análisis particulares relacionados con sus respectivas condiciones de enseñanza-apren-
dizaje. Por ejemplo, ¿cuál es el impacto a nivel emocional? Tanto en la educación en línea, en donde 
los espacios de trabajo y personales se han traslapado, como en los contextos en donde ha sido difícil 
tomar/impartir los cursos, se generan situaciones de ansiedad y estrés. Las nuevas políticas educati-
vas, en caso de presentarse, o nuevos ajustes no deben pasar por alto los estudios que se presenten 
sobre este evento tan relevante. Es por eso que es importante profundizar en las investigaciones 
desde diferentes frentes: teórico, didáctico, emotivo, político y social; y de manera interdisciplinar, 
con el objetivo de abrir nuevas dimensiones para la educación matemática con los aportes de otras 
tradiciones de pensamiento: física, química, historia, lenguas, filosofía de la ciencia.

Por parte de dad, este enfoque puede aportar –además de las investigaciones enmarcadas en 
los diez programas– en investigaciones orientadas en analizar el papel y las actividades del maestro 
en la educación a distancia, el conocimiento didáctico del maestro en los nuevos contextos, los nue-
vos programas de formación de profesores. Mirando hacia el futuro, se presentan diversos desafíos 
para las matemáticas, la educación matemática, los maestros y los investigadores. Dos lecciones im-
portantes que dejó la pandemia fueron, por una parte, la revaloración de la ciencia como acción 
humana y social; y, por otra parte, el impulso que la colaboración local e internacional genera a la 
actividad científica. Por lo tanto, es imperativo seguir cultivando los enlaces científicos y culturales 
que se han creado y construir otros nuevos que doten de herramientas teóricas y metodológicas para 
afrontar los nuevos contextos en educación e investigación en educación matemática. 

Nos gustaría concluir este artículo con la remembranza de que el coronavirus nos hizo perder a 
François Pluvinage y esta noticia nos llenó de tristeza. Él fue, hasta el último periodo, un apoyo esen-
cial para la colaboración franco-mexicana en el campo de la educación matemática (Paez y Pluvinage, 
2019). Al mismo tiempo, su experiencia nos deja conciencia y fuerza. Conciencia sobre la necesidad de 
establecer enlaces culturales y científicos, y la fuerza e inteligencia para emprender su construcción.
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Resumen

Este capítulo sistematiza las discusiones propuestas en el grupo de trabajo sobre Enseñanza de las 
Matemáticas y Ciencias en secundaria, en el marco del Onceavo Encuentro Internacional Ense-
ñanza del Cálculo, Ciencia y Tecnología (EICAL 11). En este sentido, se parte de considerar los re-
tos que implica la enseñanza de las matemáticas y las ciencias en secundaria, con el objetivo de re-
flexionar sobre los conocimientos profesionales de los profesores, la implementación didáctica de 
tecnologías digitales y la educación remota en el contexto de la pandemia por el Covid-19. Me-
diante un análisis documental se presenta una revisión y síntesis de resultados de investigación que 
permiten identificar y considerar los modelos de conocimiento especializado del profesor, la or-
questación instrumental, las ideas previas, la modelización matemática y el uso de tecnologías di-
gitales, como elementos relevantes para comprender y elaborar propuestas para la enseñanza de las 
matemáticas y las ciencias en secundaria.

1. Introducción

En el grupo de trabajo 9, dedicado a discutir la Enseñanza de las Matemáticas y las Ciencias en Se-
cundaria, dentro del marco del Onceavo Encuentro Internacional Enseñanza del Cálculo, Ciencia 
y Tecnología (EICAL 11) realizado en 2020, se decidió centrar la atención en la complejidad del co-
nocimiento profesional de los profesores, su trabajo en tiempos de la contingencia sanitaria actual y 
el papel de las tecnologías digitales como problemáticas o posibles retos de enseñanza que enfrentan 
los profesores de secundaria, para luego profundizar en ellas. En este capítulo se presenta una siste-
matización de dichos aportes, reflexiones y propuestas.

Uno de los elementos que fundamentaron la discusión del grupo de trabajo fue el tener en 
cuenta que las matemáticas son el lenguaje de las ciencias (Feynman, 2008), sin embargo, el desarro-
llo de ambas es dependiente e interactivo (Kline, 1981; Gingras, 2001). En el aula de secundaria esta 
dicotomía se ve reflejada, dándole preferencia al aprendizaje memorístico, tanto de las matemáticas 
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como de las ciencias, trayendo como consecuencia un rezago en la comprensión conceptual (Cuevas 
y Pluvinage, 2003; Karam, 2015). Al respecto, diversos investigadores han apuntado que a esta pro-
blemática se le añade la falta de experimentación y la falta de interés por implementar estrategias 
didácticas que promuevan un aprendizaje activo, fomentando en los estudiantes de secundaria el 
desarrollo de habilidades, valores y aptitudes científicas, tales como: curiosidad, creatividad, escep-
ticismo formal y pensamiento lógico (Viennot, 1979; Pozo y Gómez, 1998; Cuevas et al. 2017). 

Por otra parte, se resalta el hecho de que los profesores se enfrentan constantemente a nuevas 
problemáticas y retos en su enseñanza, como es el caso del surgimiento de las generaciones de estu-
diantes denominados por Serres (2014), “Pulgarcitos”, por su capacidad de mediar el conocimiento 
a través de dispositivos móviles digitales. Por otra parte, en el año 2020 la pandemia por el Co-
vid-19 generó en América Latina y el Caribe el cierre de edificios de instituciones educativas, expul-
sando de las aulas presenciales a 154 millones de niños y niñas aproximadamente, equivalentes a 
más del 95 por ciento de los matriculados (unicef, 2020). Este reto ha llevado a los docentes a 
preguntarse cómo educar en modalidad remota a estudiantes que han venido desarrollando su pro-
ceso de formación de manera presencial, lo que implica modificar la organización y disposición de 
las clases, así como sus estrategias didácticas, apoyándose en la tecnología digital. 

Tomando en cuenta lo anterior, en este capítulo se plantea cómo objetivo conjuntar refe-
rentes teóricos, devenidos de la investigación, que permitan reflexionar y proponer alternativas 
parciales a diferentes problemas y retos relacionados con la enseñanza de las matemáticas y las 
ciencias en secundaria. De este modo, en el grupo de trabajo 9, se priorizaron las siguientes pro-
blemáticas o cuestionamientos para orientar la discusión:

•	 ¿Qué conocimientos profesionales de los profesores son fundamentales para lograr una integra-
ción didáctica y tecnológica en la enseñanza de las matemáticas y las ciencias en secundaria?

•	 ¿Qué retos ha impuesto la educación remota o a distancia a los profesores de matemáticas y 
ciencias para la integración de las tecnologías digitales?

•	 ¿De qué manera los profesores usan las tecnologías digitales en la configuración de sus ambien-
tes de aprendizaje para sus clases de matemáticas y ciencias?

A continuación presentamos algunos de los antecedentes, de orden teórico, que fundamentan la 
discusión propuesta en la mesa de trabajo.

2. Antecedentes

Una revisión teórica que permita atender los cuestionamientos anteriormente planteados debe par-
tir de considerar que no existe un enfoque acabado de enseñanza para las matemáticas y ciencias, sin 
embargo, los resultados de la investigación en Educación Matemática y Educación en Ciencias per-
miten identificar elementos que pueden ser útiles para entender los retos y problemáticas que en-
frentan los profesores de ambas disciplinas. A partir de esta revisión se consideró que los estudios 
sobre el conocimiento especializado del profesor; el análisis de sus orquestaciones en el aula, el papel 
de las ideas previas en el aprendizaje, la modelización matemática y el uso de tecnologías digitales, 
constituyen elementos relevantes para comprender y elaborar propuestas para la enseñanza de las 
matemáticas y las ciencias en secundaria. 
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Se reconoce entonces que el docente de matemáticas y ciencias debe contar con un conoci-
miento disciplinar amplio, que además debe ser vasto en otros subdominios de conocimiento, rela-
cionados con la didáctica o el estudiante que atiende. Este conocimiento profesional se manifiesta 
en aspectos, tales como las maneras en que el profesor orienta su clase, el tipo de estrategias didácti-
cas que pone en juego y el uso que hace de las tecnologías digitales. Investigadores como Shulman 
(1986, 1987), Ball, et al. (2008), Thomas y Hong (2013), Rowland (2007), Fennema y Franke (1992) 
entre otros, se han dedicado a indagar en el conocimiento especializado del profesor de matemáticas 
principalmente, para tratar de descubrir cómo se va estructurando, desde que comienza su forma-
ción profesional hasta el momento en que se vuelve protagonista de una práctica docente exitosa. En 
el caso del profesor de matemáticas y ciencias se han podido identificar subdominios de conoci-
mientos, habilidades y prácticas diversas, las cuales se presentarán y discutirán más adelante. 

Por ideas previas se entienden las interpretaciones de los estudiantes sobre diversos fenó-
menos, antes de un acercamiento científico, se relacionan con errores conceptuales; sin embargo, 
no siempre son un conocimiento erróneo, sino incompleto o no compatible con el conocimiento 
científico. Generalmente estas ideas persisten y son comunes, y deben ser consideradas como pun-
to de partida para el diseño de actividades de enseñanza (Viennot, 1979; Hierrezuelo y Montero, 
2006; Cuevas et al., 2017). 

Por lo que respecta a la modelización matemática, se asume como el proceso de utilizar las 
matemáticas para entender situaciones que no pertenecen a la matemática misma, situaciones a 
las que se les suele llamar del mundo real, además de caracterizarse como el paso de un fenómeno 
del mundo real a un modelo matemático que lo represente (interpretación inductiva). Este mode-
lo tendrá representación aritmética, geométrica o algebraica, o algún otra, y permite interpretar 
deductivamente el fenómeno (Confrey y Maloney, 2007; Cirillo et al., 2016; Cuevas, et al., 2017).

Las tecnologías digitales pueden ser consideradas como elementos mediadores que permiten la 
amplificación y reorganización de las ideas tanto para el estudio de los conceptos matemáticos como 
para las ciencias, en tanto que posibilitan la simulación y experimentación mediada en actividades 
didácticas (Moreno, 2014; Cuevas et al. 2017; Villamizar et al, 2020).

La orquestación instrumental (Trouche, 2004; Drijvers et al., 2010) es una metáfora que 
permite estudiar las maneras en que el profesor actúa, disponiendo intencional y organizadamen-
te de diversos artefactos (incluyendo los digitales) para configurar un ambiente de aprendizaje. Se 
distinguen tres elementos dentro de la orquestación instrumental: la configuración didáctica (di-
dactical configuration), los modos de aprovechamiento (exploitation modes) y el rendimiento di-
dáctico (didactical performance) (Drijvers et al., 2010, p. 215). 

Según Drijvers et al. (2010, p. 215) la configuración didáctica se entiende como: “una dis-
posición de artefactos en el entorno o una configuración de la enseñanza y de los artefactos que 
intervienen en ella”; el modo de explotación “corresponde a la forma en que el profesor aprovecha 
la configuración didáctica en beneficio de sus intenciones”, que a su vez incluye las decisiones para 
introducir y trabajar una tarea, así como los posibles roles que jugarán los artefactos, tomando en 
cuenta los esquemas y técnicas que desarrollarán y establecerán los estudiantes. Finalmente, el 
rendimiento didáctico implica: “las decisiones tomadas mientras se enseña, cómo actuar de 
acuerdo con la configuración didáctica elegida y el modo de explotación”; es decir, las decisiones 
conscientes que debe tomar el profesor ante una situación inesperada de la tarea matemática, 
herramienta tecnológica u otros objetivos emergentes por parte de un estudiante.
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3. Método

Para el desarrollo de este capítulo se propuso un análisis teórico y de síntesis, fundamentado en un 
análisis documental que permitió abordar las preguntas o cuestionamientos planteados anterior-
mente, a través de una reflexión en torno a diversas teorías y desarrollos de investigación en la ense-
ñanza de las matemáticas y ciencias para secundaria (Peña-Vera y Pirela-Morillo, 2007). A partir de 
esta revisión teórica, se consideraron relevantes los siguientes temas:

•	 Lo que deben conocer los profesores que imparten clases de ciencias y matemáticas.
•	 La orquestación instrumental como una perspectiva teórica que permite entender y buscar al-

ternativas para enfrentar el reto de la educación en matemáticas y ciencias a través de una mo-
dalidad remota o a distancia.

•	 El uso de las tecnologías digitales para la modelización matemática y su mediación en la simu-
lación y experimentación de fenómenos.

A continuación se presenta una síntesis de la revisión teórica a propósito de los temas menciona-
dos, partiendo de consideraciones en torno al conocimiento del profesor, las propuestas para 
orquestar sus clases de manera remota en tiempos de contingencia sanitaria y la implementación 
de estrategias didácticas que integran las tecnologías digitales para la enseñanza de la geometría 
y la física.

4. Conocimiento especializado del profesor de matemáticas y ciencias

Implica reconocer que el conocimiento del profesor dedicado a la enseñanza de matemáticas y cien-
cias es diverso y profundo para atender a diferentes situaciones en el aula presencial como virtual, el 
cual comprende subdominios de conocimiento curriculares, didácticos, disciplinares, tecnológicos, 
entre otros. Sin embargo, existen diversas teorías que reflexionan sobre cómo se organiza el conoci-
miento especializado del profesor, aquí se hará mención del modelo denominado Conocimiento 
Especializado del Profesor de Matemáticas (mtsk por sus siglas en inglés), y en el caso de la física, el 
Conocimiento Especializado del Profesor de Física. 

El mtsk propone una estructuración del conocimiento del profesor de matemáticas basada 
en la noción de especialización, que permite caracterizar conocimientos de distinta naturaleza, con-
siderando el contenido matemático y diferentes subdominios (Flores-Medrano et al., 2016). En este 
modelo se sigue la idea de Shulman (1986), sobre la presencia de dos grandes dominios de conoci-
miento: el conocimiento de las matemáticas y el conocimiento didáctico del contenido, en el que se 
incluyen además las creencias. En el esquema de la Figura 1, Flores-Medrano y colaboradores pre-
sentan los dominios y subdominios que componen el mtsk. 

Según Flores-Medrano et al. (2016), el conocimiento del profesor que enseña matemáticas se 
compone de tres subdominios: el contenido matemático a profundidad (conocimientos disciplina-
res), la estructura matemática y la práctica matemática.
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Figura 1. Esquema del mtks (tomado de Flores-Medrano et al., 2016, p. 209).

La Figura 1 ilustra los tipos de conocimiento matemático que debe poseer el profesor de matemáti-
cas, interpretados por Flores-Medrano et al. (2016) de la siguiente manera:

El Knowledge of Topics (kot) o conocimiento de los temas, hace referencia al conocimiento 
disciplinar y matemático escolar. Describiendo cómo conoce el profesor de matemáticas los te-
mas que va a enseñar; además supone conocer los fundamentos teóricos de los tópicos matemáti-
cos, así como sus significados. 

El Knowledge of the Mathematical Structure (kms) o conocimiento de la estructura mate-
mática, busca recoger el conocimiento del profesor sobre la forma en cómo se interconectan los 
diferentes contenidos matemáticos. 

Knowledge of Practices in Mathematics (kpm) o conocimiento de la práctica en matemáti-
cas, es aquel que el profesor posee sobre cómo se hacen matemáticas, teniendo en cuenta el uso de 
las reglas de sintaxis de la disciplina. Este subdominio se puede ejemplificar cuando el profesor 
establece definiciones y utiliza de forma diferenciada la demostración, la prueba y la conjetura.

Pedagogical Content Knowledge (pck) o conocimiento pedagógico del contenido, implica 
para el mtsk tres subdominios que permiten reconocer el conocimiento del profesor acerca del 
contenido como objeto de aprendizaje, como objeto de enseñanza y como conocimiento de los 
estándares de aprendizaje de las matemáticas.

Knowledge of Features of Learning Mathematics (kflm). El conocimiento de las caracterís-
ticas de aprendizaje de las matemáticas se refiere a cómo aprenden los estudiantes los contenidos 
matemáticos. Conocer cuáles son los modos habituales de razonamiento de los alumnos en deter-
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minados contenidos, sus dificultades, aquello que les resulta más comprensible, o aquello que 
pudiera resultar más interesante. Se refiere a las teorías de aprendizaje que el profesor puede co-
nocer para sustentar su comprensión del aprendizaje de determinados contenidos matemáticos o 
las propias prácticas personales que, debido a la experiencia, pudieran instituirse en una teoría 
propia de aprendizaje.

Knowledge of Mathematics Teaching (kmt). El conocimiento de la enseñanza de las mate-
máticas es el conocimiento que tiene el profesor sobre los modos de presentar el contenido y su 
potencial para la enseñanza considerando ejemplos adecuados, intención o contexto. También se 
refiere al conocimiento de los recursos y materiales didácticos relevantes para llevar a cabo la ac-
tividad matemática.

Knowledge of Mathematics Learning Standards (kmls). Conocimiento del profesor sobre 
lo que está institucionalmente aceptado que aprenda un estudiante, nivel de profundidad y domi-
nio que se espera que éste adquiera en determinado momento escolar. Comprende también el 
conocimiento de secuenciaciones del contenido y su fundamento. Se trata de un conocimiento 
que se basa en el currículo, en otros estándares de aprendizaje e investigaciones.

En comparación existe también un conocimiento especializado del profesor de física que 
puede ser extendido a la enseñanza de las ciencias en general y que también demanda un desarro-
llo del conocimiento pedagógico del contenido (Roth, 2007; Seung et al., 2012). Asikainen y 
Hirvonen (2010) se han abocado a indagar sobre los aspectos del conocimiento especializado 
relacionados con la enseñanza de la física, identificando que la didáctica alemana (Didactik) y 
americana coinciden en cuanto a objetivos de enseñanza, temas y contenidos, formas organiza-
cionales, métodos y procedimientos de enseñanza-aprendizaje, así como en métodos de evalua-
ción y monitoreo de resultados de aprendizaje, categorías de conocimiento específico de enseñan-
za, que han sido identificadas previamente por Shulman. 

La formación de profesores en América Latina es muy distinta en relación con la formación 
en Europa, sin embargo, se coincide con Asikainen y Hirvonen (2010) en que el principio del objeto 
de conocimiento de la física puede estar dividido entre la comprensión conceptual, un conocimien-
to de las estructuras de la física y el conocimiento de la historia y filosofía de la física. De tal modo 
que, retomando el modelo de Flores-Medrano et al. (2016) y las categorías del conocimiento espe-
cializado de Asikainen y Hirvonen (2010) se presenta como aporte de discusión y reflexión, el es-
quema de un modelo análogo al mtsk, el cual puede considerarse como el Conocimiento Especia-
lizado del Profesor de Física (cepf) cuyos subdominios se describen a continuación (Figura 2):
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Figura 2. Modelo de Subdominios del conocimiento especializado para la enseñanza de la física CEPF (Adaptado de 
Flores-Medrano et al. (2016) con las aportaciones de Asikainen y Hirvonen 2010).

Comprensión de conceptos (Conceptual Understanding, cu). Según Asikainen y Hirvonen (2010), 
ésta se ha definido la como la habilidad de saber los conceptos y su significado, o en un punto de 
vista más sofisticado de dicha definición como discernir las estructuras de la física y las formas en las 
cuales ésta se relacionan con otras.

La historia de la física y de la filosofía de la física (Physics History and Physics Philosofy, pm 
y pp) pueden ser usadas como punto de partida en la enseñanza de la física si el objetivo de la en-
señanza es la comprensión de conceptos y los procesos y la naturaleza de la ciencia, además la 
historia de la ciencia puede ayudar a los estudiantes a abandonar las concepciones históricas irre-
levantes (conocimiento anecdótico) y aprender las nuevas. 

Acercamientos de enseñanza (Instructional Approaches, ia). Son esquemas de acción que 
guían el proceso de enseñanza. Cuando a cierto acercamiento se le da continuidad en la enseñan-
za, las estrategias usadas y el contenido elegido, forman un ensamblaje coherente que toma en 
cuenta diversos factores, como el nivel de comprensión de los estudiantes, objetivos y contenidos 
de enseñanza. En la didáctica esto puede ser entendido como un proceso de análisis. Las diferen-
tes versiones de modelización son ejemplos de acercamientos instruccionales, representaciones 
del acercamiento de especialidad final, el cual está fuertemente basado en la tradición didáctica. 
Dentro de las categorías de Shulman, el conocimiento de acercamientos instruccionales incluye 
todo el dominio de conocimiento base del profesor.

Trabajo experimental o práctico (Experimental Work, ew). Es como normalmente se le co-
noce y es una parte muy común en la enseñanza de la física. El trabajo práctico juega un papel muy 
importante en el aprendizaje en el sistema de escuela terminal. En la didáctica alemana, el conoci-
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miento de trabajo experimental es parte de la comprensión profunda de la sustancia, pero también 
pertenece al conocimiento de los mejores métodos de enseñanza.

Resolución de problemas matemáticos (Mathematical Problem-Solving, mps). Es parte de 
la enseñanza de la física especialmente en los niveles de la secundaria alta en Finlandia, incluso si 
el énfasis está puesto en la comprensión de la física, aunque juega un papel menos importante en 
la secundaria baja, en donde el énfasis de la enseñanza está en la comprensión del fenómeno.

Ideas previas de los estudiantes y modelos (Students’ Preconceptions and Models, sp y m). Forma 
parte de la enseñanza actual de la física. Con la finalidad de apoyar a los estudiantes en su proceso de 
aprendizaje, un profesor debe tener conocimiento del mismo rango de concepciones comunes y mode-
los de razonamiento que tiene el estudiante. En Cuevas et al. (2017) se describe una idea previa relacio-
nada con el sonido, donde los estudiantes lo interpretan como todo aquello que genera ruido, y no lo 
comprenden desde sus representaciones periódicas asociadas a la rarefacciones y compresiones de las 
moléculas de un medio. En la teoría de Shulman, este tema pertenece al dominio de la comprensión del 
estudiante y en la didáctica alemana es un prerrequisito de la enseñanza (Asikainen y Hirvonen, 2010).

Si bien, lo anterior menciona diversos conocimientos del profesor de matemáticas y cien-
cias, se debe tomar a consideración el modo en que los profesores deben actuar, desempeñarse y 
organizar los diversos artefactos ante situaciones específicas ocurridas en el aula, ya sea física o 
virtual, lo cual se discutirá en la siguiente sección.

5. Orquestaciones extramurales: una manera de entender la enseñanza re-
mota en tiempos de contingencia

Se ha mencionado que el profesor de matemáticas y ciencias desarrolla y pone en juego determina-
dos conocimientos profesionales (disciplinares, curriculares, didácticos y tecnológicos, entre otros), 
necesarios para orientar su práctica. Uno de los elementos fundamentales de dicha práctica es la 
capacidad que pueden tener los profesores para diseñar y gestionar ambientes de aprendizaje propi-
cios a las necesidades de sus estudiantes. Al respecto, la investigación se ha enfocado principalmente 
al estudio de prácticas en entornos presenciales, sin embargo, actualmente existe un mayor interés 
en profundizar en el estudio del trabajo del profesor en ambientes virtuales o en línea.

A esta situación debe sumarse el impacto fundamental que ha tenido en la sociedad y, en 
particular, en la educación, la emergencia sanitaria provocada por el Covid-19, la cual ha marca-
do nuevos caminos para la enseñanza, en los que las tecnologías digitales han jugado un papel 
trascendental. Así pues, uno de los retos que enfrentan gran parte de los profesores en el mundo 
está relacionado con la enseñanza en medio de la contingencia sanitaria, que ha provocado que 
muchas escuelas y profesores asuman la enseñanza remota como una alternativa para darle conti-
nuidad a las actividades escolares. 

Esta enseñanza remota ha permitido que los profesores propongan nuevas formas de orga-
nizar, disponer y llevar a cabo su trabajo a través de un uso cada vez más generalizado de tecnolo-
gías digitales. En esta perspectiva, se han desarrollado nuevas maneras de orquestar el aprendiza-
je de los estudiantes (Drijvers et al., 2010) a través de ambientes híbridos que se mueven entre la 
presencialidad y la enseñanza en línea.

Al respecto, surgen diversas preguntas, tales como: ¿en qué consiste esta enseñanza remota?, 
¿cómo los profesores organizan y disponen un ambiente de aprendizaje remoto para sus estudiantes?, 
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y ¿qué se ha aprendido de toda esta experiencia? Por supuesto, no se trata aquí de responder estas 
preguntas, sin embargo, se considera que sirven para intentar comprender los nuevos retos y situa-
ciones que enfrentan los profesores. Para ello, se propone la idea de orquestación extramural como 
una manera de entender estas nuevas organizaciones propuestas por los profesores. 

Inspirados en las ideas de Trouche (2004) y Drijvers et al. (2010) sobre el concepto de orques-
tación, se intenta describir y caracterizar estas orquestaciones extramurales con las cuales los profe-
sores pretenden orientar la actividad de sus estudiantes. Se considera pertinente ampliar la metáfora 
de la orquestación instrumental, teniendo en cuenta que la enseñanza remota rebasa los muros del 
espacio físico escolar tradicional, incluyendo otros participantes que antes tenían un lugar menos 
visible (e.g. los padres de familia), otro tipo de recursos y nuevas maneras de interacción. 

La experiencia de los profesores enseñando de manera remota muestra al mundo que, con 
el uso más generalizado e intensivo de tecnologías digitales, los profesores han ampliado su por-
tafolio de recursos digitales dispuestos para su enseñanza y han redefinido sus configuraciones 
didácticas. Estas nuevas configuraciones didácticas incluyen canales alternativos de comunica-
ción con sus estudiantes, por ejemplo, a través de redes sociales, correo electrónico o servicios de 
mensajería instantánea, como WhatsApp, mediante el cual los profesores mantienen contacto 
con sus estudiantes, comparten recursos y se les atiende de forma remota con llamadas y/o video-
llamadas. Adicionalmente, algunos profesores comparten grabaciones de sus clases, hojas de tra-
bajo para sus estudiantes, envían y reciben tareas. Algunas de las razones que sustentan el uso 
masivo de este tipo de aplicaciones de mensajería instantánea es su gratuidad, su versatilidad dada 
las funcionalidades que ofrece, su popularidad y lo relativamente económica en uso.

Adicionalmente, los profesores han integrado el uso de blogs personales o de plataformas 
de aprendizaje, como Google Classroom, para gestionar los recursos dispuestos para sus estudian-
tes, el desarrollo de las actividades y la evaluación. Otro aspecto que sobresale es el incremento en 
el uso de recursos audiovisuales, como los videos de YouTube, y en menor medida el uso de Open 
Educational Resources (Trouche et al., 2018), como Khan Academy. 

Los modos de explotación en estas orquestaciones extramurales apuntan a la coordinación de los 
recursos dispuestos a través de videoconferencias o encuentros sincrónicos en plataformas como Google 
Meet o Zoom, articuladas con materiales u hojas de trabajo compartidas a los estudiantes y muchas 
veces acompañadas de recursos complementarios como videos para propiciar el trabajo asincrónico de 
los estudiantes. En los encuentros, a través de videoconferencias, los profesores tienden a replicar prácti-
cas propias de las clases presenciales: toman la lista de asistentes, presentan el tema a enseñar, dan ejem-
plos y algunos ejercicios, para esto se valen de recursos adicionales como presentaciones de diapositivas 
o pizarras virtuales. La comunicación suele ser unidireccional, de los profesores a los estudiantes, con 
algunas excepciones a través del uso del Chat o interacciones a través de preguntas y respuestas.

Por otro lado, un reto fundamental para los profesores en estas orquestaciones extramurales ha 
sido justamente el diseño de hojas o guías de trabajo, las cuales están dirigidas a un estudiante que las 
va a desarrollar sin un acompañamiento directo del profesor, como ocurre usualmente en las clases 
presenciales, y eso genera serias tensiones y dificultades cuando las consignas de las tareas no son 
claras o las tareas son difíciles para los estudiantes, lo cual genera que otras personas participen en el 
ambiente de aprendizaje: familiares, amigos y hasta vecinos que buscan apoyar en las tareas escolares.

Este tipo de orquestaciones extramurales conlleva a que el didactical performance del pro-
fesor no se restrinja al encuentro sincrónico durante las videoconferencias, sino que se extienda 
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en tiempos que incluso pueden ser por fuera del horario escolar. Estas orquestaciones implican un 
manejo de tiempos mucho más extensos a lo acostumbrado en la presencialidad y le implica a los 
profesores interactuar con los estudiantes de otras maneras, resolver otro tipo de imprevistos y 
tomar decisiones ad hoc diferentes a lo que se hacía en el aula presencial. Toda esta situación ha 
llevado a que muchos profesores expresen fatiga ante la necesidad de atender a sus estudiantes a 
través de medios remotos, en los cuales se prioriza la atención individualizada, en contraste a la 
atención mucho más colectiva que se suele hacer en las clases presenciales.

En conclusión, estamos ante orquestaciones que trascienden los muros de la escuela, que in-
corporan o brindan mayor protagonismo a otros actores (como padres de familia), que le otorgan al 
estudiante mayor autonomía y responsabilidades frente a su proceso de aprendizaje y que integran 
una variedad de recursos digitales que anteriormente no eran considerados. Así mismo, la configu-
ración didáctica que el profesor generaba ha tenido que modificarse y extenderse, utilizando recur-
sos diversos, en especial los tecnológicos digitales. Aún es muy pronto para estudiar los efectos e 
impacto de la enseñanza remota en emergencia sanitaria, sin embargo, existe un acuerdo generaliza-
do de que ha sido una oportunidad grandiosa para repensar las prácticas educativas, más allá del 
trabajo exclusivo al interior del aula física.

6. Configuración didáctica a partir del uso de las tecnologías digitales en 
la enseñanza y aprendizaje de geometría y física

Las tecnologías, en particular, las digitales, crecen a pasos agigantados transformando no sólo la 
sociedad sino la educación, modificando las formas en que el profesor orquesta los procesos y recur-
sos en su enseñanza. Por ello, a continuación se reflexionará sobre el uso de las herramientas tecno-
lógicas digitales apoyadas en investigaciones en la enseñanza de la geometría y la física.

6.1 El uso del GeoGebra para aprender geometría a partir de la elaboración de 
simuladores

Existen diversas maneras de usar las tecnologías digitales por parte de los profesores de matemá-
ticas y ciencias, entre ellas se considera la creación de comunidades educativas donde se generen 
retos matemáticos afrontados con un software o app. Al respecto, para reflexionar sobre el rol y 
uso de las tecnologías digitales en la enseñanza de las matemáticas en la educación secundaria, se 
cita a modo de ejemplo, Aprender en Red, la cual desarrolló el Proyecto Club GeoGebra (pcg), 
que fue implementado en algunos establecimientos de educación secundaria pública en Venezue-
la, desde el 2013 al 2017 (Sánchez et al., 2020). La implementación del pcg consistió en confor-
mar pequeños grupos de estudiantes (llamados clubes GeoGebra), cuyas actividades giraban en 
torno a la elaboración de simuladores con GeoGebra (esg). Al mismo tiempo, el pcg se plantea-
ba hacer de estas actividades verdaderas oportunidades para el aprendizaje de contenidos de geo-
metría en 2D y 3D de manera dinámica. Para ello, fueron proyectadas dos grandes metas de la 
esg orientadas a favorecer el aprendizaje:

(I) 	 La producción de dibujos dinámicos que representarán modelos ostensivos de determinados 
fenómenos de la realidad con el software, es decir, dibujos creados con un software de geome-
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tría dinámica, de manera que: “[…] conserve ciertas propiedades espaciales impuestas cuando 
se desplace por uno de los puntos básicos del dibujo.” (Laborde, 1997, p. 42), y 

(II) 	 La comprensión de los procesos de producción de estos dibujos.

Guiados por la comprensión del proceso de producción de un dibujo dinámico era posible que los 
clubes desplegaran actividades en donde determinados saberes geométricos se movilizaban median-
te las acciones y reflexiones de los participantes. Al sumergirse en estas actividades, las acciones y 
reflexiones de los estudiantes, en conjunto con las del responsable del club (el promotor), se orienta-
ban hacia la producción de significados para aquellos objetos y relaciones geométricas que hacían 
parte de sus procedimientos de construcción. 

Indistintamente de la concepción de significado que se tenga, los estudios realizados en el 
contexto del pcg (Sánchez y Prieto, 2019; Sánchez et al., 2020) dieron cuenta de que los signifi-
cados de los objetos y relaciones geométricas evocados en las actividades de esg (como también 
ocurre en muchas otras actividades humanas) estaban siendo expresados por medio del uso coor-
dinado de signos (p. ej., gestos, enunciados, textos y dibujos) y de artefactos (p. ej., el software 
GeoGebra o un lápiz). En otras palabras, era por medio de signos y artefactos que los participan-
tes del pcg podían comunicar (para los demás y para sí mismos) los significados atribuidos por 
ellos a las operaciones realizadas con el software para crear un dibujo dinámico con el cual mode-
lar cierto fenómeno de la realidad (Figura 3).

Figura 3. Dibujo dinámico creado para modelar el movimiento de la Tierra alrededor del Sol. 
Tomada de Faria (2016, p. 93).

Durante la implementación del pcg, el software GeoGebra fue concebido (en el sentido de Radford, 
2014) como un artefacto cultural de naturaleza digital que proporcionaba una serie de contenidos 
conceptuales (herramientas de construcción y de medida) como un espacio de trabajo conceptual 
(apariencias Geometría y Gráficos 3D) para que el usuario pudiera experimentar con estos conteni-
dos y produjera formas novedosas de construir y validar los dibujos dinámicos. Por ejemplo, si algún 
estudiante deseaba construir con GeoGebra una elipse en el plano XY, la herramienta Elipse sugería 
un procedimiento de construcción guiado por el reconocimiento y/o determinación de sus focos y de 
un punto sobre la cónica. La conceptualización que transmite esta herramienta es aquel lugar geomé-
trico de los puntos de un plano cuya suma de las distancias a otros dos puntos fijos, llamados focos, es 
constante; es decir la definición de elipse (Figura 4).
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Figura 4. Conceptualización detrás de la herramienta Elipse. Elaboración propia.

Lo anterior revela que la comprensión del proceso de producción de un dibujo dinámico en el PCG no 
podía lograrse sólo con la identificación de aquellos signos y artefactos a los que recurren los participan-
tes, para dar significado a las operaciones de construcción, ni con el reconocimiento del uso que hacían 
de estos recursos semióticos. Además, era importante tomar consciencia de que los estudiantes y el 
formador producían significados enmarcados en “una superestructura simbólica o visión cosmológica 
del mundo” (Radford, 2020, p. 34), representada por la variedad de contenidos conceptuales que sub-
yacen en las herramientas de construcción que ofrece el software GeoGebra. De hecho, estas herramien-
tas responden a determinados saberes geométricos, los cuales expresan sofisticadas y evolucionadas 
formas de pensamiento acerca de las construcciones geométricas que han surgido de la actividad huma-
na a lo largo de la historia (Prieto y Arredondo, 2020).

De esta manera, las relaciones entre los procedimientos de construcción de dibujos dinámi-
cos y la conceptualización detrás de las herramientas de GeoGebra que permitían la materializa-
ción de la geometría en estos dibujos, comenzó a cobrar importancia en el PCG, sobre todo por las 
posibilidades que estas relaciones ofrecían para una comprensión más profunda de los significa-
dos otorgados a las operaciones de construcción, como también para un acercamiento de los estu-
diantes a los saberes históricos y culturales de la época correspondiente. Esta perspectiva sobre el 
rol y uso del GeoGebra en las actividades de ESG entregó a los promotores de los clubes una vía 
para comprender y promover nexos entre las acciones y operaciones de una construcción particu-
lar y el saber detrás de la herramienta empleada para producir el dibujo correspondiente; todo 
esto por medio de un trabajo colectivo de comunicación de lo realizado por los estudiantes, desde 
donde lograron emerger los significados.

El ejemplo de la Figura 3 fue tomado del trabajo de ESG realizado por Rosangela, una de las 
estudiantes participantes del PCG (ver Faria, 2016). En este trabajo, la necesidad de representar el 
movimiento de la Tierra alrededor del Sol motivó el empleo de un procedimiento de construcción 
de la elipse (bajo la apariencia Gráficos 3D), cuyas operaciones se organizaron según la conceptuali-
zación de la cónica en el GeoGebra. Antes de iniciar su construcción, la joven consideró: (i) localizar 
un punto A en el origen del sistema cartesiano que sirviera como foco de la cónica (objeto de partida 
de la construcción), (ii) asumir al eje Y como eje focal de la elipse, y (iii) definir una escala conve-
niente para los valores de perihelio (k) y afelio (m). Luego de esto, la estudiante realizó una serie de 
operaciones con el software que, según la herramienta Elipse, se organizaban en las tres grandes ac-
ciones descritas en la Tabla 1.
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Tabla 1. Acciones y operaciones realizadas para construir con GeoGebra una elipse a partir de uno de sus focos. 
Fuente: Faria (2016).

Acciones Operaciones
1. Localizar el segundo foco 
de la elipse.

1.1. Se dibuja la circunferencia d con centro A y radio 2*c*a – Circunferencia (cen-
tro, radio, dirección).
1.2. Se interseca la circunferencia d y el eje Y, dando lugar al punto C – Punto.

Acciones Operaciones

2. Localizar un punto de la 
elipse.

2.1. Se dibuja la circunferencia e con centro A y radio a − Circunferencia (centro, 
radio, dirección).
2.2. Se dibuja la circunferencia f con centro C y radio a − Circunferencia (centro, 
radio, dirección).
2.3. Se intersecan las circunferencias e y f, dando lugar al punto E − Punto.

3. Dibujar la elipse. 3.1. Se construye la elipse g con focos A y C, y punto E − Elipse.

	

Como puede notarse, el procedimiento de construcción de la Tabla 1 fue guiado por la conceptuali-
zación de la elipse correspondiente a la herramienta de GeoGebra. De esta manera, las operaciones 
realizadas por la estudiante fueron relacionadas con acciones de construcción enmarcadas en una 
forma general de pensar sobre la cónica, que es histórica y cultural. En el transcurso de las actividades 
del club, la estudiante y su promotor emplearon colectivamente una serie de recursos semióticos que 
incluían palabras, gestos, dibujos, símbolos, modelos del fenómeno tratado, entre otros, para dotar de 
significado a las operaciones de la construcción. Por ejemplo, en el caso de las operaciones 1.1 y 1.2, el 
relato de Faria (2016) revela cómo estos sujetos identificaron relaciones entre las distancias del centro 
de la elipse a los focos (parámetro c) y los vértices (parámetro a);  las distancias de la Tierra al Sol en 
los puntos de su órbita más cercano (perihelio, parámetro k) y más distante (afelio, parámetro m), 
mediante una variedad de recursos semióticos que les permitieron dotar de sentido a la localización 
del segundo vértice de la cónica, de una forma en la que no habían pensado antes del PCG.

7. El uso de las tecnologías digitales como mediadores en la 
experimentación y modelización matemática de fenómenos

Un elemento relevante en la enseñanza de las ciencias es la experimentación (Viennot, 1979, Mc-
Dermott, 1991), sin embargo, algunos investigadores como Candela et al. (2012) argumentan que 
las prácticas de laboratorio en secundaria son  escasas, derivado  de la carencia de materiales, mobi-
liario e instalaciones seguras para una actividad exitosa, por otra parte, Cuevas et al. (2017) mencio-
nan que instalar un laboratorio de ciencias es algo costoso, lo que limita programar situaciones di-
dácticas a partir de experimentos. 

Al respecto, se han generado diversas propuestas que integran el uso de las tecnologías digita-
les. En Cuevas et al. (2017) se puede profundizar sobre una propuesta para la modelización median-
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te el modelo Cuvima, donde proponen el uso de teléfonos inteligentes como laboratorios portables, 
de modo que, a partir de una app se pueda mediar la experimentación de un fenómeno y facilitar la 
modelización, por ejemplo: la Figura 5 muestra la app Oscilloscope propuesta por los investigadores 
para experimentar sonidos que sean captados y representados mediante una señal sinusoidal, y pos-
teriormente, ésta permita el estudio del tono como cualidad del sonido siguiendo una secuencia 
didáctica. El proceso de llevar el fenómeno a una representación matemática es conocido como 
modelización matemática, de modo que la representación luego permita interpretar el mundo real, 
en este sentido, la matemática es significativa dentro de los contextos de la física.
	

Figura 5. Experimentación con dispositivos móviles para la modelización de un fenómeno físico. Elaboración propia.

La configuración de estos artefactos para la experimentación transforma la enseñanza tradicional 
en clases donde se promueve el aprendizaje activo y colaborativo debido a que este tipo de experi-
mentos conllevan el trabajo en equipo donde cada integrante debe realizar una función para lograr 
la obtención de resultados. Por otra parte, las apps en dispositivos móviles son una alternativa que 
permite economizar en la inversión de instrumentos de laboratorio de alto costo como oscilosco-
pios, y son más intuitivos.

8. Resultados y discusión

Con la intención de aproximar una respuesta a los cuestionamientos planteados, sintetizamos los 
siguientes resultados:

Haciendo énfasis en el conocimiento que tiene el profesor, se analizaron algunos modelos que 
describen cómo se organizan los subdominios de conocimiento del profesor dedicado a la enseñan-
za de las matemáticas y ciencias, que son desarrollados a lo largo de su vida profesional. Estos cono-
cimientos comprenden aspectos relacionados con lo didáctico, curricular, tecnológico, filosófico e 
histórico. Se reconoce que aunque los modelos presentados pueden resultar útiles, no son suficientes 
para enfrentar los distintos retos que surgen constantemente, y que depende de las aptitudes que 
toma el profesor para actuar y diseñar planes de procesos de formación que respondan ante situacio-
nes imprevistas, en este sentido la orquestación instrumental es un proceso necesario para generar 
adaptaciones adecuadas, un ejemplo de ello puede apreciarse en el reto que enfrentan los profesores 
con la pandemia del Covid-19. 

Al respecto se evidencia el surgimiento de nuevas orquestaciones para situaciones de con-
tingencia y enseñanza remota, definida como orquestaciones extramurales, es decir, aquellas que 
van más allá de las fronteras de las aulas físicas, debido a que surgen aulas virtuales con recursos 
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digitales que han sido integrados de manera emergente por los profesores, para promover el apren-
dizaje colaborativo, la evaluación, profundización de los temas, experimentación, verificación de 
ejercicios, entre otros. 

Las condiciones de un tiempo de contingencia demandan del profesor el desarrollo y surgi-
miento de otros subdominios de conocimiento especializado, que le requieren tener la capacidad de 
adaptarse a artefactos que permitan desempeñarse adecuadamente en un ambiente de educación a 
distancia o presencial, en donde no sólo deberá enseñar matemáticas o física, sino que además se 
requiere del planteamiento y desarrollo de proyectos interdisciplinarios donde las ciencias básicas se 
encuentran sumergidas en un contexto de aplicación práctica como puede ser la educación Science, 
Technology, Engineering and Mathematics (stem). 

Dado el análisis presentado, se consideran relevantes las ideas previas como punto de par-
tida para la introducción de los temas de estudio relacionados con las ciencias, debido a que el 
estudiante siempre posee un conocimiento, el cual debe ser tomado en cuenta por el profesor al 
momento de diseñar sus actividades didácticas. Por otra parte, la modelización matemática juega 
un papel importante como un proceso que permite dar un significado a los objetos matemáticos, 
al utilizarlos como herramientas para describir un fenómeno; la modelización no sólo permite 
integrar las matemáticas con otras áreas del conocimiento científico, sino promover el uso de las 
tecnologías digitales tanto para la experimentación como la simulación y análisis de los datos 
obtenidos. Además, se considera importante el conocimiento filosófico e histórico, debido a que 
el profesor debe ser consciente del análisis epistemológico acerca de cómo surgieron determina-
dos conceptos, lo cual ayuda a un próspero desarrollo o diseño didáctico y curricular.

Por último, se analizó que las tecnologías digitales no sólo permiten la comunicación ante 
eventos de contingencia, éstas pueden configurarse o adaptarse para generar laboratorios porta-
bles, que faciliten la experimentación de fenómenos y su modelización matemática. Además de las 
simulaciones de situaciones de la vida real que den sentido a los objetos matemáticos. El uso de sof-
tware educativos en la enseñanza de las ciencias y matemáticas promueven la creación de comuni-
dades de aprendizaje donde un profesor tiene un papel de facilitador o guía de los procesos de 
enseñanza- aprendizaje y no ostenta un conocimiento absoluto, es decir, los estudiantes también 
son protagonistas de la creación de conocimiento al proponer sus propios proyectos de acción 
práctica.

9. Conclusiones

No existe una única forma de enfrentar las problemáticas y retos de la enseñanza y aprendizaje de las 
matemáticas y ciencias en secundaria , sin embargo, se considera que los profesores dedicados a esta 
labor deben aspirar a tener un conocimiento profesional amplio en didáctica, filosofía, historia y 
tecnología para poder proponer ambientes de aprendizaje a distintas situaciones, tanto en la ense-
ñanza presencial como remota, donde las orquestaciones instrumentales pueden ser muy diversas y 
dependen de los recursos y roles que juegan los participantes en cada caso. Así mismo, es imprescin-
dible seguir profundizando en el papel mediador de las tecnologías digitales.
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Resumen

En este artículo se discute la importancia de la modelación, en particular para la deducción de la 
función de amortiguación en un circuito eléctrico Resistencia-Inductancia RL. Mediante una se-
cuencia didáctica que vincula el teorema de convolución en el contexto de la ingeniería. El primer 
acercamiento empírico utiliza conocimientos de las disciplinas intermediarias como: la teoría de 
control y la teoría de circuitos eléctricos para acercarse a las ecuaciones diferenciales con la transfor-
mada de Laplace, modelación, simulación, diagramas de bloques, y programas como OrCAD, Mat-
lab y Graph, para obtener la función de amortiguación.1

1. Introducción

En Bosquez y Lezama (2020) detallamos el diseño de una propuesta didáctica de enseñanza del 
teorema de convolución para escuelas de ingeniería, en particular para electrónica; en este contexto 
observamos y mostramos la dificultad que presentaron los estudiantes al conocimiento de la función 
de amortiguación, y por no ser el objetivo principal del trabajo mencionado, la dimos por un hecho 
conocido. En el presente trabajo abordamos este problema y el objetivo principal es construir la fun-
ción de amortiguación a partir de hechos empíricos con el uso de la modelación tanto de expresiones 
matemáticas, diagramas de bloque y uso de la simulación. Partiendo del contexto descrito se tiene que 
en un circuito resistencia-inductancia (R-L) hay dos hechos relevantes; uno antes de iniciar la corrien-
te y otro después de iniciar la corriente eléctrica en el mismo. Para poder plantear el problema de este 
trabajo es necesario situarnos en R-L antes de iniciar la corriente. Algunas consideraciones teóricas 
relevantes son: al circuito R-L se le conoce como un sistema lineal, ya que si se aplica una suma de 
señales de entrada se obtiene una suma de respuestas de señales de salida y si se multiplica una señal 
de entrada por una constante c distinta de cero positiva entonces se obtiene una respuesta de la mul-
tiplicación de esta constante por la señal de salida del sistema. En forma general y en el contexto de la 
ingeniería electrónica la respuesta a un impulso dado en un sistema lineal (por ejemplo, el circuito 

1. El presente capítulo contiene información del trabajo Diseño de una secuencia didáctica en el Teorema de Convolu-
ción para escuelas de ingenierías publicado en 2017, cuyos autores son Ernesto Arturo Bosquez, Javier Lezama y Ave-
nilde Romo, los primeros dos autores también cumplen la misma función en este texto. El trabajo se encuentra dispo-
nible en el Acta Latinoamericana de Matemática Educativa, pp. 301-312, disponible en: http://funes.uniandes.edu.
co/12152/1/Arturo2017Disen%CC%83o.pdf.
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R-L) se obtiene la respuesta de salida “y” mediante la siguiente expresión (1), es decir, 

                                                                                     	                                                              (1)

Donde u es una suma de impulsos, h es la respuesta al impulso aplicado u, y “y” la respuesta de salida 
del sistema, así existen dos maneras de interpretar esta expresión (1), es decir,

			                                                        (2)

La manera de justificar la expresión (2) es por la conmutatividad de la operación convolución, es 
decir,  . A las expresiones indicadas en (2) se les conoce como integrales de convolución. 
En nuestro caso particular la expresión (2) ya aplicada a un circuito eléctrico R-L, donde la condi-
ción inicial de la corriente en cero es cero, quedaría como se indica en (3), es decir,

                                                                                                                                  (3)

En donde se entiende que al aplicar una señal de entrada “E”, el circuito eléctrico R-L se obtiene una 
respuesta de salida “y” en este caso la corriente eléctrica del circuito mencionado, en esta expresión (3) a 
la función h se le denomina la función de amortiguación.  De aquí surgen los cuestionamientos siguien-
tes. En la expresión (1) ¿puede relacionarse la función h y E de tal manera que podamos interpretar a la 
integral de esta expresión como una convolución?, ¿específicamente en la expresión (3) cuál es esta fun-
ción de amortiguación h/?, ¿qué relación hay entre la expresión (3) y el teorema de convolución?  En este 
trabajo nos proponemos construir en un primer momento de manera empírica a la función “h”, para 
esto usaremos los modelos de expresiones matemáticas obtenidos en el proceso de las tareas propuestas 
a los estudiantes y con éstos relacionarlos con los modelos de los diagramas de bloques obtenidos para 
que de esta manera se pueda, en un primer momento, obtener la condición inicial de h y de aquí resolver 
la ecuación diferencial que involucra esta función h para llegar algorítmicamente a su especificación.

2. Fundamentos teóricos

2.1 Primer componente

El diseño de la situación didáctica del teorema de convolución para escuelas de ingeniería se detalla 
en Bosquez y Lezama (2020). Constituye una secuencia de actividades didácticas que plantea un 
problema real que se aborda mediante conocimientos previos. Esto permite generar hipótesis y con-
jeturas en el sentido de Brousseau (1986). El medio didáctico está constituido por situaciones a-di-
dácticas que en conjunto conformarán la situación didáctica que proponemos.

En un primer momento presentamos la situación escolar donde se imparte ingeniería, se 
aborda el teorema de convolución que aparece en el discurso escolar cuando se estudian las ecua-
ciones diferenciales y se usa en la transformada de Laplace, como una forma de resolver ecuacio-
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nes diferenciales lineales. En los libros de texto utilizados por profesores y alumnos de estos cur-
sos el teorema de convolución es:

Teorema de Convolución: Sean las funciones f(x) y g(x) continuas por tramos en el Intervalo         
   y de orden exponencial, entonces

Dónde     es la convolución de    con     y se define como,

Siempre que esta última integral exista.
Una consecuencia de este Discur-

so Escolar tradicional es que deja en el 
estudiante únicamente una práctica 
operatoria para resolver ecuaciones dife-
renciales. Es decir, él tiene la idea de que 
con una serie de pasos operatorios resol-
verá la ecuación diferencial que se le pro-
ponga, desarrollando dicho proceso. Po-
drá decidir cuándo utilizar o no este 
teorema, pero fundamentalmente su ac-
tuar puede esquematizarse como se des-
cribe en la Figura 1. Otro aspecto del 
discurso mencionado es que dicho pro-
cedimiento carece de una apropiada vin-
culación con la ingeniería que se estudia, 
Bosquez et al. (2010).

Finalmente, en este Discurso Matemático Escolar podemos observar que el actor principal durante 
su ejecución es el docente, y sólo hay un espacio mínimo para la participación del estudiante. Desde 
esta perspectiva nos proponemos romper con este paradigma, al tratar de diseñar  una secuencia de 
actividades dirigidas a los estudiantes donde ellos puedan interactuar con el objeto de estudio bus-
cando con ello que vinculen el contenido conceptual del teorema de convolución con  un más am-
plio espectro de actividad matemática como puede ser la modelación matemática, la modelación 
física, la técnica de la transformada de Laplace, la simulación con modelos de bloques y software. 
Nuestro diseño considera los siguientes aspectos.

•	 Reconocemos la génesis del teorema de convolución como un saber sabio, esto se confirma al 
analizar el trabajo de Mellin (1896) y cuya transposición didáctica a un saber enseñado, en los 

Figura 1. Procedimiento típico para resolver una ED 
usando el Teorema de Convolución. Elaboración propia.
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textos típicos (Zill et al., 2008), es aún complicado para la enseñanza de este conocimiento en 
escuelas de ingeniería. Nuestro trabajo aquí fue dotarlo de significados en el contexto de la in-
geniería electrónica. 

•	 El discurso matemático escolar típico del teorema de convolución usado por los estudiantes cen-
tra el significado en lo operatorio, con un pobre significado en la ingeniería que estudian.

•	 La epistemología que fundamenta la construcción de este conocimiento en el ámbito escolar 
típico se ve empobrecida por prácticas de aulas descontextualizadas e incapaces de proveer la 
construcción de significados que permitan usar dicho conocimiento más allá de actividades re-
solutivas de E.D. 

2.2 Segundo componente 

El estudio ICMI 3 “Mathematics as a service subset” (1987), afirma en su introducción:

The teaching of mathematics to students of other disciplines must now be accepted as a fact, a social 
need and, also, a relatively new problematic issue (Howson y Kahane, 1988, p. 1).2

Este estudio nos permite ver la disciplina matemática como una disciplina de servicio. En este mis-
mo estudio, Pollak et al. (1988, p. 31) evidencia dos tipos de necesidades matemáticas en la práctica 
de los ingenieros:

Elementary needs: “the ability to set up the right problem, to have a good idea how big the answer 
should be, and to get the right answer by any available means whatsoever-mentally, calculator, pa-
per-and-pencil, computer whatever”.

Advances needs: “we need employees who know that there is a large variety of forms of mathema-
tical thinking, and what these various forms can do”.3

De ello se deriva la interrogante de ¿cómo lograr considerar esta necesidad desde la enseñanza de las 
matemáticas? Integrando estos dos componentes teóricos en el diseño de la secuencia didáctica 
que presentamos en este artículo, nos debe permitir articular elementos de la matemática con 
partes de la disciplina intermediaria, así como componentes de la práctica misma, en donde el 
actor principal sea ahora el estudiante, rompiendo con el paradigma convencional del discurso 
escolar de este conocimiento matemático. 

Como disciplina intermediaria tenemos la teoría de control y la teoría de circuitos eléctricos, 
que nos permiten vincular modelos matemáticos, modelos físicos y modelos de ingeniería. Así, con-
sideramos el uso del teorema de convolución a través de disciplinas intermediarias en donde vincu-

2. “La enseñanza de las matemáticas a estudiantes de otras disciplinas debe ser ahora aceptada como un hecho, una 
necesidad social y, también, una problemática relativamente nueva” [traducción propia].

3. “Necesidades elementales: ῾la capacidad de plantear el problema correcto, tener una buena idea de qué tan grande 
debe ser la respuesta y obtener la respuesta correcta por cualquier medio disponible: la mente, una calculadora, papel 
y lápiz, computadora, lo que sea’.

Necesidades avanzadas: ̔ necesitamos empleados que sepan que existe una gran variedad de formas de pensamien-
to matemático y lo que estas diversas formas pueden lograr’” [traducción propia].
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lamos a los circuitos eléctricos con las ecuaciones diferenciales, la técnica de la transformada de 
Laplace, la función de transferencias, ambiente electrónico, así como diagramas de bloque y el teo-
rema de convolución. Nuestro trabajo no está interesado en demostrar matemáticamente este teore-
ma ni en dar únicamente algoritmos sino involucrar al estudiante a que interactúe en el medio di-
dáctico a través de secuencias de enseñanza, previamente diseñadas, con el objetivo de que integre y 
vincule todos los elementos mencionados usando una dinámica individual y de grupo. 

2.3 Tercer componente 

La modelación matemática es una actividad humana que ha tomado relevancia en los últimos años 
en todas las áreas de conocimientos, en particular en educación, debido a la relación de las matemá-
ticas con otras disciplinas científicas. A continuación, planteamos lo que entenderemos por mode-
lación en el contexto de la Ingeniería.  Para esto, presentamos algunas concepciones de la modela-
ción matemática, según algunos investigadores. Para Haberman (1977), la modelación matemática 
corresponde al campo de la matemática aplicada, lo resume en tres pasos: 1) Formulación del Pro-
blema (Fenómeno); 2) Solución del Problema; 3) La interpretación de los resultados matemáticos en 
relación al problema inicial. Este principio se aplica a los tópicos de Vibraciones Mecánicas, Diná-
mica de Poblaciones y Flujo de tráficos. Arrieta (2015, p. 19), nos dice: “El modelo es una práctica 
que articula entidades, para continuar otras nuevas”. 

Para Cordero (2004, p. 2) “[…] una acepción de modelación […] en enseñanza de las mate-
máticas, es aquella que propicia acciones que determinan que cierta cosa debe ser imitada. En este 
sentido la modelación es una representación y en consecuencia la modelación se convierte en una 
aplicación de la matemática”. Para Camarena (2015, p. 16-17) “un modelo matemático es aquella 
relación matemática que describe objetos o problemas de la ingeniería”, éstos se clasifican según 
su contexto en ingeniería. Ver Figura 2.

CARACTERIZACIÓN DE LOS MODELOS MATEMÁTICOS
Modelaje de objetos de la ingeniería Modelaje de problemas de la ingeniería

La clasificación está en función del uso que le de la ingeniería La clasificación está en función de las áreas cogni-
tivas de la ingeniería

Modelos estáticos Modelos dinámicos Modelos de 1a, 2a, 3a y 4a generación

Figura 2. Tipos de modelos en ingeniería. Fuente: Camarena (2015, p.117).

Con base al análisis de problemas, la investigadora construye la definición de modelación matemá-
tica como sigue: “la modelación matemática se concibe como el proceso cognitivo que se tiene que 
llevar a cabo para llegar a la construcción del modelo matemático de un problema u objeto del área 
del contexto” (Camarena, 2015, p. 117).

Hestenes (2010) considera que la matemática abstracta ha sido descrita como la ciencia de 
los patrones y algunas otras ciencias pueden caracterizarse como la investigación de patrones en 
la naturaleza, pero para ambos dominios es fundamental la noción de modelo como una unidad 
de conocimiento coherentemente estructurado. Así, para este autor:
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[…] el modelo es una representación de la estructura en un sistema dado, y un sistema es un conjunto 
de objetos relacionados, que pueden ser reales o imaginarios, físicos o mentales, simples o compuestos.  
La estructura de un sistema es un conjunto de relaciones entre sus objetos. El sistema mismo se llama o 
denomina el referente del modelo (Hestenes, 2010, p. 13). 

En nuestro trabajo consideraremos el modelo y sistema en este último sentido y de esto proponemos 
el diagrama siguiente como el proceso de un modelo o modelos para describir un sistema.

Figura 3. Representación gráfica del proceso de un modelo o sistema y consecuencia. Elaboración propia.

Consideramos la simulación como las interacciones de modelos matemáticos, físicos, de ingeniería 
que, a través de un manejo de variables, pueden predecir y permiten conjeturar, realizar hipótesis para 
la construcción de conocimientos o bien, para dar significado a los mismos.

2.4 Cuarto Componente Teórico

Nuestra metodología de investigación se basa en la Ingeniería Didáctica. 

Se denominó con este término a una forma de trabajo didáctico equiparable con el trabajo del ingeniero 
quien, para realizar un proyecto determinado, se basa en los conocimientos científicos de su dominio y 
acepta someterse a un control de tipo científico. Sin embargo, al mismo tiempo, se encuentra obligado a 
trabajar con objetos mucho más complejos que los objetos depurados de la ciencia y por tanto, tiene que 
abordar prácticamente, con todos los medios posibles, problemas de los que la ciencia no quiere o no pue-
de hacerse cargo (Artigue, 1995, p. 34).

Esta visión se percibe como el medio de abordar dos cuestiones cruciales (Artigue, 1995, p. 34).

•	 Por un lado, desprenderse de relaciones entre investigación y acción. Para afirmar la posibilidad de 
una acción racional sobre el sistema, con base en los conocimientos didácticos preestablecidos.

•	 Resaltar la importancia de la “realización didáctica” en clase como práctica investigativa, tanto por 
razones vinculadas al contexto de juventud de la investigación didáctica, como para responder a nece-
sidades permanentes de poner en práctica las construcciones teóricas elaboradas.

De modo que este paradigma científico tiene una doble función: como metodología de investiga-
ción y como productora de situaciones didácticas. Como metodología de investigación, la Ingenie-



265

MODELACIÓN DE LA FUNCIÓN DE AMORTIGUACIÓN…

ría Didáctica se caracteriza en primer lugar por un esquema experimental basado en las “realizacio-
nes didácticas” en clase. En este rubro de descripción de la Ingeniería Didáctica como metodología 
de investigación, está integrada por cuatro fases en su proceso (Artigue, 1995, p. 35): la fase 1 de 
análisis preliminar, la fase 2 de concepción y análisis a priori de las situaciones didácticas de la inge-
niería, la fase 3 de experimentación y finalmente la fase 4 de análisis a posteriori y evaluación. En este 
artículo estamos interesados sólo en el diseño de la propuesta didáctica que se propondrá al estu-
diante, por esta razón usaremos sólo las dos primeras fases de esta metodología científica.

3. Hacia la obtención de la función de Amortiguación

Para lograr esto necesitamos plantear un diseño de cinco actividades compuestas de diversas tareas 
que constituyen nuestra propuesta didáctica para dotar de significado al teorema de convolución. Es 
decir, la función de amortiguación que surge en la naturaleza de un circuito eléctrico rl que impli-
ca tener que experimentar cada actividad hasta llegar a la actividad cuatro, en la que esperamos se 
haya construido la función de amortiguación.

En la propuesta didáctica se provee de actividades con sus tareas respectivas de manera que 
el estudiante de ingeniería aborde, a través de sus conocimientos previos, elementos teóricos de la 
especialidad, de matemáticas y tecnológicos, mediante el software Orcad y así hacer conjeturas 
que verifique a través del escenario didáctico que lo vincule a los modelos matemático y físicos.

Los conocimientos de ingeniería que se exploran son la teoría de control y la teoría de cir-
cuitos eléctricos, fundamento para dotar de sentido al teorema de convolución. La secuencia di-
dáctica cuenta con los siguientes elementos: un circuito eléctrico resistencia-inductancia (rl), el 
ambiente electrónico Orcad (Spice) y el software Matlab 7 y Simulink. Esta secuencia didáctica 
está compuesta por cinco actividades que cuentan con descripción del objetivo particular y de la 
actividad que se propone para los estudiantes.  

3.1 Actividad 1

El objetivo de esta actividad es obtener empíricamente el modelo matemático de la corriente eléctrica 
que circula en un circuito rl. Las tres tareas específicas para desarrollar usan Orcad en versión de pc.
Tarea 1.1. Construir virtualmente un circuito rl usando el programa Orcad para obtener un 
diagrama, Figura 4.

    
  Figura 4. Imagen de OrCAD.                              Figura 5. Valores de R, L, y E. Elaboración propia.

Tarea 1.2. Obtener gráficamente las caídas de voltaje de R y L a partir de los valores indicados en la 
figura 5 para cada    , y en una tercera ventana para   ,  Figura 6.
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Figura 6. En la parte inferior se observa a   , en medio a  y en la parte superior la suma de ambas, algo similar 
deberá ocurrir en los demás casos. Elaboración propia.

A partir de los resultados de las gráficas empíricamente se infiere una de las leyes de Kirchhoff, “la 
suma de las caídas de voltaje en un circuito eléctrico es cero”:

                                                                                                					     (4)
Tarea 1.3.  Expresar matemáticamente a (4) en términos de la corriente eléctrica .
Se espera que mediante conocimientos previos de los circuitos eléctricos se llegue a:

Antecedentes                                       Modelo Matemático

                                                  Sustituyendo en (1)  

Se infiere, empíricamente usando Orcad, que todo circuito rl propuesto es modelado por una 
ecuación diferencial lineal no homogénea con coeficientes constantes, dónde .

                                                                                                           (5)

3.2 Actividad 2

El objetivo es contrastar la similitud de la gráfica solución de la ecuación diferencial (5) con la gráfi-
ca del circuito eléctrico R (a partir de Orcad). Para lograr esto se proponen tres tareas.
Tarea 2.1. Resolver la ecuación diferencial (5) usando la técnica de la transformada de Laplace.

                                                                                                                                               (5)
Se obtiene:
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                     	     (6)

Aplicando las propiedades y simplificando se tiene que:

                                     		                   			         	     (7)

Y por tanto;                         

                                                                                                                                            (8)

Tarea 2.2. Usando software matemático como Graph o GeoGebra obtenga la gráfica de la solución 
de la primera tarea. Ver Figura 7.

Figura 7. Representación gráfica de la corriente   del circuito RL. Elaboración propia.

Tarea 3.1. Contrastar la gráfica de la Figura 7 con la gráfica que obtuvo en Orcad.   

                         

Figura 8.  Representaciones gráficas en Orcad y en software matemático Graph de la corriente i(t). 
Elaboración propia.

Se espera que en esta segunda actividad el estudiante identifique que las gráficas en ambos casos son 
similares.
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3.3 Actividad 3

El objetivo es construir un diagrama de bloques propuestos por el profesor para que el estudiante 
pueda contrastarlo con el circuito construido en Orcad; se espera que deduzca que ambos modelos 
son el mismo. Para lograrlo la actividad se compone de tres tareas.
Tarea 3.1. Construir el diagrama de bloques (Figura 9) para verificar si es correcta su construcción.            

   
Figura 9.  Representación del diagrama              Figura 10. Diagrama de bloques propuestos por

                       de bloques.                                                       el docente. Elaboración propia.  

Tarea 3.2. Explorar el diagrama de bloques, dando diferentes valores de entrada y observar los valo-
res de salida, para constatar la similitud. Figura 10.
Tarea 3.3. El estudiante responderá los siguientes cuestionamientos e inferirá que el diagrama de 
bloques es similar al circuito rl.

I) Considere la gráfica de la expresión (7), con los valores  . Contraste ésta 
con la gráfica anterior, ¿qué observa?
II) Ahora dé usted valores constantes arbitrarios a E, R y L y estos mismos valores compárelos 
con el diagrama de bloques dado, ¿qué observa?
III) ¿Puede usted dar una inferencia a partir de I) y II)?

3.4 Actividad 4

Usando el diagrama de bloques de la figura 10 y sus conocimientos previos, experimentar la función 
impulso unitario, bajo las condiciones que se especifican en la teoría de control,  con k>0.  
La manera que propondremos al estudiante para que aborde este problema es la siguiente: deberá, 
inicialmente, experimentar con una función impulso y, a partir de esto, debe explorar de manera 
experimental para que al aproximarse al tiempo cero por la derecha observe que esta función impul-
so puede considerarse como la función delta de Dirac. El diagrama siguiente muestra este hecho de 
manera experimental.
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Figura 11. Forma experimental para que la función impulso se considere como la función delta de Dirac. 
Elaboración propia.

La primera tarea consiste en tomar como señal de entrada una aproximación a la función delta de 
Dirac, la segunda tarea explora la relación entre la función de entrada y la función de salida, final-
mente en la tercera tarea, el estudiante deberá plantear la ecuación diferencial correspondiente a la 
tarea dos y deberá resolverla para la obtención de la función de amortiguación. Se espera que obser-
ve que la función impulso unitario del sistema es precisamente la exponencial, consecuentemente 
deberá plantear la ecuación diferencial correspondiente a su diagrama de bloques y de ahí hacer 
análisis para que de manera algorítmica pueda deducir la función de amortiguación. Inicialmente 
argumentará mediante la disciplina intermediaria representada por la teoría del control. Las consi-
deraciones teóricas son las siguientes. 

A) Al circuito eléctrico se le considera como un sistema lineal constante, donde la señal de 
entrada es el voltaje, o la señal del impulso unitario, según sea el caso. La respuesta al sistema 
es la corriente eléctrica, o bien, la respuesta del sistema al impulso unitario. Esto puede ser 
representado por el diagrama de la Figura 12.                                            

Figura 12. Diagrama de bloques del circuito. Elaboración propia.
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¿Qué contiene este diagrama de bloques? Tendrá la característica de proponer diferentes voltajes de 
entrada y obtener inmediatamente la respuesta, la corriente eléctrica. El contenido del diagrama y 
su análisis se describe gráficamente en la Figura 13.

Figura 13. Señales de Entrada y Salida. Elaboración propia.

El análisis se fundamenta en la función de transferencia, según la teoría de control, es decir, a partir 
de la ecuación diferencial que modela el circuito, se le aplica la transformada de Laplace, y de ahí se 
considera al cociente de la función de salida entre la función de entrada:

       				      				         (9)

Y a partir de (9) se diseñan los bloques, resultando los diagramas de la Figura 13, usando Matlab.  
B) La respuesta de un sistema lineal constante, cumple con las dos condiciones siguientes.

I) Principio de superposición, es decir dadas las señales de entradas del sistema considerado 
 , con sus respectivas respuestas de salida  , entonces, se tiene que,

                                          		
				       	    					      (10)

II) La respuesta de salida de un sistema lineal siempre puede expresarse cómo:
                                                
       
				                   				      (11)

Dónde   es la respuesta del impulso unitario del sistema cuando éste está en reposo. Usando el 
principio de superposición y un conjunto de señales elementales, se obtiene la respuesta general del 
sistema. Y de la misma manera podemos obtener la respuesta de una señal simple descomponiendo 
la señal dada en una suma de componentes elementales. Así, el candidato común, como señal ele-
mental, usado en sistemas lineales son los impulsos. Para un sistema lineal en  general, se representa 
la respuesta al impulso unitario por  , la respuesta en   a un impulso aplicado en , entonces 
la respuesta total del sistema está dada por la expresión (11).

Tarea 4.1. Proponer un tipo de circuito eléctrico dónde la señal de entrada sea una aproximación a 
la delta de Dirac, y esbozar un diagrama de bloque a partir de Matlab 7. Considerando que la salida 
será para lo cual deberá usar como herramienta el diagrama de bloques usado en la actividad 
anterior. Se espera como resultado algo parecido al diagrama de bloque mostrado en la Figura 14.
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Figura 14. Diagrama de bloque construido con Matlab 7, que representa a un circuito eléctrico cuya señal de entrada 
es aproximada a la delta de Dirac. Elaboración propia.

Tarea 4.2. Explorar dando valores a la aproximación delta de Dirac usando Matlab 7, e interpretar 
las gráficas en la salida del sistema, Figura 15.

Figura 15. Gráficas correspondientes a la señal de entrada y salida del diagrama de bloques de la Figura 10. Los valores 
considerados son: Amplitud 1, 4 Porcentaje (50%) de períodos 2,4 y 6. Elaboración propia.

Algunos cuestionamientos hacia el estudiante son: a partir de las gráficas, ¿qué observa si el periodo 
crece?, ¿a qué función se aproxima la respuesta de este sistema?
Tarea 4.3. El estudiante debe escribir la ecuación diferencial que corresponde al diagrama de blo-
ques dado en la primera tarea, usando como asociación, la ecuación diferencial asociada al diagrama 
de bloques que se obtuvo en la actividad tres. Así el estudiante debe realizar lo siguiente.

1.	 Escribe la ecuación diferencial asociada a este diagrama de bloques.
2.	 Resolver para la condición inicial de h, ¿qué debe considerar en esta ecuación diferencial?
3.	 Resolver la ED con la condición inicial obtenida en 2.

Aquí describiremos lo que debe hacer el estudiante en la tercera tarea, ya que es la parte relevante para 
la obtención de la función de amortiguación. Entonces partimos del punto uno a realizar, es decir,

Figura 16. Relación de modelos; diagrama de bloques con expresión matemática cuando hay corriente eléctrica i(t). 
Elaboración propia.
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Entonces la ecuación diferencial que corresponde al diagrama de bloques en la primera tarea de esta 
cuarta actividad es,

Figura 17. Relación de modelos; diagrama de bloques con expresión matemática antes de que exista corriente eléctrica. 
Elaboración propia.

Paso 2. Para resolver la última ed debemos considerar lo siguiente, cálculo de la condición inicial de 
la función “h” en el tiempo cero, para esto debemos integrar la ed propuesta de −0 a +0, es decir,

				      				       (12)

Paso 3. Por tanto, resolviendo la ed cuando el circuito eléctrico está en reposo, considerando la 
condición inicial obtenida, es decir, h(0) = 1/L, se tiene,

					      				       (13)

Usando la condición inicial obtenida, tenemos finalmente que la función de amortiguación co-
rresponde a,

					      					       (14)

3.5 Actividad 5

Estimar el cálculo de la función de salida , con la condición inicial  , cuando se da una 
señal de entrada  , que corresponde a la solución obtenida en 3, y deduzca la solución  en un 
circuito rl que corresponde de manera empírica a una convolución integral. Así, el estudiante le 
dará un sentido al teorema de convolución. Para lograr esto se proponen dos tareas.
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Tarea 5.1. Calcular  , usando la segunda propiedad de los sistemas lineales constantes (integral (5)).

Aquí, esperamos que el estudiante considere la expresión (11):

					   

Y sustituya a   para   , entonces obtiene que,

				     			     (15)

Aquí el estudiante debe considerar la propiedad conmutativa de la convolución, de aquí se tiene que,

				         				      (16)

Tarea 5.2. Contrastará el resultado anterior con el resultado de la solución de la ecuación diferencial (3). 

Esperamos que el estudiante responda que encuentra un contraste:

				     				       (17)

4. Conclusiones

En este artículo se presentó una propuesta didáctica para determinar a través de la modelación la 
función de amortiguación. Con este trabajo damos continuidad al artículo Bosquez et al. (2010), en 
donde comentamos al principio la dificultad que tuvieron los estudiantes en aquel entonces para 
entender por qué  la función de amortiguación era de tipo exponencial con exponente negativo. 

De ahí decidimos abordar ese problema con el presente trabajo, donde presentamos la im-
portancia de la modelación tanto gráfica como matemáticamente. En este trabajo, en un primer 
momento, es necesario que el estudiante comprenda que a partir de la modelación puede hacer 
conjeturas que le servirán, según las expectativas de esta propuesta, para entender la complejidad 
matemática de corte algorítmico. Otra ventaja que proponemos en este trabajo es que mediante 
el uso de la modelación motivamos a los estudiantes a que den un sentido práctico a la función 
delta de Dirac, para esto les proponemos que aborden el circuito R-L con corriente y su corres-
pondiente modelo matemático. De aquí, lo conducimos a cuestionarse ¿qué pasa cuando no hay 
corriente en el circuito R-L? De esta manera los inducimos a que experimenten usando modela-
ción de diagramas de bloques con las conjeturas correspondientes para plantearse el sentido prác-
tico del concepto de impulso eléctrico, que lo llevará justamente a la función delta de Dirac. Así 
el estudiante podrá hacer hipótesis del circuito en valores muy pequeños de tiempo y podrá plan-
tear la ecuación diferencial que lo conducirá a la función de amortiguación. Finalmente, al des-
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cubrir con fundamento experimental y luego algorítmico esta función de amortiguación con su 
condición inicial él podrá usar la expresión,

					   

Y así podrá compararla con el resultado del teorema de convolución y esperamos que también con-
cluya que son lo mismo.
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Resumen

En el presente siglo, la modelación matemática es vista como el núcleo para la enseñanza de las cien-
cias. La enseñanza de las matemáticas ha sufrido un cambio fundamental y cada vez es más usual 
promover la formación de conceptos matemáticos a través de procesos de modelación matemática 
en contextos reales. Así, por ejemplo, en los libros de texto de cálculo, la velocidad llega a ser un 
concepto paradigmático en la enseñanza de la derivada. Los didactas de la enseñanza de la física 
ponen en relieve los problemas cognitivos de los alumnos en el aprendizaje, y a su vez, los didactas 
de las matemáticas señalan los problemas cognitivos de los alumnos en los procesos de modelación 
en contextos físicos. Así, la corriente llamada integración STEM es mucho más compleja de lo que los 
investigadores se habían imaginado. Ello ha dado lugar al diseño cuidadoso de situaciones semia-
biertas en un contexto real, que implique al profesor como guía y cuyo contenido promueva una 
reflexión sobre los problemas de la humanidad.

1. Introducción

La importancia de fomentar una cultura científica en los ciudadanos constituye un aporte al avan-
ce social y económico de un país, esta tendencia la evidenció Estados Unidos a partir de la carrera 
espacial contra la Unión Soviética, desde 1957. Así, en la década de los setenta, varias asociaciones 
educativas, incluyendo el National Council of Teachers of Mathematics (NCTM), destacaron el 
valor de la formación científica en los jóvenes (ver Berube, 2014). De hecho, en los años noventa, 
desde la National Science Foundation se llegó a acuñar un acrónimo que relacionaba las Ciencias, 
las Matemáticas la Ingeniería y la Tecnología (smet, por sus siglas en inglés) para destacar una 
formación integral conformada. Ya en el siglo xxi, Estados Unidos reformuló el término como se 
maneja hoy en día (STEM). Su amplia diseminación llevó años después al Washington STEM Study 
Group (2011) a definir la alfabetización STEM como la capacidad de identificar y aplicar conoci-
miento de esas cuatro disciplinas para comprender y resolver situaciones problemáticas que no 
pueden abordarse desde una perspectiva mono-disciplinar.

En Estados Unidos en 2012 se constituye la STEM Education Coalition, y en Europa en 
2015, la eu STEM Coalition que apoya iniciativas particulares en muchos países europeos, atesti-
guando el interés internacional de este enfoque curricular.

Así, en la actualidad, son frecuentes las propuestas de intervención centradas en activida-
des del docente o en tareas que promueven el desarrollo de la competencia STEM, documentadas 
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en publicaciones internacionales (Isabelle y Zinn, 2017; Rompella, 2015; Sahin, 2015) como en 
páginas y repositorios de internet: InGenious (constituida en el 2014) o Scientix (fundada por 
Horizon en el 2020), entre otros. También son numerosos los análisis y planteamientos curricu-
lares que enfatizan el impacto social de la Educación STEM (Johnson et al., 2015; Felder y Brent, 
2016), o cómo puede minimizar brechas sociales (Babaci-Wilhite, 2016; Berube, 2014). Aunado 
a ello, la investigación reciente analiza los beneficios en términos de la formación escolar (Toma 
y Greca, 2018; Han et al., 2016; Taub et al., 2017). Finalmente, es reseñable la creación de publi-
caciones de investigación específicas para recoger indagaciones, avances y propuestas en este 
campo: Internacional Journal of STEM Education (inicia sus publicaciones en el 2014), Journal 
for STEM Education Research (con su primera publicación en el 2018) o Journal of STEM Educa-
tion: Innovation and Research (a partir del 2000 inician sus publicaciones), entre otras.

Más allá del panorama educativo y de investigación, también la sociedad ha hecho eco de 
esta corriente. English (2015) destaca la preocupación generalizada de muchos gobiernos y em-
pleadores por la falta de empleados capacitados en esas cuatro disciplinas a pesar del importante 
papel que deben desarrollar en los próximos años: “Esta afirmación de una crisis de alfabetización 
está respaldada por grupos de la industria y otras organizaciones que enfatizan el papel funda-
mental de la educación STEM en la reforma de la economía y el impulso de la innovación” (p. 4).

La conjunción de las materias a las que se refiere la educación STEM no es arbitraria. Las ciencias sumi-
nistran un contexto de reflexión, organización y actuación. Proponen problemas, cuestiones y contras-
tes que invitan a la exploración y al descubrimiento y brindan criterios para clasificar y organizar el 
medio natural, y así profundizar en su riqueza y complejidad. La tecnología ofrece herramientas y téc-
nicas y, junto a la ingeniería, permiten afrontar la construcción de modelos y artefactos que resuelven 
conflictos y minimizan su impacto. El diseño en la actualidad emplea esos dos referentes de manera 
conjunta: se diseña lo que puede resolver un determinado fenómeno y se afronta su elaboración para 
después validar su eficacia y eficiencia y para estudiar sus limitaciones. Las matemáticas, finalmente, 
aportan un modo de expresión y representación, un conjunto de nociones y destrezas que permiten 
interpretar el entorno, suministran estrategias para inventar y resolver problemas y promueven el pen-
samiento lógico y crítico (Lupiáñez y Ruiz-Hidalgo, 2016, p. 4).

La Educación STEM permite a los estudiantes comprender el mundo e interactuar con él de manera 
crítica, constructiva y eficiente. Puede considerarse como una oportunidad de introducir el mundo real 
en la escuela y conectar los conocimientos impartidos con el contexto social y científico actual. Una prác-
tica educativa coherente con este enfoque exige un protagonismo expreso de los escolares: fomentar en 
ellos la inventiva, la iniciativa y el interés científico y tecnológico, les brinda una mayor autonomía. Ade-
más, la curiosidad y el pensamiento crítico son actitudes que ocupan un lugar preponderante y que sólo se 
desarrollan en un contexto práctico y participativo (Lupiáñez y Ruiz-Hidalgo, 2016, p. 4).

En este contexto, se han desarrollado modelos didácticos enmarcados en la Educación STEM que 
ponen de manifiesto la importancia de clarificar conceptualmente este enfoque curricular, y en el 
caso de las matemáticas, también es objeto de estudio el papel de esta disciplina en ese enfoque. No 
obstante, aún se persigue concretar un modelo integrador de enseñanza y aprendizaje y definir as-
pectos metodológicos acordes con ese planteamiento.
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2. Problemas de integración en la educación STEM

Desde que en los últimos años ha proliferado la difusión de este enfoque curricular en investigacio-
nes, repositorios de tareas, proyectos de innovación y en propuestas curriculares, también se ha 
constatado la necesidad de clarificar su significado, naturaleza, necesidades e implicaciones. Así, 
durante los últimos años, han sido numerosas las propuestas de ampliación de las materias involu-
cradas, dando lugar a una gran variedad de acrónimos. Quizás steam, enfoque en el que se consi-
dera el valor añadido de las artes y las humanidades en la formación de ciudadanos (Quigley y He-
rro, 2016), es la que más presencia ha acumulado en el panorama educativo. De hecho, ha llegado a 
establecerse con carácter práctico; por ejemplo, en el programa curricular base de Korea desde 2015 
(Hong, 2017). Otros acercamientos redundan en una amalgama de nociones que difícilmente pue-
den llegar a explicarse o justificarse con coherencia. Algunos ejemplos son stream, donde a steam 
se añade una “R” por “Reading and Writing” (Awe Learning, 2020) o bien por “Religión” (SJBosco, 
2020), o streams, donde la “R” representa “Curriculum Integration” y la “S” final “Sustainability 
Education” (Krug y Shaw, 2016).

En el caso de la Educación stem, también existen dudas sobre su concreción curricular ya 
que la Ingeniería no es una materia escolar y la Tecnología no tiene la presencia ni la definición de 
las Ciencias o las Matemáticas en programas educativos. Incluso en el caso de las Matemáticas, 
existen autores que limitan su presencia en el acrónimo a la realización de cálculos y a la recogida 
de datos. Como señala Martinovic (2019): “las matemáticas pueden percibirse como una herra-
mienta para la ciencia, la ingeniería y la tecnología, como una disciplina de servicio” (p. 311). 
Destacando su potencial formativo e interdisciplinar, Maass et al. (2019) y English (2016) desta-
can el papel de la modelación matemática como una actividad que promueve la interdisciplinarie-
dad en la Educación STEM. Aunque trataremos la modelación matemática más adelante en este 
capítulo, estos autores señalan que su relevancia para este enfoque reside, por una parte, en que 
los estudiantes en ese tipo de actividades suelen enfrentarse a resolver problemas, aplicar un pen-
samiento crítico y creativo, trabajar en equipo, alcanzar acuerdos y desarrollar estrategias de alto 
nivel. Además, tiene un notable impacto en el desarrollo de la competencia matemática de los 
escolares y, además, en muchas ocasiones éstos deben usar críticamente dispositivos tecnológicos. 
El punto de partida de la modelización matemática es una situación problemática con un fuerte 
vínculo en la vida real, lo cual enfatiza la relación con las ciencias e incluso la ingeniería. En esta 
línea Maass et al. (2019) opinan que: 

Por su propia naturaleza, estos problemas son a menudo interdisciplinares y, por lo tanto, apoyan el 
avance de la educación matemática dentro del campo STEM. Los problemas del mundo real a menudo 
también incluyen cuestiones y decisiones que tienen dimensiones éticas, morales, sociales o culturales 
y, por lo tanto, son vehículos adecuados para promover el tipo de discusión que es central para el desa-
rrollo de una ciudadanía responsable (p. 875).

Pero a pesar de todos estos avances, Martín-Páez et al. (2019) han constatado una arbitraria varie-
dad de acercamientos conceptuales y prácticos en investigaciones que aseguraban responder a o si-
tuarse en ese paradigma. Concretamente, y tras analizar más de 300 artículos indexados en bases de 
datos de reconocido prestigio, estos autores encontraron varios resultados relevantes entre los que 
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destacamos tres. En primer lugar, existe una notable inconsistencia en la definición de Educación 
STEM, pues en gran parte de los trabajos analizados no se asume una postura definida y coherente y, 
por ejemplo, se usa ese acrónimo para referir una finalidad curricular, un modelo de enseñanza, un 
modelo de aprendizaje o un tipo determinado de tareas, entre otros. En segundo lugar, a menudo se 
habla de Educación STEM a pesar de referir de manera explícita sólo algunas materias: “normalmen-
te se destaca el papel de la ingeniería, mientras que la forma de integrarlas habitualmente hace uso 
de contextos reales y los propios de la tecnología (contextos virtuales)” (p. 17). Finalmente, en rela-
ción con la integración de las cuatro disciplinas, estos autores destacan que es habitual que “no 
exista una conexión explícita entre los diferentes contenidos y las disciplinas STEM en las descripcio-
nes de las intervenciones educativas, de tal manera que entender cómo se integran puede resultar 
difícil e, incluso, imposible” (p. 17).

Ese problema de integración es relevante en este trabajo. Sanders (2009) describe la educación 
STEM integrada como un enfoque que promueve la enseñanza y el aprendizaje de dos o más materias 
de STEM, o bien entre una materia STEM y una o más materias escolares. Desde nuestra perspectiva, 
consideramos el marco de Educación STEM integrado propuesto por Kelley y Knowles (2016), quie-
nes articulan una relación dinámica mediante un sistema de poleas entre diferentes dimensiones: 
Comunidad de práctica, Diseño de ingeniería, Investigación científica, Alfabetización tecnológica 
y Pensamiento matemático (Figura 1).

Todo el sistema se sostiene en la cognición situada, en virtud de la cual la comprensión del 
proceso de aprendizaje es tan relevante como el aprendizaje en sí. En este paradigma, la situación 
en la cual se produce el aprendizaje condiciona y determina lo que se aprende (Putnam y Borko, 
2000). La metáfora de la cuerda que asegura la integridad del sistema se corresponde con la Co-
munidad de práctica, una noción central en la perspectiva social del aprendizaje de Wenger 
(1998), quien postula que es a partir de la negociación de significados como los sujetos desarro-
llan su aprendizaje. 

Desarrollaremos esta dimensión en el siguiente apartado. La primera polea se corresponde 
con el Diseño de ingeniería, que según los autores constituye el punto de inicio ideal en el enfo-
que STEM, pues promueve el uso de las otras tres disciplinas para dar respuesta a una necesidad 
real. La segunda polea representa la Investigación científica, que enfatiza que los estudiantes 
planteen interrogantes, formulen conjeturas y apliquen el método científico en toda su extensión. 
La tercera polea se corresponde con la Alfabetización tecnológica, que a su vez se enmarca entre 
la visión instrumental mediante la que esta disciplina lleva a la construcción de artefactos y una 
visión más amplia que tiene que ver con el uso de la tecnología para afrontar retos en diferentes 
contextos.

Finalmente, el Pensamiento matemático se representa con la cuarta polea, y con él los auto-
res destacan que una perspectiva integrada de la Educación STEM promueve un aprendizaje con-
textualizado de las matemáticas y, además, según Burghardt y Hacker (2004) afirman que:

La incorporación de prácticas STEM que incluyen el análisis matemático necesario para evaluar las so-
luciones de diseño proporciona la racionalidad necesaria para que los estudiantes aprendan matemáti-
cas y vean las conexiones entre lo que se aprende en la escuela y lo que se requiere en las habilidades 
profesionales de STEM (p. 7).
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Figura 1. El marco del enfoque STEM integrado de Kelley y Knowles (2016, p. 4).

Una vez que hemos realizado una introducción a la problemática STEM y mostrado la complejidad 
de integración de las diferentes ramas científicas, se muestra imprescindible el uso de un método de 
enseñanza para ser utilizado en el aula de matemáticas que permita la comunicación de ideas com-
plejas entre los estudiantes y que permita la evolución de ideas, hacia conceptos científicos. A conti-
nuación, realizamos una discusión al respecto.

3. Comunidad de práctica en el aula de matemáticas

De acuerdo con Kanes y Lerman (2008), la noción de comunidad de práctica, que más se apega al 
aprendizaje de las matemáticas en el aula, es la proporcionada por Leave y Wenger (1991). En su 
acercamiento, la contradicción en la comunicación de ideas en un trabajo en colaboración y el sobre-
pasar, juegan un papel importante en los procesos de comunicación entre los alumnos (Kanes y 
Lerman, 2008, p. 307). Engeström y Cole (1997) ampliaron estas ideas de comunidad de práctica, 
realizando una integración de las ideas de Vigotsky, Luria y Leontev en una noción llamada chat 
(Cultural Historical Activity Theory), la cual quedó representada por una ampliación del triángulo 
de Leontev, sobre los aspectos: Sujeto, Objeto y artefacto mediador (tecnología) y que finalmente 
Engeström y Cole (1997) la representaron por lo mostrado en la Figura 2 (izquierda). 

Nosotros, al estar interesados en el aula de matemáticas realizamos una interpretación de 
la proposición de Engeström y Cole (1997), explicitando las variables en juego en los procesos de 
coconstrucción (trabajo en colaboración) de conceptos matemáticos (Figura 2, centro). Esta in-
terpretación en el contexto del aula de matemáticas se concreta siguiendo varias etapas (Figura 2, 
derecha). Al proceso de enseñanza, dividido en 5 etapas, la hemos bautizado como ACODESA 
(aprendizaje en colaboración, debate, autorreflexión, Hitt, 2007).
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Figura 2. Engeström y Cole (1997) y su interpretación con ACODESA.

De acuerdo con la descripción proporcionada por Hitt (2007), Hitt y Quiroz (2019), las diferentes 
etapas de ACODESA en la resolución de situaciones complejas son:

Etapa de trabajo individual. Apropiación del problema y producción de representaciones 
espontáneas personales no necesariamente institucionales.
Etapa de trabajo en equipo. La comunicación entre los miembros de un equipo implica la 
negociación de significados y de sobrepasar las contradicciones que emerjan en el proceso de 
comunicación (Leave y Wenger, 1991). Una evolución de las representaciones internas y ex-
ternas se produce en el equipo. Dos o tres personas por equipo es aconsejable (Prusak et al., 
2013). Las actividades de modelación matemática permiten el trabajo en grupos pequeños, 
los cuales actúan como una comunidad de práctica local para resolver una situación compleja 
(Lesh y Zawojewski, 2007).
Debate en gran grupo. Las diferentes producciones de cada equipo y la asimilación de las 
ideas de otros será un avance en el conocimiento de los alumnos (Legrand, 2001). Nuevamen-
te si hay contradicciones, los alumnos al resolverlas progresan en sus representaciones tanto 
internas como externas.
Autorreflexión. El consenso es efímero (Thompson, 2002), y la reconstrucción de lo realiza-
do en clase es primordial para la consolidación del conocimiento. 
Institucionalización del conocimiento. Las representaciones producidas por los alum-
nos (en un proceso de creatividad) y su evolución (trabajo en colaboración), posiblemente 
no corresponden a las representaciones institucionales. El profesor, discutiendo lo produ-
cido por los alumnos, presenta una solución de la situación, utilizando las representacio-
nes oficiales.

La evolución del conocimiento en el trabajo en colaboración, siguiendo las 5 etapas de ACODESA se 
puede representar bajo un diagrama (Figura 3). En el diagrama queda especificado cómo las represen-
taciones ligadas a la idea preliminar sufren un cambio en los procesos de comunicación, resolución de 
contradicciones y comprensión de las ideas de otros (negociación de significados). Consideramos que 
la 2ª, 3ª y 4ª etapas son de primordial importancia en la construcción de conceptos, antes del proceso 
de institucionalización.
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Figura 3. Evolución de representaciones bajo un proceso de enseñanza ACODESA. Elaboración propia.

En esta sección, hemos mencionado la importancia de utilizar ACODESA en la resolución de situa-
ciones complejas ligadas a la modelación matemática. Blum et al. (2007), Blum y Niss (1991), 
English (2015, 2016) argumentan que la modelación matemática ofrece un vehículo para que los 
maestros involucren a sus estudiantes en la exploración de problemas auténticos que comprenden 
sistemas complejos dentro de un contexto interdisciplinario.

Cahyadi y Butler (2004), Funner y Kumar (2007) así como Widjaja et al. (2019) afirman 
que la falta de recursos de instrucción, materiales de apoyo y orientación pedagógica para la inda-
gación, obstaculiza a los docentes para vincular e integrar las ciencias y las matemáticas en el aula. 
También Handhika et al. (2019) y Jones (2017), señalan las dificultades en la articulación de 
conceptos de diferentes ramas científicas (matemáticas, física, química, biología). Uno de esos 
ejemplos es el concepto de velocidad en física y conceptos matemáticos como límite y derivada. A 
continuación, discutimos más en detalle sobre la importancia de eslabonar tareas para la cons-
trucción de una situación compleja.

4. Modelación en la educación STEM: Ejemplo de situación problemática

La elaboración de actividades es una tarea compleja bajo la óptica de la integración STEM, como 
hemos visto. Una situación podría iniciar con una pregunta así: ¿cómo funciona un gps? Pero una 
vez que el trabajo individual se ponga en marcha, debería de haber otras preguntas que orienten la 
discusión al pasar al trabajo en equipo. Es así, que poco a poco, se puede construir una situación 
compleja, con una serie de tareas secuenciadas. El rol del profesor es de guía en las primeras eta-
pas, como lo sugiere el diagrama de la Figura 2 (derecha). En la sección siguiente proponemos una 
situación compleja, bajo la óptica de la integración STEM en la cual las tareas se eslabonan para la 
creación de la situación global. El contexto de la situación es el de parques eólicos.
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Figura 4. Parques eólicos. Fuente: Schmidt, 2019, p. 1.

El entorno en que nos movemos nos obliga a plantearnos preguntas relacionadas con ámbitos cien-
tíficos en los que se produce una integración STEM y que perfectamente pueden ser trasladadas a los 
alumnos de una clase para su resolución siguiendo un proceso de enseñanza como el ACODESA. Es 
cierto que no es fácil diseñar tareas para niveles de primaria o secundaria que integren todas las 
componentes de STEM, especialmente por la ingeniería (E), de alguna manera desconocida en los 
niveles de enseñanza básica, pero también es cierto que los avances rápidos de la tecnología permiten 
contar con aplicaciones industriales que en efecto incluyen todas las componentes STEM en mayor 
o menor medida. 

En el marco de una investigación de la Universidad de Granada en la que participan profe-
sores de matemáticas y ciencias, uno de sus objetivos es el diseño de este tipo de tareas que permi-
tan al profesorado en formación analizar su viabilidad y puesta en práctica en los niveles de edu-
cación primaria y secundaria.

Una de las tareas que se ha diseñado está referida al desarrollo de energías alternativas que 
eviten la emisión de CO2 a la atmósfera como es el caso de la energía solar o la eólica; en el caso 
de los parques eólicos que tanto proliferan en el entorno próximo de la ciudad de Granada, tam-
bién en el resto de España, no es difícil que los alumnos, cuando viajan, se hayan planteado una 
cuestión como la siguiente: ¿qué es un parque eólico?

Responder a esta pregunta siguiendo el proceso de enseñanza ACODESA, necesariamente va a 
generar otras muchas preguntas encadenadas como ¿qué es un molino de viento? y ¿cómo funciona? 

Veamos cómo responder a éstas y otras cuestiones requieren de la integración de conoci-
mientos de Ciencias (S), Tecnología (T), Ingeniería (E), y/o Matemáticas (M), que pueden seguir 
este proceso de modelación y que requieren amplias y variadas sesiones de trabajo. Destacamos las 
iniciales para destacar el tipo de conceptos que implican las respuestas.

4.1. ¿Qué es un parque eólico? ste

Un parque eólico es un conjunto de aerogeneradores que transforman la energía mecánica del vien-
to en energía eléctrica. Los alumnos pueden localizar información en internet (SGKPlanet, 2020), 
después de haber sugerido de manera individual ideas acerca de una definición apropiada a sus ob-
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servaciones. También pueden debatir acerca de qué tipo de conocimientos científicos están asocia-
dos a las respuestas.

4.2. ¿Cómo de grande es un aerogenerador? tem

Por supuesto, los alumnos pueden localizar datos en internet (Textos científicos, 2020), pero tam-
bién se les puede retar a que estimen la altura a través de una foto que ellos mismos pueden haber 
hecho, en comparación proporcional con un árbol cercano cuya altura también puede ser estimada 
(ver imagen lateral). La confrontación de su estimación con la medida real forma parte necesaria del 
aprendizaje de la medición y de la medida indirecta.

4.3. ¿Cuáles son las partes de un aerogenerador y que función tienen? STEM

En esta tarea los alumnos pueden consultar muchos sitios web de empresas fabricantes de aerogene-
radores que explican con detalle los elementos constitutivos de los mismos (Enel, 2020). Después 
pueden debatir acerca de qué descripciones son más apropiadas a sus conocimientos y qué elementos 
de las descripciones desconocen y cómo recabar la información necesaria.

4.4. ¿Cómo funciona un aerogenerador? ste

Después de las hipótesis individuales, o en grupo, que puedan formular los alumnos, pueden locali-
zar en los sitios web de fabricantes (Acciona, 2020) que un aerogenerador transforma la energía ci-
nética del viento que hace girar las aspas del molino en energía eléctrica a través de un alternador. 
Pero, para poder utilizar la energía del viento, es necesario que éste alcance una velocidad mínima 
de 3 m/s y máxima de 25 m/s. Para evitar daños, los aerogeneradores se desconectan cuando el vien-
to supera los 25 m/s. También los alumnos pueden hacer hipótesis sobre el mecanismo que permite 
que un aerogenerador deje de girar cuando se supera esa velocidad o cómo determinar la velocidad 
de las aspas impulsadas por el viento.

4.5. Y ¿de qué depende la energía que produce un aerogenerador? STEM

En este caso, los alumnos también pueden elaborar hipótesis basadas en sus conocimientos para 
luego contrastarlas con la información que pueden recabar en diferentes sitios web, Wikipedia in-
cluida (2022).

La potencia eléctrica medida en vatios obtenida por un aerogenerador es:  
P = ½ Adv3 donde A es el área barrida por el rotor, d la densidad del aire y v la velocidad del aire.  
Por supuesto, de esta cuestión surgen otras como, ¿de qué depende A y cómo se determina?, ¿la den-
sidad del aire d, es un valor constante o de qué depende? 

4.6. ¿Qué diferencia hay entre las variables A y v con relación a la producción de energía eléctrica? M

El papel de estas dos variables recogidas en la fórmula permite una indagación y discusión inte-
resante sobre la diferencia entre una función lineal y una función cúbica. Los alumnos pueden 
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usar un software como GeoGebra para representar la variabilidad de P cuando varía A y/o cuan-
do varía v.

4.7. ¿Cómo transformar un alternador de energía cinética en energía eléctrica? se

Los conceptos implicados en la respuesta que los alumnos podrán localizar en sus textos de estudio 
son: energía cinética, energía mecánica, energía eléctrica, campo magnético, inducción, revolucio-
nes, corriente alterna, corriente continua, unidades de corriente, alternador.

4.8. ¿Cómo se diseña un parque eólico? sm

A través de internet (Ealde, 2020) los alumnos pueden localizar las siguientes consideraciones: los 
aerogeneradores están organizados en hileras verticales a la dirección predominante del viento; para 
evitar interferencias de unos con otros y por razones medioambientales, la separación mínima entre 
hileras es de 5 diámetros de rotor (diámetro del círculo que generan las palas o aspas al rotar); entre 
dos aerogeneradores de una misma línea debe haber una distancia mínima de dos diámetros de ro-
tor. Y por qué no, relacionado con la cuestión anterior, diseñar un parque eólico, usando la mínima 
superficie de terreno para un parque eólico de 20 aerogeneradores de palas de 40 m y determinar la 
potencia de este parque eólico para una v = 15 m/s, considerando que la densidad del aire 1,2 kg/
m3. Hay muchos proyectos de parques eólicos elaborados por ingenieros en la red (Ingemecanica, 
2020) que permitirán a los alumnos tener una idea clara de los elementos más relevantes.

Figura 5. Componentes de un aerógrafo. Fuente: Adaptado de (Pontones, 2004).

4.9. ¿Por qué las palas giran siempre en sentido horario? ste

Un análisis de los molinillos de viento que usan los niños para jugar permite responder a esta cues-
tión. Diseñar una pala de madera y analizar cómo la fuerza del viento hace girar el molino en el 
sentido horario puede ser una actividad asociada a esta cuestión. 
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Construir, por último, un molino de 2 m de altura que se mueva como un aerogenerador, 
y por qué no, que genere corriente eléctrica, puede ser muy ilustrativo y motivador para los alum-
nos. También hay muchos sitios webs que lo explican (Ecoinventos, 2020).
 
4.10. Más cuestiones asociadas a esta tarea (sm)

Por último, un par ejemplos de problemas que pueden ser planteados a los alumnos: 

a) Determinar la diferencia de potencia de un aerogenerador cuando la velocidad del viento es 
de entre 5 y 10 m/s. Elabore una gráfica que represente el incremento de la potencia generada. 
Considera que la densidad del aire es de 1,2 kg/m3.

b) Determinar la diferencia de potencia de un aerogenerador de 40 m de pala y otro de 60 m con 
la misma velocidad de viento. Considera que la densidad del viento es de 1,2 kg/m3. Estudie 
si conviene más una medida que otra para la construcción del parque.

5. Conclusiones

La complejidad de integrar las disciplinas involucradas en la Educación STEM lo hemos puesto de 
manifiesto en las primeras secciones de este capítulo. Hemos añadido al problema de integración la 
importancia de enfatizar la sensibilización de los estudiantes a los problemas de la humanidad; por 
ejemplo, con el medio ambiente. Así, desde nuestro punto de vista, la búsqueda de actividades que 
promuevan un aprendizaje significativo y promuevan una sensibilidad a los problemas de la huma-
nidad es una tarea prioritaria en el enfoque curricular. 

Como lo ha señalado English (2015) y enfatizado Martinovic (2019), todo parece indicar que 
las matemáticas no tienen un lugar privilegiado en el proyecto de integración STEM. Entonces, es 
esencial la creación de actividades complejas como la presentada aquí, que les proporcionen a las 
matemáticas un rol más equilibrado que el que se está proporcionando en estos momentos a la ma-
temática.

Considerando la complejidad cognitiva de resolución de una situación compleja por un solo 
individuo bajo el enfoque STEM, nuestra propuesta se inscribe en una construcción social del cono-
cimiento promoviendo el aprendizaje en colaboración (ACODESA). Siguiendo este método de ense-
ñanza, es necesario que la situación compleja sea concebida bajo tareas eslabonadas que permitan al 
profesor ser un guía hasta llegar al proceso de institucionalización del conocimiento.

Si consideramos las diferentes formas de integración del proyecto STEM señaladas por Vas-
quez et al. (2013), nuestra propuesta está enmarcada en una perspectiva de integración transdiscipli-
naria, en donde los conceptos y habilidades se aprenden en dos o más disciplinas a través de proyec-
tos complejos como la de los parques eólicos; es decir, que los estudiantes aprenden conceptos y 
habilidades de diferentes ramas científicas que están vinculados a proyectos del mundo real, e inclu-
so ligados a problemas de la humanidad, para un aprendizaje significativo. La actividad propuesta 
responde a esa necesidad y le otorga un papel relevante a la matemática.
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Resumen

En la enseñanza secundaria de muchos países, las funciones seno y coseno de una variable real se 
introducen, principalmente, con la geometría. Es decir, generalmente, se comienza por extender el 
seno y el coseno de los ángulos geométricos en un triángulo rectángulo a los ángulos en el círculo 
trigonométrico (medidos en grados). Después, el cambio al radián y a la longitud medida en el cír-
culo unitario permite establecer el vínculo con los números reales. Este camino es largo y usualmen-
te complicado pues, generalmente, se consideran varias magnitudes incluyendo, a veces explícita-
mente, la noción difícil de ángulo orientado. Hemos notado que abordar las funciones seno y 
coseno de una variable real de esta forma genera profundas dificultades en los estudiantes al final de 
la enseñanza secundaria. Por ejemplo, hay confusiones entre el seno y el coseno de un ángulo y las 
funciones seno y coseno de una variable real. En este capítulo, interpretamos esto como un obstácu-
lo didáctico que proviene de una visión tradicional de la enseñanza de este tema. Por este motivo, 
pensamos que elegir otras formas, analíticas o cinemáticas, de introducir las funciones seno y coseno 
pueden conducir a un mejor entendimiento. Exponemos las potencialidades, ventajas y desventajas 
de estas formas alternativas de introducir las funciones seno y coseno.

1. Introducción 

Unas de las primeras funciones trascendentales que se enseñan en muchos países, aparte de la expo-
nencial y la logarítmica, son las funciones seno y coseno. Esto se debe a la importancia que tienen 
dentro de las matemáticas (como funciones asociadas no inversas, series de Fourier) y de las ciencias 
(electricidad, ondas, sonido, oscilador armónico, difusión del calor…). La enseñanza de estas funcio-
nes en la secundaria puede variar dependiendo del país o la institución educativa, sin embargo, fre-
cuentemente (¿siempre?) son enseñadas apoyándose en la enseñanza de la trigonometría. Así mis-
mo, dentro del estudio de estas funciones, aunque es menester distinguir la diferencia del seno y del 
coseno de un ángulo con el seno y el coseno de número real (sen(30°) ≠ sen(30) y ¿cómo interpretar 
sen π

6( ) ?), no siempre se logra en los estudiantes. Pensamos que esto puede deberse, en parte, a la 
forma en que surgieron estas nociones. Sabemos que, el seno y el coseno son conocidos desde la an-
tigüedad en trigonometría, pero la noción de funciones seno y coseno es más reciente. Es, probable-
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mente, Euler el primero en introducir estas funciones en su obra: Introducción al análisis infinitesi-
mal, capítulo viii, “De las cantidades trascendentales que nacen del círculo” (Anexo 1). Euler 
escribe sin(A.z) donde z es un arco de un círculo de radio 1, sin saber precisamente si es una longitud 
o un ángulo. Escribe también sin(A. m

n( )  90°) y, un momento después (parágrafo 136), sin(30°) y 
sin(30+z). Euler no habla de radian, pero sí del arco π relativo a un ángulo 180°. Sin embargo, para 
las descomposiciones en series que aparecen después, es necesario considerar un número real (para 
las potencias) –así lo hizo Euler (1796).

Con respecto a las investigaciones en didáctica de las matemáticas en torno a este tema, por 
un lado, una mayoría se enfocan en la noción de ángulo y/o la del círculo de radio 1, ya que son 
típicas de la enseñanza de estas funciones, y perciben usualmente al radian, que debería ser una 
noción inevitable, como un nudo de la enseñanza de las funciones trigonométricas. Por otro lado, 
las investigaciones que se alejan de la enseñanza habitual están, por ejemplo, Moore (2013) quien 
trabaja con un círculo de radio R para definir el radian a partir de otra unidad de medida de los 
ángulos (el ‘quip’); Tanguay (2010) quien explícitamente pone de relieve que sindeg(t) y sinrad(t) no 
son las mismas funciones (t es una medida de un ángulo); y Demir y Heck (2013) quienes consi-
deran longitudes con n-polígonos regulares (en vez de un círculo) que dan una familia de funcio-
nes periódicas las cuales convergen en el seno y el coseno. Otras investigaciones utilizan los vín-
culos con la física como los movimientos circulares uniformes o los osciladores armónicos 
(Nguyen Thi, 2013; Khalloufi-Mouha, 2009; Martínez y Mejía, 2018; Reyes, 2020).

El objetivo de este capítulo es presentar las ventajas y los inconvenientes, las potencialida-
des y los obstáculos, de distintos acercamientos, sin pretender ser exhaustivo, a las funciones seno 
y coseno en la enseñanza secundaria. Para este fin, en la sección 2, presentamos los principales 
resultados del doctorado de Loeng (2017, 2019) donde muestra los obstáculos que provienen de 
la introducción a las funciones seno y coseno a través de los ángulos (en Francia) y que conducen 
a profundas dificultades para los estudiantes de secundaria. Después, presentamos tres tipos de 
introducción, alternativos, a este tema: la primera (Loeng, 2019) se basa en los planes de estudio 
franceses, pero sin utilizar la noción de ángulo; la segunda (Reyes, 2020) propone modelar movi-
mientos cinemáticos reales con una secuencia ambiciosa y larga utilizando vídeos y dos software 
(Tracker y GeoGebra); y la tercera, más exploratoria, aprovechamos la oportunidad de los planes 
de estudio franceses de bachillerato que introducen la función exponencial a través de ecuaciones 
diferenciales y el método de Euler para hacer lo mismo con las funciones seno y coseno.

La mayor parte de este capítulo se basa en los doctorados de Loeng (2019), quien utiliza la 
tad (Chevallard, 1999) y herramientas de análisis de tareas de la ta (Robert, 1998; Robert y Ro-
galski, 2002), y de Reyes (2019, 2020), quien utiliza principalmente la teoría de los ETM (Kuzniak 
et al., 2016). Sin embargo, aunque hemos mencionado diferentes teorías, en este artículo no nos 
centramos en la utilización de los marcos teóricos o metodologías propias de estas dos tesis doctora-
les –que son objeto de otras publicaciones– para centrarnos en los resultados relativos a nuestro 
objetivo.
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2. El coseno y seno en Francia

Para mostrar la forma en que se abordan el coseno y el seno, y las dificultades que emergen de la 
enseñanza tradicional de estas funciones en Francia,1 exponemos parte del trabajo doctoral de 
Loeng. En primer lugar, mostramos la forma en que Loeng interpretó, utilizando la tad (Cheva-
llard, 1999), la enseñanza de las funciones seno y coseno a través de tres Organizaciones Praxeolo-
gías Locales2 (ver también Winsløw, 2016) y la investigación que realizó acerca de las conexiones y 
desconexiones entre estas Praxeologías. En segundo lugar, presentamos los resultados de un cuestio-
nario, realizado por la misma autora, en el último año de bachillerato en Francia, donde los alumnos 
presentan fuertes dificultades en tareas con seno y coseno. Por último, examinamos los cambios 
recientes en los planes de estudio relacionados con las funciones trigonométricas.

2.1 Las tres OPL a enseñar 

Basándose en los planes de estudio franceses del inicio de los años 2010,3 y en los libros de texto de 
la educación secundaria y media superior, Loeng (2019) identifica, cronológicamente, tres contextos 
para la enseñanza del seno y del coseno: seno y coseno de los ángulos en un triángulo; seno y coseno 
en un círculo trigonométrico; funciones seno y coseno de una variable real.

El primer contexto se refiere al coseno (abordado en el grado escolar 8) y al seno (grado 9) 
en un triángulo rectángulo (seno y coseno de ángulos geométricos de medidas en (0°,90°)), con 
las relaciones de longitudes. Este tema se retoma brevemente y sin mucho detalle en el grado 11 
con la extensión a cualquier triángulo (seno y coseno de ángulos geométricos de medidas en 
(0°,180°)) y la fórmula de Al-Kashi.

En el primer año del liceo (grado 10), aparecen el coseno y el seno en el círculo trigonométri-
co con la longitud de arco de un círculo (proporcionalidad entre la longitud de arco de un círculo y 
la medida del ángulo en el centro interceptado por este arco de círculo), el enrollamiento de la recta 
real en el círculo trigonométrico, y las definiciones del coseno y del seno de un número real.

En la Figura 1, podemos observar que, con el enrollamiento de la recta real sobre el círculo 
trigonométrico, el círculo es, implícitamente, visto como una curva parametrizada. Nótese que la 
noción matemática subyacente es nada menos que el morfismo continuo y sobreyectivo x → exp(ix). 
Ya hay cierta confusión en este libro de texto: ¿qué es x?, ¿un ángulo (sombreado)?, ¿una longitud de 
arco im en la circunferencia?, ¿una longitud de segmento in en la recta?, ¿una medida (de ángulo o 
longitud) o un real como se indica en el texto? o ¿todo lo anterior a la vez?

1. Aunque el estudio se centra en un país, Francia, creemos que este ejemplo es representativo de muchos países, aun-
que, por supuesto, quedan estudios por hacer.

2.  No especificamos en este capítulo los elementos praxeológicos; véase (Loeng, 2019) para más detalles.

3. Programa para el Colegio en 2008 (https://cache.media.education.gouv.fr/file/special_6/52/5/Programme_math_33525.
pdf), el grado 10 en 2009 (https://cache.media.education.gouv.fr/file/30/52/3/programme_mathematiques_seconde_65523.
pdf), el grado 11 en 2010 (https://cache.media.education.gouv.fr/file/special_9/21/1/mathsS_155211.pdf) y el grado 12 en 
2011 (https://cache.media.education.gouv.fr/file/special_8_men/98/4/mathematiques_S_195984.pdf).
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Figura 1. El “enrollamiento” en grado 10. Fuente: Beltramone et al. (2010, p. 140).

En grado 11, siempre haciendo uso de un círculo trigonométrico, se introducen las medidas en ra-
dianes de un ángulo orientado, se trabaja las conversiones entre grados y radianes, y se especifican 
las definiciones del coseno y del seno de un ángulo orientado (con ayuda del coseno y del seno de un 
número real abordado en el grado 10).

En la Figura 2 podemos ver la parte del curso de dos libros de texto de grado 11. Ambos 
libros de texto definen el coseno y el seno de un ángulo orientado a partir del seno y el coseno de 
un número real, como se pide en el currículo. Cabe preguntarse por el interés de introducir esta 
nueva noción para los ángulos orientados que, en nuestra opinión, sólo refuerza las confusiones.4 
En el libro de texto de Matemáticas Math’x (Figura 2), vemos una introducción que proviene 
directamente del enrollamiento visto en el grado 10 y la posible confusión de los objetos alrede-
dor de t, entre ángulo y número real (ver las dos representaciones de t). En el libro de texto Odys-
sée, vemos más claramente la ambigüedad de las matemáticas expuestas con la posible confusión 
de los objetos alrededor de α, entre ángulo, medida del ángulo y número real.

Alvez et al., 2011, p. 292

Figura 2. Grado 11, extracto de dos libros de textos. Fuentes: Alvez et al. (2011, p. 292); Brisoux et al. (2011, p. 205).

Al final del último año de liceo (grado 12) se enseñan las funciones coseno y seno de una variable 
real, cuya noción se introduce utilizando el coseno y el seno de un número real en el círculo trigo-

4. Esta noción de ángulo orientado ha desaparecido de los nuevos planes de estudios de secundaria, véase el apartado 2.3.
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nométrico. En el extracto de la Figura 3, se observa la complejidad de la articulación entre los dos 
cuadros donde intervienen el seno y el coseno: el círculo trigonométrico a la izquierda y las funcio-
nes a la derecha, en particular la notación x, que adquiere significados diferentes.

Figura 3. Grado 12, una articulación compleja. Fuente: Abihssira-Lavandier et al. (2012, p. 140).

Así, en la enseñanza, encontramos un zigzag entre las nociones, con ángulos geométricos, agudos, 
luego obtusos, ángulos orientados, medidas de estos tipos de ángulos, en grados y en radianes, lon-
gitudes, sobre un círculo y relaciones en un triángulo, números reales. 

Por supuesto, los planes de estudio son coherentes desde el punto de vista matemático y se 
puede pensar que 5 años son suficientes para que los alumnos aprendan todos estos conceptos y 
sus relaciones. Sin embargo, también se puede cuestionar la pertinencia didáctica de esta ense-
ñanza y, en particular, de los ángulos, que, cabe recordar, son de gran complejidad matemática. 
¿No se corre el riesgo de crear confusión con todas estas nociones, que a veces se identifican im-
plícitamente? Nosotros pensamos que esto es lo que sugieren los análisis de los libros de texto.

2.2. Las dificultades de los estudiantes 

Con el fin de identificar las posibles dificultades de los estudiantes en este largo y complejo tema, y 
con base en los análisis institucionales, se elaboró un cuestionario con 5 preguntas, desde el triángu-
lo rectángulo hasta la derivación. Este cuestionario fue aplicado a 40 alumnos de dos clases de op-
ción científica (último año de nivel medio superior, área científica), en París y en Raincy, Francia. 
Los alumnos de la clase de París tienen un nivel medio, mientras que los de la clase de Raincy tienen 
un buen nivel –escuela privada femenina. Ambas clases trabajaron en el capítulo de las funciones 
trigonométricas en el momento del cuestionario. Nos centramos aquí en las confusiones entre los 
distintos objetos en los tres contextos diferentes en los que aparecen el seno y el coseno.

La primera confusión pertenece a la geometría. Se trata de la confusión entre los valores del 
coseno y el seno de un ángulo y el valor del ángulo (Figura 4). Al final de la secundaria, aunque 
37 alumnos recuerden las fórmulas del triángulo rectángulo, varios dan valores de coseno y seno 
muy fuera del intervalo [−1,1]. No hay retroacción con las funciones seno y coseno, especialmen-
te con las curvas, quizás porque no hay relación entre los dos contextos.
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Figura 4: Confusión entre los valores del coseno y del seno de un ángulo y el valor del ángulo, aquí en grados. 
Fuente: Loeng (2019, p. 237).

Se observa que aproximadamente una cuarta parte de los alumnos calcula correctamente las razones de 
los dos ángulos agudos del triángulo rectángulo, pero luego calculan el seno y el coseno de estos valores 
(Figura 5). ¿Esta confusión proviene de la enseñanza de las funciones trigonométricas? Efectivamente, 
al tener un número real (como 5

13 ), podemos (¿deberíamos?) aplicar la función seno o coseno.

Figura 5: Confusión entre los valores de los cosenos y senos de un ángulo y los de los cosenos y senos de un 
número real, aquí en radián (Loeng, 2019, p. 241).

Aproximadamente la mitad de los alumnos tienen dificultades para calcular el seno y el coseno del 
ángulo recto. La mayoría trata de escribir una proporción con dos de las longitudes en los tres lados, 
a veces con un valor mayor que 1 (Figura 6).

Figura 6: Ejemplos para calcular los valores del ángulo recto (Loeng, 2019, p. 239 y 241).

Esto se debe probablemente a un confinamiento en el marco geométrico del triángulo rectángulo, 
ya que normalmente se conocen los valores del seno y del coseno para 90° o π

2  . Pero la desconexión 



297

LA INTRODUCCIÓN DE LAS FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS CIRCULARES…

de los contextos parece importante porque el cálculo de un buen valor (a menudo para el seno con 
“lado opuesto”/”hipotenusa” que da el resultado correcto 1) no permite convocar el conocimiento 
fuera del contexto del triángulo rectángulo. Este es también el caso de este alumno (Figura 7) que 
tacha el valor 1 del seno.

Figura 7: Explicación de un alumno (Loeng, 2019, p. 238).

Sin embargo, la mayor confusión aparece, para un tercio de los alumnos, en la pregunta sobre las 
curvas de las funciones seno y coseno, precisamente entre ángulos (o puntos del círculo trigonomé-
trico) y números reales de diferencia múltiplo de 2π. Se trataba, entre otras cosas, de situar, si era 
posible, en la gráfica de la curva representativa de la función coseno en [- 5π

2 , 5π
2 ] tres puntos A, 

C y D de la respectiva curva de abscisas 11π
6

, 11 + 6 x 2016
6

π y -589 π
6 . También se pidió comparar las 

ordenadas de estos tres puntos, que son iguales ya que las abscisas difieren en un múltiplo de 2π. 
Muchos alumnos colocan los puntos en el mismo lugar (Figura 8, izquierda), algunos in-

cluso cambian la abscisa de A (Figura 8, derecha).

Figura 8: Dos extractos de las respuestas de los estudiantes (Loeng, 2019, p. 252).

2.3 Conclusión

Podemos observar que hay una mala articulación entre los diferentes contextos y dominios matemá-
ticos, también hay muchas confusiones y los objetos no parecen bien identificados, ni en los libros 
de textos, ni por los estudiantes (¿y por los docentes?). Principalmente, se identifica las confusiones 
siguientes:  
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•	 	 Entre ángulos (orientados y/o no orientados) y sus medidas (grados y radianes) y los 		
    números reales.

•	 	 Entre seno y coseno de un ángulo y seno y coseno de un número real.

Por un lado, observamos un obstáculo epistemológico (relativo al radian, el morfismo de R sobre el 
círculo unitario y el cociente por su núcleo) y, por otro lado, un obstáculo didáctico con la elección, 
de la institución de enseñanza, de los ángulos para introducir las funciones seno y coseno, sin distin-
guir los objetos.

En el nudo del problema, con el radián, aparece el cociente R/2πZ, como conjunto de las 
medidas de los ángulos: el enrollamiento de la recta numérica R sobre el círculo de radio 1 es el 
morfismo continuo sobreyectivo de R en el círculo (x → exp (ix)).

El cociente por su núcleo  R/2πZ se representa geométricamente con el círculo de radio 1: 
¿Por qué no introducir la notación cos(M) y sen(M)? Eso permitiría distinguir R del cociente  
R/2πZ en la introducción de las funciones seno y coseno. Es bastante natural para los estudian-
tes: un estudiante dijo “seno del punto M”, rechazado por la docente, y otro también escribió cos2 
(M)+sen2 (M) = 1.

Todo lo que acabamos de mencionar muestra que el tema matemático es complejo y pensa-
mos que para muchos docentes puede ser complicado enseñarlo a sus alumnos. Con los nuevos 
programas de estudios (desde 2019), las funciones trigonométricas se introducen en grado 11, sin 
los ángulos orientados, pero con el radian. Parece que hay menos confusiones en los libros de 
textos entre los diferentes objetos. ¿Es una (primera) reducción del obstáculo didáctico?, ¿es nece-
sario enseñar el radian?, ¿hay menos dificultades para los estudiantes? Esto aún se tiene que inves-
tigar para entender los cambios, en Francia y en otros países (Ratha Loeng investigó también en 
Camboya).

3. Formas alternativas de introducir el tema 

3.1 Una situación didáctica en un círculo

Loeng (2018, 2019), propuso una introducción de las funciones circulares sin ángulos para focali-
zarse sobre las longitudes y la noción de periodicidad. Para distinguir las longitudes sobre la circun-
ferencia y los números reales, ella consideró como variable didáctica el radio del círculo (es impor-
tante recalcar que, a lo largo de la historia, se consideraron círculos de radio diferente a 1). La 
situación fue diseñada en dos partes, papel y lápiz, y después con GeoGebra (implementada en Fran-
cia, grado 12, antes de la enseñanza de las funciones trigonométricas).

En la parte A (Figura 9, izquierda), con lápiz y papel, M es la imagen de un número real t 
sobre el círculo de radio R, (a,b) son las coordenadas de M. Se pide la longitud del círculo (2πR) 
y estudiar los primeros giros con: los valores de t según el número de giros y los cuatro puntos 
especiales, las variaciones de a y b con respecto a t, los signos de a y b con respecto a t y, por fin, las 
expresiones algebraicas de a y b.
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Figura 9. Figura dada a los estudiantes y respuestas. Elaboración propia.

En la Figura 9, a la derecha, se ve la respuesta de un estudiante a la parte A. Como este estudiante, 
varios alumnos pusieron 1,0, −1,0… en la tabla 1, pero la longitud 2πR permitió una retroacción (en 
Figura 9 se ve los cambios de los estudiantes).

Con estas preguntas, y como se muestra en la Figura 9, los alumnos fueron capaces de tra-
bajar con a y b como funciones. Esto les permite introducir las funciones trigonométricas perió-
dicas, sin ángulos, sólo con el enrollamiento de la recta real sobre el círculo, distinguiendo al 
mismo tiempo número real, t, y longitud sobre el círculo, t/R.

Sin embargo, escribir las expresiones algebraicas a = R. sen(t/R) y b = R. cos(t/R) es difícil 
con las definiciones de seno y coseno de grado 11, en trigonometría.

La segunda parte, con GeoGebra, estuvo enfocada en la variación de las curvas de las funcio-
nes a y b con respecto a R (un cursor), para destacar las características comunes de las familias de 
funciones generadas. Después, se realizó un estudio más específico de las funciones seno y coseno, R 
= 1, ya que estas funciones permitirían generar ambas familias de funciones.

3.2 Una introducción en cinemática

Se han realizado varias investigaciones sobre los movimientos circulares. Presentamos aquí el punto 
de vista de Reyes (2020) que desarrolló una secuencia didáctica de tres meses en México sobre la mo-
delización de movimientos reales, utilizando dos software: Tracker y GeoGebra. En concreto, el obje-
tivo era la modelización de movimiento para conceptualizar la noción de función: Movimiento Rec-
tilíneo Uniforme (mru), Movimiento Circular Uniforme (mcu) y su composición (mru+mcu) que 
permite generar cicloides. Los estudiantes, de la unam (preuniversitaria), tienen un buen nivel en 
matemáticas y conocen las funciones seno y coseno. Sin embargo, un estudio anterior (Reyes, 2019) 
mostró que este conocimiento no estaba ampliamente disponible.

El trabajo de los estudiantes, en grupos de 4, se implementa para cada movimiento, en tres 
momentos que marcan tres etapas importantes de la modelización:  

•	 	 Realización de los movimientos reales y videograbación.
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•	 Utilización del software Tracker para tener datos a partir del video del movimiento: medidas 
de variables físicas, curvas (Figura 10).

•	 Integración en GeoGebra de los datos (tablas de valores) para ajustar las curvas, si existe una
            función matemática de referencia que se ajusta bien (Figura 11).

Figura 10. Utilización de Tracker: vídeo, variables físicas, curvas y tablas de valores (Reyes, 2020, p. 290)

La realización de los movimientos permite anclar las nociones, tanto físicas como matemáticas, en 
el mundo real, dando así representaciones tangibles a partir de un trabajo que puede calificarse 
como en activo (en la elección de la Figura 10, el alumno debe mantener un ritmo regular moviendo 
su mano lo menos posible para obtener un mcu). El uso de Tracker permite destacar varias variables 
y funciones con la noción de covariación. Las funciones se representan mediante curvas y tablas de 
valores. Pero si podemos identificar ciertas características, como la periodicidad que podemos vali-
dar con referencia al movimiento real, es igual de importante en matemáticas identificar estas fun-
ciones algebraicamente. Así, la utilización de GeoGebra permite pasar completamente a las mate-
máticas, ya que, en el caso presente, en el que el movimiento está suficientemente bien realizado, 
GeoGebra es capaz de proponer un ajuste con la función seno (Figura 11) –no entramos en el deta-
lle del tratamiento estadístico del ajuste. Después, los alumnos realizan un trabajo de identificación 
de las variables y parámetros de la función propuesta por GeoGebra (visualizada en la pantalla). 
Una última etapa del trabajo permitió generalizar la expresión de los movimientos mediante la ge-
neralización de los parámetros (en particular la amplitud y la frecuencia).

Figura 11: Un ajuste con GeoGebra, tomado del trabajo de un grupo de trabajo (Reyes, 2020, p. 182).

El interés es que la variable central es el tiempo, que está más cerca de los números reales que las 
medidas de los ángulos y de las longitudes sobre el círculo (no necesita un enrollamiento). También, 
se ve un trabajo flexible en las variables: ¿qué pasa si se trabaja con el tiempo?, ¿con el ángulo? Las 
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funciones (del tiempo) emergen naturalmente con Tracker, pero necesita una descontextualización 
para tener los números reales. GeoGebra puede ayudar, pero ¿los signos “sen” y “cos” tienen algún 
sentido para los estudiantes?, ¿cuáles son los conocimientos previos que se necesitan? A lo largo del 
análisis de los datos, en el trabajo doctoral de Reyes (2020) se nota que algunos alumnos pensaban 
que el seno y el coseno sólo era para trabajar con triángulos y calcular ángulos.

Las preguntas que planteamos surgen en los alumnos que se acercan a la dependencia de las 
variables desde un fenómeno que es tangible. No parten desde lo abstracto de las definiciones tradi-
cionales, sino más bien ellos van construyendo y dando significado a las funciones y sus variables.

3.3 Ecuaciones diferenciales

En Francia, en grado 11, opción científica, se introduce la exponencial con la ecuación diferencial y’ 
= y con y(0) = 1 con una presentación gráfica obtenida con el método de Euler. Entonces, ¿por qué 
no introducir los seno y coseno con y’’ + y = 0? Como se trata de una ecuación de orden 2, hay que 
elegir entre las condiciones de borde, y(0) = y(1) = 0 o y’(0) = y’(1) = 0, o bien las condiciones de 
Cauchy: y(0) = 0 y y’(0) = 1 o y(0) = 1 y y’(0) = 0. 

El gran interés es que las funciones seno y coseno son definidas de manera descontextuali-
zada, en análisis, sin referencia a otro dominio de las matemáticas. Además, la ecuación diferen-
cial tiene un rol importante en las ciencias.

Se aplica el método de Euler a la ecuación diferencial y’’ + y = 0, con las condiciones de 
Cauchy: y(0) = 1 y y’(0) = 0. Así, en una hoja de cálculo, se introduce:

Tabla 1. Implementación en una hoja de cálculo del método de Euler de orden 1, 
el paso h está en la celda H2 y las fórmulas se copian hacia abajo. Elaboración propia.

A B C D
1 x cos x cos’ x cos’’ = − cos
2 0 1 0 −1
3 = A2+H$2 = B2+H$2*C2 = C2+H$2*D2 = −B3

Las curvas obtenidas para pasos h suficientemente pequeños se muestran en la Figura 12 (las preci-
siones son mucho mejores con un método de Euler de segundo orden)5: se puede pensar que hay 
soluciones, que estas soluciones parecen periódicas, acotadas entre −1 y 1, etc.

Figura 12: Curvas obtenidas con una hoja de cálculo para dos pasos y 5000 datos. Elaboración propia.

5. Se ingresa en la celda B3 : « = B2+H$2*C2+0,5*D2*H$2*H$2 »
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También podemos prever un trabajo algebraico, similar al propuesto en Francia, en grado 11, sobre 
la exponencial. Desde y’’ + y = 0 se obtiene la integral primera:6 y’2 + y2 = c, donde c≥0 es constante. 
Rápidamente salen a la luz dos resultados:

•	 De la equivalencia c = 0y’(0) = y(0) = 0, y por tanto existe la función nula, deducimos la unici-
dad al problema de Cauchy. 

•	 Las soluciones, si existen, están acotadas. 

Asumiendo la existencia al problema de Cauchy, se puede estudiar el caso de seno (y(0) = 0 y y’(0) 
= 1) y coseno (y(0) = 1 y y’(0) = 0). Y se llega a que la derivada de seno es coseno y la derivada de 
coseno y seno; seno es impar y coseno es par; seno y coseno están acotadas entre −1 y 1.

Más en el análisis: siempre y cuando cos(t)>0, cos’ es decreciente, pues es negativo, y cos es 
decreciente y cóncava. Entonces, cos corta el eje de las abscisas en k>0 (primer cero de cos), donde 
cos(k) = 0 y cos’(k) = −1 (con la primera integral). Pues, S(x) = cos(k-x) es solución de y’’ + y = 0 en 
[0,k], por unicidad es sen en [0,k]; G(x) = cos(x) en [0,k] y –S(x-k) en [k,2k] es solución, pues es 
cos en [0,2k]; H(x) = G(x) en [0,2k] y –G(x-2k) en [2k,4k] (o, con la paridad, en [−2k,2k]) es so-
lución, es cos en [0,4k]. Por fin, extendiendo por periodicidad, se tiene una solución en R que es 
cos por unicidad —se obtiene seno ya que sen = cos’.

Se obtienen todas las fórmulas con seno y coseno y, también, se puede buscar una aproxi-
mación de la constante k (por ejemplo, con el método de Euler) —el valor exacto es π/2. 

No hay círculo, tampoco ángulos, en la ecuación diferencial. Pero una articulación es posi-
ble ya que para todo t en R : cos2 (t) + sen2 (t) = 1. Entonces el punto M(t) de coordenada (cos(t), 
sen(t) pertenece al círculo de radio 1.

4. Conclusiones 

Por supuesto, los tres contextos destacados por Loeng (2019) han de conectarse y articularse para 
la enseñanza del seno y el coseno. Pero esto no es tan sencillo, como ha demostrado Loeng (2019), 
especialmente el pasaje entre ángulos y longitud en el círculo que necesita el radián (no es tan na-
tural medir una magnitud por otra). Además, por los números reales (y funciones), hay que elegir 
entre una descontextualización (ángulos y/o longitudes en geometría, tiempo en cinemática u 
otros acercamientos con fenómenos periódicos) y una introducción por sí misma (como la ecua-
ción diferencial). 

A la luz de los resultados de Loeng (2019), parece necesario tomar una distancia con la 
enseñanza tradicional de los ángulos y repensar el currículo para la enseñanza de las funciones 
circulares. No se necesitan los ángulos, el radián, ni tampoco el círculo, es una situación mucho 
más abierta de lo que podemos pensar. Diferentes caminos son posibles y tenemos que investigar 
las potencialidades de otros tipos de introducción, dentro de las matemáticas y para las otras 
ciencias.

6. En física, preferimos mantener los coeficientes ½ porque la primera integral representa la conservación de la energía.
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Anexo i

Extracto del libro de Euler (1976), Introducción al análisis infinitesimal, capítulo viii, “De las can-
tidades trascendentales que nacen del círculo”.
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Resumen 

En este capítulo se presentan los avances de una línea de investigación relacionada con el empleo de 
la técnica del Mapa Híbrido y sus interpretaciones teóricas para llevar a cabo la descripción y el 
análisis de la construcción de conocimiento en el contexto de la matemática, la física y la química 
escolar. Las interpretaciones teóricas se realizan, para la matemática escolar, desde el Enfoque On-
tosemiótico y, para la física y la química escolar, desde adaptaciones del enfoque apoyadas en la no-
ción de objeto del Interaccionismo Simbólico y la función semiótica de Hjelmslev. Mediante la 
metodología cualitativa empleada en dichos estudios fue posible describir los objetos que intervie-
nen en la resolución de problemas que implican la actividad matemática, sus conexiones y algunos 
procesos cognitivos necesarios para la construcción de conocimiento.  

1.Introducción 

La resolución de problemas en la matemática escolar es una actividad de gran importancia implicada 
en la construcción de conocimiento de los alumnos; sin embargo, ésta puede ser empleada en el aula 
con otros fines; por ejemplo, para motivar la introducción de los conceptos, donde se busca identificar 
la actividad matemática con la exploración cuando todavía no se sabe gran cosa de la solución de un 
problema abierto cuyo enunciado no sugiere el procedimiento de resolución; también puede ser em-
pleada como estrategia didáctica con la intención de que el alumno domine determinados métodos 
de solución, lo cual considera como secundario la resolución de problemas dentro del proceso didác-
tico global. Las distintas funciones de la resolución de problemas, según Gascón (1994) tienen que 
ver con el “modelo epistemológico implícito que sostiene la noción de problema de matemáticas y, por 
otra, de lo que en cada caso se crea que significa enseñar y aprender matemáticas” (p. 38).

Al respecto, en el campo de la Matemática Educativa, los enfoques teóricos que se han pro-
puesto para analizar los fenómenos educativos que ocurren en la matemática escolar han realiza-
do señalamientos epistemológicos y ontológicos sobre los objetos y significados que se ponen en 
juego en el aprendizaje de las matemáticas. Por ejemplo, la teoría de registros semióticos (Duval, 
1995), desde una perspectiva cognitiva ha señalado que, dado que los objetos matemáticos son 
entidades abstractas, la única manera de acceder a ellos es a través del uso del signo (trazos, sím-
bolos, iconos, entre otros) los cuales se encuentran asociados de manera interna y externa. En este 
sentido, el pensamiento (interno) no es puramente conceptual, sino que también es semiótico 
(externo), de manera que para la comprensión de la noción matemática más compleja lo que se 
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requiere es la realización de tratamiento (cálculos aritméticos, operaciones algebraicas) en distin-
tos registros de representación y la articulación entre éstos, por lo que hay que explorar problemas 
trasladados entre distintas representaciones semióticas (Guzmán, 1998).

Otra teoría de la Matemática Educativa, el Enfoque Ontosemiótico, eos (Godino et al., 2007), 
señala que un objeto matemático es todo aquello a lo que se puede hacer referencia cuando se resuelve 
un problema matemático. Los objetos, relacionados y organizados por el sujeto al resolver el problema 
matemático, pueden ser ubicados en alguna de las siguientes seis categorías: situación-problema, len-
guaje, conceptos, propiedades, procedimientos y argumentos. El significado de un objeto matemático 
es entendido como el sistema de prácticas donde dicho objeto es relevante. En este caso, la práctica es 
interpretada como “la acción orientada a fin de resolver un problema o realizar una tarea y que conlle-
va una competencia por parte del sujeto que la realiza” (Godino et al., 2017, p. 95). 

Por otro lado, tal y como ocurre en la matemática escolar, en las clases de ciencias experi-
mentales se concibe la resolución de problemas de distintas maneras y es empleada con distintas 
finalidades. Un aspecto relevante de la resolución de problemas en la física o la química escolar 
tiene que ver con la participación de objetos con una ontología y epistemología distinta a la de los 
objetos matemáticos. La única manera de acceder a los objetos matemáticos es a través del uso del 
signo, no así para los objetos de estas ciencias donde la actividad experimental sobre objetos de 
naturaleza concreta o material es de gran importancia para la validación del conocimiento. Sin 
embargo, el componente matemático que aparece en estas ciencias es relevante, ya que, contrario 
a los señalamientos que se pudieran hacer de que la matemática es un mero lenguaje de la física o 
la química, más bien en la física y la química escolar lo que se presentan son relaciones de signifi-
cación entre los objetos matemáticos y objetos físicos o químicos, según sea el caso. 

Cabe señalar que, al igual que en la matemática escolar, en la física y la química escolar se 
presentan dificultades en el aprendizaje mediante la resolución de problemas que tienen que ver 
con una enseñanza que motiva mecanismos de repetición y una escasa o nula significación. En el 
caso de la química, Del Valle y Curotto (2008) han reportado que el alumno busca la regla, la 
fórmula o la ecuación para encontrar la solución, sin relacionar las cuestiones conceptuales o sin 
mirar desde los modelos químicos que explican las reacciones que se producen, llevándose a cabo 
una repetición de pasos que impide la verdadera comprensión de los fenómenos químicos. Otra 
problemática en la química escolar, que va muy de la mano con la situación anterior, tiene que ver 
con que “los estudiantes frecuentemente carecen de capacidad para distinguir entre la informa-
ción que es esencial para resolver un problema y la que es irrelevante para ello” (Kempa, 1986, p. 
109). En el caso de la física escolar, se ha señalado que los alumnos repiten soluciones que sus 
profesores conocen perfectamente y que cualquier ligero cambio al resolver situaciones problemá-
ticas similares les plantea serias dificultades (Gil et al., 1999).

En relación con los señalamientos anteriores, sobre la resolución de problemas en la enseñanza 
de las ciencias, las concepciones y funciones de la resolución de problemas para los profesores, plante-
mos que es de gran importancia para el docente contar con una herramienta que permita analizar la 
actividad matemática implicada en la resolución de problemas con la finalidad de ayudar a los estu-
diantes a superar los obstáculos a los que se enfrentan en la construcción de conocimiento. En este 
trabajo nos planteamos el objetivo de presentar los avances de una línea de investigación relacionada 
con el empleo del Mapa Híbrido para describir y analizar de forma gráfica la resolución de problemas 
en los contextos de la matemática, la física y la química escolar. Partiendo de la idea de distinguir entre 
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técnica y teoría, se considera entonces a la técnica del Mapa Híbrido como objeto de estudio, interpre-
table desde cualquier teoría de la Matemática Educativa, en nuestro caso, desde el eos.

2. Antecedentes 

En el análisis de la resolución de problemas en ciencias se ha empleado la técnica de representación de 
la V de Gowin, Figura 1, la cual muestra mediante un esquema en forma de V a los objetos que inter-
vienen en la resolución de un problema, ya sea de las matemáticas o de las ciencias experimentales. La 
técnica tiene sustento en la Teoría del Aprendizaje Significativo (Ausubel, 1976), la cual señala que “las 
ideas expresadas simbólicamente son relacionadas de modo no arbitrario sino sustancial con lo que el 
alumno ya sabe” (Escudero, 1995, p. 96). El lado izquierdo de la V presenta el dominio conceptual 
(teorías, principios y conceptos), el derecho los elementos procedimentales (afirmaciones, transforma-
ciones y registros) y el vértice los acontecimientos (situaciones, contextos físicos o fenómenos de inte-
rés) que permiten formular las preguntas clave (Escudero y Moreira, 1999).

Figura 1a. “El aprendizaje significativo mediante la V se logra al hacer explícita la relación 
entre el conocimiento del alumno, elementos conceptuales, y lo que podrá realizar al resolver 
problemas, elementos metodológicos” (Gil et al., 2013, p. 317). 

Figura 1. (a) La V de Gowin y sus elementos, (b) trayectoria de operativismo ciego (Escudero y Moreira, 1999, p. 62).

Mediante la V de Gowin, Escudero y Moreira (1999) describieron el operativismo ciego de un estu-
diante que muestra una deficiente significación física: Figura 1b. El sujeto parte de los registros o 
fórmulas en “1°”, se plantea la pregunta clave “2°” con el objetivo de determinar el valor de cierta in-
cógnita mediante la sustitución de los datos del problema en las fórmulas, posteriormente en “3°” 
lleva a cabo las operaciones o transformaciones que le llevan a resolver el problema en “4°”. Se trata 
entonces de una práctica procedimental, comentada en la sección previa, donde se memoriza y archi-
va fórmulas prescindiendo de la interacción con el dominio conceptual. 

Cabe señalar que la V se apoya en la noción de representación interna y externa de la Teoría 
del Aprendizaje Significativo. La representación interna (mental) es utilizada para “explicar los 
procesos de razonamiento y modelos mentales que al explicitar utilizando distintos sistemas re-
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presentacionales dan lugar a la representación externa” (Aguilar, 2004, p. 32). Para que las repre-
sentaciones externas sean reproducibles o inteligibles públicamente, tienen que ser representadas 
mentalmente por el individuo. En este sentido, la V podría ser interpretada como un sistema de 
representación externo de los elementos conceptuales y procedimentales que el individuo, inter-
namente, considera durante la resolución de un problema de la física escolar.

Desde el campo de la Matemática Educativa, algunos investigadores apoyados en el EOS 
han señalado que las nociones de representación interna y externa (de los objetos que participan 
en la resolución de problemas) son ambiguas para la descripción de la actividad matemática y en 
su lugar han propuesto entender la noción de representación en términos de dos facetas o pers-
pectivas duales, a saber, ostensivo/no ostensivo y personal/institucional (Font et al., 2007). En 
este trabajo, se considera la noción de representación del EOS a través de la interpretación de la 
técnica del Mapa Híbrido. En este sentido, la perspectiva ontosemiótica permite interpretar el 
Mapa Híbrido como una representación ostensiva de objetos intervinientes y del sistema de prác-
ticas epistémico o cognitivo, implicado en la resolución de problemas ya sea de la matemática, la 
física o la química escolar. El Mapa Conceptual Híbrido, o simplemente Mapa Híbrido, es una 
combinación del Mapa Conceptual con la técnica del Diagrama de Flujo. 

En las siguientes secciones se describe una revisión de los avances realizados en la línea de 
investigación que tiene como objetivo describir de manera gráfica la resolución de problemas en 
ciencias a partir de la interpretación del Mapa Híbrido desde el EOS y desde adaptaciones de éste 
al contexto de las ciencias.

3. Método

Se propone un estudio cualitativo, de caso, donde se examinan los distintos aspectos relacionados 
con el objeto de estudio, en lo que respecta a este trabajo, el objeto de estudio se refiere al Mapa Hí-
brido y a sus interpretaciones teóricas. En la investigación cualitativa, la “naturaleza del caso puede 
ser muy heterogénea (sujeto, grupo, institución, programa, etc.) y en parte condiciona el nivel descrip-
tivo (tipo crónica, listado de rasgos, evaluación, intentos de contrastación, etc.)” (Anguera, 1986, p. 
38), en este sentido, nos enfocamos únicamente en datos documentales referentes a su interpretación 
teórica desde el EOS y desde adaptaciones de éste al contexto de la física y la química escolar. 

En relación con el uso del Mapa Híbrido para analizar la resolución de problemas en el con-
texto matemático, a partir de Moreno (2017) y Moreno, Angulo y Reducindo (2018) se revisaron 
algunos elementos teóricos del EOS (práctica, objetos matemáticos, procesos y perspectivas de los 
objetos y la función semiótica) y la interpretación del Mapa Híbrido desde dichos constructos. Res-
pecto a la interpretación del Mapa Híbrido desde la adaptación del EOS a la física escolar, se analizó 
la tipología de objetos físicos, objetos físico-matemáticos, las prácticas y procesos implicados en la 
resolución de problemas físicos (Moreno, Reducindo et al., 2018; Moreno, Font y Angulo, 2018; 
Moreno, Zúñiga y Tovar, 2018; Moreno et al., 2019; Moreno et al., 2021). De igual manera, respec-
to a la interpretación del Mapa Híbrido desde la adaptación del EOS a la química escolar se analizó 
la tipología de objetos químicos, los objetos químico-matemáticos, las prácticas y procesos que par-
ticipan en la resolución de problemas químicos (Moreno y Hernández, 2020). 
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4. El Enfoque Ontosemiótico y su adaptación a la física y la química escolar

El EOS (Godino et al., 2007, p. 129) señala que en la resolución de un problema se “realiza un siste-
ma de prácticas donde participa un conjunto de objetos matemáticos primarios: lenguaje, concep-
tos, propiedades, procedimiento y argumentos. El constructo de objeto matemático del EOS se apo-
ya en la noción de objeto del Interaccionismo Simbólico (Blumer, 1969), entendido a todo aquello 
que puede ser indicado o señalado”, y en la noción de función de signo de Hjelmslev que se refiere a 
relación entre elementos lingüísticos. Partiendo de la idea de que en la matemática escolar no sólo se 
hace referencia a objetos lingüísticos, sino que también se señala a otros objetos matemáticos, el EOS 
desarrolló el constructo objeto matemático primario al extender la función de signo (nombrándola 
función semiótica) al establecer la relación entre los objetos lingüísticos y los objetos matemáticos 
(conceptos, propiedades, procedimiento y argumentos). 

El EOS señala también que en la resolución de un problema matemático se llevan a cabo procesos 
cognitivos, los cuales actúan sobre los objetos matemáticos llevándolos de una faceta a otra; por ejemplo, 
los procesos de idealización y materialización relacionan las facetas ostensivo/no-ostensivo, los procesos 
de personalización e institucionalización conectan las facetas cognitivo/epistémico, los procesos de ge-
neralización y particularización tienen que ver con los procesos de extensivo/intensivo, entre otros pares 
de procesos y facetas. En el EOS, la noción de función semiótica relaciona cualquier par de objetos mate-
máticos en el que uno de ellos toma el rol de significante y el otro objeto de significado.

Por otra parte, de acuerdo con la literatura revisada, en la adaptación del EOS a la física y a 
la química escolar retoma las nociones de objeto del Interaccionismo Simbólico y de Función de 
Signo de Hjelmslev. Para realizar la adaptación se considera primeramente un pluralismo ontoló-
gico; es decir, ningún cuerpo de conocimiento escolar es reductible a otro; por ejemplo, la física 
escolar no es una aplicación de la matemática escolar, ni la química es reductible a la física. 

En la adaptación del EOS al contexto, ya sea de la física o de la química escolar, se identifica 
una tipología de objetos específicos del contexto, objetos físicos u objetos químicos. Los objetos, con 
ontología de tipo material, son idealizados por el sujeto que resuelve el problema. Algunos de estos 
objetos pueden ser matematizados; es decir, pueden relacionarse o vincularse con los objetos mate-
máticos mediante funciones semióticas, dando lugar a los objetos físico-matemáticos o químico-ma-
temáticos. En la resolución del problema físico o químico, el sujeto lleva a cabo algunos procesos 
indicados por el EOS, llevando a los objetos de una faceta a otra. Cabe señalar que en la literatura 
revisada también se consideran otros procesos tales como el de comprensión lectora y visualización.

En las siguientes secciones se describen los resultados y la discusión acerca de las aplicacio-
nes del Mapa Híbrido al contexto de la matemática, la física y la química escolar.

5. Interpretación del Mapa Híbrido en la matemática escolar

En esta aplicación se interpreta al Mapa Híbrido desde el EOS, como ejemplo, considérese la reso-
lución del problema 7 que presentan Llopis et al. (2010): “Al atardecer, un árbol proyecta una 
sombra de 2,5 metros de longitud. Si la distancia desde la parte más alta del árbol al extremo más 
alejado de la sombra es de 4 metros, ¿cuál es la altura del árbol?”, ver el Apéndice 1a. Para realizar 
el análisis de la resolución del problema es necesario elaborar el Mapa Híbrido a partir de la pro-
ducción del sujeto que resuelve el problema, ver la Figura 5b del Apéndice 1.
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El Mapa Híbrido presenta de manera esquemática, en el plano, todos los objetos matemáticos y 
no matemáticos que se encuentran en la producción. Por ejemplo, en la primera parte de la resolución 
del problema (ver recuadro segmentado en el Apéndice 1) se señalan los argumentos Imaginamos un 
triángulo rectángulo, de modo que su base b es la sombra del árbol, Su altura a es la altura del árbol 
y Su hipotenusa h es la distancia desde el árbol al extremo de la sombra, en los cuales es posible adver-
tir conceptos matemáticos y no matemáticos (palabras en negrita) conectados mediante palabras o 
frases de enlace. Así mismo, el lenguaje es lo que puede observar cualquier persona en la producción y 
que es llevada íntegramente al Mapa Híbrido; por ejemplo, la resolución del problema se apoya en la 
representación pictórica del árbol y la sombra que éste proyecta, a partir de la cual se construye un 
triángulo rectángulo. El proceso descrito en las líneas anteriores, para pasar de la producción al Mapa 
Híbrido, se realiza de igual modo para el resto de la producción. De esta manera, también es posible 
observar el empleo de propiedades tales como el teorema de Pitágoras y propiedades de exponentes. 

El Mapa Híbrido correspondiente a la producción de Llopis et al. (2010) se presenta en la 
Figura 2. El mapa se ha numerado a propósito de su lectura. Mediante P se presenta el problema, 
I y II se refieren a las prácticas y la numeración del 1 al 32 indica los conceptos empleados. Desde 
la perspectiva del EOS, el Mapa Híbrido permite advertir que la resolución implica la realización 
de dos prácticas, indicadas por I y II en la Figura 2. En la primera práctica se lleva a cabo la lectu-
ra e interpretación del problema y mediante la segunda se realiza el cálculo de la altura del árbol.

Figura 2. Mapa Híbrido que presenta la resolución del problema de calcular la altura del árbol. 
Elaboración propia mediante CmapTools.

La primera práctica es el resultado del proceso de lectura del texto que describe el problema. A par-
tir del texto se lleva a cabo un proceso de idealización y visualización que se ve reflejado mediante la 
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ruta de lectura I-1-2-3, los cuales permiten materializar el triángulo rectángulo 4. El objeto 4 mues-
tra la interacción entre el conocimiento nuevo que aporta el texto que describe el problema y el co-
nocimiento previo del sujeto que resolvió el problema, de esta manera fue posible relacionar la base 
del triángulo con la longitud de la sombra, ruta 5-6-7, el símbolo “a” con la altura del árbol, 8-9-10, 
y el símbolo “h” con la distancia entre la punta del árbol y la punta de la sombra, 11-12-13-15-15. 

La práctica II, se apoya en la práctica I, y considera la propiedad del teorema de Pitágoras, 
ruta 18-19-20, asociada al concepto de triángulo rectángulo, 16-17. El uso de esa propiedad con-
duce a la realización de un proceso de algoritmización mediante la ruta 21-22-23-24-25. Es im-
portante destacar que la realización exitosa de dicho procedimiento hace uso de otra propiedad, 
la propiedad de los exponentes expresada en la ruta 26-27-28-29. Finalmente, se establece la tesis 
30-31-32 que permite resolver el problema. 

Es importante destacar que el Mapa Híbrido permite advertir conexiones entre los objetos; 
por ejemplo, el proceso de particularización permite conectar los conceptos base, altura e hipote-
nusa con la propiedad del teorema de Pitágoras, rutas 5-21, 8-21 y 11-21 respectivamente. De 
igual manera, se observa la conexión 29-30, entre el objeto que emerge de la algoritmización, 29, 
y el argumento 30-31-32. 

6. El Mapa Híbrido en el contexto de la física escolar 

En el contexto de la física escolar se identifica un conjunto de objetos físicos, algunos de los cuales 
pueden relacionarse con los objetos matemáticos. En Moreno et al. (2021) se presenta el análisis 
gráfico de la resolución de un problema de cinemática por parte de una docente y dos de sus estu-
diantes. Se trata del siguiente problema de movimiento parabólico: 

Se lanza una pelota desde la ventana del piso más alto de un edificio. Se da a la pelota una velocidad 
inicial de 8.00 m/s a un ángulo de 20.0o sobre la horizontal. La pelota golpea el suelo 3.00 s después. 
Determine (a) ¿A qué distancia horizontal, a partir de la base del edificio, la pelota golpea el suelo?, y 
(b) Encuentre la altura desde la cual se lanzó la pelota (Moreno et al., 2021, p. 162).

En esta investigación se solicitó a los sujetos investigados resolver el problema explicando al mismo 
tiempo en voz alta sus argumentos, ideas, concepciones y pasos empleados en la resolución. Dicha 
producción fue grabada en audio y escritura para su posterior transcripción, con la finalidad de 
construir el Mapa Híbrido correspondiente. En la figura 3 se presenta únicamente el Mapa Híbrido 
correspondiente a la producción de la docente, mapa epistémico. Las etiquetas del Mapa Híbrido de 
la figura 3 son del tipo (8; 01:22) donde el primer número indica el número de objeto en alguna de 
las prácticas y el segundo indica el tiempo en minutos y segundos en que el sujeto que resuelve el 
problema se apoya en dicho objeto. 

En el análisis del Mapa Híbrido, mediante la adaptación del EOS a la física escolar, se en-
contró que la docente realizó un sistema de tres prácticas, la práctica A de interpretación del 
problema Sp, la práctica B para calcular la distancia horizontal y la práctica C para determinar la 
altura de lanzamiento, Figura 3. De acuerdo con el mapa, la docente considera tanto objetos físi-
cos no matematizables, tales como B2-B3-B4-B5-B6 y C1-C2, como objetos físico-matemáticos 
A1, A3, A7, B8, C17, entre otros. 
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Moreno et al. (2021) señalan que la docente experta realiza un conjunto de procesos cogni-
tivos en cada una de las prácticas: comprensión, visualización, idealización, particularización, 
argumentación, significación y materialización. Se trata de procesos necesarios para la construc-
ción de conocimiento físico. Mediante el proceso de idealización y comprensión lectora, la docen-
te relaciona la información que describe el texto del problema con su conocimiento previo, de este 
modo establece relaciones de significación entre los datos que aporta el problema y los símbolos 
que usualmente emplea para denotar dichas magnitudes físicas, los cuales materializa mediante 
2, 4 y 8 de la práctica A. 

En la práctica B, nuevamente el proceso de comprensión lectora le permite a la docente ar-
gumentar 1-2-3-4-5-6, así como también particularizar y significar la expresión de la componen-
te horizontal del desplazamiento, objeto 7, considerando los datos de la práctica A, y así poder 
materializar un proceso de algoritmización para llegar a la solución de inciso (a) en 14. La docen-
te realiza el mismo conjunto de procesos en la práctica C; es decir, la comprensión lectora le per-
mite idealizar y argumentar 1-2-3-… -7, posteriormente significar y particularizar 22 para poste-
riormente materializar la algoritmización 23-24-25 que le conduce al resultado del inciso (b) en 
30. Otros argumentos en los que se apoya la práctica aparecen en 18-19-20-21 y 11-12-13-… -17.

Figura 3. Mapa Híbrido epistémico correspondiente a la producción de la docente (Moreno et al., 2021, p. 164).

Es importante también destacar las conexiones entre los objetos de las prácticas; por ejemplo, las 
conexiones de A2, A4 y A8 con C23, lo cual hace posible la particularización y la significación de 
B13 y C22. La comparación del Mapa Híbrido epistémico con los Mapas Híbridos cognitivos de los 
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estudiantes, permiten dar una idea de las dificultades, significados y las concepciones erróneas que 
presentan los alumnos. Así se tiene que uno de los alumnos indagados no procede del mismo modo 
que la docente, ya que, en lugar de realizar el proceso de comprensión lectora y significación de ma-
nera adecuada, consideró más relevante usar las distintas ecuaciones de cinemática, buscando cuál 
de ellas podía resolver de una manera más fácil a partir de los datos proporcionados en el problema. 

Este alumno resolvió correctamente ambos incisos; sin embargo, mostró una escasa o nula 
significación física tal y como lo han reportado (Kempa, 1986 y Gil et al., 1999). La segunda es-
tudiante en cambio resolvió correctamente sólo uno de los incisos, llevó a cabo el mismo conjun-
to de procesos cognitivos que ejecutó la docente, sin embargo, el desconocimiento de una propie-
dad física le llevó a un mal resultado.

7. El Mapa Híbrido en el contexto de la química escolar 

En la resolución de un problema de química escolar participan objetos químicos, algunos de los 
cuales se relacionan con objetos matemáticos. En Moreno y Hernández (2020) se presenta el análi-
sis gráfico de la resolución de un problema de química por parte de un docente y uno de sus estu-
diantes. Se trata del problema de reactivo limitante: “El óxido nítrico (NO) reacciona inmediata-
mente con el oxígeno gaseoso para formar dióxido de nitrógeno (NO2), un gas café oscuro: 
2NO(g)+O2(g)→2NO2(g). En un experimento se mezclaron 0.886 moles de NO con 0.503 moles 
de O2. Calcule cuál de los dos reactivos es el limitante. Calcule también el número de moles de 
NO2 producido” (Chang, 2010, p. 114). 

Al igual que en la investigación descrita en la sección previa, en el trabajo de Moreno y 
Hernández (2020), el docente indagado resolvió el problema de reactivo limitante al mismo 
tiempo que explicaba en voz alta los pasos, sus argumentos y sus concepciones. La producción del 
docente fue grabada en audio y escritura y posteriormente transcrita con la finalidad de construir 
el Mapa Híbrido. El Mapa Híbrido epistémico correspondiente a la producción del docente se 
muestra en la figura 4 y fue analizado con base en la adaptación del EOS al contexto de la química 
escolar presentada por Moreno y Hernández (2020).

Según el análisis, el docente resolvió el problema mediante un sistema de tres prácticas. En 
la primera, práctica A, el docente interpretó el problema, en la práctica B determinó el reactivo 
limitante y en la práctica C determinó el número de moles de NO2 producido, así mismo, en las 
prácticas empleó tanto objetos químicos tales como A1, A2, B5, entre otros, así como también 
objetos químico-matemáticos como A3, A7 o B1-B2, B27, entre otros, los cuales están relaciona-
dos con objetos matemáticos. 

Mediante la primera práctica, el docente llevó a cabo el proceso de comprensión lectora, el 
cual le permitió identificar las sustancias reaccionantes y el producto, ruta A1-A2-… -A7, así como 
también acceder a su memoria para materializar, por un lado, el argumento (A8-A9-… -A14) de 
que la ecuación de la reacción tiene que estar balanceada y, por otro lado, la propiedad (A17-A18-
A19-A20) asociada al concepto de reactivo limitante, A19. Posteriormente, en la segunda prácti-
ca se balancea la ecuación, B1-B2, y permite al docente argumentar B3-B4-B5-B6. El balanceo de 
la ecuación es de gran importancia para el docente, pues le permite particularizar la propiedad 
asociada al concepto de reactivo limitante a través de los procesos de algoritmización B7-B8-… 
-B12 para el NO y B16-B17-… -B22 para el O2. Los resultados de ambos procesos de algoritmiza-
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ción B10 y B21 le permiten identificar que el NO es el reactivo limitante, pues es la sustancia que 
le permite obtener menor cantidad de producto, de esta manera, el docente materializa el argu-
mento B23-B24-… -B33. Por último, realiza un proceso metacognitivo y materializa el argumen-
to B34-B35-… -B40, lo que permite advertir una reflexión por parte del docente sobre lo que ha 
obtenido hasta ese momento del proceso de resolución del problema. 

Finalmente, en la tercera práctica se determina el número de moles de NO2 producido, 
para esto, se apoya en las prácticas anteriores. De la práctica A recupera la propiedad general del 
reactivo limitante A15-A16-… -A20 y de la segunda práctica los resultados de los dos procesos de 
algoritmización, lo cual le lleva a materializar el argumento C1-C2-… -C7.

Figura 4. Mapa Híbrido epistémico correspondiente a la producción del docente (Moreno y Hernández, 2020, p. 127).

Al igual que en los Mapas Híbridos epistémicos en el contexto matemático y físico, las conexiones 
entre las prácticas ilustradas en el Mapa Híbrido químico también son muy relevantes, pues dan 
cuenta del significado que atribuye el sujeto, el docente experto, al concepto de reactivo limitante. 
En otras palabras, se trata del significado del concepto de reactivo limitante en términos del sistema 
de prácticas o de las acciones que realiza el sujeto para resolver el problema. 

En las aplicaciones descritas anteriormente se mostraron Mapas Híbridos de tipo epistémico, 
y una característica común que se puede observar es la importancia del proceso de comprensión lec-
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tora e idealización en la primera práctica, este proceso lleva a la significación de los objetos (matemá-
ticos, físicos, químicos) que presenta el problema planteado en términos del conocimiento previo del 
sujeto y a planificar las siguientes acciones. Las prácticas que le siguen al primer ejercicio son en mayor 
medida de tipo operativas; es decir, presentan la particularización de alguna propiedad la cual, me-
diante los procesos de significación, algoritmización y argumentación, conducen a la materialización 
de la solución buscada. Otro aspecto que se puede observar de las aplicaciones anteriores son las co-
nexiones que se establecen entre las prácticas, las cuales permiten la significación del objeto matemá-
tico que es relevante para la resolución del problema, en las aplicaciones revisadas, la propiedad del 
teorema de Pitágoras, el concepto de movimiento parabólico y el de reactivo limitante. 

8. Conclusiones 

En las secciones anteriores se presentó la revisión de tres aplicaciones del Mapa Híbrido, la primera, 
interpretada desde el EOS y, las dos últimas, desde adaptaciones de este enfoque al contexto de la 
física y la química escolar. Se trata de los avances de una línea de investigación que muestran que sí 
es posible describir de manera gráfica la resolución de problemas en ciencias mediante el Mapa Hí-
brido. El Mapa Híbrido describe la resolución de problemas como un sistema de prácticas donde 
intervienen, según el contexto, objetos que se organizan y se conectan en el sistema de prácticas y 
que permiten conocer el significado del concepto que es crucial o relevante para la resolución del 
problema. Se trata pues de la expresión del significado del concepto relevante en términos de su uso 
en el sistema de prácticas y no en términos de su definición.   

En la resolución del problema, también se llevan a cabo ciertos procesos cognitivos, los 
cuales actúan sobre los objetos llevándolos de una faceta a otra. La revisión permitió advertir 
también que los procesos cognitivos señalados por Moreno et al. (2021) no sólo toman lugar en el 
contexto de la resolución de un problema de física escolar, sino que también ocurren en la resolu-
ción de problemas matemáticos y químicos. Se trata entonces de procesos cognitivos necesarios 
para la producción de conocimiento, los cuales toman lugar independientemente de la ontología 
y epistemología de los objetos involucrados en el proceso de resolución. 

Para construir un Mapa Híbrido se requiere contar con toda la producción (oral y escrita) del 
sujeto (experto o novato) que resuelve el problema; por ejemplo, en las revisiones, se encontró que el 
mapa se elaboró a partir de la producción que se presenta en una página de internet, como el caso del 
problema del teorema de Pitágoras, o bien a partir de una entrevista, como el caso de los problemas 
de movimiento parabólico y de reactivo limitante. Así mismo, la comparación entre el Mapa Híbri-
do epistémico, correspondiente al docente y el mapa cognitivo, correspondiente al estudiante, per-
mite lograr un acercamiento al conocimiento que ha construido el sujeto inexperto. 

Se ha presentado el Mapa Híbrido como objeto de estudio, interpretable desde cualquier teo-
ría, en nuestro caso, desde el Enfoque Ontosemiótico de la Matemática Educativa; sin embargo, que-
da abierta la investigación de cómo esta técnica podría ser interpretada desde otras teorías de mate-
mática educativa como la Socioepistemología, la Teoría Antropológica, por mencionar algunas. De 
hecho, actualmente, en la línea de investigación se está desarrollando una adaptación del EOS a la 
biología escolar. Se trata pues de describir la resolución de problemas que implican el uso de objetos 
biológicos y biológico-matemáticos, por ejemplo, problemas de crecimiento poblacional, crecimiento 
bacteriano, transmisión de la propagación de un vector infeccioso, por mencionar algunos. 
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Apéndice 1

El problema de la sombra de un árbol que involucra el Teorema de Pitágoras.

Figura 5. Resolución del problema de la sombra de un árbol (Llopis et al., 2010).
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Resumen

Este capítulo es un homenaje a François Pluvinage a nombre de uno de sus primeros estudiantes de 
doctorado, en el Irem (Institut de Recherche sur l’Enseignement des Mathématiques / Instituto de 
Investigación en Educación Matemática) de Estrasburgo, y en el que se presentan algunas caracte-
rísticas de su perfil, además de rasgos de su personalidad como investigador. Se muestran dos ejem-
plos de la primera tesis que él dirigió. El primero corresponde a una tarea algorítmica, y el segundo 
a un ejercicio de comparación de áreas inspirado en el Primer Libro de Euclides —una simplifica-
ción de la Proposición 43. Finalmente, se presenta la continuación del camino de investigación ini-
ciado con la tesis desarrollada.  

1. Introducción 

En primer lugar, hay que dar cuenta de la personalidad de François, como persona, investigador 
experimentado, visionario y director de investigación, en el marco del Irem, el cual tuvo un gran 
desarrollo bajo su dirección. 

Posteriormente, este capítulo se enfocará en el desarrollo de mi proyecto de tesis, bajo la su-
pervisión del Doctor François. Tomando dos ejemplos: el de una tarea algorítmica, así como un 
ejercicio de comparación de áreas inspirado del “Primer Libro de Euclides” —una simplificación de 
la Proposición 43. 

A continuación, informaré sobre la continuación de mi trabajo de investigación. Me cen-
traré sucesivamente en la importancia de dar prioridad al espacio tridimensional, el aprendizaje 
de la geometría en la escuela primaria, y también en la formación de los maestros: en el papel de 
la manipulación, la construcción tridimensional, la transición del espacio tridimensional al espa-
cio bidimensional (3D a 2D), cambios en los puntos de vista. Tanto para los niños como para los 
maestros, la manipulación de herramientas tecnológicas aparece como un paso fundamental en 
la conceptualización. 

Finalmente, me enfocaré en cuestiones del lenguaje, su terminología y sus relaciones con la 
conceptualización.
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1.1 François Pluvinage, director de Investigación, Director del Irem de 
Estrasburgo

François Pluvinage: algunas fechas importantes            
                     
En 1962, François hizo su “Agrégation” –concurso importante y prestigioso que tiene como objeti-
vo reclutar profesores para enseñar en la educación secundaria y universitaria: François era el “agré-
gé” más joven (tenía 22 años). En 1968 hizo su servicio militar en Bretaña, Francia.  

Fue en 1977 que defendió su Tesis de Estado en la Universidad Louis Pasteur (ulp): Difi-
cultades de los ejercicios escolares en matemáticas. Estudio de los comportamientos de respuesta me-
diante encuestas multimodales (tesis principal de la parte didáctica), y Espacios de hojas de algunas 
estructuras de hojas planas y otros trabajos sobre estas estructuras (trabajo de matemáticas). En la 
Figura 1, se muestra la portada y página de inicio de la tesis, Figura 1. Su tesis fue considerada de 
calidad “excepcional”, según el informe de la defensa.

Figura 1. Tesis de François Pluvinage (1977): Portada y página de inicio, con lista de artículos presentados.

1.2 Algunos rasgos de personalidad del Doctor François

Su gran cultura matemática, su sentido del humor, su disponibilidad constante con los compañeros, 
profesores, facilitadores del Irem y estudiantes de doctorado (o thésards, en el idioma de los años 
ochenta y noventa, o estudiantes de doctorado, en el lenguaje actual…). También podemos notar su 
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espíritu penetrante y su sensibilidad para destacar los temas del futuro didáctico, es decir, los aspec-
tos en los que acabó centrándose la didáctica, a veces mucho más tarde.

Uno de sus temas “con futuro” fue la noción elemental de algoritmo, un tema muy trabaja-
do en Estrasburgo, en las décadas de 1980 y 1990, desarrollado ya sea desde un punto de vista 
algebraico, o desde un punto de vista geométrico. En mi trabajo de tesis, me inspiré en este ejem-
plo, como se muestra a continuación: 

Un ejemplo simple:  Hablamos de un algoritmo, por lo tanto es posible dar instrucciones precisas; por ejem-
plo, a través de una computadora, que puede realizar la tarea sin intervención externa. 

Un ejemplo clásico, dado por François en Estrasburgo: Queremos doblar una hoja en 4 partes o en 
3 partes, usando gestos. ¿Tenemos algoritmos, en los dos casos?

En el caso de un cuarto (plegar la hoja en 4 partes): “Doblar en dos, después de nuevo en dos”. Es 
posible hacer este doblez a través de un algoritmo: basta superponer dos pares de vértices consecutivos y 
doblar la hoja manteniendo la superposición: acabamos de dividir la hoja inicial en dos partes; iniciar la 
operación para las medias hojas obtenidas: tenemos el cuarto –los cuatro cuartos– de la hoja. 

En el caso de doblar la hoja en 3 partes –un tercio de la hoja, la prueba y el error (o ajuste) puede ser 
esencial: este doblado no es algorítmico. 

Los ajustes pueden ser necesarios: estimamos un “candidato” en 1/3 de la longitud, duplicamos esa lon-
gitud y verificamos si ese candidato en 1/3 lo es, o si necesitamos hacer un ajuste, y comenzamos de nuevo.

La intervención humana es necesaria, en el caso de la división en 3.
Recuerdo que François dijo: “cualquier niño puede entender qué es un algoritmo”.

1.3 François: director de investigación

A lo largo de su carrera,  François dirigió numerosas tesis doctorales y dea (Diplôme d’Études 
Approfondies), en el marco del extraordinario equipo del Irem en Estrasburgo (véase Glaeser, 
1984). Ya sea en cosupervisión con Georges Glaeser —uno de los primeros pioneros de la didáctica 
en Estrasburgo, también director del Irem— o como director de investigación. Estos trabajos se 
realizaron en varias áreas: funciones, álgebra, geometría, operaciones, fracciones, evaluación, didác-
tica de la estadística (se han utilizado muchas veces métodos estadísticos innovadores). Además, tras 
su colaboración con Raymond Duval, la teoría de los registros semióticos (Duval, 1995) ha tenido 
un papel muy importante en los marcos teóricos utilizados en las tesis de Estrasburgo.

1.4 François y los Irem

Los Irem son estructuras regionales creadas a partir de 1968; la sede de Estrasburgo fue una de las 
primeras. Estas instituciones han tenido y siguen teniendo una importancia decisiva para la investi-
gación en didáctica, la docencia y la formación continua. Dos razones estaban en la base de esta 
importancia: la diversidad de los animadores del Irem (profesores de todos los niveles de educación, 
investigadores o académicos, matemáticos o didácticos), por un lado, y la importancia que se da a los 
vínculos entre la docencia y la investigación, por otro lado.

Entre 1980 y 1984 formó parte del Irem de Estrasburgo y en 1991 se convirtió en su direc-
tor.  Bajo su liderazgo crearon numerosos grupos de trabajo (ver la siguiente imagen).
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Figura 2. François Pluvinage durante un seminario en Irem de Estrasburgo, años ochenta.

Durante 32 años dirigió la revista que creó con Raymond Duval en Estrasburgo, en 1988, Annales 
de Didactique et de Sciences Cognitives: ¡32 años de compromiso en esta importante área!

En dos ocasiones le fueron encomendadas misiones del Rectorado de Estrasburgo: la pri-
mera sobre evaluación de programas en los Juegos Olímpicos de Matemáticas, y la segunda, en 
1991, en el Servicio Académico de Formación de Personal l. Más tarde, en 2002, dividió su tiem-
po entre México y Estrasburgo, a través de una serie de estancia en México y todavía formando 
parte de IREM.

1.5 Grupos de trabajo en Irem de Estrasburgo 

A lo largo del tiempo, desde 1968 —fecha de su fundación— ha habido muchos grupos de trabajo 
en el Irem, desarrollados por facilitadores de educación secundaria o universitaria. Bajo el liderazgo 
de sus directores se han creado numerosos grupos de trabajo.

• Sobre el razonamiento (desde 1972).
• Papel del lenguaje en el aprendizaje de la geometría en 4º curso (1972).
• Rally Matemático de Alsacia (1973).
• Matemáticas y tecno (1974).
• Club de Matemáticas (1988), ahora llamado Círculo de Matemáticas (2010).
• Sobre el lenguaje (matemáticas, francés). 

El artículo “Matemáticas y competencias lingüísticas” / “Mathématiques et maîtrise de la langue”, 
de François Pluvinage, 2000, informa sobre el trabajo de este grupo.
 

• Algorítmica (2009).
• Aprendizaje algebraico en el principio de la escuela secundaria (alumnos 11-15 años).
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Este grupo se formó a raíz del trabajo que dio lugar a la publicación del artículo de Raymond 
Duval y François Pluvinage, en 2016, con el objetivo de crear actividades relacionadas con la te-
mática del texto.

• Aprendizaje algebraico en la universidad (2016).

2. El desarrollo de mi proyecto de investigación bajo la supervisión 
del Doctor François 

Empezaré con un ejercicio vinculado a la noción de algoritmo, tan cara a François, como se mencio-
nó anteriormente. Este ejercicio se ha convertido en un clásico en el Irem de Estrasburgo; lo utilicé 
en mi tesis (Mesquita, 1989 b).

2.1. Un primer ejemplo: Tarea algorítmica en geometría
          
Cuadrado inscrito en un triángulo: En este ejercicio, se pidió a los estudiantes incluir un cuadrado en 
triángulos (propuestos a los estudiantes), para describir un procedimiento que debería poder usarse con 
cualquier triángulo —por lo tanto, un procedimiento algorítmico.
Construcción de un cuadrado inscrito en un triángulo: La película de construcción siguiente se 
entregó a 123 alumnos de 12 a 13 años.

Etape 1 Etape 2 Etape 3 Etape 4 Etape 5

Le traingle
de départ

On dessine 
un carrè…

A

B C

A

B C

DE

F G

H I

A

B C

DE

F G

H I

A

B C

DE

F G

A

B C

DE

Figura 3. La película de construcción de la tarea algorítmica. Elaboración propia.

2.1.1 Las tareas

En este ejercicio se pidió a los estudiantes inscribir un cuadrado en un triángulo dado, usando este 
procedimiento y describirlo. Por supuesto, se vuelve más complicado si el triángulo en cuestión tie-
ne un ángulo obtuso o recto.

También preguntamos si este procedimiento se puede utilizar con cualquier triángulo, di-
cho de otro modo, queríamos saber si el estudiante trataba la película dada como un procedi-
miento algorítmico.
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2.1.2 Análisis de la tarea

Matemáticamente, ésta es una aplicación del concepto de homotecia. Buscamos un cuadrado ho-
motético a un cuadrado dado, que tenga sus cuatro vértices en el triángulo. Al menos dos procedi-
mientos de construcción pueden inspirarse en la homotecia: 

• 1er caso: de un lado común al triángulo y a un cuadrado auxiliar.
• 2do caso: de un cuadrado que tiene 3 de sus vértices en el cuadrado. 

Notemos que, en nuestro trabajo de tesis, retenemos el primer caso.

2.1.3 Algunos resultados

Analizando las respuestas de los estudiantes hemos identificado diferentes tipos de descripciones, 
asociadas con diversos tipos de aprehensión del algoritmo.

Hemos identificado en este estudio, para el cual también utilizamos un análisis factorial de 
correspondencias múltiples, tres grupos de estudiantes bien definidos, según su forma de com-
prensión del algoritmo.

Un primer grupo, con el 32% de los estudiantes, tiene una aprehensión que hemos llamado 
figurativa de la construcción propuesta, que puede reproducir la construcción sólo a partir de una 
configuración perceptiva.

Figura 4. Cuadro sinóptico de tipos de aprehensión. Elaboración propia.

Un segundo grupo, con el 45% de los estudiantes, tuvo una llamada aprehensión estructural, perci-
biendo el carácter algorítmico del procedimiento de construcción; la distinción entre restricciones 
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ligadas a la figura o al procedimiento de construcción general es bien percibida por este grupo, que 
logró las tareas de adaptación a diferentes configuraciones perceptivas.

Un tercer grupo (23% de los estudiantes) utilizó diferentes procedimientos, que no lleva-
ron a la meta deseada. Se han observado confusiones entre las restricciones relacionadas con la 
figura o con el procedimiento general.

2.2 Un segundo ejemplo: comparación de áreas de rectángulos (inspirada en 
Euclides)

Mencionamos ahora un segundo ejercicio, utilizado en un artículo (Mesquita, 1989 a) y en mi tesis 
(Mesquita, 1989 b). Se trata de una versión simplificada del caso del rectángulo, de la proposición 
43 del “Primer Libro de Euclides” (Heath, 1956).

Comparación de áreas de rectángulos
En este rectángulo hemos dibujado una diagonal y desde un punto de la diagonal hemos dibujado 
rectángulos rayados. ¿Cuál de los dos rectángulos tiene el área más grande: el largo y delgado o el 
ancho y corto?

Figura 5. E_1. Elaboración propia.

En un rectángulo de dimensiones desconocidas hemos dibujado rectángulos rayados, como en la figura 
E_1. ¿Qué podemos decir sobre las áreas de los rectángulos rayados?

Lo presentamos en dos etapas a once parejas de estudiantes, de 10 a 11 y de 12 a 13 años (seis 
y cinco parejas, respectivamente), usando entrevistas clínicas. Se buscó analizar los argumentos de-
sarrollados por los estudiantes durante la investigación y validación de una posible conjetura. 

2.2.1 Construcción de la figura 

Dibujamos un rectángulo, dibujamos una de sus diagonales. Desde un punto en la diagonal, dibu-
jamos líneas paralelas. Obtenemos nuevos rectángulos (rayados en la figura).
Objetivo: comparar las áreas de los rectángulos rayados (rectángulos 2 y 5 figura).
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Figura 6. E_2. Elaboración propia.

En lo que sigue usamos la codificación de las sub-figuras mencionadas en la figura E_2. Además, R 
designa el rectángulo inicial, RH los rectángulos rayados.

2.2.2 Análisis de la tarea

Un enfoque que da y justifica la solución, se basa en resaltar la siguiente operación: los rectángulos 
rayados 2 y 5 resultan de la resta de los triángulos 1 y 3 del triángulo 123 y los triángulos 6 y 4 del 
triángulo 654, respectivamente. En esta perspectiva, la pregunta que se plantea es, sencillamente, 
una tarea de conservación: eliminar cantidades iguales de cantidades iguales (Figura E_3).

Figura 7. E_3. Elaboración propia.

En otras palabras: ciertas resoluciones de este ejercicio pueden considerarse como una clara ilustración 
de la noción de aprehensión operativa, introducida por Raymond Duval, en 1988 (Duval, 1988) y está 
determinada por el enfoque en posibles modificaciones de la figura, y sobre las reorganizaciones per-
ceptivas que resultan de ella… De ahí la significativa expresión “navaja suiza” del Doctor François: 
“cortamos” la figura o una de sus partes en un lado y agregamos o posiblemente movemos en otro lugar.
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La búsqueda de esta conjetura, sobre la posibilidad de igualdad de áreas, no es necesaria-
mente parte de una tarea de conservación, por supuesto. Son posibles al menos dos tipos de enfo-
ques: enfoques geométricos, basados en la percepción de la figura y sus propiedades, y enfoques 
computacionales, centrados en el cálculo y la medición.

2.2.3 Resultados

Una primera observación: se tienen dos puntos de anclaje en la figura. Algunos estudiantes usaron 
procedimientos que tomaron en cuenta todos los elementos de la figura, mientras que otros estu-
diantes se enfocaron principalmente en los rectángulos rayados, a veces teniendo dificultades para 
ver la figura como un todo.

Nuestro estudio sugiere además que las resoluciones de los estudiantes a veces requieren 
una reorganización de la aprehensión de figuras. No observamos dificultades específicas en el 
razonamiento, sino sólo dificultades en la comprensión de las operaciones que posibilitan la orga-
nización de la figura.

Por ejemplo, en el caso de un binomio, de 12-13 años, que parte de la isometría de los triángulos 
123 y 654, y de la resta sucesiva de pares de triángulos 3 y 4 y rectángulos rayados 2 y 5, y por un razo-
namiento indirecto —por condición necesaria— concluye la igualdad de los rectángulos en cuestión:

Figura 8. E_4. Elaboración propia.

“Y como estos dos [1 y 6] tienen la misma área, significa que se ha eliminado lo mismo” (p. 68).

3. La continuación de mi camino de investigación

Después de terminar mi tesis en 1989, bajo la supervisión del Doctor François, continué mi activi-
dad en Lisboa (Universidade Clássica de Lisboa), en Montreal en la uqam (Université de Québec à 
Montréal), en Lille (iufm, Institut Universitaire de Formation des Maîtres / Université de Lille iii, 
Université d’Artois) y desde 2003 en Irem de París y en el lrar (Laboratoire de Recherche André 
Revuz / Laboratorio de Investigación André Revuz).

Desde el punto de vista de la investigación, trabajé principalmente en Didáctica de las Mate-
máticas, más particularmente en Didáctica de la Geometría, con alumnos de primaria y secundaria 
(de 11 a 15 años) y con estudiantes que se preparan para convertirse en futuros profesores de primaria; 
la idea es la de dar mayor importancia al espacio tridimensional como entrada privilegiada a la geo-
metría. Hemos visto la importancia de tener en cuenta el papel fundamental de la manipulación de 
objetos y de la construcción de objetos tridimensionales. La transición del espacio tridimensional al 
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espacio bidimensional, muy importante, se ve facilitada en gran medida por la utilización de los mo-
delos, y por el trabajo sobre cambios en puntos de vista. 

En resumen, pudimos ver que la manipulación es un paso esencial en la conceptualización 
en geometría, tanto para los niños (Mesquita et al., 2001) como para los futuros profesores de 
primaria (Mesquita, 2001). 

Actualmente, estoy en grupos de trabajo del Irem en París, y también en una nueva Comi-
sión Inter-Irem Internacional, creada en 2019. El lenguaje y, en particular, la terminología y su 
vínculo con la conceptualización son de especial interés para mí. 

3.1 Terminología, conceptualización, lenguajes 

Mi entrada en esta asignatura se debe no sólo a motivaciones didácticas, por un lado, y también a una 
observación: algunos idiomas no se expanden, no introducen nuevas designaciones científicas para 
nuevos conceptos, se limitan a utilizar términos de los idiomas de origen o de divulgación. Esto pue-
de ser un obstáculo para la conceptualización. También puede tener importantes inconvenientes en 
el aprendizaje, como sugieren estudios sobre plurilingüismo (Millon-Faure y Mendonça-Dias,2018).

4. A manera de conclusión

Me gustaría agradecer a François por todo lo que pude aprender con él, por su gran cultura matemá-
tica, su humor característico, su humanidad en todo momento, su disponibilidad permanente. 
También por el rigor intelectual que puso en cualquier enfoque de investigación, en la elección de 
marcos teóricos, en las sugerencias de lecturas matemáticas o didácticas, siempre relevantes y preci-
sas, o en los métodos de investigación y procesamiento de datos.

Además, me gustaría llamar la atención sobre la importancia de un buen clima laboral en 
el extraordinario equipo Irem Estrasburgo durante este período. Su biblioteca, ciertamente, con-
tribuyó con todos los libros esenciales y muy bien administrada por sus bibliotecarios, quienes se 
sentían satisfechos con su apasionante trabajo.

Cabe destacar también el importante papel de la reunión para el café en el primer piso, sede 
del Irem en un edificio del Departamento de Matemáticas, lugar de todas las discusiones entre 
matemáticos, didácticos, profesores de todos los niveles de educación, estudiantes de doctorado. En 
el Irem de Estrasburgo se dijo que estábamos trabajando “también para la exportación”, ya que es-
tudiantes de doctorado de muchas nacionalidades se reunieron allí para sus estudios.

Mientras escribía este texto, me di cuenta de que algunos de mis intereses actuales en ter-
minología y conceptualización están relacionados de alguna manera con los estudios pioneros de 
francés y matemáticas realizados por François Pluvinage y Raymond Duval, y otros colegas de 
Estrasburgo. Al mismo tiempo, me doy cuenta de que estoy hablando de todo lo que hizo que la 
estancia de mi tesis fuera un momento tan importante para mi formación como profesora de 
matemáticas, y simplemente como persona.

¡Gracias, François!
¡Merci, François!
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Apéndice 1

Camille Noûs y el Laboratorio Cogitamus 

Sólo unas palabras sobre el Laboratorio Cogitamus y su primer miembro: Camille Noûs, nuestro 
coautor. Más bien, soy su coautora. Camille Noûs (“noûs”, el espíritu, otro legado que lleva el grie-
go…). Me parece que a François le habría gustado este intento de rendir homenaje a este ensayo que 
puede ser tan fructífero para desarrollar una investigación universal y honesta.

El laboratorio Cogitamus es una institución deslocalizada, que reúne a científicos de cualquier hori-
zonte disciplinario y de cualquier nacionalidad en torno a valores comunes: el de la investigación ínte-
gra y desinteresada, aspirando a crear, perpetuar, revisar y transmitir el conocimiento. Después de su 
primer miembro Camille Noûs, Cogitamus propone acoger a aquellos que, compartiendo esta visión, 
desean comprometerse y trabajar en esta investigación ideal.

http://www.cogitamus.fr/
https://www.cogitamus.fr/indexes.html
Contacto: camille.nous@cogitamus.fr
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EPÍLOGO 

Carlos Armando Cuevas-Vallejo

Mi relación con el Profesor François Pluvinage data del año 2003, cuando envié a Estrasburgo Fran-
cia, un artículo de investigación en un congreso organizado en el Irem de Estrasburgo, precisamen-
te en honor al Doctor Pluvinage, en el cual proponía un programa didáctico que bien puede consi-
derarse una ingeniería didáctica, aplicada a la enseñanza de la matemática en los niveles medio 
superior y superior, producto de mi reflexión y estudio al crear sistemas tutoriales inteligentes. El 
profesor Pluvinage lo leyó con atención, y tuvo a bien hacerme recomendaciones importantes, debi-
do a ello le propuse añadir más elementos y publicar juntos una propuesta didáctica para la enseñan-
za de la matemática. 

Si bien en aquellos años ya existían algunas propuestas, la mayoría consideraba la didáctica 
en términos generales y no distinguía entre matemáticas y literatura, por ejemplo. Y, además, la 
inmensa mayoría se referenciaba a la educación escolar temprana o para infantes. Surge así nues-
tra primera contribución científica: La Didáctica de Cuevas y Pluvinage. Desde entonces la pro-
ducción conjunta fue fructífera, publicamos artículos, libros, capítulos de libros y elaboramos 
conjuntamente software educativo. Había nacido una gran amistad que nos llevó a crear la revista 
El Cálculo y su Enseñanza y crear además los Encuentros Internacionales sobre la Enseñanza del 
Cálculo. Su generosidad no tenía límites y lo mismo trabajaba con profesores de diversas univer-
sidades del país, con estudiantes y colegas. 

Por esta razón, estamos inmensamente agradecidos. Fue un profundo conocedor de nues-
tras culturas precolombinas y el gourmet que disfrutaba de la cocina mexicana. Viajó incansable-
mente por el país siempre en compañía de su inseparable esposa Genieveve, y tuve la fortuna de 
acompañarle familiarmente algunas veces. La implacable pandemia acabó con su carrera, pero 
queda el legado de su testimonio de trabajo y el don de su amistad.

Como lo habrá advertido el lector, cada una de las secciones de este libro contiene tanto 
detección de problemáticas en la enseñanza de las matemáticas en diversos niveles educativos, 
como aportaciones originales de diferentes países del orbe. Por ejemplo, en el primer grupo, Edu-
cación matemática y cálculo diferencial e integral, el profesor Kuzniak trata sobre la Teoría de los 
Espacios de Trabajo, que es una propuesta que se desarrolló en Francia con la colaboración de 
Pluvinage y muchos más colegas de Francia, Canada, España y México, al menos. En dicho artículo 
se expone una breve descripción de la misma y su aplicación para analizar la transición del cálcu-
lo de la preparatoria a la universidad. Además, encontramos las reflexiones de colegas mexicanos 
sobre la pandemia que aportan elementos matemáticos para su análisis y analizan su repercusión 
en los docentes. Así mismo, en el segundo grupo: Educación matemática y álgebra lineal y sus 
aplicaciones, la profesora Trigueros, de México, nos muestra la aplicación de la teoría cognitiva 
APOE, desarrollada en Estados Unidos por el Profesor Dubinsky, aplicada a la elaboración de ta-
reas para proponer alternativas de enseñanza a conceptos matemáticos complejos, como indepen-
dencia y dependencia lineal de vectores mediante tareas; propuesta que se ejemplifica con dos 
contribuciones a la enseñanza del álgebra lineal de investigadores mexicanos. En el siguiente gru-
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po: Educación matemática y aplicación de las tecnologías digitales, colegas de España, Colombia 
y México nos muestran diversas aplicaciones de la tecnología en la enseñanza de las matemáticas 
y la ciencia. Hoy más que nunca se ha demostrado la necesidad del uso de las tecnologías digitales 
en educación, la pandemia tomó por sorpresa al medio educativo y académico en general; de ahí 
la aportación de los reconocidos investigadores Michele Artigue y Luc Trouche, ambos de Fran-
cia, que nos estregan capítulos donde establecen una visión histórica de la experimentación y la 
investigación tecnológica; para pasar al estado actual de pandemia, en donde advierten lo que 
todos hemos notado: la agravada problemática en la enseñanza de las matemáticas. Además, se 
incluyen propuestas diferenciadas por nivel con el uso de GeoGebra. Finalmente, en el siguiente 
grupo: Educación matemática y modelación. Nivel básico, medio superior y superior, se expone 
cómo la modelación se ha convertido en una tendencia para abordar cualquier acercamiento al 
uso de las matemáticas en problemas reales. Encontramos la propuesta de los profesores Hitt, 
Lupiañez y Segovia en una colaboración de Canadá y España, sobre cómo en la enseñanza de las 
matemáticas se requiere cada vez más situaciones reales en las que los conceptos matemáticos 
jueguen un papel relevante, y en donde el profesor deberá ser una especie de guía que ayude a los 
estudiantes a una verdadera reflexión sobre los problemas de la humanidad. En el mismo sentido, 
la colaboración de Francia y Chile, a través del trabajo de Laurent Vivier y la reflexión de Ana 
Lobo de Mesquita, colaboradores cercanos de François Pluvinage, muestran la importancia del 
trabajo colaborativo. 

Así, hemos mostrado en este breve epílogo sólo una pequeña muestra de los interesantes 
capítulos aportados por investigadores connotados de diversas latitudes de nuestro planeta, con 
los cuales profesores, investigadores y estudiantes podrán realizar estudios y análisis que promue-
van nuevas aportaciones en este inacabable problema que representa la enseñanza de la matemá-
tica y la ciencia en el mundo. Espero lo encuentren, como un servidor, un material interesante de 
estudio y reflexión.
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Vallejo, Magally Martínez Reyes y  Judith Alejandra Hernández-
Sánchez, se terminó de imprimir el 03 de marzo de 2023. Este libro es una 
coedición entre Aldus y la Universidad Autónoma del Estado de México, 
a través de la Dirección de Difusión y Promoción de la Investigación y los 
Estudios Avanzados, adscrita a la Secretaría de Investigación y Estudios 
Avanzados. La coordinación editorial universitaria estuvo a cargo de 
Patricia Vega Villavicencio, el Análisis e interpretación del sistema 
antiplagio de Lourdes Gómez Zamora y la revisión ortotipográfica al 
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Este libro recoge trabajos de investigación en la enseñanza de 
la matemática y ciencias naturales en todos los niveles escola-
res; las investigaciones comprenden intervenciones didácticas 
en el aula con y sin tecnología, propuestas de corte cognitivo, 
propuestas metodológicas, teorías de conocimiento, propues-
tas didácticas y uso de tecnología digital. Estas reflexiones son 
producción académica internacional y nacional de profesores 
investigadores y estudiantes en matemáticas, ciencias y en ma-
temática educativa.


