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Resumen

El andlisis y control de sistemas dindmicos, es un area de investigacién en auge,
debido a las repercusiones que tienen en aplicaciones practicas. Entre las muchas
limitantes e investigaciones pendientes que se identifican en la literatura del control
automatico, en este trabajo de investigacién se aborda el problema de analisis y con-
trol de sistemas en los que se identifican retardos temporales. Ademads, se proponen
soluciones eficientes las cuales son capaces de alcanzar su objetivo a pesar que se
presenten incertidumbres paramétricas o limitacién en la informacién de entrada.

En el Capitulo 1 se presenta el marco teérico que sirve como base para el en-
tendimiento del contenido de la tesis, se definen conceptos bésicos de la teoria que
permite el desarrollo de los procedimientos descritos.

En el Capitulo 2 se presenta el diseno de un control por modos deslizantes para la
estabilizacion de sistemas con retardos temporales sujetos a perturbaciones acopla-
das. Para el anélisis de estabilidad se emplea una extensién de la teoria de Lyapunov
para sistemas con retardos, lo que mejora los resultados al no utilizar aproximaciones
de modelo o simplificaciones. El enfoque propuesto se pone a prueba con el estudio
de un ejemplo académico y un caso de aplicacién practica, ademads, se compara con
un controlador encontrado en la literatura.

En el Capitulo 3 se presenta el diseno de un control adaptable que estabiliza un
sistema con retardos e incertidumbres paramétricas, con acceso parcial al estado del
sistema. La limitacién en el acceso al estado completo es resuelta mediante el uso de
la integracién, con lo cual se establece un subsistema que se estabiliza con una ley de
adaptacién, basada en el modelo de referencia de control adaptable. Se demuestra
que la ley de control estabiliza al sistema original y es probada la efectividad del
enfoque en un ejemplo académico.

En el Capitulo 4 se presenta el diseno de un control conmutado basado en la
accién de reset, el cual es planteado con la idea de mejorar el desempeno de un
sistema en lazo cerrado bajo una ley de control no lineal, en este caso un control por
modos deslizantes. Se busca que cuando el error en la salida sea grande, un control se
sume al existente y asf el error sea menor. Cuando el error se acerque a el equilibrio,
la senial de control extra es desconectada mediante la acciéon de reset, con lo que
se asegura que solo trabaja el control por modos deslizantes. El sistema formado se
considera un sistema hibrido y se garantiza la estabilidad con el planteamiento de
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un andlisis basado en Lyapunov. Se evalta el desempeno del enfoque propuesto en
un ejemplo de aplicacién préactica. Ademas, el enfoque se aplica al caso de sistemas
con retardo en el estado.

Finalmente se presentan las conclusiones generales de este trabajo de investiga-
cién y se plantean algunas perspectivas de trabajo futuro como consecuencia de los
desarrollos aqui presentados.



Abstract

The analysis and control of dynamical systems is a growing area of research
due to the implications on practical applications. Among the many limitations and
remaining research identified in the automatic control literature, this research work
addresses the problem of analysis and control of systems in which time delays are
identified. Furthermore, efficient solutions are proposed which are able to achieve
the established control objective despite parametric uncertainties or limited input
data.

Chapter 1 presents the theoretical framework which provides the basis for the
understanding of the content of the thesis, defining basic concepts of the theory that
allows the development of the described procedures.

Chapter 2 presents the design of a sliding mode controller for the stabilisation
of time-delay systems with coupled disturbances. An extension of the Lyapunov
theory for systems with delays is used for the stability analysis, which improves the
results by avoiding model approximations or simplifications. The proposed approach
is tested with the study of an academic example and a practical application case,
moreover it is compared with a controller found in the literature.

Chapter 3 presents the design of an adaptive controller that stabilises a system
with delays and parametric uncertainties, with partial access to the system state.
The lack of whole state knowledge is solved by integration, whereby a subsystem is
stabilised with an adaptive law, based on the model reference adaptive control. The
control law is shown to be effective in stabilising the original system, the effectiveness
of the approach is tested in an academic example.

Chapter 4 presents the design of a switched controller based on the reset action,
which is proposed with the idea of improving the performance of a closed-loop system
under a non-linear control law, in this case a sliding mode controller. The aim is that
when the error in the output is large, a control is added to the existing one and thus
the error becomes smaller. When the error approaches to equilibrium, the extra
control signal is switched off by the reset action, thus ensuring that only sliding
mode control works. The system formed is considered a hybrid system and stability
is ensured by a Lyapunov-based analysis approach. The performance of the proposed
approach is evaluated in a practical application example. In addition, the approach
is applied to the case of systems with state delay.
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Finally, the general conclusions of this research work are presented and some
perspectives for future work are raised as a consequence of the developments pre-
sented here.
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Nomenclatura

Matrices y vectores

A;, B; Matrices de estado

MT Matriz transpuesta

Q>0 Matriz simétrica definida positiva

Q>0 Matriz simétrica semidefinida positiva
Q<0 Matriz simétrica definida negativa

Q<0 Matriz simétrica semidefinida negativa

* Dentro de una matriz, elementos simétricos

Espacios y conjuntos

R Conjunto de nimeros complejos

C Conjunto de nimeros reales

R” Espacio euclidiano n-dimensional con norma | - |

Rm*" Espacio de matrices reales con dimensiéon m x n y con la norma | - |

Rt Conjunto de nimeros reales no negativos
Z Conjunto de nimeros enteros
v/ Conjunto de nimeros enteros no negativos

X



N Conjunto de niimeros naturales

Sp Conjunto de matrices simétricas
S, Conjunto de matrices simétricas definidas positivas
7,7 La primera y segunda derivada con respecto al tiempo de z

z: [~h,0] — R*Donde z(0) = z(t + 0), 6 € [—h,0]

Cla, b El espacio de funciones continuas ¢ : [a,b] — R™ con la norma ||¢||c =
méXge(q,p) [4(0)]



Introduccion

Una herramienta fundamental del control automatico es el andlisis de estabilidad
mediante el cual se determinan, con el uso de herramientas matematicas condiciones
ideales de operacion para un sistema. El andlisis de estabilidad puede ser aplicado a
sistemas fisicos (mecénicos, eléctricos, entre otros) descritos por modelos mateméti-
cos, que son representaciones paramétricas de las interacciones de las variables de
un sistema (entradas y salidas) y que muestran su comportamiento con respecto al
tiempo.

Los modelos matematicos deben representar los sistemas fisicos de forma precisa,
de tal forma que los analisis de estabilidad realizados con base en los modelos sean
aplicables a los sistemas fisicos. Entonces la caracterizacion de las variables y el
conocimiento del valor cuantitativo de cada uno de los parametros de los modelos
se convierte en un punto de partida fundamental.

Debido a la dificultad en la caracterizaciéon de los modelos, la descripcién de
algunos sistemas es llevada a cabo mediante aproximaciones o linealizaciones; esta
incertidumbre en la parametrizacién da lugar a una adecuacién en el valor de los
parametros, para los cuales se considera que su valor se encuentra dentro de un
intervalo. Otro de los retos en la formulacién del modelo es la existencia de algunas
dindmicas en el fenémeno fisico que no se pueden caracterizar y para introducirlas
se considera que estdn expuestos a variables externas (perturbaciones), que a pesar
de no estar caracterizadas, deben estar acotadas para asi tener un modelo adecuado.

Los modelos matematicos que caracterizan a sistemas fisicos se expresan tipi-
camente en términos de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO). Ademds de
las EDO, las Ecuaciones Diferenciales Funcionales también se ocupan para modelar
sistemas fisicos aunque son menos comunes que las anteriores.

Un tipo de sistemas definidos mediante Ecuaciones Diferenciales Funcionales son
los sistemas con retardos temporales, los cuales, en general se pueden definir como
sistemas que para su caracterizacién necesitan de valores pasados de sus variables;
las herramientas matematicas requeridas para su andlisis son limitadas debido a la
condicién infinito-dimensional (infinito nimero de soluciones de la ecuacién carac-
teristica) presente en este tipo de sistemas.

Mediante la teoria de control es posible plantear andlisis para modelos de siste-
mas con retardos temporales que contienen incertidumbres paramétricas y pertur-



baciones. En este tipo de andlisis (conocidos como andlisis robustos) se proponen
condiciones que aseguren la estabilidad del sistema con retardos a pesar de que
existan incertidumbres en los pardmetros o perturbaciones [3], [4], [5], [6].

Controlar o supervisar el comportamiento de fenémenos fisicos ha sido una tarea
intrinseca del ser humano, y a consecuencia de esta busqueda, ha desarrollado la
teoria de control. Una de sus partes fundamentales es el andlisis de estabilidad,
mediante el cual se asegura que el comportamiento de un sistema sea el que se
requiere, o por lo menos cercano a éste.

Los sistemas con retardos temporales son objeto de estudio de diversas investi-
gaciones en distintas dreas del conocimiento por ejemplo [7]:

s Disefio Automotriz

s Termofluidos

= Redes hidraulicas

= Redes eléctricas

» Estructuras (construccién)

= Sistemas roboéticos teleoperados

s Crecimiento poblacional

= Procesos de manufactura

» Procesos bioldgicos y médicos (epidemias, tratamientos)

Entonces los andlisis de estabilidad tedricos de modelos de sistemas con retardos
temporales impactan directamente en la generacién de estudios para casos especifi-
cos, v al considerar andlisis robustos, es posible aplicar los resultados a problemas
fisicos que presentan incertidumbres o perturbaciones.

En este trabajo de investigacion se busca proponer anélisis de estabilidad robus-
ta que deriven en condiciones de estabilidad para sistemas representados mediante
ecuaciones diferenciales con retardos temporales. Para garantizar que las propues-
tas planteadas sean novedosas, se realizard una documentacién bibliografica de la
literatura sobre los analisis existentes de estabilidad robusta. Las condiciones de
estabilidad obtenidas seran validadas mediante demostraciones matemaéticas.

Hipotesis
Es posible replantear algunos resultados de estabilidad y control para sistemas

libres de retardo establecidos en la literatura para abordar el problema de estabilidad
y estabilizaciéon robusta de sistemas con retardos.



Objetivos

Contribuir al estudio de estabilidad robusta de sistemas con retardos, mediante la
derivacién de condiciones de estabilidad y diseno de controladores capaces de operar
en presencia de incertidumbres paramétricas, desconocimiento parcial del estado o
perturbaciones acopladas.

Objetivos especificos:

= Documentar los distintos enfoques propuestos en la literatura para el andlisis
de estabilidad robusta de sistemas con retardos temporales.

s Proponer criterios para el andlisis de estabilidad y disenar controladores ro-
bustos para sistemas con retardos temporales.

= Validar la efectividad de los enfoques de control propuestos a través del desa-
rrollo de simulaciones numéricas.



Capitulo 1

Marco teodrico

1.1. Sistemas con retardos temporales

La descripcién matematica de sistemas dindmicos es usualmente expresada en
términos de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO) en las cuales el comporta-
miento del proceso presenta la forma:

&(t) = f(t,2(t)) (1.1)

donde z(t) € R™ es la variable de estado y la derivada representa la evolucién de las
variables de estado con respecto al tiempo [1], [8].

De un sistema dindmico que se describe mediante la ecuacién con la forma (1.1),
se establece la presuncién fundamental de que el valor actual de las variables de
estado determina completamente la evolucién futura de las trayectorias del sistema,
esto es, de las variables de estado z(t), to <t < oo V tg, su valor queda completa-
mente definido con base en la condicién inicial establecida x(t9) = xo [1], [8], [9].

En determinados casos, el modelado mediante EDO no es suficiente para conocer
el comportamiento de algunos sistemas dinamicos, ya que la evolucion de las varia-
bles de estado x(t) no depende tinicamente del valor actual sino que ademads de los
valores previos, la solucién se construye a partir tomando como base un pedazo de
trayectoria la cual se erige como la condicién inicial del sistema x(0), to—h < 0 < t.
Si estas condiciones se presentan se dice que el sistema esta sujeto a retardos tem-
porales [10]. Los retardos temporales en los sistemas son generalmente debidos a
procesos que involucran transporte de materia, energia o informacién [1], [4], [5].

La representacion matemaética de sistemas con retardos temporales es llevada a
cabo mediante Ecuaciones Diferenciales Funcionales (EDF) que se presentan en la
forma [9]:

&(t) = f(t, x(g(t))) (1.2)
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en donde por lo menos uno de los argumentos de la ecuacién es dependiente de una
funcién g(t) y no depende directamente del tiempo ¢ a diferencia de las EDO [1], [7],
[11].

Las EDF permiten hacer descripciones de sistemas en los cuales la tasa de cambio
en el estado esta asociada a argumentos diferentes al estado actual. Este tipo de
ecuaciones se clasifican en tres: de tipo retardadas, neutrales y avanzadas [7], [11].

EDF retardada. El sistema es dependiente de valores presentes y pasados de la
variable de estado.
x(t) = Ax(t) + Ajz(t — h)

EDF neutral. El sistema es dependiente del valor presente y pasado de la variable
de estado, asi como de sus derivadas.

#(t) + Bi(t — h) = Az(t) + Ajz(t — h)

EDF avanzada. El sistema es dependiente de valores presentes y futuros de la va-
riable de estado. En la naturaleza no es posible encontrar fenémenos definidos
mediante esta descripcion matemaética.

#(t) = Az(t) + Aya(t + h)

Los estudios encontrados en el estado del arte se centran en los tipos retardados y
neutrales, dentro de este trabajo se desarrollan criterios para los sistemas de tipo
retardado. A continuacion se presenta una breve introduccion a la teoria de sistemas
con retardos de tipo retardado.

1.1.1. Problema de valor inicial

Un sistema descrito por EDO, encuentra solucién particular partiendo de condi-
ciones iniciales dadas, es decir, el valor en un instante de tiempo inicial ¢y y su estado
inicial zg € R". Esta informacién no es suficiente para determinar la soluciéon de un
sistema descrito por las EDF retardada o EDF neutral, (véase la Figura 1.1). Los
sistemas de tipo retardado establecen su solucién con un momento inicial tg > 0,
una funcién inicial ¢ : [—h,0] — R™. Con esto en mente, para sistemas con retardos
temporales el problema de valor inicial se define como:

z(to +60) = ¢(09), 6 € [—h,0]

donde ¢ es una funcién perteneciente a un espacio funcional, el cual, que puede ser
un espacio de funciones continuas, C'([—h, 0], R™) un espacio de funciones continuas
por trozos PC([—h,0],R"™) o algin otro espacio funcional [7], [12], [13].
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Figura 1.1: Problema del valor inicial. Se muestra la evolucién en las trayectorias
de un sistema (x(t,t0,¢)), para calcular dicha evolucién se conoce un pedazo de
trayectoria ¢ y se muestra que es exponencialmente estable ya que V¢, ||z (¢, to, ¢)|| <

Blglemetro)

Dependiendo del espacio funcional se debe definir el tipo de norma, por ejemplo
la correspondiente norma euclidiana para vectores y matrices. En el caso del espacio
PC([—h,0],R™) se presenta la norma estandar uniforme [12], [13],

¢l = sup ||o(0)]]
9c]—h,0]

E[ihy

El que la funcién inicial pertenezca a un espacio funcional se puede interpretar como
que los sistemas con retardos son parte de una clase de sistemas infinito dimensio-
nales (nimero infinito de soluciones en su ecuacién caracteristica). Por otro lado,
ya que las trayectorias del sistema yacen en R™T! es posible afirmar que también
pueden ser tratados como finito-dimensionales [7], [9], [12], [13].

1.1.2. Concepto de estado

El estado del sistema para un instante de tiempo dado t; > ty debe contener
informacién minima para permitir continuar con la dindmica en ¢t > ¢ [1], [7], [9],
[12], [13].

Teniendo en cuenta las condiciones iniciales para un sistema con retardos es
necesario conocer un pedazo de trayectoria previa x(t; + 6) con 6 € [—h,0] para
calcular la solucion para t > t1. En otras palabras, el estado de un sistema para un
instantes de tiempo t > ty definido como la restriccién a la solucién del segmento
[t — h,t], expresada con la siguiente forma

x: 0 —x(t+0), € [-h,0].

Para casos donde la condicién inicial debe ser indicada de forma explicita se
utiliza la notacién x(t,to, ¢) y x¢(to, @) [7], [9]-
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1.2. Existencia y unicidad

En un sistema con retardos la dindmica depende del estado retardado z(t —
h) y del estado completo x;, por lo que se dice que el sistema no es una funcién
sino una funcional que esta definida en un espacio funcional particular [9], [12]. Un
procedimiento generalizado para calcular la solucién de un sistema con retardos se
presenta en esta seccién [12], [13].

Definiciéon 1 Dada una funcional
F : PC([-h,0],R") - R",

se dice que es continua en el punto ¢9 € PC([—h,0],R™) si para cualquier ¢ > 0
existe § > 0 tal que para ¢ € PC([—h,0],R™) la desigualdad ||¢p — ¢o||n < & implica
que

1F(¢) — F¢o)ll <e.

La funcional F' se dice que es continua en el conjunto ® C PC([—h,0],R"™) si es
continua en cada punto del conjunto.

El sistema con retardos se define como

L(t) = f(t, z) (1.3)

donde
f:]0,00) x PC([—h,0],R") — R" (1.4)

Teorema 1 ([9], [12]) Dado un sistema con retardos (1.3) donde la funcional (1.4)
satisface las siguientes condiciones:

» Para cualquier H > 0 existe M(H) > 0 tal que

» La funcional f(t,¢) es continua para el conjunto [0,00) x PC([—h,0],R"™) res-
pecto a ambos argumentos;

» La funcional f(t,¢) satisface la condicion de Lipschitz respecto al sequndo
argumento, es decir, para cualquier H > 0 existe una constante de Lipschitz
L(H) > 0 tal que la desigualdad

£t W) = f(t, 6] < L(H) oM — 62|,

se cumple para todo t < 0, ¢*) € PC([~h,0],R™) y [P, < H, k = 1,2.
Entonces para un instante de tiempo dado to > 0 y la funcion inicial ¢ €
PC([—h,0],R™) existe T > 0 de tal forma que el sistema acepta una tinica so-
lucion x(t) del problema de valor inicial y la solucion es definida en el segmento
[to — h,ty + 7’]
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La prueba del Teorema 1 puede encontrarse en [12].

Teorema 2 Sea el sistema (1.3) que satisface las condiciones del Teorema 1. Se
supone ademds que f(t,$) cumple con la desigualdad

1F @& ) < n(lllln), t =0, ¢ € PC([=h,0], R")

donde la funcion n(r), r € [0,00), es continua, no decreciente y tal que para cualquier
rg > 0 la condicion siguiente se mantiene:

i Ry
lim —_
R—o0 J,, ()

Entonces cualquier solucion x(t, ty, ¢) del sistema esta definida en [ty, 00).

La prueba del Teorema 2 puede encontrarse en [13].

1.3. Propiedades de continuidad

A continuacion se exponen las propiedades de continuidad para las soluciones del
sistema (1.3) en consideracién a condiciones iniciales y a perturbaciones del sistema
[9], [12]. Estas propiedades se establecen con base en el Teorema 3

Teorema 3 ([9], [12]) Suponiendo que f(t,¢p) cumple con las condiciones del Teo-
rema 1. Sea x(t,to, ») una solucion del sistema 1.3 tal que

x(to + 0) = ¢(0), 0 € [—h,0].
Dado un sistema con perturbaciones
y(t) = f(ta yt) + g(ta yt)a

en el que la funcional g(t, ) es continua para el conjunto [0,00) x PC([—h,0],R™),
satisface la condicion de Lipschitz respecto al sequndo argumento y

lg(t, )| <m t=0, ¢ € PC([—h,0],R"),
sea y(t, to, V) la solucion del sistema perturbado con la condicion inicial
y(to +0) =¥(0), 6 € [—h,0].
st las soluciones son definidas para t € [to — h,tg + T, y si H es tal que
|z (t, to, )| < H, |ly(t, to, V)|l < H, ¢ € [to—h,to+T],
entonces la desigualdad

|[z(t, to, #) — y(t, to, V)| < [[2e(to, #) — yt(to, ¥)||n

_ _M ) JL(H)(t—t0)
(1= ol 1)

se mantiene para t € [to,to + 1.
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Corolario 1 Sea g(t,¢) = 0; por lo tanto m = 0,, x(t,to,¢) y y(t,to, V) son
soluciones del sistema (1.3). Se supone que estas soluciones estin definidas para
t € [to,to + T]. Para cualquier € existe 6 > 0 tal que si ||¥ — ¢||p, < 0, entonces la
siguiente desigualdad se cumple:

Hl’(t,to,¢)—l’(t,t0,\lj)|| <€ te[t07t0+T]‘
Dicho de otra forma, x(t,tg, ®) depende continuamente de ¢.

Corolario 2 Sea ¥(6) = ¢(0), 0 € [—h,0]; lo que indica que las soluciones x(t, to, ¢)
yy(t,to, ¥) comparten las mismas condiciones iniciales. Se asume que las soluciones
estan definidas para t € [to,to + T]. Para cualquier € > 0 existe 6 > 0 tal que si
m < ¢, entonces

HCL‘(t,to,gf))*y(t,to,gf))H <€) te [tOvtOJFT]-

Lo que indica que x(t,ty, ») depende continuamente de la parte derecho del sistema
(1.3).

1.4. Estabilidad

La continuidad en el comportamiento dindmico de las interacciones del sistema
esta relacionado con la estabilidad, es decir, si se presentan en las variables de entra-
da o condiciones iniciales pequenas perturbaciones, un sistema estable presentaria
modificaciones despreciables en el comportamiento de su respuesta de salida. Por
otro lado, si se presentan perturbaciones en las variables de entrada o condiciones
iniciales en un sistema inestable, por despreciable que parezca, causara que la salidas
o estados sistema crezcan sin limite, lo cual en la practica constituiria un sistema
quemado, desintegrado o saturado [1]. Esta situacién hace que garantizar la estabi-
lidad sea una condicién necesaria en el diseno de sistemas de control para sistemas
dindmicos que realizan operaciones o procesan senales [1], [8], [13].

En las investigaciones desarrolladas dentro de la teoria de control, el estudio de
condiciones de estabilidad es uno de los principales temas planteados por los inves-
tigadores desde sus origenes. Para sistemas descritos por EDO lineales de dimensién
finita se aplican nociones de estabilidad conocidas basadas en conceptos basicos
desarrollados y es posible caracterizar a la estabilidad por medio de términos alge-
braicos [1], [8]. Como ejemplo, es bien conocido que la estabilidad de un sistema
lineal invariante en el tiempo estd garantizada determinando la posicién de todas
las raices del polinomio caracteristico del sistema, esto es, deben encontrarse en la
parte izquierda del plano complejo (véase Figura 1.2).

Sin embargo, para los sistemas no lineales o descritos por EDF existen compor-
tamientos variados y los métodos de clasificacién que se realiza para los sistemas
lineales no es posible ya que no es posible conocer la solucién explicita de este tipo
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Figura 1.2: Plano complejo con las regiones de estabilidad [1].

de sistemas. Obtener condiciones de estabilidad en un sistema donde no se conocen
explicitamente las soluciones es una propuesta en el estudio de sistemas no lineales o
particulares, en este sentido, el punto de partida clave son las contribuciones realiza-
dos por Lyapunov [1]. El método directo o segundo método de andlisis de estabilidad
permite encontrar condiciones locales y globales de estabilidad, fundamentadas en
una funcién de energia y la capacidad del sistema para disipar la misma [7], [14].
Los teoremas propuestos por Lyapunov permiten determinar condiciones de es-
tabilidad con base en la propuesta funciones de energia (conocidas como funciones
de Lyapunov) que captan la naturaleza del sistema al evaluar su comportamiento
en el tiempo se puede establecer la estabilidad local, asi como global. El segundo
método de Lyapunov o andlisis de la disipacion de energia es usado en el disefio de
los métodos de control no lineal con aplicacién a sistemas con dimension finita [1],

[7].

1.4.1. Conceptos de estabilidad para sistemas con retardos

Para sistemas con retardos se han extendido las definiciones de estabilidad to-
mando en cuenta el problema de valor inicial y conceptos previamente mencionados
], [7):

A continuacién se presentan los conceptos de estabilidad para el sistema (1.3).
Suponiendo que los sistemas cumplen con las condiciones del Teorema 1y que acepta
una solucién trivial, f(¢,05) = 0, para t > 0, donde 0y, se refiere a la solucién trivial,
0:0—0eR", 0c[-h,0.

Definicién 2 ([12]) La solucion trivial del sistema (1.3) se dice que es estable si
para cualquier € > 0 yty > 0 existe d(e, ty) de tal forma que para cada funcion inicial
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¢ € PC([—h,0],R™), ||¢||n < (€, o), la siguiente desigualdad se cumple:
|‘$(t,t0,¢)” <€t 2>t

Si d(e,to) puede elegirse independientemente de to, entonces la solucion trivial se
dice es uniformemente estable.

Definicién 3 ([12]) El sistema (1.3) tiene una solucion trivial asintéticamente es-
table si el valor para cualquier € > 0 y to > 0 eziste A(e,tg) > 0 de tal forma que
para cada funcion inicial ¢ € PC([—h,0],R™), con ||¢||n < (€, to), las siguientes
condiciones se cumplen:

1. ||z(t, to, 9)|| <€, parat > ty.
2. x(t, to, ) — 0 cuando t — ty — oo.

Si puede elegirse A(e,ty) independiente del instante to y existe Hy > 0 tal que
x(t,to, ) — 0 cuando t — ty — o0, uniformemente con respecto a ty > 0 y ¢ €
PC([—h,0],R™), con ||¢||n < H1, entonces la solucion trivial se dice que es unifor-
memente asintoticamente estable.

Definicién 4 ([12]) La solucion trivial del sistema (1.3) se dice que es exponen-
cialmente estable si existe A >0, 0 >0 y~y > 1 tal que para cada tyg > 0 y cualquier
funcién inicial ¢ € PC([—h,0,R™), con ||¢||n < 0o, la siguiente desigualdad se
cumple (véase Figura 1.1):

[t to, @) < Al[llne™ ), t >t

1.4.2. Extensiones de la teoria de Lyapunov para sistemas con re-
tardos

La investigacién “The general problem of motion stability” desarrollada por Ale-
xandr Mikhailovich Lyapunov a fines del siglo XIX [13], establece los métodos de
analisis de estabilidad, conocidos como primer método o el método de linealizacion
y segundo método o el método directo, que constituyen la Teoria de estabilidad de
Lyapunov [1]. El primer método ofrece conclusiones, mediante aproximaciones linea-
les, de la estabilidad local alrededor de un punto de equilibrio de sistemas no lineales.
Acerca del método directo, es considerada como la herramienta més trascendente en
los andlisis de sistemas no lineales [1], [9], [11], [12].

El enfoque de Lyapunov no puede ser aplicado directamente para sistemas con
retardos temporales, para tal caso algunas modificaciones han sido propuestas. La
extension de la teoria de Lyapunov a resultados aplicables a sistemas con retardos
temporales es propuesta en los trabajos de Nikolai Nikolaevich Krasovskii y Boris
Sergeevich Razumikhin, ya que para analizar estos sistemas es necesario tomar en
cuenta las propiedades bdsicas mencionadas anteriormente (véase seccién 1.1.1).
Antes de continuar con la descripcién de los enfoques, es conveniente establecer las
siguientes definiciones [1], [9], [11], [12].
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Definicién 5 Una funcion Vi(z) se dice que es positiva definida si existe H > 0 tal
que la funcion es continua en el conjunto {z| ||x|| < H} y y satisface las condiciones
stguientes:

1. Vi(0) =0
2. Vi(z) >0 para 0 < ||z|| < H

Definicién 6 Se dice que una funcional V (t, ¢) es positiva definida si existe H > 0
de tal forma que que se cumplen las condiciones siguientes.

1. La funcional V (t,$) esta definida en t > 0 y cualquier ¢ € PC([—h,0],R™)
con ||l < H.

2. V(t,0n) =0,t>0.
3. Eziste una funcion definida positiva Vi (z) tal que

Vi(¢(0)) <V(t,¢), t=0, y ¢ PC([-h,0LR"), [[¢|n<H.

4. Para cualquier tiempo inicial dado ty > 0 la funcional V (ty, ¢) es continua en
¢ en el punto Oy, es decir que para cualquier € > 0 existe un 6 > 0 tal que la
desigualdad ||¢||n, < § implica

|V(t07¢) - V(t(],Oh)| = V(t07¢) <€

Con las ideas previamente establecidas se describen a continuacion los enfoques
propuestos por Razumikhin y Krasovskii.

Enfoque de Lyapunov-Razumikhin [9]: Considerando una funcién diferenciable
V:R x R® — R" con derivada dada por:

. d oV (t,z(t)) . AV (t,z(t))

V(t,z(t)) = £V(t,x(t)) = ot oz

f(ta xt)

Teorema 4 (Teorema de Lyapunov-Razumikhin [9]) Suponga que las funcio-
nes continuas no decrecientes u,v,w : R* — RY, para s > 0 u(s) y v(s) son positi-
vas, y para u(0) = v(0) = 0, v es estrictamente creciente. Un sistema con retardos
tiene una solucion trivial uniformemente estable si existe una funcion diferenciable
V:R x R™ — R*, definida positiva, tal que satisface

u(lz]) < V(t,z) < o(]z]),

y de tal manera que la derivada de V' para la solucion x(t) del sistema con retardos
satisface

V(t,z(t) < —w(|z(t)]) si V(Et+0,z(t+0)) < V(t,z(t)) VO € [—h,0]
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Si, también, w(s) > 0 con s > 0, y una funcidn no decreciente p(s) > s ewiste
para s > 0 cumpliendo con la siguiente condicion

V(t,z(t)) < —w(|z(t)]) si V(t+0,z(t+0)) < p(V(t,x(t))) VO € [—h,0]

siendo asi que la solucion trivial es uniformemente asintoticamente estable, si ademds,
lims—oou(s) = 00, entonces es globalmente uniformemente asintéticamente estable.

Enfoque de Lyapunov-Krasovskii [9]: Sea V' : [0,00) x PC([—h,0],R") — R una
funcional continua y la solucién z(t,¢) del sistema con retardos con la condicién
inicial z(tg + 0) = z(0) = ¢(0),0 € [—h,0], donde el espacio de funciones ¢ :
[—h,0] — R™ es continua en [—h, 0]. Se establece la derivada V (t, ¢) tal que:

1

V(t,¢) = lim sup g V(E+ ALzt 9) = V(T 0)]
At—0

si V(t, ¢) no es definida positiva, denotarfa que la solucién z(t, ¢) no crece con el
tiempo ¢, por lo tanto el sistema es estable.

Teorema 5 (Teorema de Lyapunov-Krasovskii [9]) Suponga que las funciones
u,v,w: RY — R continuas no decrecientes, para s > 0 u(s) y v(s) son positivas,
y u(0) =v(0) = 0. Si eziste una funcional continua V : [0, 00) x PC([—h,0],R™) —
R™,la solucion trivial de un sistema con retardos es uniformemente estable, la que
es definida positiva, satisfaciendo

u(lle(0)I) < V(¢ ¢) < v([[4]]n),

y también, que no sea positiva la derivada cumpliendo

V(t.9) < —w(||6(0)]).

Sipara s > 0 w(s) > 0, entonces la solucion trivial es uniformemente asintdtica-
mente estable, si ademds lims_,oou(s) = oo, entonces es globalmente uniformemente
asintoticamente estable.

Ademds la solucion trivial es exponencialmente estable si V(t,$) es definida po-
sitiva y existen constantes oy, ag para las cuales

a1l|e(0)|[* < V(t,¢) < aollg|l, Vt=>0,

tal que exista una constante o > 0 que cumpla

d
aV(lt, ¢) +20V(t,¢) <0
Las pruebas de los teoremas pueden encontrarse en [13], [9].
En otras palabras podemos resumir la idea principal y resaltar las diferencias de
los enfoques anteriores como:
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1. El enfoque de Lyapunov-Krasovskii propone reemplazar las funciones clasicas
de Lyapunov que dependen de un estado instantdneo x(t), del sistema por
funcionales que dependen del estado completo x;.

2. El enfoque de Lyapunov-Razumikhin, se basa en las funciones de Lyapunov
clésicas pero con una condicién inicial que tolera la comparacion de los valores
x(t) y =(t — h), y facilita condiciones de negatividad para la derivada con
respecto al tiempo de las funciones a lo largo de las soluciones del sistema.

La mayoria de los resultados basados en el enfoque de Lyapunov-Krasovskii
requieren de conocimiento suficiente de matematicas, ya que el manejo de funcionales
pueden complicarse. Entre las diversas herramientas matemaéticas en el contexto
destaca el uso de la desigualdad de Jensen [1], [15] propuesta en la proposicién
siguiente.

Proposicién 1 (Desigualdad de Jensen) Para cualquier funcion continua 9 :
[a,b] — R™ con escalares a,b > 0 y R una matriz definida positiva de dimension
n X n lo siguiente se cumple:

/a bﬂT(S)Rﬂ(s)ds > ﬁ / ’ 9T (5)dsR /ab 9(s)ds

1.5. Controlabilidad de sistemas con retardos

Con base en [16], se presenta una metodologia para encontrar los indices de
controlabilidad.

Considere un sistema lineal, invariante en el tiempo con retardos en el estado,
entrada y salidas (los retardos son multiplos de h).

x(t) =Aox(t) + Aiz(t — h) + - - + Agz(t — ah)
+ B()u(t) + B1u(t — h) +-+ Bbu(t - bh) (15)
y(t) =Cox(t) + Crz(t — h) + -+ 4+ Cex(t — ch)

con z(t) € R", u(t) e R™, y(t) € RP, a, by c € N.
La solucién de las ecuaciones de estado (1.5) necesita las condiciones iniciales
z(0) =x0 y z(t) = ¢(t) para —ah <t <0 .

Definicién 7 [16] El sistema (1.5) es R™—controlable en el instante inicial to si
para cualquier ¢ € PC([—ah,0],R™), o = x(0) y z1, existe t1 > 0 y un control u(t),
t €10,t1] tal que x(t1) = x1.

Note que
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» Siz; =0, se conoce como controlabilidad en el origen.

= Hsta definicién expresa la controlabilidad solo del cruce por cero del estado, es
decir del cruce por x;.

La caracterizacion de la controlabilidad necesita las siguientes matrices de orden

RnXm’
R
Qr1(f) =) AiQu(j — 1) (1.6)
=0

con

Qo(i)
Qr(j)

donde R = méx{a,b}, A; =0 parai >ay B; =0 para i > b. Estas matrices tienen
las siguientes propiedades:

» Qr(j) =0 para j > (k+1)R,

» Para todo j € N, Q,(j) = Z?:_ol Z;ZO % Qi(p) donde oy € R.

B;, i=0,1,...,R
0 sik<0o0j3<0

Teorema 6 El sistema (1.5) es R™—controlable si y solo si

TangO[QO(O)a QO(l)a s 7QO(R)> Ql(o)v Ql(l)v T Q1(2R)a o
) anl(o)v ce 7Qn71(nR)] =n

1.6. Estado del arte

A principios de siglo XX, se propusieron algunos modelos matematicos descritos
por ecuaciones diferenciales con retardos [17], [18]. Fue hasta la década de 1950 cuan-
do se desarrollaron los primeros analisis de estabilidad para sistemas con retardos,
los cuales se clasifican generalmente como enfoques en el dominio de la frecuencia y
en el domino del tiempo [19], [18].

En el dominio de la frecuencia los métodos que determinan estabilidad del siste-
ma se basan en el andlisis de la posicion de las raices de la ecuacién caracteristica
y se dividen en dos categorias: métodos analiticos (criterio de Hurwitz, criterio de
Pontryagin) y métodos graficos (método D-particiones, método de 7-particiones)
[20]. Los métodos en el dominio de la frecuencia son considerados répidos compu-
tacionalmente, pero necesitan de simplificaciones para su aplicaciéon y no es posible
incluir no linealidades [19], [21].

Los dos enfoques en el dominio del tiempo mas utilizados fueron presentados a
finales de la década de 1950. Estos enfoques se basan en extensiones de la teoria
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de Lyapunov para sistemas retardados y se conocen como Lyapunov-Krasovskii y
Lyapunov-Razumikhin. Sin embargo, su popularidad inicié hasta la década de 1990
con la presentacion de las soluciones basadas en ecuaciones de Ricatti, desigualda-
des matriciales lineales (LMI por sus siglas en inglés) y toolboxes de Matlab® [18],
[22]. De ambos, el enfoque de Lyapunov-Krasovskii es actualmente la herramienta de
analisis de estabilidad para sistemas lineales y no lineales més utilizada debido a que
se han incluido recientemente manipulaciones matemaéaticas que permiten reducir su
conservadurismo (propio de los andlisis basados en el método directo de Lyapunov).

El enfoque de Lyapunov-Krasovskii se basa en el método directo de Lyapunov
en el que se proponen candidatas a funcionales que deben cumplir ciertas restriccio-
nes vy mediante el analisis de su derivada se obtienen las condiciones suficientes de
estabilidad dependientes de LMI [5], [6], [10], [23]. En general, se busca obtener el
valor méaximo admisible del retardo que garantice la estabilidad del sistema. Para
obtener la forma de LMI se hace uso de transformaciones algebraicas que implican
aproximaciones de términos integrales que imprimen conservadurismo en las condi-
ciones de estabilidad obtenidas [3], [5], [10].

El conservadurismo inherente del enfoque ha llevado al desarrollo de diversas in-
vestigaciones durante los iltimos afios; algunos de los trabajos destacados incluyen el
uso de la desigualdad de Jensen, la desigualdad de Wirtinger y las desigualdades de
Bessel-Legendre [5] [6], [10], [24]. El uso de este tipo de herramientas matemadticas,
ha motivado que diversas investigaciones se enfoquen en la propuesta de alterna-
tivas, como el uso de particiones en el retardo o transformaciones de modelo, que
buscan cada vez disminuir el conservadurismo del enfoque [25].

Las técnicas para el andlisis de estabilidad se han extendido para los casos de
sistemas con retardos variantes en el tiempo y sistemas con retardos invariantes en
el tiempo [4], [23], [24], pero la estabilidad estd restringida por el tipo de condiciones
obtenidas, es decir, si las condiciones de estabilidad son dependientes o independien-
tes del retardo, ya que los resultados de uno y otro tipo de condiciones son diferentes
y no garantizan la reduccién del conservadurismo en cada uno de los casos [4], [5].

El analisis de estabilidad robusta es utilizado cuando se identifican incertidum-
bres (paramétricas, dindmicas) o perturbaciones en el modelo de un sistema. El
andlisis garantiza que un sistema es robustamente estable si su comportamiento es
tolerante a cambios para cotas especificas de perturbaciones y cuando las condicio-
nes de estabilidad se satisfacen para todos los valores de los pardmetros dentro de
los intervalos definidos [4], [6], [26], [19]. Algunos enfoques de andlisis de sistemas
retardados sin incertidumbres o perturbaciones se han extendido para establecer cri-
terios de estabilidad robusta [22], [19].
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En las ultimas décadas se han identificado diversas aplicaciones préicticas descri-
tas mediante sistemas con retardos temporales, lo cual ha intensificado las investiga-
ciones enfocadas al desarrollo de controladores para este tipo de sistemas. Algunos
de estos enfoques se adaptan de estudios previos desarrollados para sistemas libres
de retardos, como ejemplos se tienen: disefio de control por estabilizacién [7], control
H [27], control tolerante a fallos [28], control por modos deslizantes [29], control
adaptable, control de costo garantizado (guaranteed-cost control), filtrado Ho, fil-
trado Kalman, control reseteado y control estocastico [30]. Cabe destacar que los
controladores antes mencionados incluyen como parte fundamental de su desarrollo
un andlisis de estabilidad y al ser sistemas con aplicaciones practicas (perturbaciones
o incertidumbres) incluye andlisis de robustez [18].

A continuacion se describen algunos trabajos recientes concernientes al estudio
de estabilidad robusta en sistemas con retardos temporales.

En [10] un sistema con retardo variante en el tiempo e incertidumdres politépi-
cas es analizado. Con base en un nuevo tipo de funcional de Lyapunov-Krasovskii es
propuesto un criterio de estabilidad que se complementa con el disefio de un contro-
lador en lazo cerrado, con ello se asegura la estabilidad del sistema para un retardo
méximo. Kl criterio es expresado en términos de LMI y su desempenio se muestra
mediante su aplicacién en dos ejemplos académicos que muestran una reduccién en
el conservadurismo con respecto a previos trabajos que usan los mismos ejemplos,
esto se traduce en el limite mas alto del valor del retardo obtenido.

Sistemas con retardos variantes en el tiempo e incertidumbres de norma acotada
son estudiados en [27], donde se propone un control robusto H,. La ley control ro-
busto Hs, de estado realimentado se obtiene analizando la factibilidad de una LMI
planteada con base en la propuesta de una novedosa desigualdad integral. Dos ejem-
plos muestran la efectividad del método propuesto. El desarrollo esta fundamentado
en el uso de una aproximacién del estado retardado, el andlisis de estabilidad se es-
tablece con una funcién de Lyapunov. El uso de una aproximacién aunado al analisis
de Lyapunov implican un aumento en el conservadurismo de los resultados.

En [31] es presentado un criterio de estabilidad robusto para un sistema de redes
neuronales recurrentes en tiempo discreto (discrete-time recurrent neural networks
DRNNSs) con retardos variantes en el tiempo y perturbaciones no lineales. Este cri-
terio es desarrollado mediante una funcional de Lyapunov-Krasovskii, una novedosa
desigualdad de suma (summation inequality) y la desigualdad de Wintinger. Las
condiciones suficientes propuestas son expresadas en términos de LMI y se muestra
la efectividad con un ejemplo numérico que compara sus resultados con los existentes
en la literatura. El método es novedoso y presenta mejoras a trabajos presentados
con anterioridad, sin embargo, el enfoque se desarrolla en especifico para un sistema,
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esto limita su aplicacion e impacto.

En [32] es propuesta una funcional de Lyapunov-Krasovskii aumentada que me-
jora el desempeno en los andlisis de estabilidad de sistemas con retardos, la cual
permite establecer un criterio de estabilidad novedoso basado en dos términos tipo
producto retardado (delay-product-type terms). En este trabajo se presenta ademés
una comparativa del conservadurismo obtenido con una funcional cldsica acotada
mediante el uso de las desigualdades de Jensen y de Wintinger contra los resultados
obtenidos con el nuevo enfoque en un ejemplo numérico. Se concluye que proponer
una mejora a la candidata de Lyapunov-Krasovskii puede reducir considerablemente
el conservadurismo comparado con los métodos de acotamiento (desigualdades de
Jensen y de Wintinger).

En [33] se propone un control para la estabilizacién robusta de sistemas inciertos
con retardos discretos y distribuidos bajo realimentacién de estado saturado me-
diante un nuevo enfoque politépico y la representacion de la no linealidad con una
combinacién convexa de la realimentacion de estado y retardos distribuidos auxi-
liares. Ademads se utiliza una funcional de Lyapunov-Krasovskii aumentada y des-
igualdades integrales para obtener condiciones de estabilidad en términos de LMI.
Se exponen algunos ejemplos numéricos para mostrar la efectividad y reduccién del
conservadurismo conseguidos por el método propuesto.

En [28] se propone un control adaptable tolerante a fallos (adaptive fault-tolerant
control) para un sistema no lineal incierto con retardos en el tiempo sujeto a per-
turbaciones acotadas (Liptchiz). Se propone que el efecto de las incertidumbres,
perturbaciones externas y las fallas del actuador pueden ser compensadas completa-
mente mediante una funcién de ganancia de control no lineal positiva, un enfoque de
acotamiento estimado y una sefial auxiliar integrable. La estabilidad en lazo cerrado
es investigada mediante el enfoque de Lyapunov-Krasovskii, el cual muestra que los
estados del sistema son asintéticamente estables. Mediante un ejemplo de simulacion
se muestra la efectividad de los resultados. Las simulaciones presentadas muestran
que el controlador es capaz de regular la salida, cabe destacar que el desempeno del
controlador esta limitado al esquema establecido del control tolerante a fallos, en el
cual solo se consideran los fallos en los actuadores y deja solo el planteamiento del
caso de fallos en los sensores, lo cual se establece como trabajo futuro.

En [34] se realiza la identificacién y la estimacién del retardo de un sistema no
lineal con retardos en el tiempo. Mediante la combinacién de control por modos des-
lizantes de alto orden y el método de Leibniz-Newton (transformacién de modelo) se
estima el retardo maximo y mediante la teoria de anillos no conmutativos se realiza
la identificabilidad (encontrar una ecuacién retardada de salida y verificar, dadas
condiciones necesarias y suficientes, si el retardo obtenido es constante, periédico o
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no periédico). La estimacién del valor de los retardos presentes en un sistema es una
area de trabajo fundamental para el planteamiento de los andlisis que se proponen
en el drea, sin estos esfuerzos la mayoria de desarrollos no serian aplicables, en este
trabajo se presenta una herramienta util para estimacion de retardos en sistemas no
lineales.

En [30] se propone un método de reduccién del error debido al ruido presente
en la medicién en la salida con respecto a lo que sucede en la planta. Este error
conlleva a incertidumbres en la medida del retardo y de los pardmetros. El nuevo
método para la formulaciéon de estimacion de los parametros se basa en un algo-
ritmo de optimizacién; la efectividad del método se muestra con dos ejemplos. Al
igual que el trabajo anterior, se realiza una estimacién de retardos y pardmetros del
sistema, en este caso con base en herramientas estadisticas, en los ejemplos muestra
su efectividad al comparar sus resultados con el valor aceptado del sistema analizado.

En [35] se analiza el problema de estabilidad robusta para sistemas con retardos
variantes en el tiempo con perturbaciones no lineales mediante la particion del retar-
do en dos subintervalos desiguales y el uso de una novedosa funcional de Lyapunov-
Krasovskii. Los términos integrales obtenidos de la derivada de la funcional son
acotados mediante un enfoque de desigualdad integral y con la técnica de combina-
cién reciproca convexa. El criterio presentado en términos de LMI muestra mejoras
con respecto a otras técnicas utilizadas para lidiar con términos cruzados resultado
de derivadas de integrales (algo comin en el enfoque de Lyapunov-Krasovskii), un
ejemplo numérico muestra la eficiencia del método propuesto en comparaciéon con
otros previamente utilizados.

El diseno de control por modos deslizantes (SMC por sus siglas en inglés) para
sistemas con retardos en el tiempo y sujetos a perturbaciones acotadas ha sido inves-
tigado por algunos autores [29], [36]. Condiciones de estabilidad dadas en términos
de LMI derivadas con el enfoque de Lyapunov-Krasovskii aseguran que la superficie
de deslizamiento sea asintoticamente estable y dan paso a la sintesis del controlador
que envia las trayectorias del sistema a la superficie establecida en un tiempo finito.
Ambos trabajos cumplen con el objetivo de control, es decir alcanzan la superficie
de deslizamiento en tiempo finito, con algunas limitaciones como el conservadurismo
del anélisis de estabilidad o el disefio enfocado en un problema especifico.

En [37] se presenta el diseno de SMC de primer orden para un sistema retarda-
do con perturbaciones asociadas con el estado y la entrada, aproximan el retardo
mediante la formula de Leibniz-Newton. Las condiciones de estabilidad del sistema
transformado son expresadas en términos de desigualdades matriciales lineales (LMI
pos sus siglas en inglés) derivadas de un andlisis de estabilidad de Lyapunov, con las
condiciones se establecen las ganancias del primer orden SMC, lo cual se ve reflejado
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en la salida del sistema.

En [29] es presentado el diseno de SMC de primer orden para un sistema con
retardos variantes en el tiempo, el retardo es aproximado con la formula de Leibniz-
Newton y después dividido en segmentos para su analisis. Para poder analizar el
sistema, libre de perturbaciones es propuesta una transformaciéon de modelo para
desacoplar la perturbacién y asi establecer condiciones de estabilidad sobre la ganan-
cia de control mediante Lyapunov, los resultados de ejemplos numéricos muestran
que el controlador efectivamente regula la salida de los sistemas, sin embargo, el
chattering afecta la respuesta y la aproximacion del retardo aniade conservadurismo
a la obtencién de la ganancia.

Una ley de control por modos deslizantes de primer orden, para sistemas con
retardos con incertidumbres acopladas, es presentado en [38]. Mediante la funcién W
de Lambert es diseiada un hiperplano de conmutacién para generar el movimiento
deslizante, una vez establecido, un criterio de estabilidad en términos de LMI es
derivado. La complejidad en la derivacion del criterio de estabilidad es la principal
desventaja del método.

En [39] se desarrollan dos leyes de control basadas en modos deslizantes de
primer y segundo orden que buscan mejorar la respuesta transitoria de sistemas
con retardos. La estabilidad de la superficie de deslizamiento es analizada mediante
el enfoque de Lyapunov-Krasovskii, una vez asegurada la estabilidad se plantea
una funcional no lineal de conmutacion, con la cual el movimiento deslizante es
gobernado mediante una dindmica libre de retardos. La desventaja del enfoque es
que esta disefiado para el problema especifico presentado.

Loukianov et al. [40] en el 2017 presenta un SMC de primer orden para sistemas
con retardos en la entrada y en el estado. Basado en un predictor para compensar
el efecto del retardo en la entrada de control y el modo deslizante es usado para
compensar el efecto de la perturbacién. Se presenta un ejemplo de aplicacién en el
que se muestra el desempeno del método propuesto, el cual regula de manera efectiva
la salida del sistema, la principal desventaja es la implementacion del controlador,
ya que es necesario contar con una forma especifica de la matriz de estado retardada
y presenta una integral definida como parte del controlador.

Con base en [40] Caballero-Barragan H. et al [41] presenta una ley de control
basada en SMC de segundo orden para el mismo tipo de sistema, a diferencia del
anterior se observa una mejora en la respuesta (chattering). Ademds en [42] extiende
el resultado a sistemas con retardos variantes en el tiempo en la entrada y en el
estado. Este trabajo resalta sus resultados con ejemplos numéricos que muestran
una regulacién en tiempo finito de la salida del sistema, al igual que en [40], es
necesario contar con una forma especifica de la matriz de estado retardada y una
integral definida como parte del controlador.



Capitulo 2

Estabilizacion robusta de
sistemas con retardos mediante
el diseno de control por modos
deslizantes

Con base en la documentacién de enfoques aplicables a sistemas con retardos,
se propone el uso del control por modos deslizantes, debido a que se considera una
estrategia de control robusto ante perturbaciones acopladas y aunque existen traba-
jos referentes al tema, se pueden proponer mejoras ya que utilizan aproximaciones
del retardo, funcionales conservativas o solo presentan SMC de primer orden. Se
presenta entonces, un esquema novedoso para la sintesis de controladores por modos
deslizantes de primer y segundo orden (super-twisting) para la estabilizacién robusta
de sistemas lineales con retardos temporales y perturbaciones acopladas.

Se inicia con un andlisis de estabilidad del sistema que garantice que la dindmica
del modo deslizante resultante sea asintoticamente estable, las condiciones de es-
tabilidad de conservadurismo reducido son expresados en forma de desigualdades
matriciales lineales obtenidas con el uso del enfoque de Lyapunov-Krasovskii. Con
base en el andlisis de estabilidad, se sintetizan controladores por modos deslizantes
que obligan que la evolucién de la trayectorias del sistema en lazo cerrado converjan
a una superficie de deslizamiento previamente definida y aseguran que permaneceran
ahi para todo el tiempo subsecuente.

A diferencia de resultados presentados en al literatura, la implementacién de
este enfoque no necesita de requerimientos especiales en la estructura del sistema.
Los beneficios y la efectividad de la propuesta son resaltados mediante un ejemplo
numérico, uno practico asi como un andlisis comparativo.

21
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2.1. Introduccién

El anélisis y control de sistemas con retardos en el tiempo constituye una de las
m4és importantes dreas de investigacion debido a su importancia practica en diferen-
tes campos del conocimiento: Economia, Biologia, Quimica, Mecéanica, Electricidad,
entre otras [43], [9]. Los sistemas con retardo tienen un nimero infinito de soluciones
en su respectiva ecuacién caracteristica. Por esta razon, el uso de métodos clédsicos
de andlisis para sistemas sin retardos no es aplicable para el caso [9], [44].

En anos recientes, muchos trabajos de investigacién han publicado anélisis de es-
tabilidad de sistemas con retardos basados en, por ejemplo, el método de la ecuacién
caracteristica o en la teoria de Lyapunov. Para facilitar los andlisis, algunos de ellos
consideran particiones o aproximaciones del retardo [37], [39], [45], [46]. Sin embar-
go, la presencia de incertidumbres y perturbaciones externas afecta el desempernio
del anilisis.

Para hacer frente a las incertidumbres y perturbaciones externas que surgen en
los sistemas con retardos, se han sugerido diferentes esquemas de control, por ejem-
plo, el Control por Modos Deslizantes (SMC por sus siglas en inglés), el predictor
Smith y el control tolerante a fallos [45]. SMC es, en este contexto, una herramien-
ta util debido a la rapidez en su respuesta, una buena respuesta transitoria y de
considerarse robusta ante incertidumbres paramétricas del sistema y perturbaciones
externas [43], [47].

El control por modos deslizantes presenta ventajas en su implementacién debido
a la rapidez de su respuesta, respuesta transitoria favorable y robustez contra in-
certidumbres paramétricas y perturbaciones externas [43], [47]. La idea general de
los modos deslizantes es definir una superficie de deslizamiento para la cual, si las
trayectorias del sistema pueden ser forzadas a permanecer cercanas a esta, enton-
ces el sistema se comportard de modo deseado. La técnica de control por modos
deslizantes es considerada una ley de control discontinua disenada para enviar las
trayectorias del sistema a una superficie preestablecida en un tiempo finito, ademas
se asegura la estabilidad robusta de el sistema en lazo cerrado [48], [49], [50]. El ma-
yor inconveniente de esta estrategia de control es el efecto del control discontinuo, es
decir la conmutacién intrinseca del método que genera un chattering en la respuesta
[43]. Los modos deslizantes se presentan dos principales estructuras primer orden y
segundo orden o supertwisting SMC.

Dentro del anédlisis de sistemas con retardo, los criterios de estabilidad normal-
mente se clasifican en dos categorias segiin su dependencia del retardo: los criterios
de estabilidad dependientes e independientes del retardo, siendo los primeros menos
conservadores que los segundos [29], [38].

A continuacién se describen brevemente algunos ejemplos de propuestas de SMC
basadas en criterios de estabilidad independientes del retardo. En [47], un SMC de
primer orden se disefia mediante el uso de un estado virtual que permite determinar
una superficie deslizante para un sistema sujeto a incertidumbres paramétricas y
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perturbaciones no acopladas. En [51], se aplica un SMC de primer orden basado en
un criterio de estabilidad desarrollado a partir del enfoque Lyapunov-Krasovskii y
del uso de Desigualdades Matriciales Lineales (LMI) aplicado a una clase de sistema
con multiples retardos fijos sujetos a incertidumbres paramétricas y a perturba-
ciones externas acopladas. Basado en el enfoque Lyapunov-Krasovskii, en [52], se
propone un SMC basado en una red neuronal adaptable difusa de Takagi-Sugeno
(TS-FNN) para una clase de sistemas no lineales de retardo temporal con incerti-
dumbres no-acopladas. En [53], se investiga una estrategia de SMC de primer orden
para sistemas con retardos de tipo neutral sujetos a incertidumbres paramétricas y
a perturbaciones externas no-acopladas; se obtienen condiciones suficientes de esta-
bilidad independientes del retardo para el diseno de un plano de modo deslizante
estable en términos de LMIs.

Otros trabajos de investigacion presentan propuestas basadas en SMC de primer
orden utilizando criterios de estabilidad dependientes del retardo derivados del en-
foque de Lyapunov-Krasovskii y expresados en LMIs. Por ejemplo [37], donde este
enfoque se aplica a sistemas sujetos a un retardo constante y a perturbaciones exter-
nas asociadas con el estado y con el estado retardado; la formula de Newton-Leibniz
se utiliza para aproximar el retardo. En [29], el problema del SMC dependiente del
retardo para una clase de sistemas con retardos variantes en el tiempo se resuel-
ve dividiendo el intervalo de retardo en multiples segmentos segin la férmula de
Newton-Leibniz; también se obtiene una parametrizacion explicita de la superficie
de deslizamiento deseada. En [38], se presenta una ley SMC para una clase de sis-
temas con retardos con incertidumbres paramétricas y perturbaciones acopladas; el
diseno de un hiperplano de conmutacién para generar el movimiento de deslizamien-
to en el sistema se lleva a cabo proponiendo una funcién W de Lambert, y luego
se establece un criterio de estabilidad dependiente del retardo en términos de una
LMI.

El diseno de SMC de segundo orden para sistemas con retardo solo ha sido
presentado por Khimani D. and Patil M. [39] y por Caballero-Barragan H. et al.
[41], [42]. De los cuales se habla brevemente a continuacion.

Khimani D. and Patil M. [39] presentan un SMC convencional de primer orden
y uno de segundo orden que dan lugar a respuestas transitorias mejoradas para
una clase de sistemas con retardo temporal incierto. Sin embargo, el controlador
estd disenado especificamente para el caso de estudio propuesto; dificilmente puede
aplicarse a un sistema diferente, ya que no se definen varios procedimientos de diseno
para el caso general. Ademsds, el criterio de estabilidad dependiente del retardo se
deriva de una funcional de Lyapunov-Krasovskii, la cual en [44] se ha demostrado
tiene resultados conservadores en comparacién con otras funcionales propuestas.

El SMC de segundo orden propuesto por Caballero-Barragan H. et al. , para
sistemas con retardos constantes [41], y para sistemas con retardos variantes en el
tiempo [42], es una extensién del trabajo [40], el cual, presenta un SMC de primer
orden para una clase de sistemas con retardos. El enfoque propuesto en [41] y en
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[42] trata de la estabilizacién robusta de una clase de sistemas inciertos con retardos
tanto en el estado como en el control. Un predictor es disefiado para compensar
el efecto de retardo en la entrada de control y después la técnica de control por
modos deslizantes integral junto con la estructura de segundo orden se aplica para
compensar parcialmente el efecto de la perturbacién. A diferencia del enfoque pro-
puesto en este trabajo, una desventaja importante del método propuesto en [41] y
en [42] es que s6lo puede aplicarse si la matriz asociada al estado retardado tiene
una estructura especifica.

En este capitulo se presenta una propuesta del SMC para una clase de sistemas
lineales con retardos de tipo retardado que se basa en un criterio de estabilidad
dependiente del retardo derivado mediante el uso de la funcional de Lyapunov-
Krasovskii mejorada propuesta en el [44] y el enfoque descriptor introducido en
[9]. Como resultado, se obtienen condiciones de estabilidad expresadas en LMIs de
conservadurismo reducido y se aplican a la sintesis de SMC de primer orden y de
segundo orden. Debe subrayarse que tanto el enfoque descriptor como el uso de la
funcional de Lyapunov-Krasovskii mejorada no han sido considerados previamente
para el diseno de SMC.

Aunque se ha demostrado ampliamente que el desempeno del SMC de segundo
orden es superior al del SMC de primer orden, en este capitulo también se presentan
los resultados del SMC de primer orden, ya que, como se vera, al evitar la discon-
tinuidad en la estructura de control, se reduce el ruido y se consiguen respuestas
similares a las obtenidas con el SMC de segundo orden.

La principal contribucién del documento es el desarrollo de un nuevo esquema
para la sintesis del SMC que puede aplicarse a cualquier sistema controlable de tipo
retardado con un retardo constante y con perturbaciones acopladas acotadas cuya
matriz asociada a la entrada de control es de rango columna completo. Es importante
mencionar que no se requiere una estructura especifica del sistema para aplicar el
método propuesto y que cada paso del diseno se presenta claramente.

La efectividad del enfoque es puesta a prueba mediante su aplicacién en un
ejemplo académico y en un caso de aplicacién practica. También se presenta una
comparacién del controlador propuesto con respecto al proporcionado en [41].

2.2. Planteamiento del problema

Considere una clase de sistema con retardos sujeto a perturbaciones acopladas
de la forma:

&(t) = Az(t) + Apx(t — h) + B(u(t) +v(t)) t>0 (2.1)

donde z(t) € R", u(t) € R™ y v(t) € R™ corresponden a los vectores de estado,
entrada de control y perturbacién acoplada, respectivamente, con n > m. A, Ay
y B son matrices constantes conocidas de dimensién apropiada, y h es un retardo
constante, del cual su valor se asume conocido o que puede ser obtenido mediante
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un estimador (vea por ejemplo [40], [54]). Las condiciones iniciales del sistema son
representadas por la funcién continuamente diferenciable ¢(t),Vt € [—h, 0].

Para el desarrollo de la propuesta de disefio de control, se consideran las siguientes
suposiciones.

Suposicién 1 El sistema (2.1) es controlable. El criterio de controlabilidad para
sistemas con retardos puede encontrarse en [55] (criterio basado en el Gramiano) y
en [16], [56] (criterio algebraico, véase la Seccion 1.5).

Suposicion 2 El vector perturbacion y su derivada de primer orden son acotadas,
es decir, ||v(t)|| < T, [|[o(t)]] < T, donde T y Tt son cotas conocidas.

Suposicion 3 La matriz B es de rango columna completa.

El SMC esta diseiado de tal manera que el sistema en lazo cerrado es estable
para cualquier perturbacién externa que satisface la Suposicién 2.

El diseno de una ley SMC consta de dos fases. En la primera, se debe definir una
superficie de deslizamiento; esta superficie es tal que si las trayectorias del sistema
estan confinadas en ella, se comportaran de la manera deseada. En la segunda fase
se construye una ley de control que permite alcanzar ese objetivo y mantiene las
trayectorias del sistema en la superficie de deslizamiento.

Con el fin de disenar la superficie de deslizamiento para controlar el sistema, se
propone una transformacion del sistema a la forma regular. La transformacion del
estado se describe mediante z(t) = Tz(t), donde T' se define como:

BJ_+
[t

donde BT = (BTB)*IBT es la pseudo-inversa por la izquierda de la matriz B, y B++
es la pseudo-inversa por la izquierda del complemento ortogonal de BT representado
por Bt. Las columnas de B+ se extienden por el espacio nulo de BT, es decir,
Bt = null(BT), B+ € Rmx(n=m),

Observacion 1 La matriz T es no-singular, ya que, para cualquier matriz B que sa-
tisface la Suposicion 3, su inversa esta dada por T~' = [B+ B]. Entonces, T~'T =
BB+t + BBt =1, [57].

El papel de T es desacoplar los estados que son directamente afectados por las
entradas desconocidas del resto de los estados. Asi, se puede verificar que

_ O(n—m)xm
75 = Yo e

Entonces, el sistema transformado esta dado por:

2(t) = Az(t) + Apz(t — h) + B(u(t) + v(t)) (2.2)
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donde B=TB, ¢(t)=T¢(t),Vt e [~h,0)],

- A A . Ay A
A=TAT) = [ 11 ~12] A = TA T = [ An11 ~1112}
A9 Ago " " Ap21 Ana2
y 2T () =[] (t) 23 (O], z1(t) € R*™™, 2(t) € R™
De forma equivalente, el sistema transformado puede reescribirse como:

21(t) =A121(t) + Araza(t) + Appizi(t — h) + Apioza(t — h) (2.3)
Z9 (t) :/12121 (t) + 142222(25) + Ahglzl (t — h) + Ah2222(t — h) + u(t) + ’U(t) (2.4)

La ecuacién (2.3) no esta directamente afectada por la senal de control, por lo
tanto la superficie de deslizamiento s(t) € R™*! se elige como:

s(t) =Cz(t) = [C L] 2(t) = Czi(t) + 22(t) (2.5)

donde C' € R™*("=m) corresponde a la ganancia de la superficie de deslizamiento a
ser disefiada.

Cuando las trayectorias del sistema alcanzan la superficie de deslizamiento, se
satisfacen la igualdades s(t) = 0 y $(t) = 0. Entonces, la siguiente igualdad se
cumple:

Zz(t) = —Czl(t) (2.6)

y la dindmica de orden reducido n — m del movimiento deslizante se obtiene susti-
tuyendo la ecuacién (2.6) en la ecuacién (2.3):

Z1 (t) = (AH - 121120)21 (t) + (Ahll — flth’)zl(t — h) (27)

Laley de conmutacién debe ser disefiada para forzar las trayectorias del sistema a
alcanzar la superficie de deslizamiento en tiempo finito, mientras que la ganancia de
deslizamiento C' debe ser disefiada de tal manera que el movimiento de deslizamiento
(2.7) sea asintéticamente estable.

2.3. Estabilidad de la dinamica del modo deslizante me-
diante el enfoque de Lyapunov-Krasovskii

En esta seccién se derivan las condiciones de estabilidad que garantizan la esta-
bilidad asintdtica de la dindmica de modo deslizante de orden reducido definida en
(2.7).

Los sistemas con retardos presentan un niimero infinito de soluciones en su ecua-
cién caracteristica, lo que complica el andlisis de estabilidad. El enfoque Lyapunov-
Krasovskii, que es una extensién del segundo método de Lyapunov, puede utilizarse
para determinar las condiciones de estabilidad asintdtica de los sistemas con re-
tardos incluso sin conocer sus soluciones explicitas. Una desventaja del método es
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su conservadurismo inherente. Sin embargo, en este trabajo se utiliza la funcional
mejorada de Lyapunov-Krasovskii introducida en [9] que combinada con el enfoque
descriptor presentado en [15] ha demostrado producir condiciones de estabilidad de
conservadurismo reducido.

Las condiciones de estabilidad se resumen en el Teorema 7.

Teorema 7 Para escalares h > 0 y ¢ > 0, el sistema (2.7) con la ganancia de
superficie de deslizamiento C dada por:

o = (P 'K,y

es asintoticamente estable si existen matrices K1, P no singulares, p=PpPT> 0,
Q=Q" >0y R=R" >0 de dimension apropiada, tal que se cumple la siquiente
LMI:

Vi Wi Wyg
U = * \1122 \1123 <0
* x*  Wsg

donde
Uy =PTAL — KA, + AP — ApKT + Q- R
Uy =P — P+ PTAL e — K1 ALe
Uiy =Ap11 P — ApoK{ + R
Woy = — ePT —cP+ h2R
Wo3 =eAp1 P — eApin KT
Us3=—Q-R

Demostracién. Considere la funcional de Lyapunov-Krasovskii mejorada introdu-
cida en [9]:

V(t,2) = 2T () Pi(t) + /th T()Qx(c)ds + h / /M R (<) dedd

donde h es un retardo constante, y P, () y R son matrices simétricas, definidas
positivas. La derivada con respecto al tiempo de V' (¢, z;) es:

V(t,2t) =221 (t)P21(t) + 2{ (0)Qz1(8) — 21 (t — B)Qz1(t — h)
+h2:L ()R (1) — R / th (O Rz (<) ds (2.8)

Para obtener las condiciones de estabilidad en términos de una desigualdad matricial,
el término integral en (2.8) puede ser reemplazado por el siguiente término cuadratico
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mediante el uso de la desigualdad de Jensen:

—h/t 4 (9)R41()ds < —/ 21T(€)d<R/ #1(s)ds

—h t—h t—h
= —[2] (t) — 2 (t — h)|R[z1(t) — z1(t — h)]

t t

El enfoque descriptor lidia con el conservadurismo inherente del enfoque Lyapunov-
Kasovskii [9]. Consiste en anadir el siguiente término nulo a la derivada con respecto
al tiempo V' (¢, z):

0=2[L )P + :7(t)P!] [— 40 + (A1 — A1pC)z1 () + (Any — Ap1aC)zn (¢ — h)]

donde Py, Py € R("=m)x(n=m) gon variables de holgura no singulares.
Considerando el enfoque descriptor y la desigualdad de Jensen, la derivada de
V (t, z1) puede expresarse como:

Vi(tz) < 27 ()P (1) + 2 [T () PF + 7 (1) PY ] [ — 4
+ (An = AO)z(t) + (A — AnaC)aa(t — b))

— (= W)Qalt - h) + 2T ()Q1 () + W2 (YR (1)
— (1) = 2T (¢ = W)R[z () — 2 (t - B)]

O de forma equivalente, en forma matricial:

_ z1(t)
Vita) < @) @) Fe-nT| x40
Z1 (t — h)
donde
o @11 ?12 §13
U = * \I/22 \1123 (29)
% * @33

Uy =(Af, - CTAL)Py + P (A1 — A12C)+Q — R
Uiy =P — P + (Af, —CTAL) Py

U1y =P3 (Ap11 — Ap2C) + R

Ugy = — P3 — P{ +h’R

o3 =P3 (Ap11 — Ap12C)

Up3=—Q—-R
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Entonces, el sistema (2.7) es asintéticamente estable si existen matrices C, Ps,
P;,Q=Q" >0, R=RT >0y P =P" > 0 de dimensién apropiada tal que se
satisface la desigualdad matricial ¥ < 0 con ¥ definida en la ecuacién (2.9).

Note que la condicién ¥ < 0 corresponde a una Desigualdad Matricial Bilineal
(BMI por sus siglas en inglés) cuya factibilidad es claramente complicada de verificar
comparada con la de una LMI.

En [58] se introduce una conocida técnica de sintesis de ganancia que permite
superar la bi-linealidad de las condiciones. Consiste en establecer

P=P;land Py=¢cP >0

y definir
P=PTpp
R=R"RP
Q =PTQP
K, =PTc?

Multiplicando el lado derecho de (2.9) por Q = diag{P, P, P} y el lado izquierdo
por Q7 es posible obtener las condiciones LMI de estabilizacién expresadas en el
Teorema 7 el cual puede resolverse mediante el uso de Matlab® LMI toolbox o el
paquete Sedumi®-Yalmip® (a free toolbox for Matlab). m

Observacion 2 Note que con el enfoque propuesto es posible generar diferentes va-
lores para la ganancia de deslizamiento C dependiendo de la eleccion de €. Esto
significa que el rango de ganancias del controlador que garantiza la estabilizacion
de la dindmica del movimiento deslizante es mds amplio en comparacion con otros
métodos, como el propuesto en [29], esto significa que el diseniador puede probar dife-
rentes valores de ganancia hasta encontrar un resultado conveniente desde su punto
de wvista para el problema considerado. Ademds, las variables de holgura introduci-
das con el enfoque descriptor reducen el conservadurismo del método, ampliando el
alcance de la factibilidad de las condiciones de estabilidad establecidas en términos
de una LMI, esto ultimo ha sido probado con demostraciones, para mayor referencia
véase [44], [9] y referencias incluidas en estos trabajos.

Después de establecer la estabilidad asintdtica del movimiento deslizante, el si-
guiente paso es disenar un SMC con el objetivo de conducir las trayectorias del
sistema hacia la superficie de deslizamiento s(¢) = 0 (con s(¢) definido en (2.5)) en
un tiempo finito.

2.4. Diseno del controlador por modos deslizantes

El control por modos deslizantes envia las trayectorias del sistema a una superfi-
cie predefinida, lo que permite alcanzar el equilibrio. En general, este método consta
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de dos elementos: el control equivalente wucq(t) y la ley de conmutaciéon u,(t). La
ley de conmutacion constituye un control discontinuo que se aplica para alcanzar la
superficie de deslizamiento mientras que el control equivalente es continuo y tiene
como objetivo mantener el estado del sistema en la superficie de deslizamiento.

El SMC se define por:

u(t) = teg(t) + un(t) (2.10)

El control equivalente se obtiene de la siguiente manera. Para garantizar que
el estado del sistema permanezca en s(t) durante la fase de deslizamiento, debe
cumplirse la siguiente condicién:

ds(t)
dt

=0 when s(t) =0 (2.11)
Note que

ds(t)
dt

Entonces, para v(t) = 0, la condicién (2.11) se satisface considerando el control
equivalente siguiente:

=C%(t) =0

Ueq(t) = —[CB] Y [CAz(t) + CApz(t — b)) (2.12)
Ya que [CB] = I,,, el control equivalente esta dado por:
Ueq(t) = —[CAz(t) + CApz(t — h))] (2.13)

En los siguientes apartados se definen dos estructuras de control de conmutacién
up (t): SMC de primer y segundo orden.

En cuanto a la Suposicién 2, es importante mencionar que el disenio del SMC de
primer orden sélo requiere el cumplimiento de la condicién ||v(t)|| < I', mientras que
el disenio del SMC de segundo orden requiere también que |[0(¢)|| < I'" sea cumplido.

2.4.1. Controlador por modos deslizantes de primer orden
La estructura de uy,(t) para el SMC de primer orden se define por [29]:
un(t) = —[p + €|Sign(s(t)) (2.14)
donde p > T, € > 0 y la funcién matricial Sign(s(t)) definida como:

SignT(s(t)):[sign(sl(t)) sign(sa(t)) ... sign(sm(t))] (2.15)

Teorema 8 Considere el sistema transformado (2.2) bajo la ley de control u(t)
definida en (2.10) con ueq(t) dado por (2.13) y un(t) definido en (2.14). Entonces, el
sistema en lazo cerrado es estable y el controlador elimina el efecto de la perturbacion
v(t) si y solo si p>T.
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Demostracién. Considere la funcién de Lyapunov V(t) =
con respecto al tiempo esta dada por:

s(t)Ts(t). Su derivada

N[ —=

V(t) = s(t)"5(t)
= s()T[CAz(t) + CApz(t — h) + Ln(u(t) + v(t))]

Sustituyendo u(t) definido en (2.10) con ueq(t) dado en (2.13) y u,(t) dado en (2.14),
reduciendo términos se obtiene:

V() = s(t) [un (1) + (1))
SO [=lp + dSign(s(t)) + v(t)
< s(t)"[~[p+ e — I]Sign(s(t)) (2.16)

—[p+e-T Z’SZ

Ya que p > I', la desigualdad (2.16) puede reducirse:

m

V()< —€> |si(t)] <0 (2.17)

i=1

Queda demostrado que con la ley de control propuesta las trayectorias del sistema
alcanzaran la superficie de deslizamiento en tiempo finito a pesar de la perturbacion.
]

El Lema 1, basado en los resultados presentados en [50] y [59], e indicado en
[60], permite establecer la estabilidad de tiempo finito del sistema y proporciona
una estimacién del tiempo de asentamiento.

Lema 1 [60] Considere el sistema transformado (2.2) y la superficie de deslizamien-
to s(t) definida en (2.5). Si existe una funcion de Lyapunov V (t) y nimeros reales
B>0y0<vy<1 tal que

V(t)+BVI(t) <0 (2.18)

entonces, el origen del sistema es estable en tiempo finito y el tiempo de estable-
cimiento, dependiente de la condicion inicial establecido como sy = C(t), Vt €
[—h,0], es dado por

1
T(SO) < m

La prueba del Lema 1 puede encontrarse en [60].

V177 (s0) (2.19)

Se tiene de la ecuacién (2.17) que

m

V()< —€e> [si(t)] < —e\/2V(2)

=1
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Entonces, la condicién (2.18) del Lema 1 se cumple para f = V2ey v = % y el
tiempo de asentamiento satisface

2

=V (s0) (2.20)

T(So) <

2.4.2. Controlador por modos deslizantes de segundo orden

El stuper-twisting, también conocido como SMC de segundo orden, presenta una
mejora en cuanto a atenuacién del ruido mientras que preserva su robustez.
Se introduce la siguiente funcién de matricial:

E(s,k) = diag {|s1]* |s2|" ... |sm|F}

De acuerdo con [50] y considerando la funcién definida, el controlador de segundo
orden esta dado por la siguiente ley:

un(t) = —)\1(F+)%E(s, %) Sign(s(t)) —/ Ml tTE(s,0) Sign(s(t))dr (2.21)
0

donde I'* viene de la Suposicién 2, y A1 ¥ A2 son ganancias de disefio que pueden
ser calculadas con el procedimiento propuesto por L. Fridman en [43] (Capitulo 1,
Seccién 3, sub-seccién 2). Ha sido probado que con la eleccién de A\y = 1.5, Ao = 1.1

se obtiene un desempeno satisfactorio del controlador super-twisting (véase [43], [49],
[50]).

Teorema 9 Considere el sistema transformado (2.2) con la ley de control u(t) de-
finido en (2.10) con ueqy(t) dado en (2.13) y u,(t) definido en (2.21). Tomando en
cuenta las Suposiciones 1-3, el controlador lleva a las variables s y $§ a cero mientras
elimina el efecto de las perturbaciones v(t).

Es importante mencionar que la estructura de control siper-twisting definida en
(2.21) ha sido ampliamente estudiada. La convergencia en tiempo finito y la robustez
del algoritmo de stuper-twisting ha sido probada desde diferentes marcos (métodos
geométricos, técnicas de Lyapunov, entre otros) [50]. En el Apéndice I se detalla una
prueba alternativa basada en la teoria de estabilidad de Lyapunov que explota las
propiedades de homogeneidad del algoritmo.

2.5. Ejemplos

2.5.1. Ejemplo académico

Para probar el desempernio del enfoque propuesto, se analiza un ejemplo numérico
previamente estudiado en [29].
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Considere un sistema con retardos en el tiempo de la forma (2.1) con las matrices
definidas en (2.22) y un retardo constante h = 0.8. Las condiciones iniciales estan
dadas por ¢(t) = [—3 2], Vt € [—h,0], y la perturbacién acoplada se define como
v(t) = cos(t).

e P I R 222)

En [29], ha sido mostrado que corresponde a un sistema inestable, entonces se
propone el diseno de un control por modos deslizantes para estabilizarlo.
Se parte de una transformacién del sistema (2.22) a la forma regular mediante:

0 1
[ 4
Con lo cual se obtiene el sistema transformado mostrado a continuacién:
~ -2 4 - 09 0.6 ~ 0
A= {1.5 —4] An = [0.8 0.7} b= M (223)

Con base en el Teorema 7, para ¢ = 100 se obtiene una ganancia C' = 0.8111
(véase Observacion 2). Entonces, la superficie de deslizamiento se obtiene sustitu-
yendo C' en (2.5), es decir,

s(t) = [0.8111 1] z(t) (2.24)

El SMC de primer orden esta dado por las ecuaciones (2.10), (2.13)-(2.14), donde,
de acuerdo con el Teorema 8, p y € pueden elegirse como p = 1.01, ¢ = 0.1.

En las Figuras 2.1-2.3 se muestran los resultados de la simulacién del sistema
en lazo cerrado con las matrices definidas en (2.23). La Figura 2.1 muestra el com-
portamiento de las trayectorias del sistema donde la convergencia de los estados
a cero puedes ser observada. Figura 2.2 muestra el desempeno de la superficie de
deslizamiento definida en (2.24), y finalmente la Figura 2.3, muestra la senal de
control.

El SMC de segundo orden esta dado por las ecuaciones (2.10), (2.13), (2.21
donde, para este ejemplo, se eligen los siguientes valores de las constantes 't =
A =15y A =11

Las Figuras 2.4-2.6 muestran los resultados de las simulaciones para el sistema
(2.23) en lazo cerrado con el SMC de segundo orden. La Figura 2.4 muestra la conver-
gencia de las trayectorias a cero. Las Figuras 2.5 y 2.6 muestran el comportamiento
de la superficie de deslizamiento y la senal de control, respectivamente.

En las Figuras 2.1 y 2.4, es posible notar que ambos controladores son capaces
de enviar los estados a la superficie de deslizamiento en tiempo finito a pesar de las
perturbaciones acopladas. No obstante, es notorio el ruido en la respuesta del sistema
obtenida con el uso del SMC de primer orden. Este fenémeno se evita con el SMC

);
L,
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02F =z,
—2z,(t)

t(s)

Figura 2.1: Respuesta del sistema (2.23) en lazo cerrado con el SMC de primer orden. Se
muestra que la salida del sistema en lazo cerrado con el control tiende a cero (superficie de
deslizamiento establecida) en tres segundos.

—s()

0 2 4 6 8 10
t(s)

Figura 2.2: Comportamiento de la superficie de deslizamiento (2.24).

—u(t)| |

t(s)

Figura 2.3: Senal de control para el sistema (2.23).

de segundo orden, sin embargo, el precio a pagar por esta mejora es la complejidad
del controlador de segundo orden, esto puede verse en las Figuras 2.3 y 2.6.

Es importante mencionar que la senal de control como la mostrada en la Figura
2.3, es poco probable pueda ser implementada en préactica debido a las limitaciones
fisicas de los actuadores, especialmente en sistemas mecanicos debido a la velocidad
de conmutacién. En [61] (y sus referencias) se muestra que el ruido se activa por
la discontinuidad asociada al control de conmutacion no lineal. Para suavizar el
efecto de la discontinuidad, se considera la siguiente aproximacién en la estructura

de control:
sign(x) ~ tanh cz (2.25)
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——mz, )
0.2 EXCIE
0.1

2t

t(s)

Figura 2.4: Respuesta del sistema (2.23) bajo el control super-twisting.

st

o 2 4 6 8 10
t(s)

Figura 2.5: Comportamiento de la superficie de deslizamiento (2.24).

2 [—uwl]

(s)

Figura 2.6: Senial del SMC Super-twisting (2.23).

donde c es un escalar, tal que, cuando ¢ — oo la funcién tanh cx converge a la funciéon
S1gn.

Se desarrollan simulaciones para evaluar el desempenio de la aproximacion (2.25)
con el SMC de primer orden. La Figura 2.7 muestra la respuesta del sistema (2.23)
bajo SMC de primer orden modificado considerando ¢ = 50. La correspondiente
senal de control es mostrada en la Figura 2.8.

La respuesta del sistema observada en la Figura 2.7 y la trayectoria del sistema
mostrada en la Figura 2.8 son parecidas a los generadas por el SMC de segundo orden
(véanse las Figuras 2.4 y 2.6). Esto significa que el controlador de primer orden con
la aproximacién dada en (2.25) es adecuado para ser implementado en la prictica.
Produce casi el mismo rendimiento que el SMC super-twisting, pero requiere menos
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esfuerzo computacional, debido a que se obtiene una respuesta similar al SMC de
segundo orden con uno de primer orden.

0.2 —=-z,0
— 2,0
0.1
of =

-0.1

0.2\

-0.3
o 2 4 6 8 10

«(s)

Figura 2.7: Respuesta del sistema (2.23) en lazo cerrado con el SMC de primer orden
considerando la aproximacién definida en (2.25) con ¢ = 150.

t(s)

Figura 2.8: Senal de control del SMC de primer orden y la aproximacién (2.25) con ¢ = 50.

2.5.2. Ejemplo de aplicacién practica: estabilizacion de la combus-
tion en motores de cohetes de propulsién liquida

Considere un motor de cohete de monopropulsor liquido con un sistema de ali-
mentaciéon a presiéon. Un modelo linealizado del sistema de alimentacién y de las
ecuaciones de la camara de combustién, considerando el flujo no estacionario, es
dado por Crocco (1951) [62] y Fiagbedzi y Pearson (1986) [63]:

D(t) = (C—1)D(t) — C(t — h) + A(t — h)

Ra(0) = g7 =600 + u(t)
Au>=(1_§DJLan»+wu>—g¢un

90 = 3 (M)~ A()
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donde t es el tiempo reducido normalizado por el tiempo de residencia del gas 6, en
operacion estacionaria, h = 7/6, es el tiempo de retardo reducido con 7 el valor del
retardo en operaciones estacionarias.

Las variables de estado se definen como sigue:

- x1(t) = ®(t) es la desviacion relativa en la presién instantanea de la cdma-
ra de combustién p(t) desde su valor en estado estable p, es decir, ®(t) =

[p(t) — p] /P

- xo(t) = A1(t) es la desviacion relativa del flujo mésico instantdneo ascendente
de la capacitancia 7 (t) desde su valor en estado estacionario r, es decir,

Ax(8) = [in(t) — 7] /1.

- x3(t) = A(t) es la desviacion relativa de la tasa de flujo masico instantaneo del
propulsor inyectado m;(t) desde su valor en estado estacionario my;, es decir,
A (t) = [ma(t) — mu] /.

- x4(t) = () es la relacién entre la desviacién de la presién instantdnea pq(t),
en un punto de la linea de alimentacion en el que la capacitancia representa
la elasticidad, a partir de su valor de estado estacionario p; y dos veces la
presion de caida de presién en el inyector en operacién en estado estacionario

Ap = p1 = p, es decir, (1) = [p1(t) — p1] /(24p).

El pardmetro del modelo ¢ dado por ¢ = p/(2Ap), ¢ es el exponente de presién
que depende de la presion del proceso de combustién tomado durante el tiempo de
retardo, §2 representa la longitud fraccional del suministro de la presion, J es el
parametro inercial de la linea, y E es el parametro de elasticidad de la linea.

De acuerdo con Fiagbedzi and Pearson (1986) [63], la variable de control es tal
que u = (po — p1)/(24p), donde py es la presién de gas regulada para el suministro
de presion.

Los siguientes valores numeéricos representativos son tomados de [43]:

(=08 h=08 Q=05
o=1 J=1 E=1

Entonces, la representacion en el espacio de estados del sistema toma la forma (2.1)
con las matrices constantes definidas como sigue:

020 0 0 08 0 1 0 0
0 0 0 —1 0 00 0 1
A= 0 ¢ 1 1 | 4= o oo0o0l|B o
0 1 -1 0 0 000 0

En este ejemplo, se asume que el sistema tiene una perturbacién externa de la
forma v(t) = cos(t), que se interpreta como una alteracién en la desviacién relativa
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del flujo mésico instantdneo ascendente de la capacitancia desde su valor en estado
estacionario.

Como fue explicado anteriormente, para aplicar SMC, el primer paso es trans-
formar el sistema a la forma regular mediante la definicién:

o o o=
— o O O
o O = O
o= O O

El sistema transformado es entonces definido por:

-0.2 0 0 0 -08 1 0 0 0
~ -1 -1 1 o0 ~ 0 0 00 ~ 0
A=l 0 10 1| M= 0o oo0o0] P70 (2.26)
0 0O -1 0 0 0 00 1
Las sub-matrices reducidas son:
. -02 0 O 3 [0 ]
AH = -1 -1 1 A12 = 0
0 -1 0 | 1]
3 -08 1 0 ) [0 ]
Ahll - 0 0 0 Ah12 = 0
0 00 | 0]

Con base en el Teorema 7, con € = 100 se obtiene
C=[Cy Co Cs]=[-1.0548 —0.3796 4.2251]
Por lo tanto, la superficie de deslizamiento esta dada por:

s(t)=Cz(t)=[C1 Co C3 1]2(t) =[-1.0548 —0.3796 4.2251 1] z(¢)

(2.27)
donde
le(t)
()= | D )= | s
[ 22(t) ] Zlg(t)

Para estabilizar los estados del sistema, los SMC de primer y segundo orden se
disenan mediante el enfoque propuesto.

El de primer orden se define para la siguiente eleccién de pardametros: p = 1.5,
e = 0.1 (véase Observacion 2).
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La Figura 2.9 muestra las trayectorias del sistema en lazo cerrado; La Figura
2.10, el comportamiento de la superficie de deslizamiento; y la Figura 2.11, la senal
de control. Las Figuras 2.10 y 2.11 incluyen adema&s la respuesta obtenida con la
aproximacién de la funcién sign (2.25).

Note que, como se esperaba, las trayectorias del sistema en lazo cerrado convergen
a cero en tiempo finito. Note también que, como en el ejemplo anterior, el uso de la
aproximacién definida en (2.25) permite mejorar las caracteristicas de la superficie
de deslizamiento y de la senal de control.

20 30 40 50
(s)

Figura 2.9: Respuesta del sistema en lazo cerrado con la ley de control de primer orden.

s(t)-sign
—==s(t)-tanh

o 10 20 30 40 50
t(s)

Figura 2.10: Comportamiento de la superficie de deslizamiento (2.27). La linea roja es el
SMC de primer orden original y la linea azul es el SMC de primer orden considerando la
aproximacién (2.25) con ¢ = 50.

El SMC Super-twisting, para este ejemplo de aplicacién préactica, esta definido
por los pardmetros I'"+ = 1, A\; = 1.5 y Ay = 1.1. Las Figuras 2.12, 2.13 y 2.14
muestran el comportamiento de los estados del sistema, la superficie deslizante y la
entrada de control, respectivamente.

Aunque el controlador de primer orden con la aproximacién propuesta de la
funcién sign elimina el ruido en la sefial de control, y el tiempo de convergencia
obtenido con este controlador coincide con el obtenido con el SMC super-twisting,
falla al enviar a cero la superficie de deslizamiento (ver Figura 2.10). Dado que el
comportamiento de control tiene un impacto en el sistema de alimentacion del motor
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t(s)

Figura 2.11: Senal del controlador para el sistema (2.26). La linea roja es la sefial del SMC
de primer orden original y la linea azul la senal del SMC de primer orden considerando la
aproximacién (2.25) con ¢ = 50.

del cohete, el SMC de segundo orden puede considerarse la opcién de control mas
conveniente.

20 30 40 50
(s)

Figura 2.12: Respuesta del sistema (2.26) en lazo cerrado con el SMC de segundo orden.

0.1 —s]
005
EZE iy
-0.05
-0.1 : : :
0 10 20 30 40 50

t(s)

Figura 2.13: Comportamiento de la superficie de deslizamiento (2.27). Super-twisting SMC.
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0 10 20 30 40 50
t(s)

Figura 2.14: Senal del controlador de segundo orden.

2.5.3. Ejemplo académico: analisis comparativo

Como se ha senalado anteriormente, el SMC de segundo orden para sistemas con
retardos ha sido poco investigado. La falta de informacién sobre los pasos de disefio
para el SMC de segundo orden propuesto en [39] impide el desarrollo de un analisis
comparativo con el SMC propuesto en este documento.

Por otro lado, el riguroso requisito sobre la estructura del sistema con retardos
impuesto por el método introducido en [41] para la sintesis de un SMC de segundo
orden no permite una comparacién directa considerando los ejemplos numéricos
presentados en las Secciones 2.5.1 y 2.5.2. Para hacer frente a esto, se ha modificado
el ejemplo académico de la Seccién 2.5.1 para que satisfaga el requisito de la matriz
asociada al estado retardado.

Observacién 3 Para aplicar el método propuesto en [41], debe encontrarse una
matriz D tal que la igualdad Ay, = BD se cumpla. Para los ejemplos numéricos
presentados en las Secciones 2.5.1 y 2.5.2, la matriz D no eziste.

Para el desarrollo del analisis comparativo, se considera un sistema con retardos
con la forma (2.1) definido por las matrices (2.28).

A= {_44 1_2] Ay = [0(')7 Oﬂ B= [(1)] (2.28)

donde h = 0.8. Las condiciones iniciales estdn dadas por ¢(t) = [-3 2] y la per-
turbacién acoplada se define como v(t) = sin(t). Bajo estas condiciones el sistema
es inestable.

En [41] se propone un control predictivo por modos deslizantes para sistemas
lineales inciertos con retardos tanto en las variables de estado como en el control. El
método se basa en un predictor para compensar el efecto de retardo en la entrada
de control, y se aplica la técnica integral de SMC junto con un algoritmo de super-
twisting para compensar parcialmente el efecto del término de perturbacién. La ley
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de control propuesta en [41], para un sistema con un retardo constante en el estado
estd dada por:

wlf) = — Ko (t) — s(t) s(t) i,
(t) Kox(t) k1||s(t)||% /k2|s(t)”dt Dz (t — h) (2.29)

donde Ky € R™*" debe elegirse tal que (A + BKj) es una matriz Hurwitz, y D
satisface A;, = BD. Las ganancias de control se definen como:

_l’_
kp >V2I't ke >T7T (2; +3>
1

La superficie de deslizamiento se define por la ecuacién (2.30).

s(t) =BTz (t) + w(t) (2.30)
w(t) = — BT [Az(t) + Buo(t)]
La matriz (A + BKy) es Hurwitz si Ko = [Kj K§|, K} > 4, K > 1.5. Susti-

tuyendo en las ecuaciones (2.29) y (2.30), h = 0.8, 't =1, A, B dados en (2.28) y
seleccionando K& = 4.5, Kg =2, k1 =2, ko = 4, se obtiene:

L (8 — s(t) s(t) . ot —
u(t) =—[4.5 2] z(t) 2\13(15)\\% /4||S(t)”dt (0.7 0.8] z(t — 0.8)

s(t) =1 (1) + / (41 () — 1.525() — (1)) dt
La respuesta del sistema bajo la ley de control propuesta en [41] se muestra en
las Figuras 2.15-2.17. La Figura 2.15 muestra las trayectorias del sistema en lazo

cerrado; la Figura 2.16, el comportamiento de la superficie de deslizamiento; y la
Figura 2.17, la senal de control.

<1073

2
—x, )

—— =, (1)
1L ]

bsee

X

'
A
T

o 2 4 6 8 10
Y(s)

Figura 2.15: Respuesta del sistema (2.28) en lazo cerrado con el SMC de segundo orden
(2.29).

Ahora, el SMC de segundo orden propuesto en este trabajo se aplica para es-
tabilizar el sistema definido por las matrices dadas en (2.28). El sistema puede ser
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%10

s(t)

t(s)

Figura 2.16: Comportamiento de la superficie de deslizamiento (2.30) correspondiente al
SMC de segundo orden (2.29).

=l

t(s)

Figura 2.17: Senal del controlador (2.29).

representado en forma regular considerando la transformacion de la matriz T dada

por:
01
=)

El sistema transformado esta entonces definido por las matrices:

~ -2 4 ~ 0 0 = 0
A= {1.5 —4] An = [0.8 0.7} b= M
Con base en el Teorema 7, con € = 18 se obtiene C = 0.2949. Entonces, la
superficie de deslizamiento se obtiene sustituyendo C' en (2.5), es decir:

s(t) = [0.2949 1] 2(¢) (2.31)

Entonces, segtin el Teorema 9, el modo deslizante de segundo orden puede de-
finirse considerando las siguientes constantes: I'" = 1, A\ = 1,5 y As = 1,1. Los
resultados de las simulaciones son mostrados en las Figuras 2.18-2.20. La Figura
2.18 muestra las trayectorias del sistema en lazo cerrado; la Figura 2.19, el com-

portamiento de la superficie de deslizamiento; y la Figura 2.20, la trayectoria del
controlador.



2.5. Ejemplos 44

=103

—x, (0

2 )

t(s)

Figura 2.18: Respuesta del sistema (2.28) en lazo cerrado con el controlador de segundo
orden (2.10), (2.13), (2.21).

%10

t(s)

Figura 2.19: Comportamiento de la superficie de deslizamiento (2.31).

[—uo)

t(s)

Figura 2.20: Trayectoria del controlador definido por las ecuaciones (2.10), (2.13), (2.21).

Resultados similares se consiguen con los dos controladores: el presentado en este
trabajo y el introducido en [41]. Sin embargo, las condiciones de estabilidad impues-
tas a la dindmica del movimiento deslizante formuladas en el Teorema 7 garantizan
estabilidad asintdtica. Note que la respuesta del sistema bajo el controlador propues-
to en [41] muestra un comportamiento oscilatorio alrededor del equilibrio mientras
que la obtenida con el enfoque propuesto tiende a cero en un tiempo finito (alrededor

de 1,5 s).
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2.6. Conclusiones del capitulo

Se ha desarrollado un nuevo método para la sintesis de SMC de primer orden y
de segundo orden que aseguran la estabilizacién robusta de sistemas con retardos.
El método se basa en el enfoque Lyapunov-Krasovskii, que es ampliamente conocido
por ser una herramienta poderosa para el andlisis de estabilidad y la estabilizacion
de los sistemas con retardo.

El potencial del método propuesto se verifica a través de un ejemplo académico
y un caso de aplicacién practica. Ademads, un andlisis comparativo resalta los princi-
pales beneficios de la estrategia de control propuesta: su facilidad de aplicacién y su
robustez frente a perturbaciones acopladas. Sin embargo, una limitacién del enfoque
propuesto es la falta de robustez frente a perturbaciones no acopladas.



Capitulo 3

Estabilizacion robusta de
sistemas con retardos mediante
el diseno de control adaptable

Con base en la documentacién de enfoques aplicables a sistemas con retardos, se
propone el uso del control adaptable, debido a que es una herramienta efectiva cuan-
do los parametros del sistema son desconocidos o se tienen acceso parcial al estado.
Cabe resaltar que existen pocos trabajos que utilicen esta herramienta reportados
en la literatura.

Se presenta entonces el diseno de controladores adaptables con la tarea de segui-
miento de trayectoria de un sistema con retardos, lineal e invariante en el tiempo con
incertidumbres paramétricas. El diseno se basa en el método conocido como control
adaptable por modelo de referencia (MRAC por sus siglas en inglés), el operador
integral y el control por Backstepping. El MRAC ha mostrado ser una eficiente herra-
mienta para lidiar con incertidumbres paramétricas en diferentes tipos de sistemas
dindmicos incluyendo lineales y no lineales, continuos y discretos, deterministicos y
estocasticos.

En la siguiente propuesta, se presenta un control adaptable para un sistema con
retardos e incertidumbres paramétricas lineal de segundo orden con acceso limitado
al estado (solo la posicién) y con conocimiento del signo de la entrada de control. La
limitacién en el conocimiento del estado es resuelta mediante el uso de la integraciéon
del sistema original y la obtencién de un subsistema equivalente con incertidumbres
paramétricas (el estado completo es medible). El subsistema puede verse como un
proceso en cascada, para una de las etapas del proceso se establece un analisis por
modelo de referencia de control adaptable para obtener estabilidad asintética; una
vez asegurada la estabilidad de esa etapa, se usa la técnica Backstepping junto con
leyes de adaptacion para estabilizar el subsistema completo. La estabilidad se analiza
con el enfoque de Lyapunov-Krasovskii y el Lema de Barbalat.

46
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3.1. Introduccién

En el control adaptable por modelo de referencia un entendimiento completo de
la planta y los requerimientos de la salida (regulacién o seguimiento de trayectoria)
permite establecer de forma precisa un modelo de referencia, el cual describe las
entradas/salidas deseadas de la planta en lazo cerrado. El objetivo del MRAC es
encontrar el control en lazo cerrado que modifica la estructura y dinamica de la
planta de tal forma que las entradas/salidas son iguales a las del modelo de referencia
previamente establecido. Mediante leyes de adaptacion es posible obtener las salidas
deseadas y encontrar valores estimados de los pardmetros.

Algunos disenios basados en técnicas de control adaptable se han desarrollado
para la estimacién de parametros de sistemas con retardos, los cuales se describen
brevemente a continuacién. En [64] y [65] se presenta la sintesis de un identificador de
parametros adaptable para sistemas dinamicos lineales con retardos en el estado y en
la entrada de control. Se asume que el estado del sistema es medible todo el tiempo,
el sistema es conocido pero los pardametros incluyendo el retardo son desconocidos.
Se establece el principio de identificabilidad que depende de la controlabilidad del
sistema; esta condicién establece un marco para la identificaciéon adaptable de sis-
temas con paradmetros y retardos desconocidos. El marco establece un sistema de
error que compara las evoluciones del estado con la estimacién, el sistema tiene for-
ma de una ecuacién diferencial funcional. Se generan las condiciones suficientes y
necesarias para la identificabilidad de los parametros y los retardos, lo cual garantiza
el funcionamiento del identificador adaptable que permite la estimacion simultanea
en linea. Los resultados tedricos son respaldados por simulaciones numéricas en [64]
y un caso de estudio experimental mostrado en [65]. El anélisis propuesto muestra
convergencia de la estimacién con los valores reales, el identificador es similar en
planteamiento a un modelo de referencia de control adaptable.

En [66], se disena un controlador adaptable para sistemas con largos periodos
de retardo. La propuesta de control consiste en un control de orden reducido que
depende del grado relativo de la planta, combinado con un control Posicast. Se
muestra que esta arquitectura es amigable con la adaptacion y con la estabilidad
dentro de un dominio acotado para un retardo pequeno. Las leyes de adaptacion es-
table son generadas mediante el uso sintonizadores de alto orden y una funcional de
Lyapunov-Krasvoskii que garantizan la estabilidad en lazo cerrado. El control se di-
sena para sistemas de combustion continua, es probado en simulaciones obteniéndose
una mejora comparado con previos controles implementados.

En [67] se disefia un controlador adaptable para sistemas con retardos con grados
relativo menor o igual a dos, de la cual se conoce el orden, asi como el retardo.
No se tiene acceso a los estados solo se dispone de la medicién de la entrada y
salida. Se presenta un controlador de Smith adaptable, con leyes de adaptacion
similares a las establecidas para sistemas libres de retardos, tomando en cuenta un
modelo transformado (modelo de referencia) del original se obtiene, mediante el
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enfoque de Lyapunov-Krasovskii, estabilidad semiglobal del sistema en lazo cerrado
y se establece convergencia asintdtica del error de salida a cero. El controlador es
sencillo de desarrollar y se muestra como su aplicacién tedrica y practica tiene buenos
resultados.

En [68] y [69] se presenta el diseno de MRAC para una clase de sistemas con
retardos lineal multi-entradas multi-salidas (MIMO por sus siglas en inglés). En [68],
el objetivo de control es el seguimiento de trayectorias de un sistema con retardos
invariante en el tiempo, este problema se resuelve mediante un controlador cuya
estructura se establece en una parametrizacion de la ecuacién del error con base
en la clasica estructura MRAC para plantas sin retardo. La propuesta de control
incluye un componente adicional de control adaptable en lazo cerrado como salida
del sistema dindmico. En un ejemplo propuesto se aprecia que el controlador es
capaz de establecer un seguimiento de trayectoria con convergencia asintética, sin
embargo, la complejidad en la implementacién es un tema importante en el disefo.
Como extensién del trabajo anterior, en [69], un esquema de control adaptable con
realimentacién de la salida cuyo desarrollo se basa en el enfoque de Lyapunov-
Krasovskii es utilizado para el diseno de algoritmos de adaptacién y para comprobar
la estabilidad de sistemas no lineales con retados variantes en el tiempo desconocidos
y perturbaciones externas. El diseno utiliza el control adaptable por modelo de
referencia, a pesar de la complejidad del sistema analizado, el diseno es capaz de
establecer el seguimiento de trayectoria.

En [70], se investiga el disefio de un control adaptativo para sistemas no lineales
con retardos y pardametros desconocidos; se utiliza la aproximacién de Padé para ob-
tener un sistema aproximado libre de retardos. El controlador disefiado mediante la
aplicacién de la técnica Backstepping garantiza que todas las seniales en lazo cerrado
estan acotadas; el error de seguimiento converge a una dinamica estable predefinida.
Finalmente se analiza la efectividad del método en simulaciones de un ejemplo. En
[71] se desarrolla un disenio MRAC mediante la retroalimentacién de estado basada
en Lyapunov para una clase de sistemas no lineales con perturbaciones externas y
con retardos tanto en la entrada como el estado. El procedimiento se establece en
la prediccion de las trayectorias de referencia; el controlador intenta anticiparse a
estados futuros. El andlisis de estabilidad utiliza el enfoque de Lyapunov-Krasovskii.
En [72] se trabaja con un esquema de control adaptable junto con una transforma-
cién por Backstepping de un sistema lineal con retardos en el tiempo. La propuesta,
basada en un analisis de Lyapunov, es capaz de abordar un conjunto de proble-
mas clasicos de regulacién del equilibrio. La eficacia del enfoque propuesto se ilustra
mediante simulaciones numéricas de una planta de segundo orden en las que no se
conoce el estado del actuador.

En este capitulo, se presenta el diseno de un control adaptable para un sistema
con retardos basado en el control adaptable por modelo de referencia descrito en
[73] junto con el procedimiento Backstepping, para los problemas de regulacién y
seguimiento de trayectorias para una clase de sistemas lineales inciertos de segundo
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orden con retardos. Teniendo en cuenta que sélo el estado z(t) es medible, e ins-
pirdndose en el trabajo de Aguilar Ibanez et. al. [2], se utiliza el operador integral
para reconstruir el estado no disponible. Se proporcionan ejemplos numéricos para
resaltar la eficacia del método propuesto.

3.2. Planteamiento del problema

Se considera un sistema incierto de segundo orden con retardos temporales con
la forma:
Z(t) = arz(t) + apx(t — h) + ag@(t) + bu(t) (3.1)

donde z(t) € R es el estado del sistema, u(tf) € R es la entrada de control, h es
el retardo constante y conocido, a1, ap y aa € Ry b > 0 € R son constantes
desconocidas. La condicién inicial del sistema se representa mediante la funcién
continuamente diferenciable ¢(6),V0 € [ty — h, to].

Se aborda el problema de seguimiento de trayectoria para este sistema, para el
cual, se disena una ley de control tal que z(t) — 2,f, donde z,.f es una trayectoria
de referencia suave preestablecida. Este enfoque de disefio de control adaptable se
basa en los resultados previos presentados en [2], [74], [75].

A continuacién se presentan suposiciones criticas para alcanzar los objetivos de
control:

Suposicién 4 La trayectoria de referencia x,.¢(t) es una funcion suave con la pri-
mera y la sequnda derivada acotadas y continuas.

Suposicion 5 La condicion inicial es tal que LZO:Q};L (s)ds esta acotado.
Suposicién 6 FEl estado x(t) esta disponible para medicion para todo t > 0.

Para solucionar el problema de seguimiento de trayectoria adaptable, se considera
la siguiente funcién error:

e(t) = o(t) = 2pes(t) 3 E(t) = #(t) — dpe (). (3.2)

3.3. Diseno de control

En esta seccion se presenta el diseno de control para el problema de seguimien-
to de trayectoria adaptable del sistema (3.1) considerando un retardo constante y
conocido h.

Para alcanzar el objetivo de control, el estado no disponible z(t) se reconstruye
mediante el uso del operador integral sobre el sistema dado por la ecuacién (3.1).
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Por lo tanto, integrando ambos lados del sistema, desde ty — h hasta t, se obtiene la
siguiente expresion:

t t
z(t) =aq / x(s)ds + ah/ x(s — h)ds + axz(t) + ag + bv(t).
to—h to—h

con az = —agx(tg — h) + z(typ — h) y el nuevo control v(t) se establece como:

u(t) = /tth u(s)ds.

Entonces es posible reescribir la ecuacién del error como sigue:

e(t) =a; /t » x(s)ds + ap, /t » x(s — h)ds + asx(t) + az + bv(t) — Trep(t). (3.3)

Note que la ecuacion (3.3) puede escribirse de la siguiente forma:
e(t) = al H(t,to — h) + bv(t), (3.4)
donde a es un vector de parametros desconocidos dado por:
a= [al ap a2 a3 l]T,

y H(t,ty — h) se define como:

T
H(t,to — h) = [ﬁrh w(s)ds [! pa(s—h)ds w(t) 1 —ipey| - (3.5)
Por lo tanto, el sistema extendido se escribe como:
e(t) =aT H(t, tg — h) + bu(t); (3.6)
0(t) =u(t). (3.7)

La técnica de Backstepping integral se aplica al sistema (3.6)-(3.7). Este sistema
puede verse como una conexién en cascada de dos componentes; el primer compo-
nente se define en (3.6), con v como entrada, y el segundo componente esta dado
por (3.7).

Entonces, se debe disenar una ley de control de retroalimentacién del estado
v = o(x) tal que el origen de

é=al H(t, ty — h) + bo(z) (3.8)

sea asintéticamente estable.
Ya que siempre se tiene acceso a H(t,to—h), es posible aplicar el método MRAC
clasico como se muestra a continuacion.



3.3. Diseno de control 51

Con base en [2], [76], la siguiente parametrizacién es considerada:

b1 <aTH(t,t0 —h) —e(t) — /tt_h e(s)ds) = H'(t,tg — h)b., (3.9)

donde 0, € R® es el vector ideal, en el que todos los pardmetros son conocidos y
definen el controlador adaptativo o(z) como:

o(z) = HT(t,tg — h)6, (3.10)

donde # es una estimacién del vector 6,. Entonces, para determinar cémo evoluciona
6, la ecuacion (3.8) puede escribirse en términos de las ecuaciones (3.9) y (3.10) como:

e(t) = —e(t) — /tt_h e(s)ds +bHT (t,tg — h) A, (3.11)

donde Af =0 — 0..

El siguiente paso consiste en encontrar la evolucion adaptable de los parametros
en el vector § tal que las trayectorias del sistema (3.11) satisfacen e — 0 y ¢ — 0.

Es bien sabido que el método Lyapunov es efectivo para determinar la estabilidad
de un sistema. Para un sistema libre de retardo, esto requiere la construccién de
una funcién de Lyapunov V (¢, z(t)), que podria considerarse como una medida que
cuantifica la desviacién del estado x(t) de la solucién trivial 0.

Para el caso de los sistemas con retardos, el estado en el instante de tiempo tg
necesario para especificar la evolucion futura del sistema mas alla de g es el valor
de z(t) en el intervalo [tg — h, to], es decir, z;. Entonces, es natural esperar que para
un sistema con retardos, la correspondiente funcién de Lyapunov sea una funcional
V(t, x;) en funcién de x;, que también deberia medir la desviacién de z; de la solucién
trivial 0. Tal funcional se conoce como funcional de Lyapunov-Krasovskii [12].

Para encontrar la evolucién adaptable de los parametros del vector @\, se considera
la siguiente funcional de Lyapunov-Krasovskii:

1, 1 S .
Vo(x) = 25¢ + % </t » e(s)ds> + §A9 AAG, (3.12)

con una constante A > 0. Tomando la derivada con respecto al tiempo de Vp(x) a lo
largo de las trayectorias del sistema (3.11) se obtiene:

. 1 :
Vo(x) = _ge%) +e(t)HT (t,to — h)AG + 8T AAG. (3.13)
La funcién de adaptacién:

07 = —e()A" HT (¢, t0 — ), (3.14)
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permite expresar la ecuacién (3.13) como:

Vo(x) == 7¢*(1) (3.15)

Es posible concluir que e(t) € LooNLo, A8 € Ly, también 0 y ft s)ds € Lo,

cuando t — co. En consecuencia, se demuestra que cada término de e, deﬁnldo en la
ecuacién (3.11), es acotado. La Suposicién 4 junto con e(t) € Lo y ft s)ds € Loo

implican que fti)ih x(s)ds € Lo y todos los elementos de H(t,ty — h) deﬁmdo en
(3.5), menos el segundo estzin acotados En el caso del segundo elemento, ndtese que
ftt) z(s—h)ds = t) 9 h s)ds+ f s)ds, donde ya se ha probado que el segundo
termlno esta acotado y, si la Suposmlon 5 se cumple, el primer término también es

acotado. Entonces, se concluye que e € Lo,. A partir del lema de Barbalat, e — 0y

de la definicién de /0\, dada por (3.14), se concluye que 0 e Lo con 6 — 0. Baséndose
en estos hechos, se asegura que las trayectorias del sistema (3.11) estdn acotadas y
satisfacen e =+ 0y e — 0.

La Proposicién 2, que figura a continuacién resume la idea anterior.

Proposicién 2 Considere el sistema (3.8). Entonces, la ley de control adaptable
por modelo de referencia (MRAC)

o(x) = H"(t,ty — h)6, (3.16)
donde 0 evoluciona de acuerdo con:
0 =—e(t)N""H(t,tg — h) = w(t,to — h),

asequra, para cualquier condicion inicial, que lime(t) = 0 y lim é(t) = 0, con
t—00 t—o0
todas las senales acotadas.

Observacién 4 Note que no existen restricciones en la magnitud del retardo, ya
que el andlisis de estabilidad es independiente del retardo. FEsto es, la negatividad en
la derivada de la funcional de Lypaunov-Krasovskii esta garantizada sin importar el
valor del retardo mediante la correcta eleccion de la funcion de adaptacion.

Una vez que la ley de control o(z) garantiza la estabilidad asintética del sistema
(3.6), el siguiente paso es disefiar una ley de control u que estabilice el sistema
completo (3.6)-(3.7). Sumando y restando bo(x) de la parte derecha de la ecuacién
(3.6), se obtiene la representacién equivalente:

e(t) =[la’ H(t, to — h) + bo(x)] + bv(t) — o(x)]; (3.17)
o(t) =u(t). (3.18)

donde v = fttoih u(s)ds.
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Considerando el cambio de variable { = v — o(z), las ecuaciones (3.17)-(3.18)
pueden reescribirse como:

e(t) =[aT H(t,to — h) + bo(z)] + bE; (3.19)
£(t) ==. (3.20)

donde z =u — 0.
El sistema (3.19)-(3.20) es similar al sistema inicial (3.6)-(3.7), excepto que ahora
el primer componente tiene un origen asintéticamente estable cuando la entrada &
es cero. Fsta caracteristica permite el diseno del control adaptable u que estabiliza

el sistema extendido (3.6)-(3.7). El control adaptable u es descrito en la Proposicién
3.

Proposicién 3 Considere el sistema (3.19)-(3.20), con un origen asintéticamente
estable cuando la entrada & es cero, y su dindmica definida en la Proposicion 2.Con-
sidere ademds las ecuaciones de error definidas como: { =v—o(x)yp=p—p € RS,

donde:
_la . |a
b= b ; b= b |

Entonces, la salida realimentada de control adaptable:
u(t) = —ko& — ®(t,to — h), (3.21)
donde:

®(t,tg — h) =e(t) — 0y — x(t — h)0) — O3 — by (HT(t, to— h)a + bv + :-cmf(t))

— HT(t,tg — h)w(t,to — h) + Ere s (3.22)
Y
I ~ | H(t,to—h
p = —kK102 [ ( 1()) ) ] 3 (3.23)

con kg, k1 > 0, asegura la estabilidad del sistema (3.11), con e(t) — 0 cuando
t — 00, para el sistema extendido con todas las seriales acotadas.

Demostracién. Sustituyendo las ecuaciones (3.9) y (3.16) en la ecuacién (3.19) se
obtiene:

e(t) = —e(t) — /:h e(s)ds + bHT (%) AG + bE. (3.24)

Para analizar la convergencia, se propone la siguiente funcional Lyapunov-Krasovskii:

Vi) = o() + 5, 7 + 562 (3.25)
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De la cual, su derivada con respecto al tiempo de Vr a lo largo de las trayectorias
de (3.24) satisface, utilizando la ecuacién (3.14), lo siguiente:

V() = Vo(s) + et + =575+ ¢ (u= HT (0 - HT (). (3:20

Noétese que: . R R R R R
HT ()0 = x(t)01 + x(t — h)0p + 2(t)02 — Frep(t)0s. (3.27)

Por otro lado, #(t) puede escribirse en términos de los parametros a, b y P como:
. . ~ | H .
#(t) = aTH(x) + o — 7 [ l()*) } +dpes(£). (3.28)

Entonces se sustituye (3.15), (3.27) y (3.28) en (3.26) y tomando en cuenta a (3.21)-

(3.23), se obtiene:
: 1
Vir(x) = *562(75) — ko ¢,

Una vez mas, se concluye que e(t) — 0y & — 0, cuando ¢t — oo, con el conjunto
de senales {p,¢,e,&} € L. Acorde a la definicién de p, se puede concluir que
pl = [aT,Z] esta acotada con p — 0 (véase (3.23)). Usando los argumentos dados en
la Proposicién 2, se puede concluir que ¢ — 0, con 0 c Lo ¥y v € Lo. Finalmente,
de las ecuaciones (3.21) y (3.22), u es acotada. m

3.4. Simulaciones numéricas

3.4.1. Ejemplo académico

Considere el sistema con retardos inestable de la forma (3.1) mostrado a conti-
nuacion
& =2x(t) + x(t — h) + 8&(t) + 2u(t), (3.29)

donde h = 2, con la condicién inicial (¢(t), ¢(t)) = (—1, 2). La tarea de control
consiste en alcanzar el punto de equilibrio (z(t), #(t)) = (5,0).

Mediante el uso de las Proposiciones 2 y 3 con las ganancias de control que se
eligen como kg = 25, k1 = 0.6, se logra el objetivo de control. La Figura 3.1 muestra
los resultados de la simulacién obtenidos.

El controlador estabiliza eficazmente el sistema inestable de segundo orden. Néte-
se en la Figura 3.2 que incluso cuando las estimaciones de los pardmetros convergen
a valores constantes después de t = 2, 5, estos no corresponden con los valores reales.
En la Figura 3.3(a) se puede ver el comportamiento de la senal de control. La mag-
nitud de la senal de error se aproxima rapidamente a cero, esto se muestra en la
Figura 3.3(b).
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Figura 3.3: Senales de control y error obtenidas en la simulacién del sistema (3.29).



3.4. Simulaciones numéricas 56

Una condicién que podria ser vista como una fuerte restricciéon del enfoque pro-
puesto es la necesidad de conocer el valor del retardo. Con esto en mente, a conti-
nuacién se muestra con un ejemplo que el esquema de control propuesto es robusto
ante perturbaciones en el retardo.

Se realizan simulaciones del sistema definido en (3.29) asumiendo que el valor
del retardo usado en la funcién de adaptacién (3.14) no corresponden al valor del
retardo de la planta, es decir, la planta tiene un retardo h = 2 mientras que en la
funcién de adaptacién se considera h = 1.85. La Figura 3.4 (a) muestra la salida del
sistema controlado.

A pesar de no usar el valor exacto del retardo es evidente que la tarea de con-
trol es alcanzada. Sin embargo, la magnitude de la senal de control se incrementa
considerablemente (véase la Figura 3.4 (b)).

— 6000
—i(t)

—

2000

2000

4000

000

0 5 0 15 2 5 0 3 10 15 0 5
Tiempo (s) Tiempo (s)

(a) Salida del sistema (b) Setial de control
Figura 3.4: Trayectorias del sistema controlado con una incertidumbre en el retardo.

Para probar el desempeno del controlador propuesto, se compara con el controla-
dor presentado en [2]. Los resultados de la simulacién numérica del sistema definido
en (3.29) en lazo cerrado con el controlador de [2] se muestran en la Figura 3.5. Para
aplicar este controlador, el retardo se establece como cero. Note que las trayectorias
del sistema convergen al valor de la referencia en un corto periodo de tiempo (Figura
3.5(a)). Sin embargo, en la senal de este controlador se observan oscilaciones con-
forme avanza el tiempo lo que representa un inconveniente desde el punto de vista
practico (Figura 3.5(b)).

Considere ahora el problema de seguimiento de trayectoria para el sistema (3.29),
donde w,.y = sin0.5¢. Las Proposiciones 2 y 3 se aplican para alcanzar la tarea
de control establecida. Las Figuras 3.6-3.7 muestran los resultados obtenidos de la
simulacién, considerando las ganancias de control kg = 25, k1 = 0.5.

Note que el controlador cumple con la tarea de seguimiento de la trayectoria de
referencia deseada para el sistema inestable.

Las Figuras 3.7(a) y 3.7(b) muestran la senal de control y la senal de error del
sistema con respecto a la referencia, respectivamente. Note que aunque el error no
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Figura 3.5: Trayectorias del sistema (3.29) en lazo cerrado con el controlador pro-
puesto en [2].
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Figura 3.6: Respuesta del sistema controlado, alcanzando la referencia .

converge a cero, si se mantiene cerca de este valor, considerando que se trata de una
planta inestable.

3.4.2. Ejemplo de aplicacién practica: un reactor quimico con sis-
tema de reciclado

Reactores quimicos con sistema de reciclado son usualmente utilizados dentro de
la industria quimica cuando la reaccién es autocatalitica (si uno de los productos de
la reaccién es también un catalizador de la misma o de una reaccién acoplada), o
cuando se requiere una operacion isotérmica del reactor. Los reactores de reciclado
permiten incrementar la conversién global y dar lugar a la reduccién de costos. En
este tipo de sistemas, muchas operaciones estan involucradas, los principales son la
separacion de los insumos a reciclar de los rendimientos y el transporte a través de
tuberias. Estas operaciones introducen retardos temporales en el sistema.

El estudio abordado en [77] se considera para ilustrar la eficacia del enfoque
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Figura 3.7: Seguimiento de trayectoria del sistema 3.29, control y error.

propuesto. Es importante recalcar que aun cuando el sistema en general no se ajusta
al sistema con retardos de segundo orden bajo consideracién, el andlisis propuesto
puede aplicarse para estabilizar uno de los estados del sistema.

En este ejemplo, una reaccion irreversible A — B con un efecto térmico despre-
ciable tiene lugar en el sistema de reactor de dos etapas. La temperatura se mantiene
constante, por lo que sélo se necesita controlar la composicién de las corrientes de
producto de los dos reactores ci, co. las ecuaciones de balance de materiales para
el sistema del reactor incluyen parametros variables en el tiempo que representan
incertidumbres del sistema (dk;, dko y d(t)). El objetivo de control es dirigir ¢; y
co a un punto de referencia determinado (cys, cos). Los estados del sistema se defi-
nen como Tj = ¢] — €15 y T = Co — Cas, entonces (c1,c2) — (c15,Cos) siempre que
({L‘l, ZEQ) — (0, 0).

El modelo del reactor de reciclado esta dado por la ecuacién matricial con retar-
dos en el tiempo (3.30) que describe la dindmica de de los dos estados del sistema

x(t) = Az(t) + Apz(t — h) + Bu(t) + w(t) (3.30)
[2333346k 0 o o _Jo4
dondeA_[ 0.25 3+5k52]’Ah_[0 0.25]’3_[0]37

w(t) = [O'M(t) +6k1015]’ con h =1, c1s = 0.5, cos = 1, dky = 0.4sin2t y dky =
Okocas
d(t) = 0.5sin2t, los valores iniciales se eligen como (4(t), ¢(t)) = (—0.4, 0). El
sistema es inestable, véase, por ejemplo [77], [78] y las referencias que contienen.
El enfoque propuesto es utilizado para estabilizar el estado 21 del sistema quimi-
co. La dindmica de este estado del sistema es descrita por una ecuacién de segundo
orden con retardos en el tiempo con la forma (3.1). El objetivo de control, como se
menciona arriba, consiste en alcanzar el punto de equilibrio (x(t), #1(t)) = (0,0).
Las ganancias de control se eligen xo = 20, k1 = 20. La efectividad del enfoque
para estabilizar al reactor se ilustra en la Figura 3.8. Note que alrededor de los cinco
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segundos las trayectorias del sistema son llevadas al equilibrio del sistema. Figura
3.9 muestra la correspondiente senial de control; para este caso particular se obtiene
una senal de control de pequena magnitud.

—(t)
—ii(t)

Tiempo (s)

Figura 3.8: Trayectorias del sistema controlado por el enfoque propuesto.

Tiempo (s)

Figura 3.9: Sefial de control u(t) aplicado al reactor.

3.5. Conclusiones del capitulo

En este capitulo, se presenta el diseno basado en control adaptable que resuelve
el problema de regulacion y seguimiento de trayectoria para un sistema inestable
incierto lineal con retardos en el tiempo de segundo orden. El enfoque propuesto se
desarrolla bajo el supuesto de que la posicién del sistema estd siempre disponible, que
se conoce el signo de la ganancia de control y se conoce el valor del retardo. Se aplica
el operador integral para obtener una nueva representacién del sistema original, lo
cual permite conocer todo el estado. El uso del operador integral permite dividir
el problema de control original en dos subproblemas: el primero consiste en utilizar
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el método MRCA para estabilizar el nuevo subsistema incierto, el segundo aplica
la técnica Backstepping para estabilizar el sistema extendido completo. Hay que
senalar que la estabilizacién del sistema extendido es equivalente a la estabilizacién
de la salida realimentada del sistema incierto original.

Las simulaciones numéricas de una aplicaciéon académica y practica demuestran
la eficacia del enfoque propuesto, tanto para la tarea de regulacién como para el
problema de seguimiento de la trayectoria.



Capitulo 4

Diseno de control basado en
reset para mejorar la respuesta
del control por modos
deslizantes

Con base en la documentacién de enfoques aplicables a sistemas con retardos, se
propone el uso del control reseteado, debido a que ha demostrado ser una herramienta
efectiva en algunos de los problemas que genera la aparicién de retardos en los
sistemas; el adelanto de fase extra obtenido con la accién de reset puede aliviar el
desfase del retardo en lazo cerrado.

En este capitulo, se analizan los beneficios de sumar controladores basados en
reset a plantas en lazo cerrado con controladores no lineales. Se busca que el estado
continuo del reset coadyuve al control no lineal en el alcance del equilibrio, una
vez alcanzado se desconecta mediante un cambio sibito en el estado (accién de
reset). La idea principal es mejorar la respuesta transitoria de un sistema. Como
punto de partida se toma una planta en lazo cerrado con una ley de control por
modos deslizantes, con dicha configuracién es posible visualizar los beneficios de la
propuesta.

4.1. Introduccién

Los enfoques de control no lineal surgen con la idea de superar limitaciones en
la implementacién y el desempeno de las técnicas de control lineales [79]. El control
por modos deslizantes es un enfoque no lineal extendido y ampliamente utilizado,
el cual se considera una herramienta robusta y poderosa para lidiar con sistemas
no lineales. La idea de los modos deslizantes se basa en el diseno de una superficie
de deslizamiento, que representa el comportamiento ideal del sistema, y una ley de

61
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control discontinua, la cual se encarga de llevar a las trayectorias del sistema a la
superficie en tiempo finito [43], [80]. Se le reconoce a este enfoque por su respuesta
rapida, buena respuesta transitoria y robustez frente a incertidumbres de los parame-
tros del sistema y perturbaciones externas [43]. No obstante, ciertas complicaciones
pueden surgir en su implementacién, por ejemplo, no existe una metodologia pa-
ra calcular las ganancias de control, lo que impide obtener un “éptimo” desempeno
con una eleccién arbitraria de ganancias que satisfagan los requerimientos generales.
por ejemplo, algunos valores de ganancias de control deben ser verificadas antes de
encontrar la que produzca una respuesta apropiada cuando se utiliza un método
heuristico de sintonia. Ademds, la implementacién fisica estd restringida a ciertos
valores de ganancia, ya que pueden corresponder a desplazamientos o velocidades
inalcanzables para un actuador [43], [81]. Una senal de control extra para apoyar
al control por modos deslizantes durante la respuesta transitoria puede mejorar la
salida del sistema. Bajo esta idea, se propone el uso del control reseteado para me-
jorar el rendimiento teniendo en cuenta las restricciones de la implementacion fisica.
En 1958, J. C. Clegg presenta un integrador lineal cuyo estado es llevado a cero de
forma instantdnea cuando su entrada es cero [82]. El desempeno de este integrador
no lineal (conocido como integrador de Clegg o integrador reseteado, IC) supera al
de su contra parte lineal [83], caracterizado por generar un desfase de 38.1 grados
contra los 90 grados de un integrador lineal (generando un adelanto de fase extra de
51.9 grados en cada frecuencia), lo que se relaciona con reduccién del sobre impulso
sin sacrificar la velocidad de respuesta.

Aunque algunos métodos de disefio que explotan las propiedades el IC se desa-
rrollaron en un principio en [84] y [85], la idea fue abandona por algunas décadas.
En [84] se propuso un control en lazo cerrado con una estructura de reseteo basado
en un IC en paralelo con un integrador lineal que permite obtener una reducciéon
en la magnitud del bucle de transmisién y, en consecuencia, el ruido del sensor se
reduce [83]. En [85], se propone el elemento de reset de primer orden (FORE, por
sus siglas en inglés) y es usado para reducir el sobreimpulso mientras que se anade
un compensador lineal para satisfacer el resto de las especificaciones de diseno. A
pesar de los resultados, no se formaliza teéricamente la investigacién en el area de
control reseteado. Es hasta el inicio de siglo que surgen diversos estudios encami-
nados al desarrollo de la teoria que enmarque a este tipo de sistemas, por ejemplo,
los sistemas dindmicos impulsivos [86], [87], [88], [89], [90] y los sistemas dindmicos
hibridos [91], [92], [93], [94], con lo que el disefio de control con accién de reset se
convierte en una linea de investigacién principal.

La teoria fundamental y los resultados trascendentales de sistemas reseteados
son presentados en [87] y [95]. Estos trabajos resaltan las ventajas potenciales en el
uso del Integrador de Clegg con la demostracion de la capacidad de los controlado-
res basados en reset para superar limitaciones fundamentales de los controladores
lineales.

En [96], [97], se presenta una linea de investigacién préactica en la que se establece
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que las acciones de reset se producen en instantes fijos y los estados no se ponen
a cero. Este enfoque se ha implementado con éxito en algunas aplicaciones como el
control de servosistemas de discos duros y al control de estado de posicionamiento
de microactuadores piezoeléctricos. El enfoque basado en reset es simple de entender
y de implementar, ya que consiste en sistemas lineales que presentan saltos (cam-
bios de estado sibitos) dictaminados por su entrada y la dindmica de estado. Este
enfoque permite buscar soluciones que mejoren el desempernio de controladores sin
incrementar su complejidad.

En este capitulo se propone la incorporacién de un control conmutado basado
en reset a un sistema estable en lazo cerrado que consiste en una planta y un con-
trol por modos deslizantes. La funcién del control por reset anadido es mejorar la
respuesta transitoria para valores de error significantes. Si el error es aceptable, el
control extra se desconecta. Asi, el control extra trabaja de acuerdo al estado del
error. Para el caso reportado en este trabajo, el sistema presenta un comportamiento
aleatorio alrededor del punto de equilibrio, debido al chattering asociado a los modos
deslizantes. Entonces, el enfoque propuesto usa la idea de una banda de reset, ins-
pirado en [98], para determinar si el error es grande (fuera de la banda) o aceptable
(dentro de la banda), activando o desactivando la accién de reset, respectivamente.
Se adopta el marco de referencia de sistemas dindmicos hibridos mostrado en [94],
para el desarrollo del enfoque. En este marco de referencia existen dos dindmicas,
cada una con un conjunto asociado: la dindmica continua y la dinamica de salto.
El sistema evoluciona de forma continua o con saltos (accién de reset) dependiendo
de si el estado del sistema se encuentra al conjunto continuo o al conjunto de sal-
to, respectivamente. En consecuencia, este marco proporciona buenas propiedades
estructurales como la robustez frente al ruido de las mediciones.

El resto del capitulo se organiza de la siguiente manera. La Seccién 4.2 presen-
ta conceptos preliminares de el marco de inclusiones hibridas. Ademaés, se aborda el
planteamiento del problema; el sistema en estudio es un sistema no lineal de control-
afin que se controla mediante un SMC de primer orden que asegura la estabilidad
del sistema y resuelve el problema de regulacién. En la Seccién 4.3 se presenta el
disenio de un novedoso controlador hibrido destinado a mejorar la respuesta transi-
toria del sistema. La Seccién 4.4 presenta el andlisis de estabilidad del sistema en
lazo cerrado que valida al enfoque propuesto. En la Seccién 4.5 el desempeno del
controlador es evaluado en un ejemplo académico y en un ejemplo de aplicacion
practica. Finalmente, en la Seccién V se comentan las observaciones y conclusiones
encontradas con el trabajo presentado.
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4.2. Preliminares y planteamiento del problema

4.2.1. Marco de inclusiones hibridas

El andlisis y control de sistemas hibridos requiere desarrollarse en un marco
apropiado de trabajo. Recientemente, se ha extendido el uso del Marco de Inclusiones
Hibridas (del inglés Hybrid Inclusions framework, con siglas HI) en particular, para
el modelado de sistemas de control reseteado [94], [93], como el caso del trabajo aqui
presentado.

Un sistema hibrido con entradas H, puede describirse mediante

| i€ f(z,w), (z,w)eC,
How : { xt e gz, w), (z,w)eD, (4.1)

donde T es el estado después del reset y la dindmica del sistema se rige por una
inclusiéon diferencial acotada y una inclusion en diferencias acotada. Un sistema
hibrido con esta forma se define por cuatro elementos conocidos como Datos del
sistema hibrido (del inglés Data of a hybrid system) [94]:

s Conjunto de flujo. Un conjunto C C R™ x R™.
» Mapa de flujo. Un mapeo conjunto-valor f : R™ x R™ — R™ con C C dom f.
s Conjunto de salto. Un conjunto D C R™ x R™.

s Mapa de salto. Un mapeo conjunto-valor g : R® x R™ — R" con D C dom g.

A continuacién se presentan los conceptos basicos de sistemas hibridos dentro
del marco de inclusiones hibridas.

Dominios temporales hibridos y arcos hibridos

En este marco, las soluciones estan parametrizadas tanto por la cantidad de
tiempo transcurrido, t € R>g, como por el nimero de saltos que se han producido,
j € N [94], [99].

Se definen los conjuntos denominados dominios temporales hibridos, en los que
se parametrizan las evoluciones de los sistemas hibridos correspondientes sélo a
determinados subconjuntos de (t,j) € R>g x N, ya que es imposible para todo
(t,j) S RZO x N.

Definicién 8 Un subconjunto £ C R>g x N es un dominio temporal hibrido com-
pacto st

J—1
E= U([tjatj+1]>])
j=0
para una secuencia finita de tiempo 0 = tg < t1 < to < -+ < tjy. Fs un dominio

hibrido de tiempo si para todo (T,J) € E, EN([0,T] x{0,1,...,J}) es un dominio
hibrido compacto.
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De forma equivalente, E/ es un dominio temporal hibrido compacto si £ es una unién
de una secuencia finita de intervalos ([t;,t;41] X j) mientras que E es un dominio
de tiempo hibrido si es una unién de una secuencia finita o infinita de intervalos
([tj,tj+1] x ), con el dltimo intervalo (si existe) posiblemente de la forma [t;,T") con
T finito o T' = oo [94], [99].

Las senales hibridas se definen como funciones en dominios de tiempo hibrido.
Una senal hibrida w : domw +— R™ es llamada entrada hibrida si w(-, j) es Lebesgue
medible y localmente esencialmente acotada para cada j. Una senal hibrida x :
domz — R™ es llamada arco hibrido si z(-, j) es localmente absolutamente continuo
para cada j [93].

Solucién de un sistema hibrido

El par solucion (x,w) de un sistema hibrido (C, f,D,g) en (4.1), se compone
de un arco hibrido = : domz — R"™ y una entrada hibrida w : domw — R™ si
domz =domw, (2(0,0),w(0,0)) e CUD, y

(S1) para todo j € N y casi todo ¢ tal que (t,7) € domz, (z(t,5),w(t,j)) € Cy
&(t,j) = f(z(t,7), w(t, j));

(S2) para todo (t,j) € domz tal que (t,j + 1) € domz, (x(t,j),w(t,j)) € Cy
x(t,j+1) = g(x(t, 7), w(t, j))-

Note que el conjunto de salto D habilita los saltos pero no los fuerza si hay puntos en
los cuales también es posible el flujo (un argumento similar se aplica al conjunto de
flujo C); y entonces si D y C son no disjuntos entonces para un punto (£,v¢) € CND
pueden existir varios pares solucién (z,w) de Hy con z(0,0) = &, para cualquier
entrada hibrida w con w(0,0) = v [99], [93].

4.2.2. Propuesta de configuracién del control: controlador por mo-
dos deslizantes

Considere el siguiente sistema afin al control no lineal:

m
iy = Apxp + Z(p) + Zgi(xp)uia
i=1
Yp = LpTp (4.2)
donde z, € R" es el vector de estado, u; € R,i = 1,--- ,m son las entradas de

control, ¥, es la salida de la planta, C}, es una matriz de dimensién apropiada,



4.3. Nuevo control hibrido 66

Ay, € RwXme n, >m, z € Rw*l y g, € R»*! y son respectivamente:

0 0
0 0
Zxp)=| |, gilap)=|
0 0
[ 2(zp) | | gi(p) ]

donde z(z,) y gi(zp) son funciones escalares no lineales. Este sistema se conecta a
un SMC de primer orden que ha demostrado estabilizar de forma efectiva los estados
del sistema a una superficie predefinida, permitiendo alcanzar el punto de equilibrio.

Considere una superficie de deslizamiento definida mediante S = Kz, donde K
es un vector renglén con elementos constantes de disefio. La superficie de desliza-
miento se alcanza por los estados del sistema si la condicién

SS = Ka,Ki, <0 (4.3)

se cumple. Tomando en cuenta la dindmica del sistema, la desigualdad (4.3) se
satisface para la eleccién adecuada de wu;. E1 SMC de primer orden consta de un
control equivalente u;,, y una ley de conmutacién wu;, [61]:

Ui = Ui, + Uiy = fei (44

donde L L (A +a(sy) (4.5)
S Tm T Kaw) |

u;, = —psgn(S) 1Kl Lotp + 22,)) o)

Kgi(xp)
Se asume que el controlador asegura estabilidad y convergencia de las trayectorias
del sistema a una referencia (o equilibrio) en tiempo finito, no obstante, existe la
posibilidad de mejorar su desempeno. Es bien sabido que el uso de controladores no
lineales como el SMC, presentan beneficios sobre los controles lineales [79], pero los
problemas en su implementacion aunado a malos rendimientos estan siempre pre-
sentes. En algunos casos, la respuesta transitoria del sistema es inapropiada, ya que
se tiene un tiempo de convergencia alto como resultado de una seleccién inadecuada
de las ganancias de control. Para superar estos inconvenientes, se propone el uso de
un controlador basado en reset, en la Seccién 4.3 se detalla el disenio del enfoque de
control propuesto.

4.3. Nuevo control hibrido

La contribucién principal de este capitulo es la formulacién de un nuevo control
hibrido que consiste en la adicién de una estrategia de control basado en reset a el
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previamente establecido SMC, con el objetivo de mejorar la respuesta transitoria
del sistema en lazo cerrado. Los controladores basados en acciones de reset se han
utilizado para superar las limitaciones fundamentales de los controladores lineales
e invariantes en el tiempo mediante un procedimiento sencillo: resetear el estado
del controlador (o una parte del mismo) cuando se cumple alguna ley de reset, por
ejemplo, el cruce por cero del error en lazo cerrado [93] o la pertenencia a una banda
de error en lazo cerrado [86], [98].

A continuacién se presenta el disefio de una estrategia de control hibrido que
combina los beneficios de un control por modos deslizantes y un control basado en
reset. Después de disenar el sistema de control por modos deslizantes (4.2)-(4.4), se
anade un lazo de control basado en reset para mejorar la respuesta transitoria del
sistema. El controlador reseteado propuesto (inspirado en el controlador de banda
de reset desarrollado en [100]) se puede definir como un sistema hibrido con el estado
z. y entrada e := r — y,, donde 7 es una senal que la salida de la planta y, debe
seguir. La dindmica del controlador basado en reset esta dada por:

T, =Ac.x. + Bee ifeeCy

T. =0 if e € Cy

zt =Ayz. ifeeD (4.7
e =Cexe

donde z. € R™, A., B., C. son matrices de dimensién apropiada.
El conjunto de flujo C se obtiene con

C:=Ci UG (4.8)
donde
Ci={ecR:le|>d + 6},
Cr={ecR:le| <ar}.

01 > 0 es el ancho del conjunto Co, v d2 > 0 es el espesor de las bandas de reset
(véase la Figura 4.1).
El conjunto de salto D es definido como:

D:{66R151§’6’§52+51} (49)

La tercera ecuacién del controlador (4.7) es la accién de reset, un cambio ins-
tantdneo o impulsivo del estado (z. — z}) que ocurre cuando la condicién de reset
es activada, en este caso esta condicién depende del comportamiento del error e(t).
El reset se define mediante la matriz A, dada por

Ap:dzag(la 71707"' aO)
—— ——

ni n2
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e
A
Cy
D+ ?52
3
i 51 Cy
? > ¢
i & Cy
X
D~ i52
Cy

Figura 4.1: Representacion de las bandas de reset.

el cual causa que los ultimos ny estados se reseteen, mientras que los n; = n, — n9
primeros estados permanecen sin cambios. Las dimensiones de n; y no dependen
de los requerimientos del sistema. El reset completo toma lugar cuando no = ne,
mientras un reseteo parcial se define cuando 0 < ny < n. [88].

Tomando en cuenta la dindmica del reset y la conmutacién, el control u(t), dado
por la ecuacién (4.4), puede reescribirse como

u(t) = fe(zp(t)) + e, (4.10)

la conexién de la planta con los controladores se representa en forma esquematica
mediante la Figura 4.2.

Los conjuntos de flujo o continuos C; = Cf UC yCo = C; UC, se establecen de tal
forma que si el error es grande, se genera una senial que busca mejorar el desempenio
del controlador (4.4). Si el error es cercano a cero, no se anade ninguna sefial de
control. En caso de reset completo note que cuando la senal de error cruza desde Cq
hasta Cy el estado forzosamente es puesto a cero, y permanece constante cuando el
error esta en Cy. Para el caso de reset parcial, una senal constante puede anadirse.
Las bandas de reset !, pertenecen al conjunto discreto o de salto D = DT U D,
y se disenan de tal manera que el estado del controlador (u.) cambia sibitamente

Tdealmente lineas, es decir, valores constantes, que usualmente resultan demasiado restrictivas
para su implementacién fisica, por lo que se establece un pequefio intervalo para asegurar que los
saltos ocurran
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I

Figura 4.2: Sistema de control en lazo cerrado.

a cero cuando el error es lo suficientemente cercano al equilibrio. La separacion
que existe entre las bandas de reset y el equilibrio es establecido de acuerdo con la
oscilacién intrinseca del modo deslizante. Ademas, las bandas de reset se usan para
prevenir que la accién de reset se active de forma sucesiva. Asi, la condicién de reset
debe activarse cuando el error alcanza las lineas de reset (Figura 4.1) establecidas
alrededor del equilibrio (cercanas a cero).

Una representacién compacta del sistema hibrido se alcanza estableciendo el lazo
cerrado con « = (zp, x.) en la forma x(t) = (z,(t), z.(t)) definido por

&= A1x + Bin+ 2(x) when z € C;
& = Asx + Ban + 2(x) when z € Cy (4.11)
T = Az when x € D
A P z A, 0
Np+ne _ P 5 _ _ P
donde x € R" ’Al_[—BcCp AJ’Z(J:)_[O}AQ_[O 0],
fcl
_|g(zp) - Gmlxp) O _|a(zp) o gmlxp) O _ :
Bl_[ 0 0 BC’BQ_ 0 0 o> "= fcm’
r
0 0 I 0
P= A= | )
|:gl($p)ccl gm(l'p)ccm] Y |:O Ap

El siguiente paso consiste en determinar la estabilidad del sistema para lo cual
se define lo siguiente.

4.4. Analisis de estabilidad

La buena formulacién del sistema hibrido en lazo cerrado propuesto (4.11) se
garantiza directamente ya que satisface las condiciones hibridas bésicas (véase [94]
para definiciones y detalles técnicos). Mdas especificamente, es sencillo de comprobar
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que el sistema hibrido (4.11) tiene funciones continuas de flujo y de salto, ademds
los conjuntos de flujo y de salto son conjuntos cerrados.

El andlisis de estabilidad de un sistema hibrido puede ser complicado debido
a sus propiedades dinamicas de flujo y discreta. El uso de la teoria de estabilidad
de Lyapunov puede ser una poderosa herramienta de andlisis, debido a que el en-
foque permite que la funcién de Lyapunov no esté definida en todo R™ ni que sea
continuamente diferenciable en todo R™. Sélo es necesario que sea continuamente
diferenciable en una vecindad del conjunto de flujo [94].

Definicion 9 Una funcion V : domV — R se dice que es una funcion candidata
de Lyapunov para un sistema hibrido (C,F,D,G) si las siguientes condiciones se
cumplen:

1. CUDUg(D) C domV

2. V es continuamente diferenciable en un conjunto abierto que contiene C; donde
C denota el cierre de C.

Definicién 10 (Distancia a un conjunto cerrado) Dado un vector x € R™ y un
conjunto cerrado A C R", la distancia desde x hasta A se denota con |z|4 y se
define mediante |x|4 := infye 4 |z — yl.

Teorema 10 (Condiciones suficientes de Lyapunov) Sea (C, f, D, g) un siste-
ma hibrido y sea A C R™ cerrado. Una funcidn suave V' es una funcion de Lyapunov
estable de entrada estado para el sistema si existen ay, s € Koo y p € PD continuo
tales que

ar(z]a) < V(z) < as(|z|a) VeeCUDUg (4.12)
(VV(z), f) < —p(|z]a) vz eC, f (4.13)
Vig) = V(z) < —p(lz|a) vz e D,g (4.14)

El disefio de un SMC de primer orden para el sistema definido en (4.2) se de-
sarrolla con base en un analisis de estabilidad de Lyapunov. Siguiendo esta idea, la
estabilidad del sistema hibrido dado por la ecuacién (4.11) puede ser investigado.
Para analizar la estabilidad del sistema en lazo cerrado descrito por las ecuaciones
(4.2)-(4.4), se propone una funcién de Lyapunov con la forma:

Vo(zp) = STS (4.15)

Tomando la derivada a lo largo de las trayectorias del sistema y sustituyendo el
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controlador definido en (4.4) se obtiene

Vo =875+ 8"S =il K'S + STKi,
( TAT + 27 Z u; ) KTsS
+ STK (Apl‘p + §($p) + Z gi(xp)ui>

i=1
= (—¢sgn(S) |K" (x) A} + 2" (2))]) S
+ ST (—psgn(S) | K (Apz, + Z(%))D
= —2¢|5] ‘K(Apa;p + Z(%))’

con lo cual es posible decir que el sistema (4.2)-(4.4) es estable si Vj < 0, es decir,
¢ > 0. Entonces, considerando la accién de reset que se establece en la ecuacién (4.7),
la estabilidad del sistema hibrido (4.11) se aborda mediante la siguiente funcién de
Lyapunov:

Vi(z) = Vo + 2Lz, (4.16)

Sin perdida de generalidad, la derivada a lo largo de las trayectorias del sistema
x € C1, considerando el origen como la referencia r = 0, se denota por:

VT :VO + xCTPTKTS + cha'cc +STK Pz, + izxc
=Vo + 2l PTKT Kz + 2l Acx. — 2 B.Cpay,
+ ngTKPxC + a;CTACTa:C — angpTBchc
Las matrices de diseno Ae, Be y K se eligen de tal forma que V. < 0. Si se considera
que Vy < 0, para asegurar estabilidad, se elige A, < 0 y K, B, de tal forma que
PTKTK < B.C),.
Durante los saltos (x € D), la estabilidad se explora analizando la condicién
expresada en la ecuacién (4.14), la cual se satisface ya que

Vizt) = V(z)= (Vo + xZAprxc) — (Vo +zFz,)

Note que para el caso de reset completo, es decir, A, = 0, se tiene V(z7) -V (z) < 0.
Bajo este escenario, la funcién V,. no crece durante los saltos.

Note que cuando z € Ca, la senal de control reseteado no influye (se desconecta),
entonces la estabilidad del sistema queda asegurada mediante Vj < 0 ecuacién (4.15).

4.5. Caso de estudio: regulacion de un Sistema Aero-
dinamico Angular

Se considera el sistema aerodindmico representado en la Figura 4.3. Este sistema
consiste de una barra horizontal rigida (linea punteada) articulada en el origen del
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marco de referencia inercial xgyozo, y €l objetivo de control es llevar la barra a una
posicién angular deseada 6,.. Este movimiento angular es el resultado de la accién
del par 7 que se produce por la diferencia entre dos fuerzas aerodindmicas F; y
F5. Cada fuerza se genera mediante un par de hélices que giran con respecto a un
eje vertical (w1 y we en la Figura 4.3). En cada extremo de la barra rigida hay un
motor de corriente continua que proporciona la velocidad angular al respectivo par
de hélices. Los dos motores permanecen siempre verticales ya que sus soportes estan
articulados. En la Figura 4.3 se ilustra un movimiento angular positivo (6 > 0),
entonces la barra rigida se mueve en sentido contrario a las agujas del reloj. Todo
el conjunto de los elementos mencionados se apoya en un pedestal que esta alineado
con el eje yy. Cabe resaltar que para este sistema aerodindmico las senales de control
son u; = F1 y ug = Fs.

Figura 4.3: Sistema aerodinamico angular

4.5.1. Control por modos deslizantes

El modelo matemético de este sistema es dado por la ecuacién (4.2) con i = 1,2,
entonces

ap(t) = Aprp(t) + 2(xp) + g1 (wp)ur + ga(wp)uz (4.17)
Yp = Cpzp
donde w; = fei(zp), zp = [ﬁpl] = [g], A, = [0 1], z = [Z(O )], z(wp) =

Tpy 0 o Tp

agsin(f), gi(zp) = [gi(gpl)} , 91(2p1) = agsin 4oy cos b, ga(xp1) = agsin@—oy cos
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Un SMC de primer orden para este sistema se propone en [81]. Ahi se utiliza
la superficie de deslizamiento definida como S = Ke,donde K = [kl 1], k1 es un
parametro de disefio y

0, —0
e=r—Yhp=| _;

donde 7T = [HT O}T, lo que implica que para S = 0 se tiene

0 =ki(6, —0).
Entonces, el SMC es dado por:
fci = Uj,, + u;, (4.18)

para i = 1,2, donde
Uiy = LKAy 1 2()) (4.19)
a 2 Kgi(zp)
| K (Apzp + Z(2p))|

Kgi(zp)

u;, = —psgn(S) (4.20)

4.5.2. Control hibrido

Para mejorar el rendimiento en lazo cerrado del sistema angular aerodindmico, el
controlador hibrido propuesto es anadido al SMC. Considere entonces el controlador
dado en la ecuacién (4.10) donde u., = g; 'Cex;. Note que la dindmica en lazo

A P A, O
1 np+ne — 4 _ /4
cerrado se obtiene de (4.11) donde = € R™ ™" A; = [ B.C, C] , A = { 0 O]’
Jer

g g2 0 g g2 0 0 0 ]
B = 7B = ) = C: 7P = )
! {o 0 BC] 2 {0 0 0] 7 fT“’ {gl(xp)Ccl 92(p)Cey

w=ly g )=}

Tomando en cuenta el andlisis presentado anteriormente, con la funcién de Lya-
punov dada por (4.16), considerando el origen como la referencia r = 0, la estabilidad
esta garantizada si A. < 0y PTKTK < B.C,),.

4.5.3. Simulaciones numéricas

A continuacién se presentan simulaciones numéricas del ejemplo de aplicacién
para ilustrar el desempeno del enfoque propuesto. Los valores numéricos para las
ganancias del control por modos deslizantes y de los parametros del sistema son



4.5. Caso de estudio: regulacion de un Sistema Aerodinamico Angular 74

tomados del trabajo [81]. Estos son k1 = 0.2 y ¢ = 25 para el control y a1 =
—0.01764, as = 0.04079, az = —0.02352, ay = —1.435, 0, = —5°, para el sistema.
La condicién PTKTK < B.C,, obtenida del andlisis del sistema, restringe a la
matriz de disenio
B, BC3]

B., B,

para satisfacer B., > 0.2C,,, B., > C¢,, Be; > 0.2C,, B., > C,,.

La Figura 4.4 muestra la salida del sistema (posicién angular) considerando el
control por modos deslizantes sin la accién de reset (linea roja), y la salida del sistema
obtenida bajo el control hibrido (linea negra). Note que se alcanza una mejora en
la respuesta transitoria con la accién de reset; sobre todo se observa que el enfoque
propuesto evita que el controlador presente un periodo de espera para ejercer su
accién sobre el sistema. Ademads, es posible calcular el error numérico para medir
el desempeno, en este caso el error porcentual obtenido del sistema bajo el SMC es
20.4975 %, mientras que con HC se obtiene un error porcentual de 12.7837 %. Con
la misma idea, el error cuadratico medio es 3.3381 del sistema con el SMC, y 1.5343
con el HC.

Las Figuras 4.5 y 4.6 muestran las senales de salida del sistema obtenidas bajo
la accién del SMC que se presenta en la Seccién 4.5.1 y las obtenidas bajo el HC
presentado en la Seccién 4.5.2, respectivamente. Note que la diferencia entre las
magnitudes de ambos controladores no es significante.

5= |

Posicién angular
] g ]

0 5 10 15 20 25 30
Tiempo (s)

Figura 4.4: Respuesta del SAA en lazo cerrado con el SMC (linea roja) y con el
esquema de control basado en reset propuesto (linea negra).

Como se menciona en [81], la respuesta del sistema bajo la accién del SMC
cambia de acuerdo a la eleccién de los valores de ganancia ¢ y k;. Para obtener una
respuesta satisfactoria es necesario realizar un ajuste heuristico de las ganancias del
controlador. En la Figura 4.7 se muestra la respuesta del sistema en lazo cerrado
con el SMC cuando la posicién angular de referencia que va 0 a 15° en el instante
inicial cambia bruscamente de 15° a —5° a los 25 segundos. Se consideran diferentes
valores para las ganancias ¢ y kj. La linea roja representa la respuesta del sistema
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Figura 4.5: Evoluciéon del SMC definido en la Seccién 4.5.1.
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Figura 4.6: Evolucién del HC definido en la Seccién 4.5.2.

con ganancias ¢ = 50 y k; = 19, la linea negra corresponde a la respuesta bajo las
ganancias ¢ = 20 y k1 = 0.2, y la linea azul muestra la respuesta del sistema para
¢ =5y k1 = 1.5. Note que solo para la primera eleccién de ganancias el desempeno
del controlador es satisfactoria, es decir, la posiciéon angular del sistema alcanza los
valores de referencia con un tiempo de estabilizacién adecuado.

El mismo experimento se implementa para retar el desempeno del controlador
basado en reset. La Figura 4.8 muestra los resultados. Note que el desempeno del
controlador es satisfactorio independientemente de la eleccién de las ganancias de
control. Es importante mencionar que incluso con la eleccién de ¢ = 5, k1 = 1.5 1a
respuesta del sistema es capaz de ir desde una referencia 15° a —5° en aproximada-
mente 15 segundos mientras que bajo la accién del SMC esto no es posible.

Las Figuras 4.9 y 4.10 muestran la evolucién de las senales de control SMC y HC,
respectivamente, considere las ganancias de control ¢ = 50 y k1 = 19 cuando el valor
de la referencia cambia de 15° a —5° a los 25 segundos. Note que la magnitud del
SMC es considerablemente grande comparada con la magnitud del HC. La accién
del reset no solo mejora la respuesta del sistema si no que también permite reducir
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Figura 4.7: Respuesta del sistema en lazo cerrado con el SMC con un cambio abrupto
en el valor de la referencia para diferentes valores de las ganancias de control.

T
15 —HC: ¢ =50, ky = 19
—HC: ¢ =20, k; = 0.2
—HC: ¢ =5k =15

Posicién angular 6
W
L

'
[

1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60
Tiempo (s)

Figura 4.8: Respuesta del sistema en lazo cerrado con el controlador basado en reset
propuesto bajo un cambio abrupto de referencia para diferentes valores de ganancias
de control.

la magnitud en las senales de control lo cual puede tener un impacto directo en la
implementacién fisica, evitando la saturacién de los actuadores.

4.6. Conclusiones del capitulo

El trabajo realizado presenta un enfoque novedoso mediante el cual se busca me-
jorar el desempeno de un controlador. Partiendo de una planta en lazo cerrado con
el control por modos deslizantes que tiene una salida estable, se plantea un control
hibrido que ayuda en la tarea de regulacion cuando sea necesario, y es capaz de des-
conectarse cuando el desempeno del SMC es ideal. Un ejemplo de aplicacion practica
resalta la efectividad del enfoque propuesto, donde se alcanza una importante mejora
en la respuesta transitoria. Ademaés, se ha demostrado que con el esquema de control
propuesto se relaja la tarea de elegir o sintonizar adecuadamente las ganancias de los
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Figura 4.9: Senal del SMC bajo un cambio abrupto de referencia con ¢ = 50 y
ki =19.
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Figura 4.10: Controlador basado en reset bajo un cambio abrupto en el valor de la
referencia de ¢ = 50 y k1 = 19.

controladores. Por otra parte, la magnitud de los controladores puede reducirse, lo
que supone una ventaja adicional en relacion con la aplicacién practica considerada.



Conclusiones

A lo largo de este trabajo de investigacién se formulan novedosos enfoques de
control para sistemas con retardos temporales. Se parte de desarrollos encontrados
en la literatura para sistemas libres de retardo, se retoman las ideas y se extienden
para el caso de sistemas con retardos. A continuacién se exponen brevemente las
contribuciones realizadas en cada uno de los casos.

En el Capitulo 2 se disena un controlador por modos deslizantes para una clase
de sistemas con retardos, este enfoque se propone después de la revisién del estado
del arte, donde se identifican dreas de oportunidad en las que se basa la propuesta.
Se plantea entonces un SMC de primer y segundo orden, para el cual se obtiene
la estabilidad del movimiento deslizante de forma novedosa mediante el uso del
enfoque de Lyapunov-Krasovskii el cual no se habia explorado en trabajos previos,
donde normalmente se aproxima el término retardado lo que produce un aumento en
el error (el conservadurismo aumenta). Ademas, a diferencia de otras propuestas el
enfoque no requiere una estructura especifica o particular para ser aplicado, lo cual
permite su aplicacién en una mayor cantidad de problemas. El enfoque es puesto
a prueba con ejemplos variados que permiten visualizar su efectividad en diversas
aplicaciones.

En el Capitulo 3 se disena un controlador adaptable por modelo de referencia
para una clase de sistema incierto con retardos, un analisis de la literatura permite
encontrar un area de oportunidad ya que el seguimiento de trayectoria no se ha
explorado con el uso de MRAC. Se propone el control de un sistema de segundo
orden lineal con retardos y pardmetros desconocidos, del cual se tiene acceso limitado
a los estados. Esto se resuelve con el uso de la integral, con lo cual se construye
un estado completo totalmente accesible a medicién. Ademas, la integral permite
dividir el problema en subproblemas que se atacan con MRAC y backstepping.
La propuesta de analisis es rigurosa en su desarrollo y asegura que los objetivos de
control se alcanzan. Un ejemplo académico es planteado para visualizar el desempeno
del controlador.

En el Capitulo 4 se disena un control conmutado basado en reset, se revisa la
literatura y, tomando en cuenta el control por modos deslizantes, se concluye que
existe una oportunidad de auxiliar su desempeno. Se propone entonces el uso de
control basado en reset por su sencillez para mejorar la respuesta transitoria de
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una planta en lazo cerrado con un SMC, se establecen zonas de accién del control
anadido (de ahi la conmutacién) y se muestra que el reset es indispensable para
desconectar cualquier senal parasita que modifique el desempenio del SMC cuando
no es requerido. El andlisis de estabilidad se basa en el desarrollado previamente para
el control por modos deslizantes y se establece con base en el marco de referencia
de Inclusiones Hibridas. Para mostrar el rendimiento de la propuesta se analiza un
ejemplo de aplicacién préctica y se valida su efectividad para el caso de una planta
con retardo.

Trabajo futuro

Para el caso del Capitulo 2, el andlisis de estabilidad basado en Lyapunov-
Krasovskii puede extenderse a sistemas con retardos variantes en el tiempo y disenar
controladores por modos deslizantes, para compararse directamente con algunos en-
foques que se encuentran en la literatura.

El control adaptable por modelo de referencia, en el que se basa el enfoque
mostrado en el Capitulo 3, es un tema de gran interés dentro de la comunidad
cientifica, esta idea se continuard explorando y enfocando a posibles contribuciones
para sistemas con retardos.

El trabajo mostrado en el Capitulo 4 se retomara para posibles aplicaciones, la
idea del control reseteado puede ser explorada en distintos problemas debido a la
sencillez de su planteamiento. Por ejemplo, en aplicaciones industriales donde los
controladores no lineales son muy poco utilizados.

Resultados

A continuacidn se describen brevemente los resultados obtenidos durante la rea-
lizacion del trabajo de investigacion:
Movilidad:

= Del 21 de septiembre al 6 de octubre del 2019 se realiza una movilidad al Cen-
tro de Investigacién Cientifica de Yucatdn (CICY) en la Unidad de Energias
Renovables, teniendo como anfitrién al Dr. Victor Manuel Ramirez Rivera.
Durante la estancia se revisan las lineas de investigacion que maneja el centro
y se analizan los posibles escenarios de colaboracién.

= De agosto del 2020 a mayo del 2021 se realiza una estancia virtual en la univer-
sidad de Murcia en la seccién de posgrado, como parte del convenio de cotutela
de tesis doctoral. Durante este periodo se acreditan las materias obligatorias
que son parte del programa de doctorado.

Colaboraciones:

= Kl desarrollo del Capitulo 2 se lleva a cabo con la colaboracion de la Maestra
Jazmin Zenteno Torres estudiante de doctorado de la Universidad de Bordeaux
y el Doctor Jorge Dévila del Instituto Politécnico Nacional, ESIME-UPT.
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= El desarrollo del Capitulo 4 se realiza con la colaboracién del Doctor Car-
los Aguilar Ibanez del Centro de Investigacién en Computacién del Instituto
Politécnico Nacional y el Doctor José Angel Acosta del Departamento de In-
genieria de Sistemas y Automaética de la Universidad de Sevilla.

Publicacién:

Ramirez J., Luis F., Torres Z., J., Saldivar, B., Davila, J., y Avila V., J. C.
Robust stabilisation of linear time-invariant time-delay systems via first order and
super-twisting sliding mode controllers. IET Contr. Theory Appl, 2019, vol. 14, no
1, p. 175-186.
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