Universiada Auténoma del Estado de México
Facultad de Ciencias

Material de apoyo
para la UA de Topologia de Conjuntos

Funciones Irreducibles y HU-terminales

Fernando Orozco Zitli

Funciones Irreducibles y HU-terminales Fernando Orozco Zitli



Proposito general de la Unidad de Aprendizaje

Conocer ejemplos de funciones
atémicas, irreducibles, monétonas y HU-terminales y algunas
relaciones entre estas.
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Habilidades

Habilidades desarrolladas en los estudiantes:

Abstracion, rigor matematico y andlisis en el estudio de algunas clases
de funciones.
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Divulgar:

Divulgar los resultados que se conocen sobre algunas clases de
funciones.
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Indicaciones

— Se requiere haber cubierto el cincuenta porciento de la UA
Topologia de Conjuntos.

— Se consideran una gran variedad de dibujos.
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Funciones

— Atdmicas
Irreducibles
Monétonas
Abiertas
HU-Terminales
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Introduccion

Dada la existencia de una gran variedad de clases de funciones,
no es posible abarcar un gran nimero de ellas.

En este material se presentan algunos ejemplos de las siguientes
clases de funciones: atémicas, irreducibles, mondétonas,
HU-Terminales y las relaciones entre estas.
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Definicién de un continuo
Un continuo es un espacio métrico compacto y conexo.

Ejemplos:

Un intervalo cerrado.

Un circulo.
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Definicion de un continuo irreducible

Sean X un continuo y A C X. Decimos que X es irreducible
sobre A si ningun subcontinuo propio de X contiene a A. Un
continuo X se dice que es irreducible si existen p, g € X tales
que X es irreducible sobre {p, g}. Cuando X sea irreducible sobre
{p, q}, donde p, g € X, entonces decimos que X es irreducible
entre py q.

La cerradura de la grafica de la funcion sen(;) es irrreducible.

1
X
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Definiciones de algunas clases de funciones

Sean X e Y continuos. Decimos que una funcién continua y
suprayectiva f : X — Y es:

Atomica, si para cada subcontinuo K de X tal que f(K) es no
degenerado, 1 (f(K)) = K.

Irreducible, si para cada subcontinuo irreducible no degenerado /
de Y, f~'(/) es irreducible.

Monétona, si para cada t € Y, se tiene que f~'(t) es conexo.

Abierta, si para cada abierto U en X, f(U) es abiertoen Y.
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Funciones atomitas

Ejemplo

Sea X la cerradura de la grafica de la funcion sen(1). Definamos
f: X —[0,1] como f(x,y) = x

©0,1) —

1o
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Veamos que:

@ fesirreducible.

Q f es monbtona.

©Q fnoesinterioren g = (0, x) para x € (0, 1].

Q fesinterioren p = (x,sen (1)), x € (0,1).
(Una funcién suprayectiva, continua entre continuos g: X — Y es
interior en un punto p € X si para cada abierto U que contiene a
p, se tiene que g(p) € int(f(U))).

@ f no es abierta.
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Algunos resultados

Sea f : X — Y una funcién continua entre continuos. Entonces

@ f es abierta siy solo si f es interior en cada punto p € X.

@ f es monétona siy solo si para cada subcontinuo Q de Y, f~'(Q)
€S Cconexo.

© Si f es inyectiva, entonces f es atémica.

@ Si f es atémica, entonces f es mondétona.
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Relaciones entre familias de funciones

Dados X'y Y continuos, denotamos por A7,Z, My O ala
familia de todas las funciones atémicas, irreducibles, moné6tonas
y abiertas, respectivamente.

Q AT CZTCM.
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La siguiente funcién que es irreducible y no es atomica.

Sea f: [0,2] — [0, 1] definida por:

x si xe[0,1]
f(x) =
1 si xe[1,2]
. 1
X

La gréfica de f.
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f no es atébmica

Sea K = [%,g] Entonces f(K) = [}, 1]. Notemos que
=f!

1
2
FH(f(K) ([2:1]) = [2:2] # K.

Por lo que f no es atémica.

Es facil probar que f es irreducible.
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La siguiente funcion es monotona y no es irreducible.

Sean X un triodo simple, pau pbU pc, y Y el arco, pau pb. Sea
f: X — Y definidad por:

X, Si X € pau pb,
f(x) =

p, Si x € pc.

a b
a b
YA\/
X P Y
c
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f no es irreducible.

Observemos que Y es irreducible sobre {a, b}, pero f~'(Y) = X,
el cual no es irreducible.

Por lo tanto f no es irreducible.

Es facil probar que f es monoétona.

Funciones Irreducibles y HU-terminales Fernando Orozco Zitli



Continuos HU-terminales

Iniciamos con la definicién de un continuo unicoherente.

Un continuo X es llamado unicoherente si dados A, B
subcontinuos propios de X tales que AU B = X entonces AN B es
conexo.

Un continuo X es llamado hereditariamente unicoherente si la
interseccion de cualesquiera dos subcontinuos de X es conexo.

Un arco y la cerradura de la grafica de la funcion Sen(1).
son continuos hereditariamente unicoherentes.
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Sea X un continuo hereditariamente unicoherente.

Un subcontinuo K de X es llamado un continuo HU-terminal de X
si K esta contenido en un subcontinuo irreducible de X'y para
cada subcontinuo irreducible / de X que contenga a K, existe un
punto x € X tal que / es irreducible sobre K U {x}.

Ejemplo:

Consideremos al intervalo cerrado [0, 1] con la topologia usual.
Entonces K es un continuo HU-terminal de [0, 1] si y solo si
K n{0,1} # 0.
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Ejemplo:

Sea X = px U py U pz un triodo simple. Entonces cada continuo
HU-terminal de X contiene al menos un punto del conjunto

{x.y,z}.

Y
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Dados X'y Y continuos hereditariamente unicoherentes,
denotamos por

‘HU-T ala familia de todas las funciones f : X — Y que mandan
cada continuo HU-terminal de X sobre un continuo HU-terminal
de Y.

A los elementos de Hi{-T se les conoce como funciones
HU-terminales.
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Sean X'y Y continuos hereditariamente unicoherentes.

Sif: X — Y es una funcidén continuatalque f € Zy K es un
continuo HU-terminal de X, entonces f(K) es un subcontinuo
HU-terminal de Y.

En la clase de los continuos hereditariamente unicoherentes, se
tiene que AT C Z C HU-T.
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La siguiente funcion es HU-terminal pero no irreducible.

Sean X = paU pb U pc un triodo simple, donde a = (—1,0),
b= (1,0), C = (o,1)yp: (0,0), Y:anpb

Sea g : X — Y definida por g(x,y) = (x + y,0).

a
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La funcién g cumple lo siguiente:

@ g es continua y suprayectiva.
Q g¢ M,yaque g '(b) = {b,c}.
©Q g¢ 7, puesg¢ M.

Q 9g¢ AT, puesg ¢ Z.
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Probaremos que g € HU-T.

Sea K un continuo HU-terminal de X.

Como X es un triodo simple, K N {a, b, c} # 0.

Dado que g(a) = a, g(b) = by g(c) = b, g(K) n{a, b} # 0.
Por lo que g(K) es un continuo HU-terminal de Y.

Por tanto g € HU-T.
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Mostraremos que existe una funcién f tal que f € M y que
f & HU-T.

Sean X = paU pb U pc un triodo simpley Y = paU pb.
Definimos f: X — Y como
X, Si X € pau pb,
f(x) =

p, Si Xx € pc.
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La funcién f cumple que:

fe Myf¢T.

f ¢ HU-T, se sigue de que {c} es un continuo HU-terminal de X'y
de que {f(c)} = {p} no es un continuo HU-terminal de Y.
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Concluimos con el siguiente resultado:

En la clase de los continuos hereditariamente hunicoherentes,
se tiene que:

Q I < HUT.

Q AT C HU-T.
Q HU-T ¢ M.
Q M HU-T.
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SeaS € {AT,Z, M, HU-T}.

¢ Cual es la relacién que hay entre S y la clase de las funciones
abiertas?
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