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Introduccion.

El dlgebra lineal es un curso fundamental en las distintas areas
de la ingenieria y una indispensable herramienta que tiene
importantes aplicaciones en las ciencias computacionales. La
cibernética cuya. Para el alumno de la ingenieria en Sistemas
Computacionales sera de suma importancia el reforzamiento de
los conceptos del Algebra Lineal mediante el desarrollo de
cadigos en lenguajes de programacion.
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Objetivos:

-El alumno comprendera los conceptos del dlgebra lineal tales como matrices y
sus distintas operaciones, determinantes, espacios vectoriales,
transformaciones lineales, vectores y valores propios. Se pondra en ejercicio la
comprension de dichos conceptos mediante la implementacion de codigos en
algun lenguaje de programacion que los mismos alumnos desarrollaran.

-El alumno sera capaz de aplicar los distintos conocimientos que adquiera en la
solucion de problemas que se puedan plantear mediante los conceptos
teoricos del algebra lineal asi como el uso de tales en la implementacion de
cadigos en lenguajes de programacion.
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EMPLEO DEL MATERIAL

El presente material esta hecho en base a los contenidos
tematicos que se encuentran en programa por competencias
de la unidad de aprendizaje de Algebra Lineal. La presentacién
de cada tema contiene al inicio el titulo de este el marco
tedrico, asi como algunos ejemplos que hacen mas clara la
explicacion. Asi mismo, mediante algunas animaciones y
ocultando inicialmente la informacion, se le deja al estudiante
gue analice, conjeture, deduzca, extrapole e interprete.




Métodos de Solucién de Sistemas de Ecuaciones Lineales 1] [2]

METODO DE GAUSS-JORDAN.

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones:

X+y+z =1
2X—y+3z=-11
OX—4y—z=2

Podemos representarlo mediante una matriz “ampliada”.

FILA




OPERACIONES ELEMENTALES EN RENGLONES.

1.- Reemplazo. Sumar a cada elemento de una misma fila de la matriz
ampliada el elemento correspondiente de otra fila multiplicado por
una constante.

2.- Escalamiento. Multiplicar todos los elementos de una misma fila de
la matriz ampliada por un mismo numero diferente de cero.

3.- Intercambio. Intercambiar dos filas.

Reglas basicas.

- Se buscadejar ala matriz cuadrada como una matriz triangular es
decir:



Matriz triangular

- Despueés se busca que esa matriz triangular sea una matriz diagonal con
valores unitarios.

> Matriz
diagonal




Definiciones.

- Entradas Principales. La entrada principal de una fila distinta de cero
(con al menos un elemento distinto de cero) es el elemento diferente de
cero que se encuentra mas hacia la izquierda.

- Forma Escalonada. Una matriz rectangular (no cuadrada) esta en forma
escalonada si tiene las siguientes propiedades:

1) Todas las filas distintas de cero estan arriba de cualquier fila que
contiene solo ceros (si existe).

~4 1 -5 -8 10
0 0 0 0(7)3
0 7 3 4 0 0 0 0

No cumple esta propiedad Si cumple esta propiedad




2) Cada entrada principal de una fila esta en una columna situada a la
derecha de la entrada principal de la fila que se encuentra arriba de
dicha entrada.

205 2 -1 ()0 7 -7 8
050 -3 0 0(2)7 0 2
406 0 3 000 (2 -1
002 -7 9 000 0 O
No cumple Si cumple

3) Todas las entradas gque se localicen en una columna situada debajo
de una entrada principal son ceros.

200 5 2 -1 -7 8
50 -3 0
0 6 0 3 -1
0 2 -7 9

No cumple Si cumple



- Forma Escalonada Reducida. Diremos que una matriz se encuentra en
forma escalonada reducida si cumple las siguientes condiciones:

1) La entrada principal de cada fila distinta de cero es “1” (los elementos
de la diagonal son “17)

2) Cada “1” de las entradas principales, es la unica entrada distinta de
cero en su columna.

> Todos los elementos de
la columna son cero a
excepcion de la entrada
principal

Los elementos de
> la diagonal son
111”




El sistema de ecuaciones anterior tiene una solucion por lo que se dice que el
sistema es “determinado”.

Un sistema de ecuaciones puede no tener soluciones (incompatible) o puede
tener mas de una solucion (compatible), en ambos casos se dice que el sistema

esta “indeterminado”.

Ejemplo de sistema determinado:

y+z=2
2X—y+5z2=1
2x—3y =0

Ejemplo de sistemas indeterminados:



a) Sistema incompatible

X+y+z2=2
2X—Yy+32=3
DX—Y+/72=5

b) Sistema compatible

X+y+z2=2
2X—Yy+32=3
ODX—Yy+72=8

Todos los elementos de un renglon
de la matriz cuadrada son cero

Todos los elementos de un renglén
de la matriz aumentada son cero



Por otra parte se dice que un sistema de ecuaciones lineales es
“consistente” si tiene una solucidon o una infinidad de soluciones; un
sistema es “inconsistente” cuando no tiene ni una solucion.

Teorema sobre la existencia de las soluciones a los sistemas de
ecuaciones lineales.
Un sistema de ecuaciones lineales es consistente si y solo si la columna

del extremo derecho de una forma escalonada de la matriz aumentada, no
tiene ninguna fila de la forma:

0 0 --- 0 a)



MATRICES Y DETERMINANTES (2] [3]
DEFINICIONES

Matriz. Una matriz es un ordenamiento, tabla o arreglo de elementos
de algun conjunto (nosotros haremos uso unicamente del conjunto de
los nimeros). A los elementos que componen dicho arreglo tambiéen
suele llamarseles “entradas”. Las matrices se denotan generalmente
con letras mayusculas.

Tamano de una matriz. Si “m” es el numero de renglones o filas y “n”
es el numero de columnas de una matriz, el tamafio de una matriz se
denotara como mxn. Si n=m, se dira que la matriz es cuadrada.

Sea A una matriz de tamano mxn, las entradas de la matriz se
denotaran con letras minusculas y con 2 subindices a;; el primero (i)
indica el renglon y el segundo (j) la columna a la que pertenece dicha

entrada.



[ ay,
a‘21

am—l,l

\ am1

Ay,
a22

a‘m—1,2
d

m?2

Por ejemplo dg, se refiere a la entrada ubicada en el

renglon 5y lacolumna 4.



Las entradas diagonales a; de la matriz (a,,, a,,, as;, etc) forman la
diagonal principal de la matriz A.

Una matriz cuadrada es una matriz que tiene el mismo numero de
renglones y de columnas (nxn). Una matriz diagonal es una matriz

cuadrada cuyos elementos que no sean entradas diagonales son cero.

La matriz identidad I es una matriz cuadrada de tamaio NxN y cuyos
elementos en la diagonal tienen el valor de 1.

Una matriz renglén es una matriz de tamano 1xn ( 8.11 A

\(all Qp aln) / d,,

Una matriz columna es una matriz de tamano mx1

\ &1 /



Suma de matrices. Unicamente podremos sumar matrices del mismo
tamano. Consideremos dos matrices Ay B de tamanio mxn

/all a, a, \ /bll b12 bln )

as, a,, a,, b21 b22 b2n

A=| : : X B=| : : :
\aml A, T aAnn J \bml bm2 T bmn J
La suma es
(all_l_bll a12+b12 a1n+b1n\
a21""321 Ay, +b22 Ay, +b2n
A+ B = : : :

+b

m2 m2

\aml + bml a A, + bmn Y,



Multiplicacion de una matriz por un escalar. Si “c” es un escalar (una
constante) y A es una matriz, entonces la matriz cA en donde cada
elemento de A esta multiplicado por c.

Ejemplo.
Sea la matriz ( 4 _8 2 % _5\
A=|-3, 0 -2 5 -3

0 1%—60)

y el escalar c=2. Calculemos el producto 2A.



TEOREMA.

Sean A, B y C matrices del mismo tamafno y r y s dos escalares. Se
cumplen las siguientes propiedades:

1.— A+B=B+A 4.— r(A+B)=rA+rB

2.— (A+B)+C=A+(B+C) 5.~ (r+s)A=rA+sA

3.— A+0=A 6.— r(sA)=(rs)A

TAREA PAG 116 EJERCICIOS 1-4
(no hacer a aquellos en los que
haya productos entre matrices)



PRODUCTO DE MATRICES.

Nota preliminar. Para poder multiplicar dos matrices A y B en la forma AxB, el
numero de columnas de A debe ser igual al numero de renglones de B.

Sea A una matriz de tamafio mxn y B una matriz de tamaino nxp:

(a, a, - ay, )
a,; a,, T a,,
A = . . : (b11 b12 blp )
b21 b22 b2p
B=| ! =
\ Q1 Q2 Qnn Jmxn

\bnl bn2 bnp)nxp



El resultado de multiplicar AXB sera una matriz de tamaino mxp .El

elemento Cii de la matriz AXB se obtiene multiplicando el renglon i

de la matriz A por la columna j de matriz B de tal forma que

/C11 C, - Clp A
Coi Gy oo C2p
AXB =| : : :
\le C"m2 Cmp/mxp
n
En donde: —
Cij o aikbkj



EJEMPLO. Sean las matrices:

Q-2 B

7

3 -4

6 1 &

\—2

El elemento o entrada 11 y la entrada 32 del producto AXB es:

-3 5,

4x3

C,1= (1)(- 4)+(-2)(-2)+(5)(8)=- 4+4+30
C32=(6)(2)+(1)(-7)+(8)(-1)=12-7-8=-3

6 1)
3 5
0 -3,

3x4



CLASIFICACION DE MATRICES

Consideremos la matriz A

(a,; &, - A,
Ay; 8y v Az
A . . .
\aml Ao T amn/mxn

Matriz Triangular Superior. Una matriz es triangular superior si es cuadrada y
aij=0 para todoi>j.

(-2 5 1)
0 1 9
0 0 -3




Matriz Triangular Inferior. Una
matriz es triangular inferior si es
cuadrada y a;=0 para todo i <j.

Matriz Diagonal. Es una matriz
cuyos elementos fuera de la
diagonal son nulos.

Matriz Escalar. Es una matriz

diagonal en donde todos los

elementos de la diagonal son
iguales.

(4 0
-1 1
(8 6
(3 0
0 1
0 0
(2 0
0 2
0 0




Potencia de una matriz. Definimos la potencia n-ésima de una matriz
cuadrada A como el producto matricial de n matrices A.

A" = AXAX....XA n veces

Matriz Idempotente. Una matriz A es idempotente si se cumple:



Matriz Transpuesta o transpuesta de una matriz. La transpuesta de
una matriz A de tamano nxm es aquella matriz mxn cuyas filas se
forman a partir de las columnas correspondientes de A y se denota
por

Propiedades la matriz transpuesta

(A7) =A

2)  (A+B) =AT+BT
3) (AA) =1AT  J1eR
4) (AB) =B



Matriz Simétrica. Una matriz simétrica es una matriz cuadrada A
tal que cumple que A=A'.

Matriz Antisimétrica. Una matriz antisimétrica es aquella matriz
cuadrada A que cumple A= - A.

Matriz Compleja. Es una matriz cuyos elementos son numeros
complejos.

Matriz Conjugada. Sea A una matriz compleja. La matriz
conjugada de A es la matriz formada por los conjugados de los
elementos de Ay se denota por A .



Matriz Transpuesta Conjugada. Sea A una matriz compleja. La
transpuesta conjugada de A (la cual denotaremos como A*) es la
matriz transpuesta de A y cuyos elementos estan conjugados.

A' = A*

Matriz Hermitiana o Hermitica. Una matriz cuadrada A se dice que es
Hermitiana si su transpuesta conjugada es igual a la matriz, es decir
si se cumple: A=A%,

Matriz Antihermitiana o Antihermitica. Una matriz A se dice que es
antihermitiana si se cumple A*=- A,



Determinante de un matriz 2x2. El determinante de una matriz 2x2 es un escalar
que se obtiene de restar el producto de los elementos de la matriz en forma
“cruzada”. Sea A la matriz 2x2 definida como:

NETRE:
a'21 a'22

A

El determinante de A se define como:

d; &
det A= A= " | = Ay 18y, — 81,85,

a'21 a'22



Determinante de una matriz 3x3. Consideremos la matriz A:

(&, a, aj;)
A= d,; dy, Qdyg

\asl ds, a33/

El determinante de A esta definido como:

d; Q,
a'22 a23 a'21 a23 a'21 a22
A=a, a, a,=a -a, +a,
21 22 23 1 2 3
a'3 2 a’3 3 a3 1 a3 3 a3 1 a3 2

a'31 a32 a'33



Los determinantes 2x2 anteriores se llaman determinantes

menores y de denotan como M;;.

El primer determinante menor My, es el correspondiente al

elemento a,, y se obtiene de eliminar el renglén 1y la columna 1. El

segundo determinante M,, es el correspondiente al elemento a,, y

se obtiene de eliminar el rengldn 1y la columna 2 y asi

sucesivamente.

Podemos escribir el determinante de A como:

A=a,M;,—a,M,;, +a,;M,;

donde:

a'22

a3 2

a23

a'33

I\/|12

a'21

a‘3 1

a'23

a‘33

M13

a'21
Ag;

a'22

a3 2




Vemos que los determinantes M;; van acompaiiados por un signo
negativo si i+j es impar y signo positivo en caso contrario.

Asi, podemos definir el determinante de la matriz A mediante la
siguiente notacion:

A= (D" a;M,;
j=1

El producto

Clj — (_1)1+j Mlj

se llama correspondiente al renglon 1 columnaj de la
matriz A.



En general, el cofactor (i,j) correspondiente al renglon iy la columna
j de la matriz A esta definido como:

Cij — (_1)i+j M ij

El determinante de la matriz A puede calcularse no solo respecto al
primer renglon, se puede tomar cualquier renglon como referencia.
En términos de los cofactores (i,j), el determinante de A respecto al
renglon k es:

A= 8,Cy
=1



Propiedades de los determinantes. Sea A una matriz cuadrada.

1.- Si a un renglén de A le sumamos un multiplo de algun otro renglén con lo que
obtenemos otra matriz A", entonces se cumple que:

A=A

2.- Si intercambiamos dos filas de la matriz A con lo que obtenemos otra matriz
A’, entonces se cumple que:

A=—A

3.- Si una fila de A se multiplica por una constante “c” con lo que obtenemos otra
matriz A’, entonces se cumple que:

A|=c|A



4.- Se cumple:
Al=|AT
5.- Si Ay B son dos matrices de tamafo nxn, entonces se cumple:

AB|=|A|B

Definicion. Recordemos la definicion de los cofactores
correspondientes a una matriz cuadrada A (los cofactores también
son conocidos como “adjuntos”).

Cij — (_1)I+J Mij

Podemos formar la matriz cuyos elementos o entradas sean los
cofactores, es decir la matriz:



C11 C12 Cln
(Cij): C:21 C:22 C:Zn

Cnl Cn2 Cnn

Es llamada “matriz de cofactores” o “adjunta” de la matriz A. También

se denota como:
;)

ad] A=
INVERSA DE UNA MATRIZ

Podemos calcular la inversa de la matriz A a partir de la siguiente

1
A

formula:

AT =" (adj A)
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