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�ª0}© ª�«¡�© �¡{§ f(x)S s{ ¢)ª}0�ª f �¡ �¡¨�¡�¡ª�{

f : D ⊂ Rn −→ R.

j§ }©ª¥)ª�© D �©|�¡ ¡§ �)¡ ¡��� ~¡<ª0~{ §{ ¢)ª}0�ª f �¡ §§{«{ ~©«0ª0© ~¡ f
Q ~{~© x ∈ DQ ¡§ ª�«¡�© f(x) �¡ §§{«{ 0«{£¡ª ~¡ x ¨©� f S

h©ª�0~¡�¡«©� )ª �)|}©ª¥)ª�© D ~¡ RnS �ª{ ¢)ª}0�ª (¡}�©�0{§ ~¡ n ({�0{|§¡�
 m }©©�~¡ª{~{� ¡� )ª{ �¡£§{ ~¡ }©��¡�¨©ª~¡ª}0{ �)¡ { }{~{ ¡§¡«¡ª�© ~¡§
~©«0ª0© D §¡ {�0£ª{ )ª �ª0}© (¡}�©� ~¡ m ª�«¡�©� �¡{§¡�S

	{�{ 0ª~0}{� §© {ª�¡�0©� �¡ �)¡§¡ ¡�}�0|0�

f : D ⊂ Rn −→ Rm.

s{ ª©�«{ ~¡ )ª (¡}�©� x ∈ Rn �¡ ~¡<ª¡ }©«© ¡§ ¡�}{§{�

‖ x ‖=
√
x · x =

√
x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n,

¡��¡ ({§©� £¡©«
��0}{«¡ª�¡ �¡ ��{�{ ~¡ §{ §©ª£0�)~ ~¡§ (¡}�©� xS

s{ ~0��{ª}0{ ¡ª��¡ ~©� ¨)ª�©� ~¡ Rn �¡ ~¡<ª¡ }©«©

d(x, y) =‖ x− y ‖=
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + · · ·+ (xn − yn)2.

X



Y hf��z�sv VS �xjsntnufxjyS

i{~© ε > 0  p ∈ RnQ �¡ ~¡<ª¡ §{ |©§{ {|0¡��{ ~¡ }¡ª��© p  �{~0© ε }©«© ¡§
}©ª¥)ª�©

Bε(p) = {x ∈ Rn :‖ x− p ‖< ε}.

�ª �)|}©ª¥)ª�© A ~¡ Rn ¡� {|0¡��© �0 ¨{�{ �©~© ¨)ª�© p ∈ A ¡¬0��¡ )ª ε > 0
�{§ �)¡ Bε(p) ⊂ AQ ¡ª ©��{� ¨{§{|�{�Q A ¡� {|0¡��© �0 }){ª~© ¡��{«©� ¡ª )ª
¨)ª�© p ~¡ A ¨©~¡«©� «©(¡�ª©� ¡ª }){§�)0¡� ~0�¡}}0�ª �0ª �{§0�ª©� ~¡ AS

�ª �)|}©ª¥)ª�© C ~¡ Rn ¡� }¡��{~© �0 �) }©«¨§¡«¡ª�© Rn \ C ¡� {|0¡��©S

�ª ¨)ª�© p ∈ Rn ¡� )ª ¨)ª�© ~¡ {})«)§{}0�ª ~¡ )ª �)|}©ª¥)ª�© A ~¡ Rn �0
¨{�{ �©~© ε > 0 ¡¬0��¡ )ª ¨)ª�© x ∈ AQ x �= pQ �{§ �)¡ ‖ x− p ‖< εS jª ©��©�
���«0ª©�Q p ¡� )ª ¨)ª�© ~¡ {})«)§{}0�ª ~¡ A �0 ¤{ ¨)ª�©� ~¡ A ~0��0ª�©�
~¡§ ¨�©¨0© p �{ª }¡�}{ª©� { p }©«© �¡ ~¡�¡¡S

y0 p /∈ A ª© ¡� )ª ¨)ª�© ~¡ {})«)§{}0�ª ~¡ AQ �¡ ~0}¡ �)¡ x ∈ A ¡� )ª ¨)ª�©
{0�§{~© ~¡ AQ ¡� ~¡}0�Q )ª ¨)ª�© ~¡ A ¡� {0�§{~© �0 ª© �0¡ª¡ { �) {§�¡~¡~©�
ª0ª£�ª ©��© ¨)ª�© ~¡ AS

y¡{ f : D ⊂ Rn −→ R )ª{ ¢)ª}0�ª ¡�}{§{�  �¡{ p ∈ Rn )ª ¨)ª�© ~¡ {})«)R
§{}0�ª ~¡ DS y¡ ~0}¡ �)¡ )ª ¨)ª�© l ∈ R ¡� ¡§ §	«0�¡ ~¡ f(x) }){ª~© x �0¡ª~¡
{ p M �¡ �¡¨�¡�¡ª�{ ¨©� ĺım

x→p
f(x) = lN �0 ¨{�{ �©~© ε > 0 ¡¬0��¡ δ > 0 �{§ �)¡

�0 x ∈ DQ x �= p  ‖ x− p ‖< δQ ¡ª�©ª}¡� | f(x)− l |< εS

v|�¡�({}0©ª¡�_

VS y0 )ª{ ¢)ª}0�ª �0¡ª¡ §	«0�¡ ¡ª )ª ¨)ª�©Q ¡§ §	«0�¡ ¡� �ª0}©Q ¡� ~¡}0�Q )ª{
¢)ª}0�ª ª© ¨)¡~¡ �¡ª~¡� { ~©� §	«0�¡� ~0��0ª�©� ¡ª ¡§ «0�«© ¨)ª�©S

WS �ª{ ¢)ª}0�ª (¡}�©�0{§ f(x) = (f1(x), . . . , fm(x)) �0¡ª¡ §	«0�¡ ¡ª )ª ¨)ªR
�© p �0  ��§© �0 §© �0¡ª¡ª �©~{� §{� ¢)ª}0©ª¡� }©©�~¡ª{~{� fiQ  ¡ª�©ª}¡�

ĺım
x→p

f(x) =

(
ĺım
x→p

f1(x), . . . , ĺım
x→p

fm(x)

)
.

i¡<ª0}0�ª VSVS i0�¡«©� �)¡ )ª{ ¢)ª}0�ª f : D ⊂ Rn −→ R ¡� }©ª�0ª){
¡ª )ª ¨)ª�© p ∈ D �0 ¡§ §�«0�¡ ~¡ f(x) }){ª~© x �0¡ª~¡ { p ¡� 0£){§ { f(p) S

�ª{ ¢)ª}0�ª (¡}�©�0{§ f(x) = (f1(x), . . . , fm(x)) ¡� }©ª�0ª){ ¡ª )ª ¨)ª�© p �0
 ��§© �0 §© �©ª �©~{� �)� ¢)ª}0©ª¡� }©©�~¡ª{~{� fiS



Z

y0 f : D ⊂ Rn −→ R ¡� )ª{ ¢)ª}0�ª ¡�}{§{� ~¡<ª0~{ ¡ª )ª {|0¡��© D 
x ∈ DQ §§{«{�¡«©� ¢)ª}0�ª ~¡ 0ª}�¡«¡ª�©� ¨{�}0{§¡� ~¡ f �¡�¨¡}�© ~¡ §{
({�0{|§¡ xi { §{ ¢)ª}0�ª

�xi
f(x) = f(x1, . . . , xi +�xi, . . . , xn)− f(x1, . . . , xi, . . . , xn).

s{ ¢)ª}0�ª ~¡ 0ª}�¡«¡ª�©� ¨{�}0{§¡� ~¡ )ª{ ¢)ª}0�ª f �¡�¨¡}�© { xi ¡� ©��{
¢)ª}0�ª }){� ({�0{|§¡� �©ª §{� ~¡ f «�� §{ ª)¡({ ({�0{|§¡ � xiQ  ª©� ¨¡�«0�¡
}{§})§{� ¡§ 0ª}�¡«¡ª�© �)¡ ¡¬¨¡�0«¡ª�{ f }){ª~© §{ ({�0{|§¡ xi �¡ 0ª}�¡«¡ª�{
¡ª §{ }{ª�0~{~ � xiS y0 <¥{«©� {§ ¨)ª�© xQ ©|�¡ª¡«©� )ª{ ¢)ª}0�ª }){ �ª0}{
({�0{|§¡ ¡� �xiS

i¡<ª0}0�ª VSWS y¡{ f : D ⊂ Rn −→ R )ª{ ¢)ª}0�ª ¡�}{§{� ~¡<ª0~{ ¡ª
)ª {|0¡��© DS �{�{ }{~{ ¨)ª�© ©̈ ∈ DQ ~¡<ª0«©� §{ ~¡�0({~{ ¨{�}0{§ ~¡ f
�¡�¨¡}�© ~¡ §{ ({�0{|§¡ xi ¡ª ¡§ ¨)ª�© p }©«©_

∂f

∂xi

∣∣∣∣
p

= lim�xi−→0
�xi

f(p)

�xi

= lim�xi−→0
f(p1, . . . , pi +�xi, . . . , pn)− f(p1, . . . , pn)

�xi

,

~©ª~¡ �xi
¡� ¡§ 0ª}�¡«¡ª�©S

v|�¡�(¡«©� �)¡ )ª{ ~¡�0({~{ ¨{�}0{§ ¡� )ª §�«0�¡  ¨©� §© �{ª�© ª© �0¡ª¡ ¨©�
�)¡ ¡¬0��0�S jª }{�© ~¡ �)¡ ¡��¡ ¡¬0��{Q �0 �xi ¡� �)<}0¡ª�¡«¡ª�¡ ¨¡�)¡	©Q
¡ª�©ª}¡�

�xi
f(p)

�xi

≈ ∂f

∂xi

∣∣∣∣
p

.

i¡<ª0}0�ª VSXS y¡{ f : D ⊂ Rn −→ Rm )ª{ ¢)ª}0�ª (¡}�©�0{§ ~¡<ª0~{ ¡ª
)ª {|0¡��© DS i{~© p ∈ DQ ~¡}0«©� �)¡ f ¡� ~¡�0({|§¡ ¡ª p �0 ¡¬0��¡ª §{� ~¡R
�0({~{� ¨{�}0{§¡� �¡�¨¡}�© ~¡ �©~{� §{� ({�0{|§¡� ~¡ �)� ¢)ª}0©ª¡� }©©�~¡ª{~{�Q
¡� ~¡}0�Q ¡¬0��¡ª

∂fj
∂xi

(p)Q ¨{�{ i = 1, . . . , n j = 1, . . . ,m,

 ¨©~¡«©� ~¡ª©�{�

∂f

∂xi

(p) =

(
∂f1
∂xi

(p), . . . ,
∂fm
∂xi

(p)

)
.



[ hf��z�sv VS �xjsntnufxjyS

y0 f : D ⊂ Rn −→ R ¡� )ª{ ¢)ª}0�ª ~¡�0({|§¡ �¡�¨¡}�© ~¡ xi ¡ª �©~©� §©�
¨)ª�©� ~¡§ {|0¡��© DQ ¡ª�©ª}¡� 0ª~0}{«©� §{ ¢)ª}0�ª ~¡�0({~{ ¨{�}0{§ �¡�¨¡}�©
~¡ xi }©«©

∂f

∂xi

: D ⊂ Rn −→ R.

�ª{ ¢)ª}0�ª f : D ⊂ Rn −→ R ~¡<ª0~{ ¡ª )ª {|0¡��© D ¡� ~¡ }§{�¡ Cn ¡ª
DQ ~©ª~¡ n ≥ 1 ¡� )ª ª�«¡�© ª{�)�{§Q �0 ¡¬0��¡ª §{� ~¡�0({~{� ¨{�}0{§¡� ~¡ f
¤{��{ ©�~¡ª n  �©~{� ¡§§{� �©ª }©ª�0ª){� ¡ª DS y0 f �0¡ª¡ ~¡�0({~{� ¨{�}0{§¡�
~¡ �©~©� §©� ��~¡ª¡� ¨©�0|§¡�  �©~{� ¡§§{� �©ª }©ª�0ª){�Q ¡ª�©ª}¡� �¡ ~0}¡
�)¡ f ¡� ~¡ }§{�¡ C∞ ¡ª DS

i¡<ª0}0�ª VSYS y0 f : D ⊂ Rn −→ R ¡� )ª{ ¢)ª}0�ª ¡�}{§{� ~¡�0({|§¡
¡ª ¡§ {|0¡��© DQ ~¡<ª0«©�  ~¡ª©�{«©� �) (¡}�©� £�{~0¡ª�¡ }©«© ¡§ (¡}�©�
¢©�«{~© ¨©� �)� ~¡�0({~{� ¨{�}0{§¡�_

∇f(x) =

(
∂f

∂x1

(x), . . . ,
∂f

∂xn

(x)

)
.

i¡<ª0}0�ª VSZS y0 f : D ⊂ Rn −→ Rm ¡� )ª{ ¢)ª}0�ª (¡}�©�0{§ ~¡�0({|§¡
¡ª ¡§ {|0¡��© D �¡ ~¡<ª¡ §{ t{��0® o{}©|0{ª{ ~¡ f }©«© §{ «{��0® ¢©�«{R
~{ ¨©� �©~{� §{� ~¡�0({~{� ¨{�}0{§¡� ¨�0«¡�{� ~¡ �)� ¢)ª}0©ª¡� }©©�~¡ª{~{�
f1, . . . , fm ~¡§ «©~© �0£)0¡ª�¡_

Jf (x) =




∂f1
∂x1

(x)
∂f1
∂x2

(x) ...
∂f1
∂xn

(x)

∂f2
∂x1

(x)
∂f2
∂x2

(x) ...
∂f2
∂xn

(x)

SSS
SSS

SSS
SSS

∂fm
∂x1

(x)
∂fm
∂x2

(x) ...
∂fm
∂xn

(x)




.

i¡<ª0}0�ª VS[S y0 f : D ⊂ Rn −→ R ¡� )ª{ ¢)ª}0�ª ¡�}{§{� ~©� (¡}¡�
~¡�0({|§¡ �¡�¨¡}�© ~¡ �©~{� §{� ({�0{|§¡� ¡ª ¡§ {|0¡��© DQ ~¡<ª0«©� �) t{��0®
m¡��0{ª{ }©«© §{ «{��0® ¢©�«{~{ ¨©� �)� ~¡�0({~{� ¨{�}0{§¡� ~¡ ©�~¡ª 2



\

~¡§ «©~© �0£)0¡ª�¡_

Hf (x) =




∂2f

∂x2
1

(x)
∂2f

∂x1x2

(x) ...
∂2f

∂x1xn

(x)

∂2f

∂x2x1

(x)
∂2f

∂x2
2

(x) ...
∂2f

∂x2xn

(x)

SSS
SSS

SSS
SSS

∂2f

∂xnx1

(x)
∂2f

∂xnx2

(x) ...
∂2f

∂xn
n

(x)




.

j¥¡«¨§©S y¡{ f(x, y, z) = x3y + y2z + xyz3Q }{§})§{ª~© §{� ~¡�0({~{� ¨{�R
}0{§¡� �)¡ ¢©�«{ª ¡§ £�{~0¡ª�¡ ~¡ f �¡ �0¡ª¡_

�f(x, y, z) = (3x2y + yz3, x3 + 2yz + xz3, y2 + 3xyz2).

�©� §{ ~¡<ª0}0�ª Z ¨©~¡«©� }{§})§{� §{ «{��0® o{}©|0{ª{ }©ª �¡�¨¡}�© {§
£�{~0¡ª�¡ ~¡ §{ ¢)ª}0�ªQ

Jf (x, y, z) =

(
6xy 3x2+z3 3yz2

3x2+z3 2z 2y+3xz2

3yz2 2y+3xz2 6xyz

)
Q

«0¡ª��{� �)¡ §{ «{��0® m¡��0{ª{ ~¡ §{ ¢)ª}0�ª ¡�_

Hf (x, y, z) =

(
6xy 3x2+z3 3yz2

3x2+z3 2z 2y+3xz2

3yz2 2y+3xz2 6xyz

)
S

h{~{ «{��0® }){~�{~{ A �0¡ª¡ {�©}0{~© )ª ª�«¡�© �¡{§ §§{«{~© ~¡�¡�«0ª{ªR
�¡ ~¡ AQ �)¡ �¡¨�¡�¡ª�{�¡«©� ¨©� |A| © detAS

i¡<ª0}0�ª VS\S �ª{ «{��0® }){~�{~{ ¡� �¡£)§{� �0 �) ~¡�¡�«0ª{ª�¡ ¡� ª©
ª)§©  ¡� �0ª£)§{� �0 �) ~¡�¡�«0ª{ª�¡ ¡� ª)§©S

s©� «¡ª©�¡� ¨�0ª}0¨{§¡� ~¡ ©�~¡ª k ~¡ )ª{ «{��0® n× n M}©ª k ≤ nN �©ª
§©� ~¡�¡�«0ª{ª�¡� ~¡ §{� «{��0}¡� ¢©�«{~{� ¨©� k <§{� ~¡ A M¡ª ©�~¡ªN  §{�
«0�«{� k }©§)«ª{�S

j§ «¡ª©� ¨�0ª}0¨{§ }©ª~)}¡ª�¡ ~¡ ©�~¡ª k ¡� ¡§ «¡ª©� ¨�0ª}0¨{§ ¢©�«{~©
}©ª §{� k ¨�0«¡�{� <§{�  §{� k ¨�0«¡�{� }©§)«ª{� ~¡ §{ «{��0®S



] hf��z�sv VS �xjsntnufxjyS

i¡<ª0}0�ª VS]S y0 f ¡� )ª{ «{��0® �0«���0}{ n × n ~¡ ª�«¡�©� �¡{§¡�Q �¡
§§{«{ ¢©�«{ }){~���0}{ ~¡�¡�«0ª{~{ ¨©� A { §{ {¨§0}{}0�ª q : Rn −→ R
~{~{ ¨©� q(x̄) = x̄Ax̄t.

z¡©�¡«{ VSVS Mh�0�¡�0© ~¡ o{}©|0N y¡{ q : Rn −→ R )ª{ ¢©�«{ }){~���0}{
}){ «{��0® {�©}0{~{ ¡� AS jª�©ª}¡�

VS jª ¡§ }{�© ¡ª �)¡ A �¡{ �¡£)§{�_

{ y0 §©� «¡ª©�¡� ¨�0ª}0¨{§¡� }©ª~)}¡ª�¡� �©ª �©~©� > 0 ¡ª�©ª}¡� � ¡�
~¡<ª0~{ ¨©�0�0({S

| y0 §©� «¡ª©�¡� ¨�0ª}0¨{§¡� }©ª~)}¡ª�¡� �0¡ª¡ª �0£ª©� {§�¡�ª{~©�Q ¡�
~¡}0�Q �0 Ai ¡� ¡§ «¡ª©� }©ª~)}¡ª�¡ ~¡ ©�~¡ª i

Ai < 0 �0 i ¡� 0«¨{�  Ai > 0 �0 i ¡� ¨{�Q

¡ª�©ª}¡� q ¡� ~¡<ª0~{ ª¡£{�0({S u��¡�¡ �)¡ ¡§ ¨�0«¡�© ~¡|¡ �¡�
ª¡£{�0(©S

} jª ©��© }{�© q ¡� 0ª~¡<ª0~{S

WS jª ¡§ }{�© ¡ª �)¡ A �¡{ �0ª£)§{�_

{ y0 �©~©� §©� «¡ª©�¡� ¨�0ª}0¨{§¡� �©ª_ Ai ≥ 0 ¡ª�©ª}¡� A ¡� �¡«0~¡R
<ª0~{ ¨©�0�0({S

| y0 §©� «¡ª©�¡� ¨�0ª}0¨{§¡� �©ª_ Ai ≤ 0 �0 i 0«¨{�  Ai ≥ 0 �0 i ¨{�
¡ª�©ª}¡� A ¡� �¡«0~¡<ª0~{ ª¡£{�0({S

} jª ©��© }{�© q ¡� 0ª~¡<ª0~{S

�{�{ {¨§0}{� ¡��¡ }�0�¡�0©Q ¡ª ¨�0«¡� §)£{� ¤¡«©� ~¡ }{§})§{� ¡§ ~¡�¡�«0ª{ªR
�¡ ~¡ A ¨{�{ �{|¡� �0 ¡� �¡£)§{� © �0ª£)§{�S y0 ¡� �¡£)§{� ��§© ª¡}¡�0�{�¡«©�
}{§})§{� §©� «¡ª©�¡� ¨�0ª}0¨{§¡� }©ª~)}¡ª�¡�Q «0¡ª��{� �)¡ �0 ¡� �0ª£)§{� �¡ªR
~�¡«©� �)¡ ¡��)~0{� ¡§ �0£ª© ~¡ �©~©� §©� «¡ª©�¡� ¨�0ª}0¨{§¡�Q }©ª~)}¡ª�¡�
© ª©S

�{�{ �) ~¡«©���{}0�ª (¡� �V[�S



^

y¡{ f : D ⊂ Rn −→ R )ª{ ¢)ª}0�ª ¡�}{§{� ~¡<ª0~{ ¡ª )ª {|0¡��© D  �¡{
x̄∗ ∈ DS

y¡ ~0}¡ �)¡ x̄∗ ¡� )ª «�¬0«© £§©|{§ ¡���0}�© {|�©§)�© ~¡ f �0 ¨{�{ �©~©
x̄ ∈ DQ x̄ �= x̄∗Q �¡ })«¨§¡ f(x̄∗) > f(x̄)S

y¡ ~0}¡ �)¡ x̄∗ ¡� )ª «�ª0«© £§©|{§ ¡���0}�© {|�©§)�© ~¡ f �0 ¨{�{ �©~©
x̄ ∈ DQ x̄ �= x̄∗Q �¡ })«¨§¡ f(x̄∗) < f(x̄)S

y0 S ⊂ D ¡� )ª �)|}©ª¥)ª�© {�|0��{�0© ¡ª�©ª}¡�_

y¡ ~0}¡ �)¡ x̄∗ ¡� )ª «�¬0«© £§©|{§ ¡���0}�© �¡§{�0(© { S ~¡ f �0 x̄∗ ∈ S
 ¨{�{ �©~© V ∈ D ∩ SQ x̄ �= x̄∗Q �¡ })«¨§¡ f(x̄∗) > f(x̄)S

y¡ ~0}¡ �)¡ x̄∗ ¡� )ª «�ª0«© £§©|{§ ¡���0}�© �¡§{�0(© { S ~¡ f �0 x̄∗ ∈ S
 ¨{�{ �©~© x̄ ∈ D ∩ SQ x̄ �= x̄∗Q �¡ })«¨§¡ f(x̄∗) < f(x̄)S

y¡ ~0}¡ �)¡ x̄∗ ¡� )ª «�¬0«© §©}{§ ¡���0}�© �¡§{�0(© { S ~¡ f �0 x̄∗ ∈ S
 ¡¬0��¡ )ª ε > 0 �{§ �)¡ ¨{�{ �©~© x̄ ∈ D ∩ SQ x̄ �= x̄∗Q  ‖ x̄− x̄∗ ‖< ε
�¡ })«¨§¡ f(x̄∗) > f(x̄)S

y¡ ~0}¡ �)¡ x̄∗ ¡� )ª «�ª0«© §©}{§ ¡���0}�© �¡§{�0(© { S ~¡ f �0 x̄∗ ∈ S
 ¡¬0��¡ )ª ε > 0 �{§ �)¡ ¨{�{ �©~© x̄ ∈ D ∩ SQ x̄ �= x̄∗Q  ‖ x̄− x̄∗ ‖< ε
�¡ })«¨§¡ f(x̄∗) < f(x̄)S

j¥¡«¨§©S h©ª�0~¡�¡«©� §{ ¢)ª}0�ª ~{~{ ¡ª §{ �0£)0¡ª�¡ £��<}{

k0£)�{ VSV_ t�¬0«©�  t�ª0«©�

j§ ¨)ª�© x1 ¡� )ª «�¬0«© £§©|{§ {|�©§)�©S jª ¡��¡ ¨)ª�© §{ ¢)ª}0�ª ({§¡
«�� M¨©� ¡�© ¡� «�¬0«©N �)¡ ¡ª }){§�)0¡� ©��© ¨)ª�© ~¡§ ~©«0ª0© M¨©� ¡�©



VU hf��z�sv VS �xjsntnufxjyS

¡� £§©|{§NS j� ¡���0}�© ¨©��)¡ ª© ¤{ ©��© ¨)ª�© ¡ª ¡§ ~©«0ª0© �)¡ �©«¡ �)
«0�«{ 0«{£¡ªS

j§ ¨)ª�© x2 ¡� )ª «�ª0«© £§©|{§ ª© ¡���0}�© �¡§{�0(©S j� )ª «�ª0«© ¨©��)¡
¡ª ¡��¡ ¨)ª�© §{ ¢)ª}0�ª ({§¡ «¡ª©� �)¡ ¡ª }){§�)0¡� ©��© ¨)ª�© ~¡§ ~©«0ª0©Q
ª© ¡� ¡���0}�© ¨)¡� ¤{ ©��© ¨)ª�© ¡ª ¡§ ~©«0ª0© �)¡ �©«¡ �) «0�«{ 0«{£¡ªS

j§ ¨)ª�© x3 ¡� )ª «�ª0«© £§©|{§ {|�©§)�©S jª �§ §{ ¢)ª}0�ª �©«{ )ª ({§©� «��
|{¥© M«�ª0«©N �)¡ ¡ª }){§�)0¡� ©��© ¨)ª�© ~¡§ ~©«0ª0© M£§©|{§NS j� ¡���0}�©
¨©��)¡ ª© ¤{ ©��© ¨)ª�© ¡ª ¡§ ~©«0ª0© �)¡ �©«¡ �) «0�«{ 0«{£¡ªS

j§ ¨)ª�© x4 ¡� )ª «�¬0«© §©}{§ ¡���0}�© �¡§{�0(©S j� )ª «�¬0«© ¨©��)¡
¡ª ¡��¡ ¨)ª�© §{ ¢)ª}0�ª ({§¡ «�� �)¡ ¡ª }){§�)0¡� ©��© ¨)ª�© ~¡§ ~©«0ª0©
}¡�}{ª© { �§  ¡� §©}{§ ¨©��)¡ ¤{ ©��©� ¨)ª�©� ~©ª~¡ §{ ¢)ª}0�ª ¡� «{©�S
j� ¡���0}�© ¨©��)¡ {§�¡~¡~©� ~¡ �§ ª© ¤{ ©��© ¨)ª�© �)¡ �©«¡ �) «0�«{
0«{£¡ªS f ¡��©� ¨)ª�©� §¡� §§{«{�¡«©� ¡ª £¡ª¡�{§ ¡¬��¡«©�S

s{� �0£)0¡ª�¡� ~¡<ª0}0©ª¡�  �¡©�¡«{� �¡��ª )�0§0®{~{� ¡ª §©� �0£)0¡ª�¡� }{¨�R
�)§©�S

i¡<ª0}0�ª VS^S �ª ¨)ª�© }���0}© ~¡ )ª{ ¢)ª}0�ª f : D ⊂ Rn −→ R ~¡
}§{�¡ C1 ¡� )ª ¨)ª�© x̄∗ ~¡ �) ~©«0ª0© �{§ �)¡ ∇f(x̄∗) = 0̄S

z¡©�¡«{ VSWS y¡{ f : D ⊂ Rn −→ R )ª{ ¢)ª}0�ª ~¡ }§{�¡ C1 ¡ª )ª {|0¡��©
DS y0 x̄∗ ∈ D )ª ¡¬��¡«© §©}{§ ~¡ f Q ¡ª�©ª}¡� ∇f(x̄∗) = 0̄S

	{�{ �) ~¡«©���{}0�ª (¡� 
V[�S

z¡©�¡«{ VSXS y¡{ f : D ⊂ Rn −→ R )ª{ ¢)ª}0�ª ~¡ }§{�¡ C2 ¡ª ¡§ {|0¡��©
D  �¡{ x̄∗ ∈ D )ª ¨)ª�© }���0}©S

jª�©ª}¡�_

VS y0 Hf (x̄
∗) ¡� ~¡<ª0~{ ¨©�0�0({Q x̄∗ ¡� )ª «�ª0«© §©}{§ ~¡ f S

WS y0 Hf (x̄
∗) ¡� ~¡<ª0~{ ª¡£{�0({Q x̄∗ ¡� )ª «�¬0«© §©}{§ ~¡ f S

XS y0 Hf (x̄
∗) ¡� 0ª~¡<ª0~{Q x̄∗ ¡� )ª ¨)ª�© ~¡ �0§§{ ~¡ f S

f ¡��¡ �¡©�¡«{ �¡ §¡ }©ª©}¡ }©«© §{ }©ª~0}0�ª �)<}0¡ª�¡ ~¡ �¡£)ª~© ©�~¡ª
¨{�{ ¡¬��¡«©� }©ª~0}0©ª{~©�S

	{�{ �) ~¡«©���{}0�ª (¡� 
V[�S



VV

i¡<ª0}0�ª VSVUS y¡{ f : D ⊂ Rn −→ R )ª{ ¢)ª}0�ªQ f ¡� }©ª(¡¬{ �0
}){ª~© xQ y ∈ D  0 ≤ λ ≤ 1Q �¡ })«¨§¡ �)¡

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y).

i¡<ª0}0�ª VSVVS y¡ ~0}¡ �)¡ f ¡� ¡���0}�{«¡ª�¡ }©ª(¡¬{ �0 �¡ })«¨§¡

f(λx+ (1− λ)y) < λf(x) + (1− λ)f(y)

¨{�{ �©~© xQ y ∈ D }©ª x �= y  0 < λ < 1S

i¡<ª0}0�ª VSVWS y¡{ f : D ⊂ Rn −→ R )ª{ ¢)ª}0�ªQ f ¡� }�ª}{({ �0
}){ª~© xQ y ∈ D  0 ≤ λ ≤ 1Q �¡ })«¨§¡ �)¡

f(λx+ (1− λ)y) ≥ λf(x) + (1− λ)f(y).

i¡<ª0}0�ª VSVXS y¡ ~0}¡ �)¡ f ¡� ¡���0}�{«¡ª�¡ }�ª}{({ �0 �¡ })«¨§¡

f(λx+ (1− λ)y) > λf(x) + (1− λ)f(y)

¨{�{ �©~© xQ y ∈ D }©ª x �= y  0 < λ < 1S

i¡<ª0}0�ª VSVYS �ª }©ª¥)ª�© C ⊂ Rn ª© ({}�© ¡� }©ª(¡¬© �0Q ¨{�{ }){§R
�)0¡�{ ~©� ¨)ª�©� ~0��0ª�©� x ¡ y ¡ª CQ  ¨{�{ }){§�)0¡� ª�«¡�© �¡{§ α ¡ª ¡§
0ª�¡�({§© (0, 1)Q ¡§ ¨)ª�© (1− α)x + αy �{«|0	ª ¡��
 ¡ª CQ ¡� ~¡}0�Q C ¡��

}¡��{~© |{¥© }©«|0ª{}0©ª¡� }©ª(¡¬{� ~¡ ~©� «0¡«|�©� }){§¡��)0¡�{ ~¡ CS

j§ �0£)0¡ª�¡ �¡�)§�{~© �¡§{}0©ª{ §{ }©ª}{(0~{~  }©ª(¡¬0~{~ ~¡ §{ ¢)ª}0�ª }©ª
�)� ({§©�¡� «�¬0«©�  «�ª0«©�S

z¡©�¡«{ VSYS y¡{ª f : D ⊂ Rn −→ R )ª{ ¢)ª}0�ª ~¡ }§{�¡ C2 ~¡<ª0~{ ¡ª
¡§ }©ª¥)ª�© }©ª(¡¬©  {|0¡��© D  �¡{ x̄∗ ∈ D )ª ¨)ª�© }���0}©S jª�©ª}¡�_

VS y0 f ¡� )ª{ ¢)ª}0�ª }©ª(¡¬{ ¡ª DQ x̄∗ ¡� )ª «�ª0«© £§©|{§ ~¡ f S f~¡R
«
�Q �0 §{ ¢)ª}0�ª ¡� ¡���0}�{«¡ª�¡ }©ª(¡¬{ ¡§ «�ª0«© ¡� ¡���0}�©S

WS y0 f ¡� )ª{ ¢)ª}0�ª }�ª}{({ ¡ª DQ x̄∗ ¡� )ª «
¬0«© £§©|{§ ~¡ f S f~¡R
«
�Q �0 §{ ¢)ª}0�ª ¡� ¡���0}�{«¡ª�¡ }�ª}{({ ¡§ «
¬0«© ¡� ¡���0}�©S

�{�{ �) ~¡«©���{}0�ª (¡� �V[	S

s©� �0£)0¡ª�¡� �¡©�¡«{� �¡��ª )�0§0®{~©� ~¡ª��© ¡ª §©� }{¨��)§©� 3  4S



VW hf��z�sv VS �xjsntnufxjyS

z¡©�¡«{ VSZS Mz¡©�¡«{ �¡0¡����{��N
y¡{ D ⊂ R }©«¨{}�©  f : D −→ R )ª{ ¢)ª}0�ª }©ª�0ª){ ¡ª DS jª�©ª}¡�
f {§}{ª®{ )ª «�¬0«©  )ª «�ª0«© ¡ª DQ ¡� ~¡}0�Q ¡¬0��¡ª z1  z2 ¨)ª�©� ¡ª
D �{§ �)¡

f(z2) ≤ f(x) ≤ f(z1)Q x ∈ D.

�{�{ �) ~¡«©���{}0�ª (¡� �VZ�S

z¡©�¡«{ VS[S Mz¡©�¡«{ ~¡ §{ k)ª}0�ª 0«¨§�}0�{N
y¡{ F : S ⊂ Rm+n −→ RnQ ~©ª~¡ H ¡� )ª{ ¢)ª}0�ª ~¡ }§{�¡ C1  S
{|0¡��© Q �¡{ (x∗, y∗) )ª ¨)ª�© ¡ª S �{§ �)¡ DyF (x∗, y∗) ¡� 0ª(¡��0|§¡Q  �¡{
F (x∗, y∗) = cS jª�©ª}¡�Q ¤{ )ª{ (¡}0ª~{~ N ⊂ Rm ~¡ x∗Q  )ª{ ¢)ª}0�ª
ξ : N −→ Rn ~¡ }§{�¡ C1 �)¡ })«¨§¡ª_

VS ((x, ξ(x)) ∈ S ∀x ∈ N.

WS ξ(x∗) = y∗.

XS F (x, ξ(x)) = c ∀x ∈ N.

�{�{ �) ~¡«©���{}0�ª (¡� �VZ�S

z¡©�¡«{ VS\S y¡{ f : Rl −→ R ¡� )ª{ ¢)ª}0�ª }©ª�0ª){Q �0 f(x) �0¡ª¡
~¡�0({~{ ¡ª ¡§ }©ª¥)ª�© }©ª(¡¬© D ⊂ RlQ ¡ª�©ª}¡�

VS s{ ¢)ª}0�ª f(x) ¡� }©ª(¡¬{ �0  ��§© �0

f(x) +�f(x)(y − x) ≤ f(y)

¨{�{ �©~© x ∈ D  y ∈ DS

WS s{ ¢)ª}0�ª f(x) ¡� ¡���0}�{«¡ª�¡ }©ª(¡¬{ ¡ª D �0  ��§© �0

f(x) +�f(x)(y − x) < f(y).

¨{�{ �©~© x ∈ D  y ∈ D }©ª x �= yS

�{�{ �) ~¡«©���{}0�ª (¡� �VX�S



VX

z¡©�¡«{ VS]S y¡{ g : C ⊂ Rl −→ R )ª{ ¢)ª}0�ª }©ª(¡¬{Q �0 x0 ¡� )ª ¨)ª�©
0ª�¡�0©� ~¡§ }©ª¥)ª�© }©ª(¡¬© CQ ¡ª�©ª}¡� ¤{ )ª (¡}�©� u ~0��0ª�© ~¡ }¡�©Q
�{§ �)¡

g(x) ≥ g(x0) + 〈u, x− x0〉.

�{�{ �) ~¡«©���{}0�ª (¡� �Z�S

jª §{ �0£)0¡ª�¡ 0«{£¡ª ¨©~¡«©� ©|�¡�({� §{ �¡¨�¡�¡ª�{}0�ª £��<}{ ~¡ §{ ¢)ªR
}0�ª g(x)Q ¨{�{ x0  x ∈ CS

k0£)�{ VSW_ x¡¨�¡�¡ª�{}0�ª £��<}{ ~¡§ z¡©�¡«{ VS]S



VY hf��z�sv VS �xjsntnufxjyS



h{¨��)§© W

t��©~© ~¡ §©� t)§�0¨§0}{~©�¡� ~¡
s{£�{ª£¡S

WSVS o©�¡¨¤ s©)0� s{£�{ª£¡S

j§ 0ª�¡��� ~¡ s{£�{ª£¡ ¨©� §{� «{�¡«��0}{� }©«¡ª®� }){ª~© §¡� )ª{ }©¨0{
~¡ §{ ©|�{ ~¡ m{§§¡ ~¡ V[^X �©|�¡ ¡§ )�© ~¡§ �§£¡|�{ ¡ª §{ �¨�0}{S z{«|0�ª
�¡ �0ª�0� {��{�~© ¨©� §{ ¢��0}{ ¡ª ¡§ h©§¡£0© ~¡ z)��ª  ~¡}0~0� ¤{}¡� )ª{
}{��¡�{ ¡ª «{�¡«��0}{�S j§ WX ~¡ ¥)§0© ~¡ V\ZY ¨)|§0}� �) ¨�0«¡� ��{|{¥©
«{�¡«��0}©Q ¡§ {���})§© ¤{}¡ )ª{ {ª{§©£�{ ¡ª��¡ ¡§ �¡©�¡«{ |0ª©«0{§  §{�
~¡�0({~{� �)}¡�0({� ~¡§ ¨�©~)}�© ~¡ ¢)ª}0©ª¡�S

h©«¡ª®� { ��{|{¥{� ¡ª §{ �{)�©}�©ª{Q §{ })�({ ¡ª §{ �)¡ )ª{ ¨{���})§{ ¨©ªR
~¡�{~{ �0¡«¨�¡ §§¡£{�� { )ª ¨)ª�© <¥© {§ «0�«© �0¡«¨©Q 0ª~¡¨¡ª~0¡ª�¡«¡ª�¡
~¡ �) ¨©�0}0�ª 0ª0}0{§S f <ª¡� ~¡ V\ZY ¤{|�{ ¤¡}¤© {§£)ª©� ~¡�})|�0«0¡ª�©�
0«¨©��{ª�¡� �©|�¡ §{ �{)�©}�©ª{ �)¡ }©ª��0|)0��{ª �)��{ª}0{§«¡ª�¡ {§ ª)¡(©
�¡«{ ~¡§ }�§})§© ~¡ ({�0{}0©ª¡�S s{£�{ª£¡ ¡ª(0� { j)§¡� �)� �¡�)§�{~©� �©|�¡
§{ �{)�©}�©ª{ �)¡ }©ª�0¡ª¡ �) «��©~© ~¡ «�¬0«©�  «�ª0«©�S

s©� {���})§©� ~¡ s{£�{ª£¡ })|�¡ª )ª{ ({�0¡~{~ ~¡ �¡«{�S 	)|§0}� �)� �¡�)§R
�{~©� �©|�¡ ¡§ }�§})§© ~¡ ({�0{}0©ª¡�  )ª |�¡(¡ ��{|{¥© �©|�¡ ¡§ }�§})§© ~¡
¨�©|{|0§0~{~¡�S jª )ª ��{|{¥© �©|�¡ §©� ¢)ª~{«¡ª�©� ~¡ §{ ~0ª�«0}{Q s{R
£�{ª£¡ |{�� �) ~¡�{��©§§© ¡ª ¡§ ¨�0ª}0¨0© ~¡ §{ {}}0�ª «�ª0«{  ¡ª §{ ¡ª¡�£�{
}0ª��0}{S jª t�§{ª£¡� ~¡ z)�0ªQ s{£�{ª£¡ �{«|0�ª �¡{§0®� )ª ¡��)~0© 0«¨©�R

VZ



V[hf��z�sv WS tñzvivij svyt�szn�snhfivxjy ij sflxfuljS

�{ª�¡ �©|�¡ §{ ¨�©¨{£{}0�ª ~¡§ �©ª0~©Q ¡ ¤0®© 0«¨©��{ª�¡� }©ª��0|)}0©ª¡� { §{
�¡©��{ ~¡ §{� })¡�~{� (0|�{ª�¡�S

k0£)�{ WSV_ o©�¡¨¤Rs©)0� s{£�{ª£¡ MV\X[ R V]VXN

WSWS k)ª}0�ª ~¡ s{£�{ª£¡S

�ª ¨�©|§¡«{ ~¡ ©¨�0«0®{}0�ª }©ª �¡���0}}0©ª¡� ~¡ 0£){§~{~ ¡� «{¬0«0®{�
)ª{ ¢)ª}0�ª f(x) �)¥¡�© { x ∈ D = U ∩ {x | g(x) = 0}Q ~©ª~¡ f : Rn −→ R
 g : Rn −→ Rk �©ª ¢)ª}0©ª¡� ~¡ }§{�¡ C1 }©ª g(x̄) = (g1(x̄), ..., gk(x̄)) 
U ⊂ Rn {|0¡��©S f §{ }©ª~0}0�ª �©|�¡ ¡§ ~©«0ª0© D �¡ §¡ §§{«{ �¡���0}}0�ª ~¡
0£){§~{~ �¡���0ª£0~{ ~¡|0~© { �)¡ g(x) = 0S

i¡<ª{«©� L : D × Rk −→ RQ §{ ¢)ª}0�ª ~¡ s{£�{ª£¡ }©«©_

L(x̄, λ) = f(x̄) +
k∑

i=1

λigi(x̄).

j§ (¡}�©� λ = (λ1, ..., λk) ∈ Rk �¡ §¡ }©ª©}¡ }©«© ¡§ (¡}�©� ~¡ §©� «)§�0¨§0R

}{~©�¡� ~¡ s{£�{ª£¡S

�{�{ «{©� 0ª¢©�«{}0�ª (¡� 	W
Q 	VY
  	VV
S

WSXS i¡«©���{}0�ª ~¡§ z¡©�¡«{ ~¡ s{£�{ª£¡S

jª {~¡§{ª�¡ ��§© ~¡ª©�{�¡«©� { x }©«© ¡§ (¡}�©� x̄ ¡ª �) Rn �¡�¨¡}�0(©S



WSXS ijtvyzxfhn�u ijs zjvxjtf ij sflxfuljS V\

z¡©�¡«{ ~¡ s{£�{ª£¡S y¡{ª f : Rn −→ R  gi : Rn −→ RQ ¢)ª}0©ª¡� ~¡
}§{�¡ C1 ¨{�{ i = 1, . . . , kS y)¨©ª£{«©� �)¡ x∗ ¡� )ª «�¬0«© © «�ª0«© ~¡
f ¡ª ¡§ }©ª¥)ª�©

i b � ∩
{
x | gi(x) = 0, i = 1, . . . , k

}
,

~©ª~¡ U ⊂ Rn {|0¡��©  g(x) = (g1(x), ..., gk(x))S y)¨©ª£{«©� �{«|0�ª
ρ(Dg(x∗)) = kS jª�©ª}¡� ¡¬0��¡ )ª (¡}�©� λ∗ = (λ∗

1, . . . , λ
∗
k) ∈ Rk ~¡ �{§

«{ª¡�{ �)¡

Df(x∗) +
k∑

i=1

λ∗
iDgi(x

∗) = 0.

j§ ({§©� ρ(Dg(x∗)) = k ~¡ª©�{ ¡§ �{ª£© ~¡ §{ «{��0® Dg(x∗).

i¡«©���{}0�ªS

s{ �0£)0¡ª�¡ �0«¨§0<}{}0�ª ~¡ ª©�{}0�ª {)~{�� ¡ª £�{ª «¡~0~{ { §{ ¨�)¡|{
~¡§ �¡©�¡«{S

y)¨©ª£{«©� �0ª ¨��~0~{ ~¡ £¡ª¡�{§0~{~Q �)¡ §{ �)|«{��0® k × k ~¡ Dg(x∗)
~¡ �{ª£© }©«¨§¡�© ¡� §{ �)|«{��0® k × k �)¡ }©ª�0��¡ ¡ª §{� ¨�0«¡�{� k <§{�
 k }©§)«ª{�S

i¡ª©�{�¡«©� §{� ¨�0«¡�{� k }©©�~¡ª{~{� ~¡ )ª (¡}�©� x ∈ D ¨©� wQ  §{� �§R
�0«{� n−k }©©�~¡ª{~{� ¨©� zQ ¡� ~¡}0�Q ¡�}�0|0«©� x = (w, z)S jª ¨{��0})§{�Q
¡�}�0|0�¡«©� x∗ = (w∗, z∗) ¨{�{ ~¡ª©�{� ¡§ �¨�0«© §©}{§ x∗S

z{«|0�ª ~¡ª©�{�¡«©� ¨©� Dwf(w, z)Q { §{ ~¡�0({~{ ~¡ f ¡ª (w, z) }©ª �¡�¨¡}R
�© { §{ ({�0{|§¡ w �ª0}{«¡ª�¡Q  ¨©� Dzf(w, z)Q { §{ ~¡�0({~{ ~¡ f ¡ª (w, z)
}©ª �¡�¨¡}�© { §{ ({�0{|§¡ zS Dwg(w, z)  Dzg(w, z) �¡ ~¡<ª¡ª ~¡ «{ª¡�{
�0«0§{�S z©«¡«©� ¡ª })¡ª�{ �)¡ §{� ~0«¡ª�0©ª¡� ~¡ §{� «{��0}¡� Dwf(w, z)Q
Dzf(w, z)Q Dwg(w, z)  Dzg(w, z) �©ª �¡�¨¡}�0({«¡ª�¡ 1 × kQ 1 × (n − k)Q
k × k  k × (n− k)S

z�{�{�¡«©� {§ (¡}�©� λ∗ ¡ª RkQ }©«© )ª{ «{��0® ~¡ 1× kS f�	Q ¨©� ¡¥¡«¨§©Q

¡�}�0|0�¡«©� λ∗Dg(x∗) ¨{�{ �¡¨�¡�¡ª�{�
k∑

i=1

λ∗
iDgi(x

∗)S

h©ª ¡��{ ª©�{}0�ª x = (w∗, z∗) ¡� )ª «�¬0«© §©}{§ ~¡ f ¡ª D = U ∩{
(w, z) ∈ Rn | g(w, z) = 0

}
 ρ(Dwg(w

∗, z∗)) = kS f¤©�{ ~¡|¡«©� ~¡«©�R
��{� �)¡ ¡¬0��¡ λ∗ �{§ �)¡_



V]hf��z�sv WS tñzvivij svyt�szn�snhfivxjy ij sflxfuljS

Dwf(w
∗, z∗) + λ∗Dwg(w

∗, z∗) = 0Q
Dzf(w

∗, z∗) + λ∗Dzg(w
∗, z∗) = 0.

i{~© �)¡ ρ(Dwg(w
∗, z∗)) = kQ ¡§ �¡©�¡«{ ~¡ §{ ¢)ª}0�ª 0«¨§�}0�{ «)¡���{

�)¡ ¡¬0��¡ )ª }©ª¥)ª�© {|0¡��© V ¡ª Rn−k �)¡ }©ª�0¡ª¡ { z∗Q  )ª{ ¢)ª}0�ª
h : V −→ Rk ~¡ }§{�¡ C1 �{§ �)¡ h(z∗) = w∗  g(h(z), z) ≡ 0 ¨{�{ �©~©
z ∈ V S i0¢¡�¡ª}0{ª~© §{ 0~¡ª�0~{~ g(h(z), z) ≡ 0 }©ª �¡�¨¡}�© { z )�0§0®{ª~©
§{ �¡£§{ ~¡ §{ }{~¡ª{Q ©|�¡ª¡«©�S

Dwg(h(z), z)Dhz +Dzg(h(z), z) = 0

�©� ¤0¨��¡�0� �©|�¡ ¡§ �{ª£© �¡ª¡«©� �)¡ Dwg(w
∗, z∗) ¡� 0ª(¡��0|§¡Q ¡��© 0«R

¨§0}{ �)¡
Dh(z∗) = − [Dwg(w

∗, z∗)]−1 Dzg(w
∗, z∗).

f¤©�{ ~¡<ª0«©� λ∗ ¨©�

λ∗ = −Dwf(w
∗, z∗) [Dwg(w

∗, z∗)]−1 .

t©���{�¡«©� �)¡ λ∗ {�� ~¡<ª0~© })«¨§¡ §{� }©ª~0}0©ª¡� �¡�)¡�0~{�S i¡ ¤¡}¤©Q
~¡ §{ «0�«{ ~¡<ª0}0�ª ~¡ λ∗ «)§�0¨§0}{�¡«©� {«|©� §{~©� ¨©� Dwg(w

∗, z∗)
 ©|�¡ª¡«©�Q

λ∗Dwg(w
∗, z∗) = −Dwf(w

∗, z∗) [Dwg(w
∗, z∗)]−1 Dwg(w

∗, z∗)

= −Dwf(w
∗, z∗).

j� ~¡}0�
Dwf(w

∗, z∗) + λ∗Dwg(w
∗, z∗) = 0.

f�ª �)¡~{ ¨©� ~¡«©���{� �)¡

Dzf(w
∗, z∗) + λ∗Dzg(w

∗, z∗) = 0.

i¡<ª{«©� §{ ¢)ª}0�ª F : V −→ R ¨©� F (z) = f(h(z), z)S h©«© f �0¡ª¡ )ª
«�ª0«© © «	¬0«© §©}{§ ¡ª (w∗, z∗) = (h(z∗), z∗)Q ¡� 0ª«¡~0{�© �)¡ F �0¡ª¡
)ª «	¬0«© §©}{§ ¡ª z∗S i{~© �)¡ V ¡� {|0¡��©Q z∗ ¡� )ª «	¬0«© §©}{§ �0ª
�¡���0}}0©ª¡� ~¡ F Q  DF (z∗) = 0Q © |0¡ª

Dwf(w
∗, z∗)Dh(z∗) +Dzf(w

∗, z∗) = 0.

y)��0�)¡ª~© { Dh(z∗)Q ©|�¡ª¡«©�

−Dwf(w
∗, z∗) [Dwg(w

∗, z∗)]−1 Dzg(w
∗, z∗) +Dzf(w

∗, z∗) = 0,

�)¡ { ¨{��0� ~¡ §{ ~¡<ª0}0�ª ~¡ λ∗Q ¡� 0£){§ {

Dzf(w
∗, z∗) + λ∗Dzg(w

∗, z∗) = 0.

�



WSYS f�snhfhnvujy ijs tñzviv ij sflxfuljS V^

k0£)�{ WSW_ x¡¨�¡�¡ª�{}0�ª £��<}{ ~¡§ z¡©�¡«{ ~¡ s{£�{ª£¡Q }©ª §{ ¢)ª}0�ª
©|¥¡�0(© f(x) �)¥¡�{ { §{ �¡���0}}0�ª g(x)S

s{ k0£)�{ WSW «)¡���{ { §{ ¢)ª}0�ª f(x)  g(x)Q ~©ª~¡ P ¡� ¡§ «�¬0«© ~¡ §{
¢)ª}0�ª f(x) �¡���0ª£0~© { g(x) = 0S

jª §{ �0£)0¡ª�¡ �¡}}�©ª �¡ «©���{��ª {§£)ª©� ¡¥¡«¨§©� �)¡ 0§)���{ª §{ {¨§0}{R
}0�ª ~¡§ �¡©�¡«{ {ª�¡�0©�Q �{«|0�ª }©ª©}0~© }©«© t��©~© ~¡ s{£�{ª£¡S

WSYS f¨§0}{}0©ª¡� ~¡§ t��©~© ~¡ s{£�{ª£¡S

	{�{ 0§)���{�{� ¡§ z¡©�¡«{ ~¡ s{£�{ª£¡ «©���{�¡«©� §©� �0£)0¡ª�¡� ¡¥¡«¨§©�S

j¥¡«¨§©S y¡{ f : R2 −→ R ~{~{ ¨©�Q f(x, y) = 2x + 3yQ �¡���0ª£0~{ {
x2 + y2 = 4S

	{�{ ¨©~¡� ¡ª}©ª��{� ~©ª~¡ �¡ {§}{ª®{ ¡§ «�¬0«©  «�ª0«© ~¡ §{ ¢)ª}0�ª
�)¥¡�{ { §{ �¡���0}}0�ªQ �¡}©�~¡«©� ¨�0«¡�© �)¡ §{ ¢)ª}0�ª ~¡ s{£�{ª£¡ ¡���
~¡<ª0~{Q ¨©�_

L(x, y, λ) = f(x, y) +
k∑

i=1

λigi(x, y),



WUhf��z�sv WS tñzvivij svyt�szn�snhfivxjy ij sflxfuljS

~©ª~¡ �¡ª¡«©� }©«© �ª0}{ �¡���0}}0�ª (k = 1) { §{ ¢)ª}0�ª g(x, y) = x2 +
y2 − 4Q {��Q

L(x, y, λ) = (2x+ 3y) + λ
(
x2 + y2 − 4

)
.

��0§0®{ª~© ¡§ �¡©�¡«{ ~¡ s{£�{ª£¡ �¡ �0¡ª¡ �)¡ ¡¬0��¡ λ ≥ 0 �{§ �)¡

Df(x, y) +
k∑

i=1

λiDgi(x) = (2, 3) + λ(2x, 2y) = 0.

s©� ¨)ª�©� }���0}©� �©ª §{� �©§)}0©ª¡� ~¡§ �0��¡«{

2 + 2λx = 0, (1)

3 + 2λy = 0, (2)

x2 + y2 − 4 = 0. (3)

x¡�©§(0¡ª~© ¡§ �0��¡«{ ~¡ ¡}){}0©ª¡� ¡ª}©ª��{«©� ¡§ ({§©� ~¡ §{� ({�0{|§¡� x

 yQ ~©ª~¡ �¡ª¡«©� ¡§ ¨)ª�© }���0}© (x, y) =

(
± 4√

13
,± 6√

13

)
S j({§){ª~©

¡ª ª)¡���{ ¢)ª}0�ª

f

(
4√
13

,
6√
13

)
=

8√
13

+
18√
13

=
26√
13

,

f

(
− 4√

13
,− 6√

13

)
= − 8√

13
− 18√

13
= − 26√

13
.

	©� §© �{ª�© ¡§ ({§©� «
¬0«©
26√
13

�¡ {§}{ª®{ ¡ª

(
4√
13

,
6√
13

)
«0¡ª��{� �)¡

¡§ ({§©� «�ª0«© ¡� − 26√
13

 �¡ {§}{ª®{ ¡ª

(
− 4√

13
,− 6√

13

)
S



WSYS f�snhfhnvujy ijs tñzviv ij sflxfuljS WV

k0£)�{ WSX_ x¡¨�¡�¡ª�{}0�ª ~¡ f(x, y) �¡���0ª£0~{ { g(x, y) = 0

jª §{ k0£)�{ WSX ¨©~¡«©� {¨�¡}0{� ~©ª~¡ �¡ {§}{ª®{ª ¡§ «�¬0«©  «�ª0«©
~¡ §{ ¢)ª}0�ª f(x, y) �¡���0ª£0~{ { g(x, y)S

j¥¡«¨§©S f¨§0}{}0�ª { §{ ¡}©ª©«�{S f¤©�{ }©ª�0~¡�¡«©� ¡§ }{�© ~¡ )ª{
¡«¨�¡�{ �)¡ ¢{|�0}{ ~©� {���})§©� ¡ª }{ª�0~{~¡� x, yQ ~©ª~¡ §{ ¢)ª}0�ª ~¡
}©��©� ¡��� ~{~{ ¨©� C(x, y) = x2+2y2+xy+20  ¡§ ¨�¡�)¨)¡��© ¡� $ 8770.

�{�{ �{|¡� }){§ ¡� §{ ¨�©~)}}0�ª «�¬0«{ �)¡ ¨)¡~¡ {§}{ª®{� ~0}¤{ ¡«¨�¡�{Q
~¡<ª{«©� f(x, y) = x + y  g(x, y) = 8770 − (x2 + 2y2 + xy + 20)S f�� §{
¢)ª}0�ª ~¡ s{£�{ª£¡ ¡�_

L(x, y, λ) = (x+ y) + λ
(
8770−

(
x2 + 2y2 + xy + 20

))

= (x+ y) + λ
(
8750− x2 − 2y2 − xy

)
.

	�0§0®{ª~© ¡§ z¡©�¡«{ ~¡ s{£�{ª£¡

(1, 1) + λ(−2x− y,−4y − x) = 0.

s©� ¨)ª�©� }���0}©� �©ª §{� �©§)}0©ª¡� ~¡§ �0��¡«{

1− 2xλ− yλ = 0, (1)

1− 4yλ− xλ = 0, (2)

8750− x2 − 2y2 − xy = 0. (3)



WWhf��z�sv WS tñzvivij svyt�szn�snhfivxjy ij sflxfuljS

i¡�¨¡¥{ª~© { λ ~¡ §{ ¡}){}0�ª (1)  (2)Q �¡ �0¡ª¡_

λ =
1

2x+ y
Q λ =

1

4y + x
Q

¡ 0£){§{ª~© §{� ¡¬¨�¡�0©ª¡� �¡�)§�{ª�¡�Q ©|�¡ª¡«©� x = 3yS y)��0�)¡ª~© ¡ª
(3) �¡ �0¡ª¡ 14y2 = 8750Q }©ª §© �)¡ y = 25 © y = −25S x¡}¤{®{«©� ¡��¡
�§�0«© �¡�)§�{~© ¨©� }{�¡}¡� ~¡ 0ª�¡�¨�¡�{}0�ª ¡}©ª�«0}{  �)��0�)0«©� ¡ª §©�
�¡�)§�{~©� {ª�¡�0©�¡�Q }©ª §© �)¡ {§ <ª{§ ©|�¡ª¡«©� )ª ¨)ª�© }���0}© ¨{�{ ¡��¡

¨�©|§¡«{ �)¡ ¡� (75, 25) }©ª «)§�0¨§0}{~©� {�©}0{~© ~¡ λ =
1

175
. h©«© §{

�¡���0}}0�ª ¡� )ª{ ¡}){}0�ª ~¡ £�{~© 2 ¡ª ~©� ({�0{|§¡� ¡ª�©ª}¡� ¡� {¨§0}{|§¡
¡§ z¡©�¡«{ VSXQ ¨{�{ ¡��© §{ «{��0® m¡��0{ª{ �¡�¨¡}�© ~¡ §{� ({�0{|§¡� x, y
¡��� ~{~{ ¨©�_

H(x,y)f(x, y) =

(
−2λ −λ
−λ −4λ

)
,

�)¡ }{§})§{~{ ¡ª ¡§ ¨)ª�© }���0}© (75, 25) {�©}0{~© {§ «)§�0¨§0}{~©�
1

175
¡�

H(x,y)f(75, 25) =



− 2

175
− 1

175

− 1
175

− 4
175


 .

f�� §©� «¡ª©�¡� }©ª~)}¡ª�¡� �©ª_

A1 = − 2

175
< 0Q A1 =

1

4375
> 0.

	©� ¡§ z¡©�¡«{ VSV  z¡©�¡«{ VSX ¡¬0��¡ )ª «�¬0«© §©}{§ �¡§{�0(© ¡ª ¡§ ¨)ª�©

(75, 25) }©ª «)§�0¨§0}{~©� {�©}0{~© λ =
1

175
S

f�� ¡§ «�¬0«© ª0(¡§ ~¡ ¨�©~)}}0�ª �)¡ ¨)¡~¡ {§}{ª®{� §{ ¡«¨�¡�{ ¡�Q(75, 25) =
100 )ª0~{~¡� ~¡ ¨�©~)}�©S



WSYS f�snhfhnvujy ijs tñzviv ij sflxfuljS WX

k0£)�{ WSY_ x¡¨�¡�¡ª�{}0�ª ~¡ §{ ¢)ª}0�ª f(x, y) �¡���0ª£0~{ { g(x, y) = 0

jª §{ k0£)�{ WSY �¡ «)¡���{ ~©ª~¡ §{ ¢)ª}0�ª f(x, y) {§}{ª®{ �) «�¬0«©Q
�)¥¡�{ { §{ �¡���0}}0�ª g(x, y) = 0S

j¥¡«¨§©S �ª{ ¡«¨�¡�{ ¡§{|©�{�� )ª ¨�©~)}�©Q }©ª f(L,K) = 50L
2
3K

1
3 ~©ªR

~¡ L �¡¨�¡�¡ª�{ §{� )ª0~{~¡� ~¡ «{ª© ~¡ ©|�{  K §{� )ª0~{~¡� ~¡ }{¨0�{§S s¡
})¡��{ { §{ ¡«¨�¡�{ $100 ¨©� }{~{ )ª0~{~ ~¡ «{ª© ~¡ ©|�{  $300 ¨©� }{~{
)ª0~{~ ~¡ }{¨0�{§ ¡«¨§¡{~©S s{ ¡«¨�¡�{ ~0�¨©ª¡ ~¡ $45000 ¨{�{ ¨�©¨��0�©�
~¡ ¨�©~)}}0�ªS

�{�{ �{|¡� ~©ª~¡ �¡ ~{ §{ «�¬0«{ ¨�©~)}}0�ª �)¥¡�{ { ª)¡���{ �¡���0}}0�ªQ
~{«©� ¡ª ¡��¡ }{�© g(L,K) = 45000− 100L− 300KS
s{ ¢)ª}0�ª ~¡ s{£�{ª£¡ ¡�

L(L,K, λ) = 50L
2
3K

1
3 + λ (45000− 100L− 300K)

«0¡ª��{� �)¡ ¨©� z¡©�¡«{ ~¡ s{£�{ª£¡ �¡ª¡«©�(
100

3
L

−1
3 K

1
3 ,

50

3
L

2
3K

−2
3

)
+ λ (−100,−300) = 0.

f�� �¡ª¡«©� ¡§ �0��¡«{ ~¡ ¡}){}0©ª¡�
100

3
L

−1
3 K

1
3 − 100λ = 0, (1)

50

3
L

2
3K

−2
3 − 300λ = 0, (2)

45000− 100L− 300K = 0. (3)



WYhf��z�sv WS tñzvivij svyt�szn�snhfivxjy ij sflxfuljS

i¡�¨¡¥{ª~© { λ ~¡ §{� ¡}){}0©ª¡� (1)  (2)Q �¡ �0¡ª¡

λ =
1

3
L

−1
3 K

1
3  λ =

1

18
L

2
3K

−2
3 .

n£){§{ª~© {«|{� ¡¬¨�¡�0©ª¡�  ~¡�¨¡¥{ª~© { LQ

L = 6K.

y)��0�)¡ª~© L ¡ª §{ ¡}){}0�ª (3) �¡ª¡«©�

45000− 100(6K)− 300K = 0.

i¡ ~©ª~¡ �¡ �0¡ª¡ K = 50  �)��0�)¡ª~© ¡ª LQ �¡ª¡«©� L = 300S s{ ¡«¨�¡�{
«{¬0«0®{ �) ¨�©~)}}0�ª �0 ¡«¨§¡{ 300 )ª0~{~¡� ~¡ «{ª© ~¡ ©|�{  50 ~¡
}{¨0�{§S

k0£)�{ WSZ_ x¡¨�¡�¡ª�{}0�ª ~¡ §{ ¢)ª}0�ª f(L,K) �)¥¡�© { §{ �¡���0}}0�ª
g(L,K) = 0

jª §{ k0£)�{ WSZ �¡ «)¡���{ ~©ª~¡ §{ ¢)ª}0�ª f(L,K) {§}{ª®{ �) «�¬0«©
�)¥¡�© { §{ �¡���0}}0�ª g(L,K)S

�{�{ «{©� 0ª¢©�«{}0�ª (¡� �W�Q �]�Q �^�  �VW�S



h{¨��)§© X

z¡©�¡«{ ~¡ q)¤ª  z)}¦¡�S

XSVS f§|¡�� �S z)}¦¡�  m{�©§~ �0§§0{« q)¤ªS

f§|¡�� �S z)}¦¡� «{�¡«��0}© }{ª{~0¡ª�¡Q ª{}0~© ¡§ W] ~¡ ª©(0¡«|�¡Q V^UZ
 «)¡��© ¡§ WZ ~¡ ¡ª¡�© ~¡ V^^ZS l�{~){~© ~¡ §{ �ª0(¡��0~{~ ~¡ z©�©ª�© ¡ª
V^W^Q ~¡�{��©§§� �) }{��¡�{ ¡ª §©� j��{~©� �ª0~©�S y¡ª�� §{� |{�¡� ~¡ §{ ¨�©R
£�{«{}0�ª §0ª¡{§  ~¡�{��©§§� §{ �¡©��{ ~¡ ¥)¡£©�Q �0¡ª~© 0ª(¡ª�©� ~¡§ ~0§¡«{
~¡ §©� ¨�0�0©ª¡�©�Q }�¡{~© }©«© )ª{ {)~{ ¡~)}{�0({ ¨{�{ §©� ¡��)~0{ª�¡� ~¡
¨�0}©§©£�{ ~¡ y�{ª¢©�~S

k0£)�{ XSV_ f§|¡�� �S z)}¦¡�

m{�©§~ �0§§0{« q)¤ª ª{}0~© ¡ª y{ª�{ t�ª0}{Q h{§0¢©�ª0{Q W^ ~¡ ¥)§0© ~¡
V^WZQ ¢)¡ )ª «{�¡«��0}© ¡��{~©)ª0~¡ª�¡ 	)¡ ¡��)~0� �¡©��{ ~¡ ¥)¡£©�Q £{ª�
¡§ 
�¡«0© ~¡ z¡©��{ o©¤ª (©ª u¡)«{ªª ¡ª V^]U ¥)ª�© }©ª i{(0~ l{§¡ 
f§|¡�� �S z)}¦¡�S 
�©¢¡�©� ¡«��0�© ~¡ «{�¡«��0}{� ¡ª §{ �ª0(¡��0~{~ ~¡

WZ



W[ hf��z�sv XS zjvxjtf ij q�mu � z�hqjxS

��0ª}¡�©ªS k)¡ }©ª©}0~© ¨©� �) {�©}0{}0�ª }©ª o©¤ª k©�|¡� u{�¤Q )ª {«0£©
~¡ �©~{ §{ (0~{  }©§¡£{Q  )ª{ <£)�{ }§{(¡ ¨{�{ §©£�{� �)¡ u{�¤ £{ª{�{ §{
{�¡ª}0�ª ~¡§ }©«0�� �)¡ §© §§¡(� { ©|�¡ª¡� ¡§ ¨�¡«0© ª©(¡§ ¡ª ¡}©ª©«�{ ¡ª
1994S

k0£)�{ XSW_ m{�©§~ 	0§§0{« q)¤ª

s{� }©ª~0}0©ª¡� ~¡ q)¤ª  z)}¦¡� ¢)¡�©ª ~¡�{��©§§{~{� ¨©� f§|¡�� 	0§§0{«
z)}¦¡�  }©«¨§¡«¡ª�{~{ ¨©� m{�©§~ q)¤ªQ �)0¡ª ¨¡�«0�0� «¡¥©�{� ¡ª ¡§
¨�©}¡�©Q ¨¡�© �¡ §¡ {~¥)~0}� )ª ¨{¨¡§ �¡})ª~{�0© {§ z¡©�¡«{ ~¡ q)¤ª 
z)}¦¡� �)¡ |)�}{ £¡ª¡�{§0®{� ¡§ «��©~© ~¡ t)§�0¨§0}{~©�¡� ~¡ s{£�{ª£¡Q ¡��¡
«��©~© }©ª�0��¡ ¡ª �¡�©§(¡� ¡§ ¨�©|§¡«{ ª© §0ª¡{§ }©«© )ª© �0ª �¡���0}}0©ª¡�
)�0§0®{ª~© §{ ¢)ª}0�ª ~¡ s{£�{ª£¡S 
ª{ (¡® ¤¡}¤© ¡��©Q �0 §{ �©§)}0�ª �¨�0«{
¡ª}©ª��{~{ ª© })«¨§¡ §{ �©�{§0~{~ © ¨{��¡ ~¡ §{� �¡���0}}0©ª¡� ~¡§ ¨�©|§¡«{
�¡ {¨§0}{ª �{§¡� �¡���0}}0©ª¡�Q  �¡ �¡�)¡§(¡ ª)¡({«¡ª�¡S j��© �¡ �¡¨0�¡ ¤{��{
§§¡£{� { )ª }©ª¥)ª�© ~¡ �¡���0}}0©ª¡� {}�0({� }){ �©§)}0�ª �{�0�¢{}¡ �{«|0�ª
§{� �¡���0}}0©ª¡� ©«0�0~{�S

XSWS z¡©�¡«{ ~¡ q)¤ª  z)}¦¡�S

h©ª�0~¡�¡«©� ¡§ }©ª¥)ª�© ~¡ �¡���0}}0©ª¡� ~¡ §{ ¢©�«{_

D = U ∩ {x ∈ Rn|hi(x) � 0, i = 1, . . . , l}Q

~©ª~¡ U ⊂ Rn {|0¡��©Q  hi : Rn −→ RQ i = 1, . . . , lS j§ z¡©�¡«{ ~¡
s{£�{ª£¡ �¡ ¨)¡~¡ }©«|0ª{� }©ª §{ �¡©��{ ~¡ q)¤ª  z)}¦¡� ¨{�{ ©|�¡ª¡� §{�
}©ª~0}0©ª¡� �¨�0«{� §©}{§¡� ¡ª ¡§ }{�© £¡ª¡�{§ ~¡ ¨�©|§¡«{� ~¡ ©¨�0«0®{}0�ª



XSWS zjvxjtf ij q�mu � z�hqjxS W\

~¡<ª0~{ ¨©� §{� �¡���0}}0©ª¡� «0¬�{�Q ~©ª~¡ ¡§ }©ª¥)ª�© ~¡ �¡���0}}0©ª¡� ¡���
~{~{ ¨©�_

D = U ∩ {x ∈ Rn|gi(x) = 0, j = 1, . . . , k, hi(x) � 0, i = 1, . . . , l}S

j§ z¡©�¡«{ ~¡ q)¤ª  z)}¦¡� ¨�©¨©�}0©ª{ )ª{ ¡§¡£{ª�¡ }{�{}�¡�0®{}0�ª ~¡§
}©«¨©��{«0¡ª�© ~¡ §{ ¢)ª}0�ª ©|¥¡�0(© f  §{� ¢)ª}0©ª¡� ~¡ �¡���0}}0�ª hi ¡ª
¡§ �¨�0«© §©}{§ ~¡ ¨�©|§¡«{� ~¡ ©¨�0«0®{}0�ª �¡���0ª£0~©� ¨©� §{ ~¡�0£){§~{~S
s{� }©ª~0}0©ª¡� �)¡ ~¡�}�0|¡ �¡ ¨)¡~¡ª (¡� }©«© §{� }©ª~0}0©ª¡� ª¡}¡�{�0{�
~¡ ¨�0«¡� ©�~¡ª ¨{�{ ©|�¡ª¡� ¡§ �¨�0«© §©}{§ ¡ª ¡��©� ¨�©|§¡«{�S

i0�¡«©� �)¡ )ª{ �¡���0}}0�ª ~¡ ~¡�0£){§~{~ hi(x) � 0 ¡� ¡¢¡}�0({ ¨{�{ ¡§
¨)ª�© x∗ �0 hi(x

∗) = 0S

��0§0®{«©� §{ ¡¬¨�¡�0�ª |E| ¨{�{ ~¡ª©�{� §{ }{�~0ª{§0~{~ ~¡ )ª }©ª¥)ª�© <R
ª0�© EQ ¡� ~¡}0�Q ¡§ ª�«¡�© ~¡ ¡§¡«¡ª�©� ¡ª ¡§ }©ª¥)ª�© ES

z¡©�¡«{ ~¡ q)¤ª  z)}¦¡�S y¡{ª f : Rn −→ R  hi : Rn −→ RQ
¢)ª}0©ª¡� ~¡ }§{�¡ C1 ¨{�{ i = 1, . . . , lS y)¨©ª£{«©� �)¡ x∗ ¡� )ª «�¬0«©
§©}{§ ~¡ f ¡ª ¡§ }©ª¥)ª�©

i b � ∩
{
x ∈ Rn | hi(x) ≥ 0, i = 1, . . . , l

}
,

~©ª~¡ U ¡� )ª }©ª¥)ª�© {|0¡��© ¡ª RnS y0 E ⊂ {1, . . . , l} ~¡ª©�{ ¡§ }©ª¥)ª�©
~¡ �¡���0}}0©ª¡� ¡ª x∗  �0 hE = (hi)i∈ES y)¨©ª£{«©� �)¡ ρ(DhE(x

∗)) = |E|Q
¡ª�©ª}¡� ¡¬0��¡ )ª (¡}�©� λ∗ = (λ∗

1, . . . , λ
∗
l ) ∈ Rl ~¡ �{§ «©~© �)¡ �¡ })«¨§¡ª

§{� �0£)0¡ª�¡� }©ª~0}0©ª¡�_

VS λ∗
i ≥ 0  λ∗

ihi(x
∗) = 0 ∀i = 1 . . . lQ

WS Df(x∗) +
l∑

i=1

λ∗
iDhi(x

∗) = 0.



W] hf��z�sv XS zjvxjtf ij q�mu � z�hqjxS

k0£)�{ XSX_ x¡¨�¡�¡ª�{}0�ª l��<}{ ~¡§ z¡©�¡«{ ~¡ q)¤ª  z)}¦¡�Q }©ª §{
¢)ª}0�ª ©|¥¡�0(© f(x)  )ª{ �¡���0}}0�ª g(x)

s{ k0£)�{ XSX «)¡���{ { §{ ¢)ª}0�ª f(x)  g(x)Q }©ª g(x) = h(x) { �)¡ ¡ª
¡��¡ }{�© �¡ ¡ª})¡ª��{ )ª{ �©§{ �¡���0}}0�ªQ Q ¡� ¡§ «�¬0«© ~¡ §{ ¢)ª}0�ª f(x)
�¡���0ª£0~© { §{ �¡£0�ª ~¡<ª0~{ ¨©� §{ ~¡�0£){§~{~ g(x) ≥ 0Q ª©�¡ �)¡ �0 P ¡�
¡§ «�¬0«© ~¡ §{ ¢)ª}0�ª f(x) �¡���0ª£0~© { §{ 0£){§~{~ g(x) = 0 ~{~© ¨©� ¡§
z¡©�¡«{ ~¡ s{£�{ª£¡ ¡ª�©ª}¡�Q P �= QS

f)ª�)¡ ¤¡«©� ¡��{|§¡}0~© ¡§ z¡©�¡«{ ~¡ q)¤ª  z)}¦¡� ¨{�{ §©� «�¬0«©�
§©}{§¡� ¡§ �¡©�¡«{ �¡ ¨)¡~¡ ¡¬�¡ª~¡� ¢�}0§«¡ª�¡ ¨{�{ })|�0� §©� «�ª0«©� §©R
}{§¡�S �©��)¡ �0 x∗ ¢)¡�{ )ª «�ª0«© §©}{§ ~¡ f ¡ª DQ x∗ �¡��{ )ª «�¬0«©
§©}{§ ~¡ −f ¡ª D  ~{~© �)¡ D(−f) = −Df �¡ª~��{«©� §© �0£)0¡ª�¡_

h©�©§{�0© XSVS y)¨©ª£{«©� �)¡ f  D �¡ ~¡<ª¡ª }©«© ¡ª ¡§ �¡©�¡«{ ~¡
q)¤ª  z)}¦¡�  x∗ ¡� )ª «�ª0«© §©}{§ ~¡ f ¡ª DS y¡{ E ¡§ }©ª¥)ª�© ~¡
�¡���0}}0©ª¡� ¡¢¡}�0({� ¡ª x∗Q �0 hE = (hi)i∈E  �)¨�ª£{�¡ �)¡ ρ(DhE(x

∗)) =
|E|Q ¡ª�©ª}¡� ¡¬0��¡ λ∗ ∈ Rl �{§ �)¡

VS λ∗
i ≥ 0  λ∗

ihi(x
∗) = 0 ∀iQ

WS Df(x∗)−
l∑

i=1

λ∗
iDhi(x

∗) = 0S

i0�¡«©� �)¡ ¡§ ¨{� (x∗, λ∗) })«¨§¡ª §{� }©ª~0}0©ª¡� ª¡}¡�{�0{� ~¡ ¨�0R

«¡� ©�~¡ª ¨{�{ )ª «�¬0«© M© })«¨§¡ª §{� }©ª~0}0©ª¡� ~¡ ¨�0«¡� ©�~¡ª



XSXS �xntjxf hvuinhn�u ijs zjvxjtfS W^

~¡ q)¤ª  z)}¦¡� ¨{�{ )ª «�¬0«©NQ �0 (x∗, λ∗) �{�0�¢{}¡ λ∗ � 0 {�� }©«©
§{� }©ª~0}0©ª¡� ~¡§ �¡©�¡«{ {ª�¡�0©�S i¡§ «0�«© «©~© ~0�¡«©� �)¡ (x∗, λ∗)
})«¨§¡ª §{� }©ª~0}0©ª¡� ª¡}¡�{�0{� ~¡ ¨�0«¡� ©�~¡ª ¨{�{ )ª «�ª0«©

M© �)¡ })«¨§¡ª §{� }©ª~0}0©ª¡� ª¡}¡�{�0{� ~¡ ¨�0«¡� ©�~¡ª ~¡ q)¤ª  z)}¦¡�
¨{�{ )ª «�ª0«©N �0 �{�0�¢{}¡ λ∗ � 0 {�� }©«© §{� }©ª~0}0©ª¡� {ª�¡�0©�¡� ~¡§
}©�©§{�0©S

XSXS ��0«¡�{ }©ª~0}0�ª ~¡§ �¡©�¡«{S

s{ }©ª~0}0�ª λ∗
i ≥ 0  λ∗

ihi(x
∗) = 0 ∀i = 1 . . . lQ ¡� §§{«{~{ }©ª~0}0�ª ~¡

/¤©§£)�{ }©«¨§¡«¡ª�{�0{GS s{ �¡�«0ª©§©£�{ �)�£¡ ~¡ §{ ©|�¡�({}0�ª ~¡ �)¡
~¡|¡«©� �¡ª¡� λ∗

i = 0 �0 hi(x)
∗ > 0Q  hi(x

∗) = 0 �0 λ∗
i > 0Q ¡� ~¡}0�Q §{

~¡�0£){§~{~ ª© ¡� ¡���0}�{S

i¡|¡«©� �¡ª¡� ¡ª })¡ª�{ �)¡ ¡§ z¡©�¡«{ ~¡ q)¤ª  z)}¦¡� ¨�©¨©�}0©ª{
}©ª~0}0©ª¡� �)¡ �©ª �©§© ¡�¡ª}0{§¡� ¨{�{ §©� �¨�0«©� §©}{§¡�S j��{� }©ª~0}0©ª¡�
�¡ �¡�)0¡�¡ª ¨{�{ ~¡�¡�«0ª{� )ª ¨)ª�© }©«© �¨�0«© §©}{§  ~¡ ¤¡}¤© ¡� ¢�}0§
0ª}§)0� ¡¥¡«¨§©� ¨{�{ ~¡«©���{� �)¡ §{� }©ª~0}0©ª¡� ¨)¡~¡ª ª© �¡� �)<}0¡ª�¡�S

�¡{«©� )ª© ¨{��0})§{�«¡ª�¡ �0«¨§¡S

j¥¡«¨§©S y¡{ f : R → R  g : R → R ~¡<ª0~{� ¨©� f(x) = x3  g(x) = x
�¡�¨¡}�0({«¡ª�¡S h©ª�0~¡�¡«©� ¡§ ¨�©|§¡«{ ~¡ «{¬0«0®{� f ¡ª ¡§ }©ª¥)ª�©
D = {x ∈ R|g(x) � 0}

y¡{ x∗ = λ∗ = 0S jª�©ª}¡� §{ 	ª0}{ �¡���0}}0�ª ~¡§ ¨�©|§¡«{ ¡� ¡¢¡}�0({ ¡ª
x∗S i¡ §{ �¡���0}}0©ª ~¡ �)¡ g(x) = x ¡ª�©ª}¡� ¡§ �{ª£© ¡� 1Q �)¨©ª£{«©� �)¡
�¡ })«¨§¡ f

′
(x∗) + λ∗g

′
(x∗) = 0, �0 §{� }©ª~0}0©ª¡� ~¡§ z¡©�¡«{ ~¡ q)¤ª 

z)}¦¡� �{«|0
ª ¢)¡�{ª �)<}0¡ª�¡�Q x∗ �¡��{ )ª «�¬0«© §©}{§ ~¡ f ¡ª DS y0ª
¡«|{�£©Q f ¡��� {)«¡ª�{ª~© ¡���0}�{«¡ª�¡ ¡ª x∗ = 0S �©� �{ª�© x∗ ª© ¨)¡~¡
�¡� )ª «�¬0«© §©}{§S

XSYS s{ }){§0<}{}0�ª ~¡ �¡���0}}0�ªS

f§ 0£){§ �)¡ §{ }©ª~0}0�ª {ª�§©£{ ~¡§ z¡©�¡«{ ~¡ s{£�{ª£¡ §{ }©ª}§)�0�ª ~¡§
z¡©�¡«{ ~¡ q)¤ª  z)}¤¡� ~¡ �)¡ ¡§ �{ª£© ~¡ DhE(x

∗) ¡� 0£){§ { |E| �¡ ~¡R



XU hf��z�sv XS zjvxjtf ij q�mu � z�hqjxS

ª©«0ª{ }){§0<}{}0�ª ~¡ �¡���0}}0�ªS j��{ }©ª~0}0�ª ¥)¡£{ )ª ¨{¨¡§ }¡ª��{§
¡ª §{ ¨�)¡|{ ~¡§ �¡©�¡«{S f~¡«�� �0 ¢{§§{ §{ }){§0<}{}0�ª ~¡ §{ �¡���0}}0�ªQ
¡§ �¡©�¡«{ «0�«© ¨©~��{ ¢{§§{�S f�)� ¤{ )ª ¡¥¡«¨§© ¨{�{ 0§)���{� ¡��¡ ¨)ª�©S

j¥¡«¨§©S y¡{ f : R2 −→ R  h : R2 −→ R ~¡<ª0~{ ¨©� f(x, y) = −(x2+y2)
 h(x, y) = (x − 1)3 − y2S h©ª�0~¡�¡«©� ¡§ ¨�©|§¡«{ ~¡ «{¬0«0®{� f ¡ª ¡§
}©ª¥)ª�©

D =
{
(x, y) ∈ R2|h(x, y) ≥ 0

}
.

�ª{ �©§)}0�ª { ¡��¡ ¨�©|§¡«{ �¡ ¨)¡~¡ ©|�¡ª¡� «¡~0{ª�¡ 0ª�¨¡}}0�ªQ §{ ¢)ªR
}0�ª f {§}{ª®{ )ª «�¬0«© ¡ª ¡§ ¨)ª�© ~©ª~¡ x2 + y2 {§}{ª®{ )ª «�ª0«©S
i{~© �)¡ §{ �¡���0}}0�ª �¡�)0¡�¡

(x− 1)3 ≥ y2,  y2 ≥ 0 ∀y,

¡§ ({§©� «{� ¨¡�)¡	© ~¡ x ¡ª D ¡� x = 1 §© �)¡ ©})��¡ }){ª~© y = 0S y¡
~¡~)}¡ �)¡ f �¡ «{¬0«0®{ ¡ª (x∗, y∗) = (1, 0)S z¡ª£{«©� ¡ª })¡ª�{ �)¡ §{
�¡���0}}0�ª ¡� 
ª0}{S

jª ¡��¡ «�¬0«© £§©|{§ ~¡ f ¡ª DQ �¡ª¡«©� Dh(x∗, y∗) = (3(x∗−1)2, 2y∗)) =
(0, 0) ¡ª�©ª}¡� ρ(Dh(x∗, y∗)) = 0 < 1Q  §{ }){§0<}{}0�ª ~¡ �¡���0}}0�ª ¢{§§{S
�©� ©��{ §{~© �¡ª¡«©� Df(x∗, y∗) = (−2x∗,−2y∗) = (−2, 0) ¨©� §© �)¡ ª©
¨)¡~¡ ¡¬0��0� λ ≥ 0 �{§ �)¡ Df(x∗, y∗) + λDh(x∗, y∗) = (0, 0)S h©ª ¡��© 
�0R
«© ©|�¡�({«©� �)¡ §{� }©ª}§)�0©ª¡� ~¡§ z¡©�¡«{ ~¡ q)¤ª  z)}¦¡� �{«|0�ª
¢{§§{ªS

t)§�0¨§0}{~©�¡� ~¡ q)¤ª  z)}¦¡�

j§ (¡}�©� λ∗ ¡ª ¡§ z¡©�¡«{ ~¡ q)¤ª  z)}¦¡� �¡ §§{«{ (¡}�©� ~¡ «)§�0¨§0R

}{~©�¡� ~¡ q)¤ª  z)}¦¡� }©��¡�¨©ª~0¡ª�¡ {§ «�¬0«© §©}{§ x∗S f§ 0£){§ �)¡
}©ª §©� «)§�0¨§0}{~©�¡� ~¡ s{£�{ª£¡Q �{«|0�ª �¡ ¨)¡~¡ ¨¡ª�{� �)¡ §©� «)§�0R
¨§0}{~©�¡� ~¡ q)¤ª  z)}¦¡� «0~¡ª §{ �¡ª�0|0§0~{~ ~¡ §{ ¢)ª}0�ª ©|¥¡�0(© ¡ª
x∗S

i¡ ¤¡}¤© ¡��{ 0ª�¡�¨�¡�{}0�ª ¡� ¨{��0})§{�«¡ª�¡ 0ª�)0�0({ ¡ª ¡§ }©ª�¡¬�© ~¡ §{�
�¡���0}}0©ª¡� ~¡ ¨�0«¡� ©�~¡ªS j� ~¡}0�Q �0 hi(x

∗) > 0Q ¡ª�©ª}¡� §{ �¡���0}}0�ª
iR��0«{ �¡���0ª£0�� { ¡§¡({� ¡§ ({§©� ~¡ §{ ¢)ª}0�ª ©|¥¡�0(© ¡ª ¡§ ¡¥¡�}0}0© ~¡
«{¬0«0®{}0�ª  λ∗ ~¡|¡�� �¡� }¡�©S �©� ©��© §{~© �0 hi(x

∗) = 0 ¡ª�©ª}¡�



XSYS sf h�fsnknhfhn�u ij xjyzxnhhn�uS XV

~¡|0§0�{� §{ �¡���0}}0�ª iR��0«{ ¨)¡~¡ {)~{� { {)«¡ª�{� ¡§ ({§©� ~¡§ ¡¥¡�}0}0©
~¡ «{¬0«0®{}0�ª  ¡ª�©ª}¡� �¡ª~�¡«©� λi ≥ 0S

�{�{ (0�){§0®{� ¡��{ 0ª�¡�¨�¡�{}0�ª ~¡ λQ �)¨©ª£{«©� �)¡ §{� ¢)ª}0©ª¡� ~¡
�¡���0}}0�ª hi �¡ ~{ª �©~{� ~¡ ¢©�«{ ¨{�{«���0}{ }©«©

hi(x; c) = hi(x) + ci.

g{¥© ¡��{ �)¨©�0}0�ª §{ 0R��0«{ �¡���0}}0�ª }{«|0{ }©ª¢©�«¡ {§ ({§©� ~¡§ ¨{R
��«¡��© ciS y¡{ C ⊂ Rl ¡� )ª }©ª¥)ª�© {|0¡��© ~¡ ({§©�¡� ¢{}�0|§¡� ¨{�{
§©� ¨{��«¡��©� c = (c1, . . . , cl)S y)¨©ª£{«©� �)¡ ¨{�{ }{~{ c ∈ CQ ¤{ )ª
«�¬0«© £§©|{§ x∗(c) ~¡ f ¡ª ¡§ }©ª¥)ª�© ~¡ �¡���0}}0©ª¡�

D(c) = U ∩
{
x ∈ Rn|hi(x) + ci ≥ 0, i = 1, . . . , l

}
.

y)¨©ª£{«©� {~¡«�� �)¡ §{ �¡���0}}0�ª ~¡ }){§0<}{}0�ª �¡ «{ª�0¡ª¡ ¡ª }{~{
c ∈ C ¡ª�©ª}¡�Q ~¡ «{ª¡�{ {ª�§©£{ }©«© �¡ ¤0®© ¡ª ¡§ z¡©�¡«{ ~¡ s{£�{ª£¡
¡¬0��¡ λ∗(c) ≥ 0 �{§ �)¡

Df(x∗(c)) +
l∑

i=1

λ∗
iDhi(x

∗(c)) = 0.

k0ª{§«¡ª�¡ �)¨©ª£{«©� �)¡ λ∗  x∗ �©ª ¢)ª}0©ª¡� ~¡ }§{�¡ C1 }©ª ¨{��«¡��©�
�©|�¡ c ¡ª ¡§ }©ª¥)ª�© CS

i¡<ª{«©� F : C −→ R ¨©�

F (c) = f(x∗(c)).

�0 {<�«{«©� �)¡ ∂F (c)/∂ci = λi ¨{�{ i = 1, . . . , lS j§0£0¡ª~© }){§�)0¡� c ∈ CQ
�)¨©ª£{«©� i �{§ �)¡ hi(x) + ci > 0Q �¡{ c̃i �{§ �)¡ c̃i < ci 

hi(x) + c̃i > 0S

h©ª�0~¡�{ª~© ¡§ }©ª¥)ª�© ~¡ �¡���0}}0©ª¡� D(c̃i) �)¡ �¡�)§�{ }){ª~© ¡§ ¨{��R
«¡��© ci ¡ª §{ �¡���0}}0�ª i �¡ �¡«¨§{®{ ¨©� c̃i < ciQ ~¡|¡«©� ©|�¡ª¡�

D(c̃i) ⊂ D(c)S

h©«© x∗ = x∗(c) ¡� )ª «�¬0«© §©}{§ ~¡ f ¡ª ¡§ }©ª¥)ª�© ~¡ �¡���0}}0©ª¡� «��
£�{ª~¡D(c)  }©«© x∗(c) ∈ D(ci) ¡ª�©ª}¡� hi(x

∗(c)+ci) ≥ 0 ∀ iS �©� ¡§¡}}0�ª
~¡ c̃i �¡ �0¡ª¡ hi(x

∗(c) + c̃i) ≥ 0  hi(x
∗(c)) + ci ≥ 0 ¨©� �{ª�© x∗(c) ∈ D(c̃i)Q

}©ª ¡��© �¡ �0¡ª¡ �)¡ x∗(c) �{«|0�ª ¡� )ª «�¬0«© ~¡ f ¡ª ¡§ }©ª¥)ª�© ~¡
�¡���0}}0©ª¡� D(c̃i)S �©� �{ª�©



XW hf��z�sv XS zjvxjtf ij q�mu � z�hqjxS

F (c̃i) = f(x∗(c)) = F (c).

h©«© c �¡ ¡§0£0� ~¡ «{ª¡�{ {�|0��{�0{Q ¨©~¡«©� {<�«{� �)¡ F ¡� }©ª��{ª�¡Q
~¡ ~©ª~¡ �¡ ~¡~)}¡ �)¡ ∂F (c)/∂ci = 0S �©� ©��© §{~© �{«|0�ª �¡ })«¨§¡ �)¡
hi(x

∗(c)) + ci > 0Q §© }){§ 0«¨§0}{ �)¡ �¡ })«¨§¡ª §{� }©ª~0}0©ª¡� ~¡ q)¤ª 
z)}¦¡� ~¡ /¤©§£)�{� }©«¨§¡«¡ª�{�0{�1 λ∗

i (c) = 0S �©� §© �{ª�©

∂F

∂ci
(c) = λ∗

i (c).

�{�{ «{©� 0ª¢©�«{}0�ª (¡� �X	Q �Y	Q �Z	Q �[	Q �VU	  �VY	S

XSZS f¨§0}{}0�ª ~¡§ �¡©�¡«{S

XSZSVS ��©}¡~0«0¡ª�©S

s{ ¢©�«{ ~¡ {¨§0}{� ¡§ z¡©�¡«{ ~¡ q)¤ª  z)}¦¡� ¨{�{ �¡�©§(¡� )ª ¨�©|§¡R
«{ ~¡ ©¨�0«0®{}0�ª �¡���0ª£0~© ¨©� §{ ~¡�0£){§~{~Q 0«¨§0}{ ¡�¡ª}0{§«¡ª�¡ §©�
«0�«©� ¨{�©� �)¡ ¡§ )�© ~¡§ z¡©�¡«{ ~¡ s{£�{ª£¡ ¨{�{ �¡�©§(¡� ¨�©|§¡«{�
}©ª �¡���0}}0©ª¡� ~¡ 0£){§~{~S j� ~¡}0�Q }©ª�0~¡�¡«©� )ª{ ¢)ª}0�ª s{£�{ª£0{R
ª{ §)¡£© }{§})§{«©� �)� ¨)ª�©� }�
�0}©�  <ª{§«¡ª�¡Q ¡({§){«©� §{ ¢)ª}0�ª
©|¥¡�© ¡ª }{~{ ¨)ª�© }�
�0}©  �¡§¡}}0©ª{«©� ¡§ ¨)ª�© ¡ª ¡§ �)¡ �¡ ©¨�0«0®{
§{ ¢)ª}0�ªS

j¬0��¡ª ~0¢¡�¡ª}0{� «) 0«¨©��{ª�¡� ¡ª §©� ~¡�{§§¡�S �ª© ~¡ ¡§§©� �)�£¡ ~¡§
¤¡}¤© ~¡ �)¡ §{� }©ª}§)�0©ª¡� ~¡§ z¡©�¡«{ ~¡ q)¤ª  z)}¦¡� �©ª ~0�¡ª�¡�
¨{�{ §©� «�¬0«©� §©}{§¡�  «
ª0«©� §©}{§¡�S j��© �¡�)0¡�¡ )ª{ ~0¢¡�¡ª}0{ ¡ª
§©� ¨{�©� { �¡£)0� ¡ª §{ �¡�©§)}0�ª ~¡ ¨�©|§¡«{� ~¡ «{¬0«0®{}0�ª ¨{�{ ¨©~¡�
�¡�©§(¡� ¨�©|§¡«{� ~¡ «0ª0«0®{}0�ªS

��©}¡�© ~¡ «{¬0«0®{}0�ª ~¡ ~¡�0£){§~{~ �¡���0ª£0~{S

t{¬0«0®{� f(x) �)¥¡�© { x ∈ D = U ∩ {x|h(x) ≥ 0}S

�{�© VS

h©«© ¨�0«¡� ¨{�© ¡ª ¡§ ¨�©}¡~0«0¡ª�© ¨{�{ �¡�©§(¡� ¡��¡ ¨�©|§¡«{ ~¡<ª0�¡R
«©� )ª{ ¢)ª}0�ª L : Rn × Rl −→ R �)¡ �¡£)0�¡«©� §§{«{ª~© s{£�{ª£0{ª{Q



XSZS f�snhfhn�u ijs zjvxjtfS XX

~{~{ ¨©�

L(x, λ) = f(x) +
l∑

i=1

λihi(x).

�{�© WS

j§ �¡£)ª~© ¨{�© ¡ª ¡§ ¨�©}¡~0«0¡ª�© ¡� ¡ª}©ª��{� �©~{ §{� �©§)}0©ª¡� (x, λ)
{§ �0£)0¡ª�¡ }©ª¥)ª�© ~¡ (¡}�©�¡�

∂L
∂xj

(x, λ) = 0Q j = 1, . . . , n.

∂L
∂λi

(x, λ) ≥ 0Q λi ≥ 0Q λi
∂L
∂λi

(x, λ) = 0Q i = 1, . . . , l.

h){§�)0¡� �©§)}0�ª {§ �0��¡«{ ~¡ ¡}){}0©ª¡� �¡ §§{«{�{ /¨)ª�© }���0}©G~¡ LS
j� 0«¨©��{ª�¡ �¡ª¡� ¡ª })¡ª�{ �)¡ §{� }©ª~0}0©ª¡� �)¡ ~¡<ª¡ª §©� ¨)ª�©�
}���0}©� ~¡ L ~0<¡�¡ª { §{� }©��¡�¨©ª~0¡ª�¡� ¡ª §©� ¨�©|§¡«{� ~¡ 0£){§~{~
�¡���0ª£0~{Q ¡ª ¨{��0})§{� }©ª �¡�¨¡}�© { §{� ~¡�0({~{� �¡�¨¡}�© { λS �{«©� {
~¡ª©�{� ¨©� M {§ }©ª¥)ª�© ~¡ ¨)ª�©� }���0}©� ~¡ LQ ¨{�{ §©� �)¡ x ∈ U S

M = {(x, λ)|(x, λ) ¡� )ª ¨)ª�© }���0}© ~¡ s  x ∈ U} .
�{�© XS

h©«© �¡�}¡�  �§�0«© ¨{�©Q }{§})§¡«©� ¡§ ({§©� ~¡ f ¡ª }{~{ x ∈ M S jª §{
¨�	}�0}{ ¡§ ({§©� ~¡ x �)¡ «{¬0«0®{ f �©|�¡ ¡��¡ }©ª¥)ª�© �)¡§¡ �¡� �{«|0
ª
§{ �©§)}0�ª ~¡§ ¨�©|§¡«{ ~¡ «{¬0«0®{}0�ª ©�0£0ª{§S

��©}¡�© ~¡ «0ª0«0®{}0�ª ~¡ ~¡�0£){§~{~ �¡���0ª£0~{S

y)¨©ª£{«©� �)¡ ¡§ ¨�©|§¡«{ ©�0£0ª{§ ¡� �¡�©§(¡�_

«0ª0«0®{� f(x) �)¥¡�© { x ∈ D = U ∩ {x|xQ h(x) ≥ 0} .

i©� �)�{� ¡��	ª {|0¡��{� ¨{�{ ª©�©��©�_

i{~© �)¡ x «{¬0«0®{ f �©|�¡ D �0  ��§© �0 x «0ª0«0®{ −f �©|�¡ DQ ¨©~��{R
«©� �0«¨§¡«¡ª�¡ �¡¡�}�0|0� ¡§ ¨�©|§¡«{ }©«© )ª ¨�©|§¡«{ ~¡ «0ª0«0®{}0�ª
}©ª §{ ¢)ª}0�ª ©|¥¡�0(© ~{~{ ¨©� −f  )�{� ¡§ ¨�©}¡~0«0¡ª�© {ª�¡�0©�S

s{� �)�{� {§�¡�ª{�0({� �¡�)0¡�¡ª «©~0<}{� §{ ¢)ª}0�ª ~¡ s{£�{ª£¡ ~¡ �{§ «©R
~© �)¡

L(x, λ) = f(x)−
l∑

i=1

λihi(x),



XY hf��z�sv XS zjvxjtf ij q�mu � z�hqjxS

 �¡£)0«©� §©� «0�«©� ¨{�©� �¡��{ª�¡� �)¡ �¡ ¡ª)«¡�{ª ¨{�{ ¡§ ¨�©|§¡«{ ~¡
«{¬0«0®{}0�ªQ ¡� ~¡}0�Q ¡ª ¡§ �¡£)ª~© ¨{�© ¡ª}©ª��{�¡«©� ¡§ }©ª¥)ª�© M ~¡
�©~©� §©� ¨)ª�©� (x, λ) �)¡ �{�0�¢{}¡ª x ∈ U {�� }©«©_

∂L
∂xj

(x, λ) = 0Q j = 1, . . . , n

∂L
∂λi

(x, λ) ≥ 0Q λi ≥ 0Q λi
∂L
∂λi

(x, λ) = 0Q i = 1, . . . , lS

�©� �§�0«© ¡({§){�¡«©� f ¡ª }{~{ x ~¡§ }©ª¥)ª�© {x | �¡{ λ �{§ �)¡ (x, λ) ∈ M}S
j§ ({§©� ~¡ x �)¡ «0ª0«0®{ f �©|�¡ ¡§ }©ª¥)ª�© �)¡§¡ �¡� �{«|0	ª )ª «�ª0«©
£§©|{§ ~¡§ ¨�©|§¡«{ ©�0£0ª{§S

f¤©�{ �)¨©ª£{«©� �)¡ x∗ ¡� )ª «
¬0«© §©}{§ ~¡ f ¡ª D  §{ }){§0<}{}0�ª ~¡
�¡���0}}0�ª �¡ })«¨§¡ª ¡ª x∗S h©«© x∗ ¡� ¢{}�0|§¡ ~¡|¡ �{�0�¢{}¡� h(x∗) ≥ 0S
y¡£�ª ¡§ z¡©�¡«{ ~¡ q)¤ª  z)}¦¡� �{«|0	ª ~¡|¡ª ¡¬0��0� λ∗ �{§ �)¡ (x∗, λ∗)
 �{�0�¢{}¡ §{� }©ª~0}0©ª¡� ~¡§ �¡©�¡«{  ¡ª�©ª}¡� (x∗, λ∗) ~¡|¡ �¡� )ª ¨)ª�©
}���0}© ~¡ f �)¡ �{�0�¢{}¡ §{ ¨�©¨0¡~{~S

XS[S �ª{ ¨�)¡|{ ~¡§ z¡©�¡«{ ~¡ q)¤ª  z)}R

¦¡�S

z¡©�¡«{ ~¡ q)¤ª  z)}¦¡�S y¡{ª f : Rn −→ R  hi : Rn −→ RQ
¢)ª}0©ª¡� ~¡ }§{�¡ C1 ¨{�{ i = 1, . . . , lS y)¨©ª£{«©� �)¡ x∗ ¡� )ª «�¬0«©
§©}{§ ~¡ f ¡ª ¡§ }©ª¥)ª�©

i b � ∩
{
x ∈ Rn | hi(x) ≥ 0, i = 1, . . . , l

}
,

~©ª~¡ U ¡� )ª }©ª¥)ª�© {|0¡��© ¡ª RnS y0 E ⊂ {1, . . . , l} ~¡ª©�{ ¡§ }©ª¥)ª�©
~¡ �¡���0}}0©ª¡� ¡ª x∗  �0 hE = (hi)iεES y)¨©ª£{«©� �)¡ ρ(DhE(x

∗)) = |E|Q
¡ª�©ª}¡� ¡¬0��¡ )ª (¡}�©� λ∗ = (λ∗

1, . . . , λ
∗
l ) ∈ Rl ~¡ �{§ «©~© �)¡ �¡ })«¨§¡ª

§{� �0£)0¡ª�¡� }©ª~0}0©ª¡�_

VS λ∗
i ≥ 0  λ∗

ihi(x
∗) = 0 ∀i = 1 . . . lQ

WS Df(x∗) +
l∑

i=1

λ∗
iDhi(x

∗) = 0.

i¡«©���{}0�ªS



XS[S �uf �x�jgf ijs zjvxjtf ij q�mu � z�hqjxS XZ

y¡{ x∗ )ª «�¬0«© §©}{§ ~¡ f ¡ª ¡§ }©ª¥)ª�©

D = U ∩ {x ∈ Rn|hi(x) ≥ 0, ∀i = 1, ..., l} ,

~©ª~¡ }{~{ hi �©ª ¢)ª}0©ª¡� ~¡ }§{�¡ C1  U ⊂ Rn {|0¡��©S y¡{ E ¡§ }©ª¥)ª�©
~¡ �¡���0}}0©ª¡� ¡¢¡}�0({� ¡ª x∗Q  �)¨©ª£{«©� �)¡ ρ(DhE(x

∗)) = |E|Q ~©ª~¡
hE = (hi)i∈ES i¡|¡«©� «©���{� �)¡ ¡¬0��¡ λ = (λ1, ..., λl) ∈ Rl �{§ �)¡

VS λi ≥ 0  λihi(x
∗) = 0Q i = 1, . . . , lQ

WS Df(x∗) +
∑l

i=1 λiDhi(x
∗) = 0S

h©ª §{ ¡¬}¡¨}0�ª ~¡ §{ ª© ª¡£{�0(0~{~ ~¡§ (¡}�©� λQ ¡§ z¡©�¡«{ ~¡ q)¤ª 
z)}¦¡� ¨)¡~¡ ~¡�0({��¡ }©«© }©ª�¡})¡ª}0{ ~¡§ z¡©�¡«{ ~¡ s{£�{ª£¡S �{�{
�0«¨§0<}{� §{ ª©�{}0�ª ¡ª §{ ¨�)¡|{Q ~¡ª©�{�¡«©� |E| ¨©� kQ �{«|0�ª �)¨©ªR
£{«©� �)¡ §{� �¡���0}}0©ª¡� ¡¢¡}�0({� ¡ª x∗ �©ª §{� ¨�0«¡�{� k �¡���0}}0©ª¡�_

hi(x
∗) = 0Q i = 1, . . . , k,

hi(x
∗) > 0Q i = k + 1, . . . , l.

�©� �)¨)¡��©Q ª© ¤{ ¨��~0~{ ~¡ £¡ª¡�{§0~{~ ¡ª ¡��{ �)¨©�0}0�ªQ { �)¡ ¡��©
�¡ ¨)¡~¡ §©£�{� �0«¨§¡«¡ª�¡ (©§(0¡ª~© { ª)«¡�{� §{� �¡���0}}0©ª¡�S

�{�{ }{~{ i ∈ {1, . . . , l}Q ~¡<ª{«©�

Vi = {x ∈ Rn|hi(x) > 0} .

y¡{ V =
l⋂

i=k+1

ViS �©� §{ }©ª�0ª)0~{~ ~¡ hiQ Vi ¡� )ª }©ª¥)ª�© {|0¡��© ¨{�{ }{~{

iQ ¨©� §© �{ª�© V ¡� {|0¡��©S f¤©�{Q �)¨©ª£{«©� �)¡ D∗ ⊂ D ¡� ¡§ }©ª¥)ª�©
~¡ �¡���0}}0©ª¡� ~¡ §{ 0£){§~{~ ~¡<ª0~© ¨©� §{� k ¨�0«¡�{� �¡���0}}0©ª¡�Q ¡�
~¡}0�

D∗ = U
⋂(

l⋂

i=k+1

Vi

)⋂
{x ∈ Rn|hi(x) = 0, i = 1, . . . , k} ,

D∗ = U
⋂

V
⋂

{x ∈ Rn|hi(x) = 0, i = 1, . . . , k} .

�©� }©ª���)}}0�ªQ �¡ª¡«©� x∗ ∈ D∗S i{~© �)¡ x∗ ¡� )ª «�¬0«© §©}{§ ~¡ f ¡ª
DQ ¡ª�©ª}¡� ¡� )ª «�¬0«© §©}{§ ~¡ f ¡ª D∗S f~¡«��Q �¡ª¡«©� ρ(DhE(x∗)) =



X[ hf��z�sv XS zjvxjtf ij q�mu � z�hqjxS

kQ ¨©� ¤0¨��¡�0�S �©� §© �{ª�©Q �¡£�ª ¡§ z¡©�¡«{ ~¡ s{£�{ª£¡Q ¡¬0��¡ )ª (¡}�©�
µ = (µ1, . . . , µk) ∈ Rk �{§ �)¡_

Df(x∗) +
k∑

i=1

µiDhi(x
∗) = 0.

f¤©�{ ~¡<ª{«©� λ ∈ Rl ¨©�

λib

{
µi �0 i = 1, . . . , k

0 �0 i = k + 1, . . . , l

t©���{�¡«©� �)¡ ¡§ (¡}�©� λ �{�0�¢{}¡ §{� ¨�©¨0¡~{~¡� ¡��{|§¡}0~{� ¡ª ¡§ �¡©R
�¡«{S

��0«¡�©Q ©|�¡�(¡«©� �)¡ ¨{�{ i = k + 1, . . . , l Q �¡ª¡«©�Q λi = 0Q  ¨©� §©
�{ª�©Q λiDhi(x

∗) = 0S h©ª ¡��© �¡ ©|�0¡ª¡

Df(x∗) +
l∑

i=1

λiDhi(x
∗) = Df(x∗) +

k∑

i=1

λiDhi(x
∗)

= Df(x∗) +
k∑

i=1

µiDhi(x
∗)

= 0,

�)¡ ¡��{|§¡}¡ )ª{ ~¡ §{� ¨�©¨0¡~{~¡� ~¡�¡{~{�S

f¤©�{Q ¨{�{ }){§�)0¡� i ∈ {. . . , k}Q �¡ª¡«©� hi(x
∗) = 0Q {�� �)¡ }0¡��{«¡ª�¡

¡� ¡§ }{�© �)¡ λihi(x
∗) = 0 ¨{�{ i ∈ {. . . , k}S �{�{ i ∈ {. . . , l}Q �¡ª¡«©�

λi = 0Q ¡ª�©ª}¡� �{«|0	ª ¡� ¡§ }{�© �)¡ λihi(x
∗) = 0S �©� �{ª�©

λihi(x
∗) = 0 i = 1, . . . , lS

w)¡~{ ¨©� ~¡«©���{� �)¡ λi ≥ 0S h©«© λi = 0 ¨{�{ i = k+1, . . . , lQ ¡��{«©�
©|§0£{~©� { «©���{� �)¡ λi ≥ 0 ¨{�{ i = 1, . . . , kS ��©|{�¡«©� �)¡ λ1 ≥ 0S
h©ª )ª {�£)«¡ª�© �0«0§{� ¨�©|{�¡«©� �)¡ λi ≥ 0 ¨{�{ i = 2, . . . , kS

�{�{ ¡��¡ <ª ~¡<ª{«©� ¨{�{ x ∈ Rn  η ∈ R §{ ¢)ª}0�ª H : Rn+1 → RkQ
~¡<ª0~{ }©«© H = (H1, . . . , Hk) ~©ª~¡

H1(x, η) = h1(x)− η

Hi(x, η) = hi(x), i = 2, . . . , k.
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y¡{ DxH(x, η) �)¡ ~¡ª©�{ §{ «{��0® ~¡ ~¡�0({~{ k × n ~¡ H }©ª �¡�¨¡}�©
{ §{� ({�0{|§¡� xQ  DHη(x, η) ~¡ª©�{ ¡§ (¡}�©� ~¡ ~¡�0({~{ k × 1 ~¡ H }©ª
�¡�¨¡}�© { ηQ ¡� ~¡}0�Q

DxH(x, η) =




∂H1

∂x1

(x, η) . . .
∂H1

∂xn

(x, η)

. . .
S S S . . .

∂Hk

∂x1

(x, η) . . .
∂Hk

∂xn

(x, η)




=




∂h1(x)− η

∂x1

. . .
∂h1(x)− η

∂xn

. . .
S S S . . .

∂hk(x)

∂x1

. . .
∂hk(x)

∂xn




,

DηH(x, η) =




∂H1

∂η
(x, η)

. . .
∂Hk

∂η
(x, η)


 =

(
∂h1(x)− η

∂η
, . . . ,

∂hk(x)

∂η

)
=

(
−1, 0, . . . , 0

)
.

u©�¡«©� �)¡ DxH(x, η) = DhE(x)Q ¨)¡�

DhE(x) =




∂h1(x)

∂x1

. . .
∂h1(x)

∂xn

. . .
S S S . . .

∂hk(x)

∂x1

. . .
∂hk(x)

∂xn




,

�{«|0�ª �¡ª¡«©� �)¡ DHη(x, η) = (−1, 0, ..., 0) ¡ª }){§�)0¡� (x, η)S

�©� §{ ~¡<ª0}0�ª ~¡HQ �¡ª¡«©�H(x∗, 0) = (0, ..., 0)S f~¡«��Q ρ(DxH(x∗, 0)) =
ρ(DhE(x

∗)) = kS �©� §© �{ª�©Q ¨©� ¡§ z¡©�¡«{ ~¡ §{ k)ª}0�ª 0«¨§	}0�{Q ¤{
)ª{ (¡}0ª~{~ N ~¡§ }¡�© ¡ª R  ξ : N −→ Rn )ª{ ¢)ª}0�ª ~¡ }§{�¡ C1Q �{§
�)¡ ξ(0) = x∗Q 

H(ξ(η), η) = 0, η ∈ N.

i0¢¡�¡ª}0{ª~© ¡��{ ¡¬¨�¡�0�ª �¡�¨¡}�© { η )�{ª~© §{ �¡£§{ ~¡ §{ }{~¡ª{Q

DξH(ξ(η, η))Dη(ξ(η)) +DηHDηη = 0

 ¡({§){ª~© ¡ª ξ(0) = x∗Q ©|�¡ª¡«©�

DxH(x∗, 0)Dηξ(0) +DηH(ξ(0), 0) = 0,



X] hf��z�sv XS zjvxjtf ij q�mu � z�hqjxS

DxH(x∗, 0)Dηξ(0) +DηH(x∗, 0) = 0.

i{~© �)¡ DxH(x, η) = DhE(x)  DηH(x, η) = (−1, 0, . . . , 0) ¡ª }){§�)0¡�
(x, η)Q ¡��© 0«¨§0}{

DhE(x
∗)Dηξ(0) = (1, 0, . . . , 0),

©Q ~¡ «{ª¡�{ ¡�)0({§¡ª�¡Q �)¡

DHE(x
∗)Dξ(0) = 1

DHE(x
∗)Dξ(0) = 0 i = 2, . . . , kS

h©«© λi = 0 ¨{�{ i = k + 1, . . . , lQ {¤©�{ �¡ª¡«©�

Df(x∗)Dξ(0) = −

(
l∑

i=1

λiDhi(x
∗)

)
Dξ(0)

= −

(
k∑

i=1

λiDhi(x
∗)Dξ(0)

)

= −λ1.

�{�{ }©«¨§¡�{� §{ ¨�)¡|{Q «©���{�¡«©� �)¡

Df(x∗)Dξ(0) ≤ 0.

�{�{ ¡��¡ <ªQ ¨�0«¡�© «©���{«©� �)¡ ¤{ η∗ > 0 �{§ �)¡ ¨{�{ �©~© η ∈ [0, η∗)Q
~¡|¡«©� �¡ª¡� ξ(η) ∈ DQ ~©ª~¡D ¡� ¡§ }©ª¥)ª�© ~¡ �¡���0}}0©ª¡� ~¡§ ¨�©|§¡«{
©�0£0ª{§S

y0 η > 0Q }©«© Hi(ξ(η), η) ¨{�{ i = 1, . . . , k  ~¡ §{ ~¡<ª0}0�ª ~¡ §{� ¢)ª}0©ª¡�
HiQ ¡ª�©ª}¡�

h1(ξ(η)) = η > 0,



hi(ξ(η)) = 0 i = 2, . . . , k.

�{�{ i = k + 1, . . . , l �¡ª¡«©� hi(ξ(0)) = hi(x
∗) > 0S i{~© �)¡ �{ª�© hi  ξ

�©ª }©ª�0ª){�Q �¡ �0£)¡ �)¡ ¡¬0��¡ η∗ > 0 �{§ �)¡ ¨{�{ η ∈ [0, η∗)Q �{«|0�ª
¨©~¡«©� {�¡£)�{� �)¡



XS\S f�snhfhnvujy f sf jhvuvt�fS X^

hi(ξ(η)) > 0 i = k + 1, . . . , l.

k0ª{§«¡ª�¡Q {§ �¡~)}0� ¡§ ({§©� ~¡ η∗ �0 ¡� ª¡}¡�{�0©Q ¨©~¡«©� ¡(0~¡ª�¡«¡ª�¡
{�¡£)�{� �)¡ ξ(η) ∈ U ¨{�{ �©~©� η ∈ [0, η∗)S �©� §© �{ª�©Q ¤¡«©� ¡ª}©ª��{~©
η∗ > 0 �{§ �)¡ ξ(η) ∈ D ¨{�{ η ∈ [0, η∗)S

f¤©�{Q ~{~© �)¡ ξ(0) = x∗ ¡� )ª «�¬0«© §©}{§ ~¡ f ¡ª DQ  ξ(η) ¡��� ¡ª ¡§
}©ª¥)ª�© ¢{}�0|§¡ ¨{�{ η ∈ [0, η∗)Q �¡ ~¡~)}¡ �)¡ ¨{�{ η > 0  �)<}0¡ª�¡«¡ª�¡
}¡�}{ ~¡ }¡�©Q ~¡|¡«©� �¡ª¡�

f(ξ(η)) ≤ f(x∗),

¨©� §© �{ª�©
f(ξ(η))− f(x∗)

η
≤ 0

¨{�{ �©~©� η > 0  §© �)<}0¡ª�¡«¡ª�¡ ¨¡�)¡�©S m{|§{ª~© ¡ª ���«0ª©� ~¡
§	«0�¡ }©«© η → 0 ©|�¡ª¡«©�_

Limη−→0
f(ξ(η))− f(x∗)

η
≤ 0,

~¡ ~©ª~¡
Dξ [f(ξ(η))]|0 = Df(x∗)Dξ(0) ≤ 0,

}©«© �)¡�	{«©�S

�

XS\S f¨§0}{}0©ª¡� { §{ ¡}©ª©«�{S

jª ¡��{ �¡}}0
ªQ ¨�¡�¡ª�{«©� ~©� ¡¥¡«¨§©� ¡¬��{	~©� ~¡ ¡}©ª©«	{Q �)¡ 0§)�R
��{ª ¡§ )�© ~¡§ ¨�©}¡~0«0¡ª�© ¨{�{ ¡ª}©ª��{� �©§)}0©ª¡� { ¨�©|§¡«{� ~¡ ©¨R
�0«0®{}0
ª �¡���0ª£0~©� ¨©� ~¡�0£){§~{~S j§ ¨�0«¡� ¡¥¡«¨§©Q }©ª�0~¡�{ )ª
¨�©|§¡«{ ~¡ «{¬0«0®{}0
ª ~¡ §{ )�0§0~{~S j§ �¡£)ª~© ¡¥¡«¨§© ~¡�}�0|¡ )ª
¨�©|§¡«{ ~¡ «0ª0«0®{}0
ª ~¡ }©��©�S

j��{ �¡}}0
ª �0¡ª¡ )ª ~©|§¡ ¨�©¨
�0�©_
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VS j¬¨§0}{� ¡§ ¨�©}¡�© ~¡ (¡�0<}{� §{ }©ª~0}0�ª ~¡ }){§0<}{}0�ª ~¡ �¡���0}R
}0�ª ¡ª ¨�¡�¡ª}0{ ~¡ «�§�0¨§¡� �¡���0}}0©ª¡� ~¡ ~¡�0£){§~{~S f ~0¢¡�¡ª}0{
~¡§ }{�© }©ª ¨�©|§¡«{� ~¡ 0£){§~{~Q ~©ª~¡ ¡��¡ ¨�©}¡�© ¡� �¡§{�0({«¡ªR
�¡ ~0�¡}�©Q ¡¬0��¡ §{ }©«¨§0}{}0�ª {~0}0©ª{§ ~¡ �)¡ §{ }){§0<}{}0�ª ~¡
§{ �¡���0}}0�ª ~¡¨¡ª~¡ ~¡§ �)|}©ª¥)ª�© ¨�¡}0�© ~¡ �¡���0}}0©ª¡� �)¡ �©ª
¡¢¡}�0({� ¡ª ¡§ ¨)ª�© �¨�0«© ~¡�}©ª©}0~©S �©� §© �{ª�©Q §{ �ª0}{ «{R
ª¡�{Q ¡ª £¡ª¡�{§ ~¡ (¡�0<}{� �)¡ §{ �¡���0}}0�ª ~¡ §{ }){§0<}{}0�ª �¡
«{ª�¡ª~�� ¡ª ¡§ ¨)ª�© �¨�0«© ¡� �©«{� �©~{� §{� ¨©�0|§¡� {�0£ª{}0©ª¡�
~¡§ ¨)ª�©  ~¡«©���{� �)¡ §{ }©ª~0}0�ª �¡ «{ª�¡ª~�� ¡ª }{~{ )ª{ ~¡
¡��{� )|0}{}0©ª¡�S

WS i¡�}�0|0� )ª «	�©~© ¨©� ¡§ }){§ §©� ¨)ª�©� }�
�0}©� ~¡ §{ ¢)ª}0�ª s{£�{ªR
£¡ª{ L ¨)¡~¡ª 0~¡ª�0<}{��¡ { ¨{��0� ~¡ §{� ¡}){}0©ª¡� �)¡ ~¡<ª¡ª ¡��©�
¨)ª�©�S j��¡ ¨�©}¡�© ¡� «�� }©«¨§0}{~© �)¡ §{ �0�){}0�ª }©��¡�¨©ª~0¡ªR
�¡ ¡ª ¨�©|§¡«{� ~¡ ©¨�0«0®{}0�ª }©ª �¡���0}}0©ª¡� ~¡ 0£){§~{~Q { �)¡
)ª{ ¨{��¡ ~¡ §{� ¡}){}0©ª¡� M¡� ~¡}0�Q §{� }©ª~0}0©ª¡� }©«¨§¡«¡ª�{�0{�
~¡ ¡¬{}�0�)~N ª© �¡ ¡�¨¡}0<}{ª ¡ª ¢©�«{ ~¡ ~¡�0£){§~{~¡�S

XS\SVS f¨§0}{}0�ª { §{ �¡©��{ ~¡§ }©ª�)«0~©�S

jª ¡��{ �)|�¡}}0�ªQ }©ª�0~¡�{«©� ¡§ ¨�©|§¡«{ ~¡ «{¬0«0®{� §{ ¢)ª}0�ª ~¡
)�0§0~{~ u(x1, x2) = x1 + x2Q ~©ª~¡ x1  x2 �©ª §{� }{ª�0~{~¡� ~¡§ ¨�©~)}�© 1
 2 �¡�¨¡}�0({«¡ª�¡  ¡§ }©ª¥)ª�© ~¡ ¨�¡�)¨)¡��© ¡��� ~{~© ¨©�

P (p, I) = {(x1, x2)|I − p1x1 − p2x2 ≥ 0, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0}

~©ª~¡ I ¡� ¡§ 0ª£�¡�©Q p1  p2 �©ª §©� ¨�¡}0©� �)¡ �©ª �	�«0ª©� ¡���0}�{«¡ª�¡
¨©�0�0(©�S u©�¡«©� �)¡ ¤{ ��¡� �¡���0}}0©ª¡� ~¡ ~¡�0£){§~{~ �)¡ ~¡<ª¡ª ¡��¡
¨�©|§¡«{_

h1(x1, x2) = x1 ≥ 0,

h2(x1, x2) = x2 ≥ 0,

h3(x1, x2) = I − p1x1 − p2x2 ≥ 0.

�©� §{� }©ª~0}0©ª¡� {ª�¡�0©�¡� �¡ �0¡ª¡ h1 ≥ 0  h2 ≥ 0S

�{�{ �¡�©§(¡� ¡§ ¨�©|§¡«{ ~¡ «{¬0«0®{}0�ª }©ª §{� �¡���}}0©ª¡� {ª�¡�0©�¡�
h1Q h2  h3Q (¡�¡«©� �)¡ �¡ })«¨§¡ª §{� }©ª~0}0©ª¡� ~¡§ z¡©�¡«{ ~¡ q)¤ª 
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z)}¦¡�S j§ }©ª¥)ª�© ¨�¡�)¨)¡��{�0© P (p, I) ¡� )ª }©ª¥)ª�© }¡��{~©  {}©�{~©Q
¡� ~¡}0�Q }©«¨{}�© ¡��© ¨©� §{� �¡�¨¡}�0({� �¡��0}}0©ª¡� h1(x1, x2)Q h2(x1, x2)
 h3(x1, x2)Q ¨©� ©��{ ¨{��¡ §©� ¨�¡}0©�  §©� 0ª£�¡�©� �©ª �©~©� ¡���0}�{«¡ª�¡
¨©�0�0(©�Q  §{ ¢)ª}0�ª ~¡ )�0§0~{~ ¡� }©ª�0ª){ ¡ª ¡��¡ }©ª¥)ª�©S y¡ �0£)¡ ~¡§
z¡©�¡«{ ~¡ �¡0¡����{�� ¨�©~)}¡ §{ ¡¬0��¡ª}0{ ~¡ )ª «�¬0«© ~¡ u(x1, x2) ¡ª
P Q ¨©� §© �)¡ �¡ �{�0�¢{}¡ )ª© ~¡ §©� ~©� �¡�)0�0�©� ~¡§ z¡©�¡«{ ~¡ q)¤ª 
z)}¦¡�S

��0«¡�© 0~¡ª�0<}{«©� �©~{� §{� }©«|0ª{}0©ª¡� ¨©�0|§¡� ~¡ �¡���0}}0©ª¡� �)¡Q
¡ª ¨�0ª}0¨0©Q ¨)¡~¡ª �¡� ¡¢¡}�0({�Q Mhi(x) ≥ 0 ¡� ¡¢¡}�0({ ¨{�{ ¡§ ¨)ª�© x∗ �0
§{ �¡���0}}0�ª �¡ })«¨§¡ }©ª §{ 0£){§~{~ ¡ª x∗Q ¡� ~¡}0�Q �0 hi(x) = 0 N ¡ª ¡§
ª0(¡§ �¨�0«©S h©«© ¤{ ��¡� �¡���0}}0©ª¡� ~¡ ~¡�0£){§~{~Q ¤{ �)¡ (¡�0<}{�
)ª �©�{§ ~¡ ©}¤© }©«|0ª{}0©ª¡� ~0¢¡�¡ª�¡�_

VS h1 = 0Q h2 = 0  h3 = 0S

WS h1 = 0Q h2 > 0  h3 > 0S

XS h1 > 0Q h2 = 0  h3 > 0S

YS h1 > 0Q h2 > 0  h3 = 0S

ZS h1 = 0Q h2 = 0  h3 > 0S

[S h1 = 0Q h2 > 0  h3 = 0S

\S h1 > 0Q h2 = 0  h3 = 0S

]S h1 > 0Q h2 > 0  h3 > 0S

i{~© �)¡ §{ ¢)ª}0�ª ~¡ )�0§0~{~ ¡� }�¡}0¡ª�¡ ¡ª {«|©� {�£)«¡ª�©�Q �©~©� §©�
0ª£�¡�©� ~0�¨©ª0|§¡� ~¡|¡ª {£©�{��¡ ¡ª ¡§ ¨)ª�© �¨�0«©Q ¡ª�©ª}¡� �¡ª~�	{«©�
h3 = 0S

�©� §© �{ª�©Q �©§© ¤{ ��¡� }©«|0ª{}0©ª¡� ¨©�0|§¡� ¨{�{ ¡§ }©ª¥)ª�© h ~¡
�¡���0}}0©ª¡� ¡¢¡}�0({� ¡ª ¡§ �¨�0«©Q { �{|¡�Q hE : (h1, h3) �)¡ }©��¡�¨©ª~¡ {
§{ }©«|0ª{}0�ª 6 ~¡ {��0|{Q hE = (h2, h3) �)¡ }©��¡�¨©ª~¡ { §{ }©«|0ª{}0�ª 7
~¡ {��0|{Q  hE = h3 �)¡ }©��¡�¨©ª~¡ { §{ }©«|0ª{}0�ª 4 ~¡ {��0|{ ¨)¡� h1 
h2 ª© ¨)¡~¡ª �¡� {«{� }¡�©S t©���{�¡«©� �)¡ §{ }){§0<}{}0�ª ~¡ �¡���0}}0�ª
�¡ })«¨§¡ ¡ª }{~{ )ª© ~¡ ¡��©� }{�©�S



YW hf��z�sv XS zjvxjtf ij q�mu � z�hqjxS

y0 ¡§ �¨�0«© ©})��¡ ¡ª )ª ¨)ª�© ~©ª~¡ §{ �¡�}¡�{ �¡���0}}0�ª ¡� ¡¢¡}�0({Q ¡�
~¡}0�Q hE = (h3) �¡ª¡«©�_

DhE(x1, x2) = (−p1,−p2),

~©ª~¡ ¡§ ρ(DhE(x1, x2)) = 1Q ¡ª }){§�)0¡� (x1, x2)Q {~¡«�� ¡ª ¡��¡ }{�©
|E| = 1  §{ }){§0<}{}0�ª ~¡ �¡���}}0�ª �¡ «{�0¡ª¡ ¡ª ~0}¤© ¨)ª�©S

y0 ¡§ �¨�0«© ©})��¡ ¡ª )ª ¨)ª�© ~©ª~¡ ��§© §{ ¨�0«¡�{  �¡�}¡�{ �¡���0}}0©ª¡�
�©ª ¡¢¡}�0({�Q ¡� ~¡}0�Q hE = (h1, h3)Q �¡ª¡«©�_

DhE(x1, x2) =

[
1 0

−p1 −p2

]
,

¡ª }){§�)0¡� (x1, x2)S h©«© p1  p2 �©ª ¡���0}�{«¡ª�¡ ¨©�0�0(©� ¨©� ¤0¨��¡�0�Q
¡��{ «{��0® �0¡ª¡ �{ª£© }©«¨§¡�©Q ¡� ~¡}0�Q ρ(DhE(x1, x2)) = 2  }©«© |E| = 2
§{ }){§0<}{}0�ª ~¡ �¡���0}}0�ª �¡ «{ª�0¡ª¡S

�ª }�§})§© �0«0§{� «)¡���{ �)¡ �0 ¡§ �¨�0«© ©})��¡ ¡ª )ª ¨)ª�© ~©ª~¡ �©§©
§{� �¡£)ª~{�  �¡�}¡�{� �¡���0}}0©ª¡� �©ª ¡¢¡}�0({�Q �¡ })«¨§0�� §{ }){§0<}{}0�ª
~¡ �¡���0}}0�ªS

�©� §© �{ª�©Q §{ }©ª~0}0�ª ~¡ }){§0<}{}0�ª ~¡ �¡���}}0�ª ~¡§ z¡©�¡«{ ~¡ q)¤ª
 z)}¦¡� �{«|0	ª �¡ })«¨§¡Q  §©� ¨)ª�©� }�
�0}©� ~¡§ s{£�{ª£0{ª© ~¡|¡ª
}©ª�¡ª¡� §©� «�¬0«©� £§©|{§¡� ~¡§ ¨�©|§¡«{S

s{ ¢)ª}0�ª s{£�{ª£0{ª{ ¨{�{ ¡��¡ ¨�©|§¡«{ ¡�_

L(x, λ) = x1 + x2 + λ1x1 + λ2x2 + λ3(I − p1x1 − p2x2),

¨{�{ ¡ª}©ª��{� ¡§ ¨)ª�© }�
�0}© �¡ª¡«©�

(1, 1) + λ1(1, 0) + λ2(0, 1) + λ3(−p1,−p2) = (0, 0).

s©� ¨)ª�©� }�
�0}©� ~¡ §{ ¢)ª}0�ª s{£�{ª£0{ª{ �©ª §{� �©§)}0©ª¡� (x1, x2, λ1, λ2, λ3)
{§ �0£)0¡ª�¡ �0��¡«{ ~¡ ¡}){}0©ª¡�_

VS 1 + λ1 − λ3p1 = 0Q

WS 1 + λ2 − λ3p2 = 0Q

f~¡«�� �¡ ~¡|¡ª ~¡ })«¨§0� §{� }©ª~0}0©ª¡� ~¡§ z¡©�¡«{ ~¡ q)¤ª 
z)}¦¡�S



XS\S f�snhfhnvujy f sf jhvuvt�fS YX

XS λ1 ≥ 0Q x1 ≥ 0Q λ1x1 = 0Q

YS λ2 ≥ 0Q x2 ≥ 0Q λ2x2 = 0Q

ZS λ3 ≥ 0Q I − p1x1 − p2x2 ≥ 0Q λ3(I − p1x1 − p2x2 ≥ 0) = 0S

�{�{ �¡�©§(¡� �©~©� §©� ¨)ª�©� }���0}©� ~¡ ¡��¡ �0��¡«{Q {~©¨�{«©� ¡§ �0£)0¡ª�¡
¨�©}¡~0«0¡ª�©S

h©ª�0~¡�¡«©� )ª �)|}©ª¥)ª�© C ~¡ {h1, h2, h3} ¡ª ¡§ �)¡ ��§© §{� �¡���0}R
}0©ª¡� ¡ª ¡§ }©ª¥)ª�© C �¡ «{ª�0¡ª¡ª }©ª 0£){§~{~  ¡¬{«0ª{«©� �0 ¤{
¨)ª�©� }���0}©� S s)¡£©Q ({�0{«©� C �©|�¡ �©~©� §©� �)|}©ª¥)ª�©� ¨©�0|§¡� ~¡
{h1, h2, h3}Q  {�� ©|�¡ª¡«©� �©~©� §©� ¨)ª�©� }���0}©�S

f~¡«��Q }©«© �{«|0	ª �¡ «¡ª}0©ª�Q ¡§ }{�© C = {h1, h2, h3} ª© �0¡ª¡ �©R
§)}0©ª¡� ¨©��)¡ h1 = h2 = 0 0«¨§0}{ h3 > 0S �©� §© �{ª�©Q �©§© ¤{ �)¡
}©ª�0~¡�{� ��¡� }{�©�_ {h3}Q {h2, h3}  {h1, h3}S j¬{«0ª{«©� }{~{ )ª© ~¡ §©�
}{�©�S

h{�© V_ {h3}


{ �)¡ �©§© �¡ �)¨©ª¡ �)¡ §{ �¡���0}}0�ª X �¡ })«¨§¡ }©ª §{ 0£){§~{~ ¡ª
¡��¡ }{�©Q ~¡|¡«©� �¡ª¡� x1 > 0  x2 > 0S �©� §{� }©ª~0}0©ª¡� ~¡ §{ ¤©§£)�{
}©«¨§¡«¡ª�{�0{Q ¡��© 0«¨§0}{ �)¡ �{«|0	ª ~¡|¡«©� �¡ª¡� λ1 = λ2 = 0S y)�R
�0�)¡ª~© ¡��© ¡ª §{� ~©� ¨�0«¡�{� ¡}){}0©ª¡� �)¡ ~¡<ª¡ª §©� ¨)ª�©� }���0}©�
~¡ LQ ©|�¡ª¡«©�

λ3p1 = λ3p2 = 1.

s© }){§ 0«¨§0}{ �)¡ p1 = p2S

y0 p1  p2 �©ª 0£){§¡� { )ª ({§©� p > 0Q ~¡|¡«©� �¡ª¡� λ3 = 1
p
S f¤©�{ �¡ (¡

¢�}0§«¡ª�¡ �)¡Q }){ª~© p1 = p2 = pQ ¤{ 0ª<ª0�©� ¨)ª�©� }���0}©� ~¡ LQ �)¡
�{�0�¢{}¡ª x1 > 0  x2 > 0S i¡ ¤¡}¤©Q }){§�)0¡� ¨)ª�© (x1, x2, λ1, λ2, λ3) ¡�
)ª ¨)ª�© }���0}© �0

λ1 = λ2 = 0Q λ3 =
1
p

�0 x1 ∈ (0, 1/p)  x2 = (I − px1)/p.

v|�¡�(¡«©� �)¡ ¡ª �©~©� ¡��©� ¨)ª�©� }���0}©�Q �¡ª¡«©� u(x1, x2) = x1+x2 =
I
p
S
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� jª �¡�)«¡ª_ }){ª~© h3 ¡� )ª{ �¡���0}}0�ª ¡¢¡}�0({ �¡ ©|�0¡ª¡ �©~© )ª
}©ª¥)ª�© ~¡ ¨)ª�©� }���0}©�
{
(x1, x2)|x1 + x2 =

I

p
, x1 > 0, x2 > 0

}
S

h{�© W_ {h2, h3}

h©«© h2 = h3 = 0 �¡ ��{~)}¡ { x2 = 0  I − p1x1 − p2x2 = 0Q ~¡|¡«©�
�¡ª¡� x1 =

I
p1

> 0S �©� §© �{ª�©Q ¨©� §{ }©ª~0}0�ª ~¡ ¤©§£)�{ }©«¨§¡«¡ª�{�0{Q
~¡|¡«©� �¡ª¡�Q λ1 = 0S �©� �)¨)¡��©Q �{«|0�ª ~¡|¡«©� �¡ª¡� λ2 ≥ 0S y)|��0R
�)¡ª~© ¡��©� ¡ª §{� ~©� ¨�0«¡�{� ¡}){}0©ª¡� �)¡ ~¡<ª¡ª §©� ¨)ª�©� }���0}©�
~¡ LQ ©|�¡ª¡«©�

λ3p1 = 1 ≤ 1 + λ2 = λ3p2.

�©� §© �{ª�©Q ¡�¡ ¨)ª�© }���0}© ��§© ¨)¡~¡ ¡¬0��0� �0 p1 ≤ p2Q {~¡«	� �¡ ©|�0¡ª¡

λ3 =
1

p1
Q ~¡ ~©ª~¡ λ2 =

p2
p1

− 1S �©� §© �{ª�© ¡§ 
ª0}© ¨)ª�© }���0}© ~¡ L ¡ª

¡§ �)¡ h2 = h3 = 0 ¡�

(x1, x2, λ1, λ2, λ3) =

(
I

p1
, 0, 0,

p2
p1

− 1,
1

p1

)
.

j§ ({§©� ~¡ §{ ¢)ª}0�ª ©|¥¡�0(© ¡ª ¡��¡ ¨)ª�© }���0}© (0¡ª¡ ~{~© ¨©� u(x1, x2) =
I
p1
S

� L �0¡ª¡ ��§© )ª 
ª0}© ¨)ª�© }���0}© ¡ª (x1, x2) = (
I

p1
, 0)S f~¡«	� p1 ≤ p2S

h{�© X_ {h1, h3}

j��© ¡� �0«0§{� {§ h{�© WS j� )ª ¨)ª�© }���0}© ~¡ L ��§© �0 p1 ≥ p2S j§

ª0}© ¨)ª�© }���0}© ~¡ L ¡ª ¡��¡ }{�© ¡��	 ~{~© ¨©�_

(x1, x2, λ1, λ2, λ3) =

(
0,

I

p2
,
p1
p2

− 1, 0,
1

p2

)

j§ ({§©� ~¡ §{ ¢)ª}0�ª ©|¥¡�0(© ¡ª ¡��¡ ¨)ª�© }���0}© (0¡ª¡ ~{~© ¨©� u(x1, x2) =
I
p2
S
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� m{ ¡¬{}�{«¡ª�¡ )ª ¨)ª�© }���0}© ~¡ L ¡ª (x1, x2) = (0,
I

p2
)S jª ¡��¡ }{�©

p1 ≥ p2S

s©� ¨)ª�©� }���0}©� ~¡ L ~¡|¡ª }©ª�¡ª¡� §{ �©§)}0�ª ~¡§ ¨�©|§¡«{S h©«© L
�0¡ª¡ )ª ¨)ª�© }���0}© �ª0}© }){ª~© p1 ≥ p2Q �¡ ~¡~)}¡ �)¡ ¡��¡ ¨)ª�© }���0}©
¡� ¡§ «�¬0«© £§©|{§ ~¡§ ¨�©|§¡«{ ¨{�{ ¡��{ }©ª<£)�{}0�ª ~¡ ¨{��«¡��©�` ¡�

~¡}0�Q §{ �©§)}0�ª �ª0}{ {§ ¨�©|§¡«{ }){ª~© p1 ≥ p2 ¡� (x1, x2) = (0,
I

p2
)S

i¡§ «0�«© «©~©Q §{ �ª0}{ �©§)}0�ª {§ ¨�©|§¡«{ }){ª~© p1 ≤ p2 ¡� (x1, x2) =

(
I

p1
, 0)S k0ª{§«¡ª�¡Q }){ª~© p1 = p2 = pQ ¤{ 0ª<ª0�©� ¨)ª�©� }���0}©� ~¡ LQ

¨¡�© ¡ª �©~©� ¡��©� �¡ª¡«©� u(x1, x2) =
I

p
S

	©� §© �{ª�©Q }{~{ )ª© ~¡ ¡��©� ({§©�¡� ~¡ (x1, x2) ~¡<ª¡ )ª «�¬0«© £§©|{§
~¡§ ¨�©|§¡«{ ¡ª ¡��¡ }{�©S

k0£)�{ XSY_ x¡¨�¡�¡ª�{}0�ª £¡©«
��0}{ ~¡§ }©ª¥)ª�© ~¡ �¡���0}}0©ª¡� ¨{�{ ¡§
¡¥¡«¨§© ~¡ §{ �¡©��{ ~¡§ }©ª�)«0~©�S

	{�{ (¡� «�� ¡¥¡«¨§©� �¡§{}0©ª{~©� }©ª�)§�{� �V�Q �^�  �VU�S

XS\SWS f¨§0}{}0©ª¡� { §{ �¡©��{ ~¡§ ¨�©~)}�©�

j§ ¨�©|§¡«{ �)¡ }©ª�0~¡�{«©� ¡ª ¡��{ �¡}}0�ª ¡� ¡§ ~¡ «0ª0«0®{� f(x1, x2) =
w1x1 + w2x2Q ~©ª~¡ x1 �¡¨�¡�¡ª�{ §{ }{ª�0~{~ ~¡§ ¨�©~)}�© 1  x2 §{ }{ªR
�0~{~ ~¡§ ¨�©~)}�© 2  w1  w2 §©� }©��©� ~¡ ¨�©~)}}0�ª ~¡ }{~{ ¨�©~)}�©



Y[ hf��z�sv XS zjvxjtf ij q�mu � z�hqjxS

�¡�¨¡}�0({«¡ª�¡Q }©ª )ª }©��© ¨�¡�)¨)¡��© y > 0Q �©|�¡ ¡§ }©ª¥)ª�© ¢{}�0|§¡

D =
{
(x1, x2) ∈ R2

+|x2
1 + x2

2 ≥ y
}
.

j§ }©ª¥)ª�© ~¡ �¡���0}}0©ª¡� ~¡ ¡��¡ ¨�©|§¡«{ �¡ ~¡<ª¡ { ��{(�� ~¡ ��¡� �¡�R
��0}}0©ª¡� ~¡ ~¡�0£){§~{~Q { �{|¡�

h1(x1, x2) = x1 ≥ 0,

h2(x1, x2) = x2 ≥ 0,

h3(x1, x2) = x2
1 + x2

2 − y ≥ 0.

h©«© ¡§ ¨�©|§¡«{ {ª�¡�0©�Q �)¨©ª~�¡«©� �)¡ �©~©� §©� ¨{��«¡��©� ~¡§ ¨�©R
|§¡«{Q w1Q w2  y �©ª ¡���0}�{«¡ª�¡ ¨©�0�0(©�S

�ª{ (¡® «��Q }©«¡ª®{«©� ª)¡���© {ª�§0�0� }©ª )ª{ ~¡«©���{}0�ª ~¡ �)¡
{«|{� }©ª~0}0©ª¡� ~¡§ z¡©�¡«{ ~¡ q)¤ª  z)}¦¡� �¡ })«¨§¡ªS

	{�{ }©«¨�©|{� �)¡ §{ }){§0<}{}0�ª ~¡ §{ �¡���0}}0�ª �¡ })«¨§¡Q ¨�0«¡�©
0~¡ª�0<}{«©� �©~{� §{� }©«|0ª{}0©ª¡� ¨©�0|§¡� ~¡ §{� �¡���0}}0©ª¡� �)¡Q ¡ª
¨�0ª}0¨0©Q ¨)¡~¡ª «{ª�¡ª¡� §{ 0£){§~{~ ¡ª ¡§ ª0(¡§ �¨�0«©S

h©«© ¤{ ��¡� �¡���0}}0©ª¡� ~¡ ~¡�0£){§~{~Q ¤{ �)¡ (¡�0<}{� )ª �©�{§ ~¡
©}¤© }©«|0ª{}0©ª¡� ~0¢¡�¡ª�¡�_

VS h1 = 0Q h2 = 0  h3 = 0S

WS h1 = 0Q h2 > 0  h3 > 0S

XS h1 > 0Q h2 = 0  h3 > 0S

YS h1 > 0Q h2 > 0  h3 = 0S

ZS h1 = 0Q h2 = 0  h3 > 0S

[S h1 = 0Q h2 > 0  h3 = 0S

\S h1 > 0Q h2 = 0  h3 = 0S

]S h1 > 0Q h2 > 0  h3 > 0S

i¡ ¡��©�Q ¡§ ¨�0«¡�© ¨)¡~¡ ~¡�}{��{��¡ { �)¡ h1 = h2 = 0 0«¨§0}{Q x2
1+x2

2 =
0Q «0¡ª��{� �)¡ ¡§ }©ª¥)ª�© ~¡ �¡���0}}0©ª¡� �¡�)0¡�¡ x2

1+x2
2 ≥ yS z{«|0�ª ¡�

¡(0~¡ª�¡ �)¡Q }©«© w1  w2 �©ª ¡���0}�{«¡ª�¡ ¨©�0�0(©�Q ~¡|¡«©� �¡ª¡� h3 = 0



XS\S f�snhfhnvujy f sf jhvuvt�fS Y\

¡ª ¡§ ({§©� �¨�0«© M¡� ~¡}0�Q §{ ¨�©~)}}0�ª �©�{§ x2
1+x2

2 ~¡|¡ �¡� ¡¬{}�{«¡ª�¡
0£){§ { yNQ © §©� }©��©� ¨©~��{ª �¡~)}0��¡ ~0�«0ª)¡ª~© §{ ¨�©~)}}0�ªS

j��© �0£ª0<}{ �)¡ �©§© ¤{ ��¡� ¨©�0|§¡� ~¡�}�0¨}0©ª¡� ~¡§ }©ª¥)ª�© hE ~¡
�¡���0}}0©ª¡� ¡¢¡}�0({� ¡ª ¡§ �¨�0«©_ hE = h3, hE = (h1, h3)  hE = (h2, h3)S
t©���{�¡«©� �)¡ ¡ª }{~{ }{�©Q §{ }){§0<}{}0�ª ~¡ �¡���0}}0�ª �¡ «{ª�0¡ª¡S
��0«¡�©Q }©ª�0~¡�¡ ¡§ }{�© hE = (h1, h3)S h©«© h1  h3 �©ª ¡¢¡}�0(©�Q �¡ª¡«©�
x1 = 0  x2

1 + x2
2 = yQ ¡ª�©ª}¡� x2 =

√
yS �©� §© �{ª�©Q

DhE(x1, x2) =

[
1 0
2x1 2x2

]
=

[
1 0
0 2

√
y

]
.

f�� ¡§ ρDhE = 2S h©«© �¡ })«¨§¡ §{ }){§0<}{}0�ª ~¡ �¡���0}}0�ªQ �¡ �0£)¡
�)¡ ¡§ �¨�0«© ©})��¡ ¡ª )ª ¨)ª�© ~©ª~¡ h1  h3 �©ª §{� �ª0}{� �¡���0}}0©ª¡�
¡¢¡}�0({�S

j§ }{�© hE = (h2, h3) ¡� {ª	§©£©S �{�{ ¡§ }{�© hE = h3 �¡ª¡«©�

DhE(x1, x2) = (2x1, 2x2),

~¡ ~©ª~¡ ρDhE = 1S

jª �¡�)«¡ªQ ¡§ �¨�0«© ~¡|¡ ©})��0� ¡ª )ª ¨)ª�© ~©ª~¡ h3 = 0Q ¨¡�© ª©
0«¨©��{ ¡ª �)
 ¨{��¡ ~¡ ¡��¡ }©ª¥)ª�© �¡ ¨�©~)®}{ ¡§ �¨�0«©Q �¡ })«¨§0�	 §{
}){§0<}{}0�ª ~¡ �¡���0}}0�ªS y¡ ~¡~)}¡ �)¡ ¡§ }©ª¥)ª�© ~¡ ¨)ª�©� }���0}©� ~¡§
s{£�{ª£0{ª© ~¡|¡ }©ª�¡ª¡� §{M�N �©§)}0�ªM¡�N ~¡§ ¨�©|§¡«{S

j§ s{£�{ª£0{ª© L ¡ª ¡��¡ ¨�©|§¡«{ �0¡ª¡ §{ ¢©�«{_

L(x1, x2, λ1, λ2, λ3) = −w1x1 − w2x2 + λ1x1 + λ2x2 + λ3(x
2
1 + x2

2 − y).

��0§0®{ª~© ¡§ z¡©�¡«{ ~¡ s{£�{ª£¡ ¨{�{ ¡ª}©ª��{� ¡§ ¨)ª�© }���0}© �¡ª¡«©�

Df(x1, x2) +
l∑

i=1

λiDhi(x1, x2) = 0,

(−w1,−w2) + λ1(1, 0) + λ2(0, 1) + λ3(2x1, 2x2) = (0, 0).

m¡«©� ¡��{|§¡}0~© 0«¨§�}0�{«¡ª�¡ ¡§ ¨�©|§¡«{ }©«© )ª ¨�©|§¡«{ ~¡ «{¬0R
«0®{}0�ªQ }©ª §{ ¢)ª}0�ª ©|¥¡�0(© −w1x1−w2x2S s©� ¨)ª�©� }���0}©� ~¡ L �©ª
§{� �©§)}0©ª¡� (x1, x2, λ1, λ2, λ3) {§ �0£)0¡ª�¡ �0��¡«{ ~¡ ¡}){}0©ª¡�_



Y] hf��z�sv XS zjvxjtf ij q�mu � z�hqjxS

VS −w1 + λ1 + 2λ3x1 = 0

WS −w2 + λ2 + 2λ3x2 = 0S

f~¡«�� �¡ ~¡|¡ª ~¡ })«¨§0� §{� }©ª~0}0©ª¡� ~¡§ z¡©�¡«{ ~¡ q)¤ª 
z)}¦¡�S

XS λ1 ≥ 0Q x1 ≥ 0Q λ1x1 = 0

YS λ2 ≥ 0Q x2 ≥ 0Q λ2x2 = 0

ZS λ3 ≥ 0Q x2
1 + x2

2 − y ≥ 0Q λ3(x
2
1 + x2

2 − y) = 0.

f¤©�{ �©«{«©� §©� �)|}©ª¥)ª�©� C ~¡ {h1, h2, h3}  |)�}{�¡«©� ¡§ }©ª¥)ª�©
~¡ �©~{� §{� �©§)}0©ª¡� ¨©�0|§¡� ¨{�{ §{� ¡}){}0©ª¡� {ª�¡�0©�¡�S

h©«© ¤¡«©� «¡ª}0©ª{~©Q h3 ~¡|¡ �¡� ¡<}{® { )ª ª0(¡§ �¨�0«©Q ¨©� §© �)¡
|{��{ }©ª ¡ª}©ª��{� �©~©� §©� ¨)ª�©� }���0}©� ~¡ L { §©� �)¡ h3 = 0S y¡ ~¡�R
}{��{ ¡§ }{�© C = {h1, h2, h3}Q { �)¡ h1 = h2 = 0 (0©§{ §{ �¡�}¡�{ �¡���0}}0�ª
�)¡ ¡� h3 ≥ 0S j��© ~{ }©«© �¡�)§�{~© §©� ¨©�0|§¡� �)|}©ª¥)ª�©�Q C = {h3}Q
C = {h2, h3}  C = {h1, h3}S fª{§0®{�¡«©� }{~{ )ª© ~¡ ¡��©� { �) (¡®S

h{�© V_ C = {h3}

h©«© ~¡|¡«©� �¡ª¡� x1 > 0  x2 > 0 ¡ª ¡��¡ }{�©Q §{� }©ª~0}0©ª¡� ~¡ ¤©§£)R
�{ }©«¨§¡«¡ª�{�0{� 0«¨§0}{ª λ1 = λ2 = 0S y)��0�)¡ª~© ¡��©� ({§©�¡� ¡ª §{�
¨�0«¡�{� ~©� ¡}){}0©ª¡� �)¡ ~¡<ª¡ª §©� ¨)ª�©� }���0}©� ~¡ LQ ©|�¡ª¡«©�

2λ3x1 = w1,

2λ3x2 = w2.

i0(0~0¡ª~© §{ ¨�0«¡�{ ¡}){}0�ª ¨©� §{ �¡£)ª~{Q ©|�¡ª¡«©�

x1 =

(
w1

w2

)
x2.

�©� ¤0¨��¡�0�Q �{«|0	ª �¡ª¡«©� h3 = 0 ©Q x2
1 + x2

2 = yS �©� §© �{ª�©Q �¡ª¡«©�

x1 =

(
w2

1y

w2
1 + w2

2

)1/2

Q x2 =

(
w2

2y

w2
1 + w2

2

)1/2

Q λ3 =

(
w2

1 + w2
2

y

)1/2



XS\S f�snhfhnvujy f sf jhvuvt�fS Y^

h©«|0ª{~© }©ª λ1 = λ2 = 0Q ¡��© �¡¨�¡�¡ª�{ ¡§ �ª0}© ¨)ª�© }���0}© ~¡ L ¡ª
¡§ �)¡ h1 > 0Q h2 > 0Q  h3 = 0S j§ ({§©� ~¡ §{ ¢)ª}0�ª ©|¥¡�0(© −w1x1−w2x2

¡ª ¡§ ¨)ª�© }���0}© ¡�

−w1x1 − w2x2 = −(w2
1 + w2

2)
1/2y1/2.

h{�© W_ C = {h2, h3}

jª ¡��¡ }{�©Q �¡ª¡«©� x1 > 0  ~¡ ¤¡}¤©Q x1 =
√
yQ { �)¡ �0 h2 = h3 = 0

¡ª�©ª}¡� x2 = 0  x2
1 + x2

2 − y = 0S �©� §© �{ª�©Q ¨©� §{� }©ª~0}0©ª¡� ~¡
¤©§£{~)�{ }©«¨§¡«¡ª�{�0{ �{«|0	ª ~¡|¡«©� �¡ª¡� λ1 = 0S y)��0�)¡ª~© §©
{ª�¡�0©� ¡ª §{ ¨�0«¡�{ ~¡ §{� ¡}){}0©ª¡� �)¡ ~¡<ª¡ª §©� ¨)ª�©� }���0}©� ~¡ LQ
©|�¡ª¡«©�

2λ3x1 − w1 = 2λ3
√
y − w1 = 0,

~¡ ~©ª~¡ λ3 = w1/2
√
yS k0ª{§«¡ª�¡Q �)��0�)¡ª~© x2 = 0 ¡ª §{ �¡£)ª~{

¡}){}0�ª �)¡ ~¡<ª¡ §©� ¨)ª�©� }���0}©� ~¡ LQ ©|�¡ª¡«©� λ2 = w2S �©� §©
�{ª�©Q ¡§ �ª0}© ¨)ª�© }���0}© ~¡ s �)¡ �{�0�¢{}¡ h2 = h3 = 0 ¡�

(x1, x2, λ1, λ2, λ3) = (
√
y, 0, 0, w2, w1 2/

√
y).

j§ ({§©� ~¡ §{ ¢)ª}0�ª ©|¥¡�0(© (−w1x1 − w2x2) ¡ª ¡��¡ }���0}© ¡�

−w1x1 − w2x2 = −w1y
1/2.

h{�© X_ C = {h1, h3}S

j��© ¡� §© «0�«© �)¡ ¡§ h{�© WQ }©ª §©� }{«|0©� ©|(0©�S j§ �ª0}© ¨)ª�©
}���0}© ~¡ L �)¡ }{¡ ¡ª ¡��¡ }{�© ¡�

(x1, x2, λ1, λ2, λ3) = (0,
√
y, w1, 0, w2/2

√
y),

 ¡§ ({§©� ~¡ §{ ¢)ª}0�ª ©|¥¡�0(© (−w1x1 − w2x2) ¡ª ¡��¡ ¨)ª�© }���0}© ¡�

(−w1x1 − w2x2) = −w2y
1/2

v|�)(0«©� �)¡Q L �0¡ª¡ ��¡� ¨)ª�©� }���0}©�Q  §©� ({§©�¡� �)¡ �©«{ §{ ¢)ª}0�ª
©|¥¡�0(© ¡ª ¡��©� ��¡� ¨)ª�©� �©ª−(w2

1+w2
2)

1/2y1/2Q−w1y
1/2 −w2y

1/2S f¤©�{
�©§© �¡��{ }©«¨{�{� ¡§ ({§©� ~¡ §{ ¢)ª}0�ª ©|¥¡�0(© ¡ª §©� ��¡� ¨)ª�©� }���0}©�S



ZU hf��z�sv XS zjvxjtf ij q�mu � z�hqjxS

i{~© �)¡ w1 > 0  w2 > 0Q �0¡«¨�¡ ¡� ¡§ }{�© �)¡ (w2
1 − w2

2)
1/2 > w1Q ¨©� §©

�{ª�©Q �)¡
−(w2

1 + w2
2)

1/2y1/2 < −w1y
1/2.

h©«© }©ª�¡})¡ª}0{Q ¨©~¡«©� ~¡�}{��{� ¡§ ¨�0«¡� ({§©� ~¡ §{ ¢)ª}0�ª ©|¥¡�0(©
 ¡§ ¨)ª�© �)¡ �¡¨�¡�¡ª�{S h©«¨{�{ª~© ¡§ ({§©� ~¡ §{ ¢)ª}0�ª ©|¥¡�0(© ¡ª §©�
~©� ¨)ª�©� �¡��{ª�¡�Q �¡ ¨)¡~¡ (¡� �)¡

h){ª~© w1 < w2Q ¡ª�©ª}¡� ¡§ «{©� ~¡ §©� ~©� ({§©�¡� ¡� −w1y
1/2Q �)¡

§© {§}{ª®{ ¡ª (x1, x2) = (y1/2, 0)S �©� §© �{ª�©Q ¡§ ¨�©|§¡«{ �0¡ª¡ )ª{
�©§)}0�ª �ª0}{ }){ª~© w1 < w2Q ¡� ~¡}0� (y1/2, 0).

h){ª~© w1 > w2Q ¡ª�©ª}¡� ¡§ «{©� ~¡ §©� ~©� ({§©�¡� ¡� −w1y
1/2Q

�)¡ �)�£¡ ¡ª (x1, x2) = (0, y1/2)S �©� §© �{ª�©Q ¡§ ¨�©|§¡«{ �0¡ª¡ )ª{
�©§)}0�ª �ª0}{ }){ª~© w1 > w2Q ¡� ~¡}0� (0, y1/2).

h){ª~© w1  w2 �0¡ª¡ª )ª ({§©� }©«�ª w > 0Q ¡ª�©ª}¡� ¡��©� ~©�
({§©�¡� ~¡ §{ ¢)ª}0�ª ©|¥¡�0(© }©0ª}0~¡ªS �©� §© �{ª�©Q �0 w1 = w2Q ¡§
¨�©|§¡«{ �0¡ª¡ ~©� �©§)}0©ª¡�Q }©ª}�¡�{«¡ª�¡ (y1/2, 0)  (0, y1/2)S

h©ª}§)�0�ª

i¡§ ¡¥¡«¨§© �¡ �0¡ª¡ �)¡ §©� ¨)ª�©� ~©ª~¡ §{ ¢)ª}0�ª {§}{ª®{ �) «�ª0«©
¡��	ª ~{~©� ¡ª ¢)ª}0�ª ~¡§ ({§©� }©ª��{ª�¡ yQ ¡� ~¡}0�Q ¡§ «�ª0«© }©��© ~¡
¨�©~)}}0�ª ~¡¨¡ª~¡ ~¡§ ¨�¡�)¨)¡��© 0ª0}0{§ yS

�{�{ (¡� «	� ¡¥¡«¨§©� �¡§{}0©ª{~©� }©ª�)§�{� 
\�Q 
^�  
VU�S



h{¨��)§© Y

��©£�{«{}0�ª h©ª(¡¬{S

s{ ¨�©£�{«{}0�ª }©ª(¡¬{ M�hN �¡ �¡<¡�¡ { §{ «0ª0«0®{}0�ª ~¡ )ª{ ¢)ª}0�ª
}©ª(¡¬{ ~¡ )ª{ © ({�0{� ({�0{|§¡� ¡ª )ª }©ª¥)ª�© }©ª(¡¬©S j§ }©ª¥)ª�© }©ªR
(¡¬© { «¡ª)~© �¡ ~¡<ª¡ ¡ª ���«0ª©� ~¡ ~¡�0£){§~{~¡� �)¡ 0ª(©§)}�{ª ©��{�
¢)ª}0©ª¡� }©ª(¡¬{�S

y¡{ª f : C → R  gi : C → R }©ª i = 1, ..., lQ ¢)ª}0©ª¡� }©ª(¡¬{� ~¡<ª0~{�
¡ª )ª �)|}©ª¥)ª�© }©ª(¡¬© }¡��{~© ª© ({}�© C ~¡ RlS

j§ ¨�©|§¡«{ ¨�0ª}0¨{§ ¡ª §{ ¨�©£�{«{}0�ª }©ª(¡¬{ ¡� ¡§ �0£)0¡ª�¡_

«0ª0«0®{� f(x) �)¥¡�© { }©ª~0}0©ª¡� gi(x) ≤ 0 ¨{�{ i = 1, ..., lS M�N

�{�{ «{©� }©«©~0~{~ ~¡ ª©�{}0�ªQ ~¡<ª{«©� g(x) = (g1(x), ..., gl(x))Q ~¡R
ª©�¡«©� g(x) ≤ 0Q �0 gi(x) ≤ 0 ¨{�{ �©~{ i = 1, ..., lQ ¡ª�©ª}¡� ¡§ ¨�©|§¡«{ ¡�
¡�)0({§¡ª�¡ {

«0ª0«0®{� f(x) �)¥¡�© { §{ }©ª~0}0�ª g(x) ≤ 0S

i¡<ª0}0�ª YSVS j§ }©ª¥)ª�© ¢{}�0|§¡ ¨{�{ ¡§ ¨�©|§¡«{ ¨�0ª}0¨{§Q ¡� ¡§ }©ªR
¥)ª�©

F = {x ∈ C|g(x) ≤ 0}

=
l⋂

i=1

{x|gi(x) ≤ 0} .

ZV



ZW hf��z�sv YS �xvlxftfhn�u hvu�j�fS

s©� ¡§¡«¡ª�©� ~¡ F �¡��ª §§{«{~©� ¨)ª�©� ¢{}�0|§¡�S

i¡<ª0}0�ª YSWS y¡ ~0}¡ �)¡ ¡§ ¨�©|§¡«{ ¡� }©ª�0��¡ª�¡ �0 F ¡� ª© ({}�©Q
 ¡� �)¨¡�}©ª�0��¡ª�¡ �0 ¤{ x ¡ª F }©ª gi(x) < 0 ¨{�{ �©~© i = 1, ..., lQ �{§
¨)ª�© �¡ §§{«{ )ª ¨)ª�© y§{�¡�S

i¡<ª0}0�ª YSXS �{�{ }{~{ z ¡ª Rl �¡{

MP (z) = inf {f(x)|x ∈ C, g(x) ≤ z} ,

¡ª ¨{��0})§{� ~¡ª©�¡«©� MP = MP (0)S

x¡}©�~¡«©� �)¡ §{ ~¡�0£){§~{~ g(x) ≤ z ~¡ª©�{ �)¡ �¡ })«¨§¡ gi(x) ≤ z ¨{�{
}{~{ i = 1, ..., lS z{«|0�ª ~¡ª©�{�¡«©� }©«© P (z) {§ ¨�©|§¡«{ ~¡ «0ª0«0®{�
§{ ¢)ª}0�ª f(x) ¨{�{ x ¡ª C }©ª §{ �¡���0}}0�ª g(x) ≤ zQ }©ª ¡��{ ª©�{}0�ª
P = P (0)Q §§{«{�¡«©� { P (z) ¡§ ¨�©|§¡«{ ¨¡��)�|{~©S

j§ }©ª¥)ª�© ¢{}�0|§¡ ¨{�{ P (z) ¡�

Fz = {x|g(x) ≤ z} .

fª{§0®{�¡«©� §{� ¨�©¨0¡~{~¡� ~¡ §{ ¢)ª}0�ª MP (z)Q ¡ª ¨{��0})§{�Q }�«© �¡
}©«¨©��{ §{ ¢)ª}0�ª MP (z) }){ª~© z �0¡ª~¡ { 0S

j§ �0£)0¡ª�¡ ¡¥¡«¨§© «)¡���{ §{ �¡§{}0�ª ~¡ MP (z) }){ª~© z �0¡ª~¡ { 0S

j¥¡«¨§©S y¡{ f : R → R ~¡<ª0~{ ¨©� f(x) = x2Q �{|¡«©� �)¡ ¡§ «�ª0«©
©})��¡ ¡ª x = 0Q  f(0) = 0 ¡� ¡§ ({§©� «�ª0«© £§©|{§S

h©ª�0~¡�¡«©� ¡§ ¨�©|§¡«{ ¨¡��)�|{~©Q ¡� ~¡}0�Q «0ª0«0®{� f(x) = x2 �¡���0ªR
£0~© { x ≤ zS y0 z < 0Q}©«© x ≤ zQ ¡ª�©ª}¡� f(z) ≤ f(x) {�� f(z) ¡� «�ª0«©
§©}{§S �{�{ z ≥ 0Q ¡§ «�ª0«© ~¡§ ¨�©|§¡«{ ¨¡��)�|{~© ¡� ¡§ «�ª0«© £§©|{§Q
�)¡ ¡��� ¡ª x = 0Q �¡ }©ª}§)¡ �)¡ MP (z) = 0S j§ «�ª0«© £§©|{§ ~¡ MP (z)
�{«|0�ª ©})��¡ ¡ª z = 0S

z¡©�¡«{ YSVS y0 P ¡� )ª ¨�©|§¡«{ }©ª(¡¬©  �0 P (z) ¡� §{ ¨¡��)�|{}0	ª ~¡
P ¨©� z ∈ RlQ ¡ª�©ª}¡� §{ ¢)ª}0	ª MP (z) ¡� }©ª(¡¬{  �) ~©«0ª0© ¡� )ª
�)|}©ª¥)ª�© }©ª(¡¬© ~¡ RlS y0 P ¡� �)¨¡�}©ª�0��¡ª�¡Q ¡ª�©ª}¡� z = 0 ¡� )ª
¨)ª�© 0ª�¡�0©� ~¡§ ~©«0ª0© ~¡ MP (z)S



ZX

i¡«©���{}0�ªS

h©«© ¡§ ~©«0ª0© ~¡ MP ¡� ¡§ }©ª¥)ª�© ~¡ ¨)ª�©� z ∈ Rl ¨{�{ §©� }){§¡�
Fz �= ∅S y¡{ª z

′
Q z

′′
�)¡ ¨¡��¡ª¡}¡ª {§ ~©«0ª0© ~¡ MP (z)  0 ≤ λ ≤ 1Q

u©�¡«©� �)¡ λx
′
+ (1− λ)x

′′
¡� ¢{}�0|§¡ ¨{�{ P (λz

′
+ (1− λ)z

′′
)Q {~¡«�� x

′
Q

x
′′
�©ª ¢{}�0|§¡� ¨{�{ P (z

′
)  P (z

′′
) �¡�¨¡}�0({«¡ª�¡Q ¡ª ¡¢¡}�©

g(λx
′
+ (1− λ)x

′′
) ≤ λg(x′) + (1− λ)g(x′′)

≤ λz
′
+ (1− λ)z

′′
.

�©� §© �{ª�© ¡§ ~©«0ª0© ~¡ MP (z) ¡� )ª �)|}©ª¥)ª�© }©ª(¡¬© ~¡ RmS f¤©�{
(¡{«©� �)¡ MP ¡� )ª{ ¢)ª}0�ª }©ª(¡¬{Q �)¨©ª£{«©� �)¡ MP (z) ¡� <ª0�{Q
¡ª�©ª}¡�

MP (λz
′
+ (1 − λ)z

′′
) = inf

{
f(x) : x ∈ CQ g(x) ≤ λz

′
+ (1 − λ)z

′′
}

= inf
{
f(x) : x = λx

′
+ (1 − λ)x

′′
~©ª~¡ x

′
, x

′′ ∈ C  g(x) ≤ λz
′
+ (1 − λ)z

′′
}

≤ inf

{
f(x) : x = λx

′
+ (1 − λ)x

′′
~©ª~¡ x

′
, x

′′ ∈ C  λg(x
′
) + (1 − λ)g(x

′′
) ≤ λz

′
+ (1 − λz

′′
)

}

≤ inf
{
f(λx

′
+ (1 − λ)x

′′
) : x

′
, x

′′ ∈ C  g(x
′
) ≤ z

′
Q g(x

′′
) ≤ z

′′
}

≤ inf
{
λf(x

′
) + (1 − λ)f(x

′′
) : x

′
, x

′′ ∈ C  g(x
′
) ≤ z

′
Q g(x

′′
) ≤ z

′′
}

≤ inf
{
λf(x

′
) : x

′ ∈ C  g(x
′
) ≤ z

′
}

+ inf
{
(1 − λ)f(x

′′
) : x

′′ ∈ C  g(x
′′
) ≤ z

′′
}

= λMP (z
′
) + (1 − λ)MP (z

′′
).

�©� ©��© §{~©Q �0 MP (λz
′
+(1−λ)z

′′
) = −∞ ¡ª�©ª}¡� }§{�{«¡ª�¡ MP (λz

′
+

(1− λ)z
′′
) ≤ λMP (z

′
) + (1− λ)MP (z

′′
) ¡ª }©ª�¡})¡ª}0{ MP (z) ¡� }©ª(¡¬{

¡ª �) ~©«0ª0©S

f¤©�{ �)¨©ª£{«©� �)¡ P ¡� �)¨¡�}©ª�0��¡ª�¡Q ¡� ~¡}0�Q ¡¬0��¡ )ª w ∈ RnQ �{§
�)¡ gi(w) < 0 }©ª i = 1, ..., lS y¡{

r = min {−gi(w) : 1 ≤ i ≤ l} > 0.

�{�{ §{ |©§{ {|0¡��{ }©ª �{~0© r  }¡ª��© 0Q Br(0) ⊂ RlQ ¨©~¡«©� ¡ª}©ª��{�
z = (z1, ..., zl) �{§ �)¡ −r < zi < r ¨{�{ �©~© iQ ~¡ «©~© �)¡

gi(w) ≤ −r < zi i = 1, ..., l.

�©� §© �{ª�©Q P (z) ¡� )ª ¨�©|§¡«{ }©ª�0��¡ª�¡ ¨{�{ �©~{� §{� Br(0)Q ¡��©
~¡«)¡���{ �)¡ ¡� )ª ¨)ª�© 0ª�¡�0©� ~¡§ ~©«0ª0© ~¡ MP (z)S

�



ZY hf��z�sv YS �xvlxftfhn�u hvu�j�fS

�©� ¡§ z¡©�¡«{ VS]Q �0 ¡§ ¨�©|§¡«{ ¡� �)¨¡�}©ª�0��¡ª�¡Q ¡ª�©ª}¡� ¤{ )ª (¡}�©�
u �{§ �)¡

MP (z) ≥ MP (0) + 〈u, z − 0〉.
i¡ ¤¡}¤© �0 ¡§ ¨�©|§¡«{ ¡� �)¨¡�}©ª�0��¡ª�¡Q ¨©~¡«©� ~¡«©���{� �)¡ u ≤ 0S
y)¨©ª£{«©� �0ª ¨��~0~{ ~¡ £¡ª¡�{§0~{~ �)¡ ¡¬0��¡ i0 ∈ {1, ..., l} �{§ �)¡
ui0 > 0  ui ≤ 0 ¨{�{ �©~© i �= i0S h©«© z = 0 ¡��� ¡ª ¡§ 0ª�¡�0©� ~¡§ ~©«0ª0©
~¡ MP (z)Q ¡¬0��¡ r > 0Q �{§ �)¡ Fz ¡� ª© ({}�© ¨{�{ �©~{ z }©ª ||z|| < r ¡ª
¨{��0})§{� ¨{�{ z = 0S y¡{ wj = 0 ¨{�{ j �= i0  wi0 = r/2Q ¡ª�©ª}¡� Fw ¡�
ª© ({}�©  F0 ⊆ FwQ ~¡ §{ ~¡<ª0}0	ª ~¡ MP �¡ �0¡ª¡ MP (0) ≥ MP (w)S i¡
§{ ¡}){}0	ª

MP (z) ≥ MP (0) + 〈u, z − 0〉
= MP (0) + (u1w1+, ...,+ulwl)

�¡ª¡«©� MP (w) ≥ MP (0) +
r

2
ui0 > MP (0). j��© ¡� )ª{ }©ª��{~0}}0	ªQ ¨©�

§© �)¡ u ≤ 0S

s{ ¡}){}0	ª
MP (z) ≥ MP (0) + 〈u, z − 0〉,

§{ ¡�}�0|0«©� }©«©

−〈u, z − 0〉 ≥ MP (0)−MP (z).

y0 {¤©�{ ~¡ª©�{«©� λ∗ = −u ¡ª §)£{� ~¡ uS �{�{ }){§�)0¡� z �¡ª¡«©�

〈λ∗, z〉 ≥ MP (0)−MP (z),

¨{�{ z ≥ 0 �¡ª¡«©� MP (z) ≤ MP (0)Q 

〈λ∗, z〉 ≥ MP (0)−MP (z) ≥ 0.

j§ ª
«¡�© 〈λ∗, z〉 «0~¡ §{ �{®	ª ~¡ }{«|0© ~¡ MP (z) { «¡~0~{ �)¡ {)«¡ª�{R
«©� z §¡¥©� ~¡ z = 0` ¨©� ¡��{ �{®	ªQ λ∗ �¡ §§{«{ ¡§ (¡}�©� ~¡ �¡ª�0|0§0~{~Q
{�� }©«© ¡§ (¡}�©� ~¡ §©� «)§�0¨§0}{~©�¡� ~¡ s{£�{ª£¡S

i¡<ª0}0�ª YSYS i¡<ª{«©� §{ ¢)ª}0�ª ~¡ s{£�{ª£¡ ¨{�{ ¡§ ¨�©|§¡«{ P

L(x, λ) = f(x) +
l∑

i=1

λigi(x) = f(x) + 〈λ, g(x)〉

¨{�{ �©~{� §{� x ¡ª C  λ ≥ 0S



ZZ

i¡<ª0}0�ª YSZS �{�{ }{~{ x <¥© ¡ª CQ ~¡<ª0«©�

F (x) = supλ≥0L(x, λ).

y0 x ¡� ¢{}�0|§¡ ¨{�{ P Q ¡ª�©ª}¡�

l⋂

i=1

{x ∈ C : gi(x) ≤ 0} �= ∅  λigi(x) ≤ 0 ¨{�{ i = 1, ..., lQ

¨©� §© �)¡ f(x) ≥ L(x, λ) ¨{�{ �©~© λ ≥ 0Q ~¡ «©~© �)¡ f(x) ≥ F (x)S

h©«© f(x) = L(x, 0)  ¨©� ~¡<ª0}0�ª ~¡ F (x)Q �¡ �0¡ª¡ �)¡ L(x, 0) ≤ F (x)Q �¡
�0¡ª¡ �)¡ f(x) = F (x) ¨{�{ �©~© ¨)ª�© ¢{}�0|§¡ x ¡ª CS y0 x ª© ¡� ¢{}�0|§¡ ¡ª
CQ ¡ª�©ª}¡� λigi(x) > 0 ~¡ ~©ª~¡ F (x) ª© ¡� {}©�{~© ¨{�{ ({§©�¡� {~¡}){~©�
~¡ λ ¨©� �{ª�© F (x) = +∞S

i¡ §© {ª�¡�0©� �¡ ~¡~)}¡ �)¡Q «0ª0«0®{� f(x) ¡ª )ª }©ª¥)ª�© ¢{}�0|§¡ ¡ª C
¡� ¡�)0({§¡ª�¡ { «0ª0«0®{� F (x) �©|�¡ �©~{� §{� x ¡ª CQ ¡� ~¡}0�Q �¡ ¡§0«0ª{
§{ �¡���0}}0�ª ~¡ �)¡ x �¡{ ¢{}�0|§¡ ¨{�{ P S

z¡©�¡«{ YSWS y0 ¡§ ¨�©|§¡«{ P �0¡ª¡ )ª (¡}�©� ~¡ �¡ª�0|0§0~{~ λ∗ ≥ 0  ¡�
�)¨¡�}©ª�0��¡ª�¡Q ¡ª�©ª}¡�

MP (0) = infx∈CL(x, λ
∗).

i¡«©���{}0�ªS

�{�{ }){§�)0¡� x <¥©  t ∈ CQ }©ª�0~¡�¡«©� ¡§ }©ª¥)ª�© ¢{}�0|§¡

Fg(x) = {t|g(t) ≤ g(x)} ,

�0 t = x �¡ �0¡ª¡ g(x) ≤ g(x)Q ¡� ~¡}0�Q x ∈ Fg(x)S x¡}©�~¡«©� �)¡ �0 P ¡�
�)¨¡�}©ª�0��¡ª�¡ ¡ª�©ª}¡� 〈λ∗, z〉 ≥ MP (0) −MP (z) ≥ 0 ¨{�{ }{~{ z ∈ RQ
¡ª ¨{��0})§{� ¨{�{ z = g(x)Q

MP (g(x)) + 〈λ∗, g(x)〉 ≥ MP (0).

h©«© x ∈ Fg(x)Q �¡ª¡«©�

f(x) ≥ MP (g(x)),

~¡ ~©ª~¡
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f(x) + 〈λ∗, g(x)〉 ≥ MP (0).

�©� §© �{ª�©Q
infx∈C (f(x) + 〈λ∗, g(x)〉) ≥ MP (0). MVN

�©� ©��© §{~©

infx∈C (f(x) + 〈λ∗, g(x)〉) ≤ infx∈C,g(x)≤0 (f(x) + 〈λ∗, g(x)〉)


infx∈C,g(x)≤0 (f(x) + 〈λ∗, g(x))〉 ≤ infx∈C,g(x)≤0f(x) = MP (0)

�)¡ ¥)ª�© }©ª (1) �¡ ©|�0¡ª¡ ¡§ �¡�)§�{~©S

�

�{�{ «{©� 0ª¢©�«{}0�ª (¡� �X�Q �Z�  �[�S

YSVS j§ z¡©�¡«{ ~¡ q{�)�¤Rq)¤ªRz)}¦¡�S

h©«¡ª®{«©� }©ª }©ª~0}0©ª¡� �)<}0¡ª�¡� ¨{�{ �)¡ )ª (¡}�©� x∗ ¨)¡~{ �¡� )ª{
�©§)}0�ª {§ ¨�©|§¡«{ ~¡ ��©£�{«{}0�ª h©ª(¡¬{ M�hNS g{¥© }0¡��{� �¡���0}}0©R
ª¡�Q }©«© §© ¡�¨¡}0<}{ ¡§ z¡©�¡«{ ~¡ q{�)�¤Rq)¤ªRz)}¦¡�Q ¡��{� }©ª~0}0©ª¡�
�{«|0	ª �©ª ª¡}¡�{�0{�S y¡£)0�¡«©� ~¡ª©�{ª~© C ⊂ Rn {§ }©ª¥)ª�© }©ª(¡¬©S

z¡©�¡«{ YSXS y¡{ x∗ )ª ¡§¡«¡ª�© ~¡ CS y0 ¡¬0��¡ λ∗ ≥ 0 �{§ �)¡Q ¨{�{ }{~{
x ∈ C  }{~{ (¡}�©� λ ≥ 0Q �¡ })«¨§¡

L(x∗, λ) ≤ L(x∗, λ∗) ≤ L(x, λ∗)

¡ª�©ª}¡� x∗ ¡� ¢{}�0|§¡  x∗ �¡�)¡§(¡ ¡§ ¨�©|§¡«{ ~¡ �hS

i¡«©���{}0�ªS

h©«© L(x∗, λ) ≤ L(x∗, λ∗) ¡ª�©ª}¡� ¨©� ~¡<ª0}0�ª ~¡ ¢)ª}0�ª ~¡ s{£�{ª£¡
�¡ �0¡ª¡

f(x∗) +
l∑

i=1

λigi(x
∗) ≤ f(x∗) +

l∑

i=1

λ∗
i gi(x

∗)

l∑

i=1

λigi(x
∗) ≤

l∑

i=1

λ∗
i gi(x

∗),
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¡� ~¡}0�Q

l∑

i=1

λigi(x
∗) −

l∑

i=1

λ∗
i gi(x

∗) ≤ 0,

l∑

i=1

(λi − λ∗
i )gi(x

∗) ≤ 0. ¨{�{ }{~{ λ ≥ 0.

y¡{ j ∈ {1, ..., l} <¥©Q ~¡<ª{«©�

λi =

{
λ∗
i �0 i �= j.

λ∗
i + 1 �0 i = j.

jª�©ª}¡� λ∗
i ≥ 0S h©«©

l∑

i=1

(λi − λ∗
i )gi(x

∗) =

j∑

i=1

−1(λi − λ∗
i )gi(x

∗) + (λj − λ∗
j)gi(x

∗) +
l∑

i=j+1

(λi − λ∗
i )gi(x

∗)

= (λi − λ∗
i )gi(x

∗)

= (λ∗
i + 1− λ∗

i )gi(x
∗)

¨©� §© �{ª�© gi(x
∗) ≤ 0 ~¡ «©~© �)¡ x∗ ¡� ¢{}�0|§¡ ¨{�{ P S

�©� ©��© §{~©Q }©«©
L(x∗, λ) ≤ L(x∗, λ∗)

¡��© �{«|0�ª 0«¨§0}{

f(x∗) = L(x∗, 0) ≤ L(x∗, λ∗),

¡� ~¡}0�

f(x∗) ≤ L(x∗, λ∗) = f(x∗) +
l∑

i=1

λ∗
i gi(x

∗),

¨¡�© λ∗ ≥ 0  gi(x
∗) ≤ 0 ¨{�{ i = 1, ..., l ~¡ «©~© �)¡
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f(x∗) +
l∑

i=1

λ∗
i gi(x

∗) ≤ f(x∗),

L(x∗, λ∗) ≤ f(x∗)

¨©� §© �)¡
f(x∗) = L(x∗, λ∗)

f¨§0}{ª~© ¨�©¨0¡~{~¡� ~¡ �ª<«©�

infx∈Cf(x
∗) = infx∈CL(x

∗, λ∗) ≤ inf {L(x, λ∗) : x ∈ C} ,
≤ inf {L(x, λ∗) : x ∈ C, g1 ≤ 0, ..., gl ≤ 0} ,

= inf

{
f(x) +

l∑

i=1

λ∗
i gi(x) : x ∈ C, g1 ≤ 0, ..., gl ≤ 0

}
,

≤ inf {f(x) : x ∈ C, g1 ≤ 0, ..., gl ≤ 0} ,
= MP.

�©� §© �{ª�© f(x∗) = MP S

f�� x∗ �¡�)¡§(¡ ¡§ ¨�©|§¡«{

�

h©�©§{�0© YSVS y¡{ x∗ ∈ C  λ∗ ≥ 0 �{§ �)¡ L(x∗, λ∗) ≤ L(x, λ∗) ¨{�{ �©~©
x ∈ C  λ∗

i gi(x
∗) = 0 ¨{�{ �©~© i = 1, ..., lQ ¡ª�©ª}¡� x∗ ¡� ¢{}�0|§¡  x∗

�¡�)¡§(¡ ¡§ ¨�©|§¡«{ ~¡ �hS

i¡«©���{}0�ªS

h©«© L(x∗, λ∗) ≤ L(x, λ∗) {¨§0}{ª~© §{ ~¡<ª0}0�ª ~¡ ¢)ª}0�ª ~¡ s{£�{ª£¡ �¡
�0¡ª¡

f(x∗) +
l∑

i=1

λ∗
i gi(x

∗) ≤ f(x) +
l∑

i=1

λ∗
i gi(x),

ª©�¡«©� �)¡ λ∗
i gi(x

∗) = 0 ¨{�{ �©~© i = 1, ..., lQ {¨§0}{ª~© ¨�©¨0¡~{~¡� ~¡ §©�
�ª<«©� �¡ �0¡ª¡

infx∈Cf(x
∗) = L(x∗, λ∗) = infx∈CL(x, λ

∗),
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© |0¡ª

f(x∗) = L(x∗, λ∗) ≤ inf {L(x, λ∗) : x ∈ C} ,
≤ inf {L(x, λ∗) : x ∈ C, g1 ≤ 0, ..., gl ≤ 0} ,

= inf

{
f(x) +

l∑

i=1

λ∗
i gi(x) : x ∈ C, g1 ≤ 0, ..., gl ≤ 0

}
,

≤ inf {f(x) : x ∈ C, g1 ≤ 0, ..., gl ≤ 0} ,
= MP.

�©� §© �{ª�© x∗ ¡� )ª ¨)ª�© ¢{}�0|§¡ ¨{�{ P �{§ �)¡ f(x∗) = MP Q ¡� ~¡}0�Q
x∗ ¡� )ª{ �©§)}0�ª ¨{�{ P S

�

YSWS f§£)ª{� (¡��0©ª¡� ~¡§ z¡©�¡«{ ~¡ q{�)�¤R

q)¤ªRz)}¦¡�S

YSWSVS s{ ¢©�«{ ~¡ ¨)ª�© �0§§{ ~¡§ �¡©�¡«{S

j��{ ¢©�«{ ~¡§ z¡©�¡«{ ~¡ q{�)�¤Rq)¤ªRz)}¦¡� MqqzN ª© �¡�)0¡�¡ �)¡ §{�
¢)ª}0©ª¡� 0ª(©§)}�{~{� �¡{ª ~0¢¡�¡ª}0{|§¡�S s{ ¢©�«{ ~¡ �0§§{ ~¡ «©ª�{� ~¡§
z¡©�¡«{ ~¡ qqz ¡� §{ �0£)0¡ª�¡S

z¡©�¡«{ YSYS y¡{ P ¡§ ¨�©|§¡«{ ¨�0ª}0¨{§ ~¡ �h �)¨¡�}©ª�0��¡ª�¡S jª�©ª}¡�
x∗ �¡�)¡§(¡ P �0  ��§© �0 ¤{ )ª (¡}�©� λ∗ �{§ �)¡

VS λ∗ ≥ 0S

WS L(x∗, λ) ≤ L(x∗, λ∗) ≤ L(x, λ∗) ¨{�{ �©~©� §©� x ∈ C  �©~©� §©� λ ≥ 0S

XS λ∗
i gi(x

∗) = 0Q ¨{�{ �©~© i = 1, ..., lS

i¡«©���{}0�ªS

i{~© �)¡ P ¡� �)¨¡�}©ª�0��¡ª�¡  x∗ �¡�)¡§(¡ P Q �{|¡«©� ¨©� ¡§ z¡©�¡«{ YSW
�)¡ ¤{ λ∗ ≥ 0 �{§ �)¡

f(x∗) = infx∈CL(x, λ
∗).
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h©«©

f(x∗) ≤ L(x∗, λ∗) = f(x∗) + 〈λ∗, g(x∗)〉

 ~{~© �)¡ λ∗ ≥ 0  g(x∗) ≤ 0Q �{«|0�ª �¡ª¡«©�

f(x∗) + 〈λ∗, g(x∗)〉 ≤ f(x∗).

f¤©�{ ¨©~¡«©� }©ª}§)0� �)¡ f(x∗) = L(x∗, λ∗)  〈λ∗, g(x∗)〉 = 0S y¡ ~¡~)}¡
�)¡ λ∗

i gi(x
∗) = 0Q ¨{�{ �©~©� i = 1, ..., lS jª�©ª}¡�Q ¨{�{ λ ≥ 0Q

L(x∗, λ∗)− L(x∗, λ) = f(x∗) +
l∑

i=1

λ∗
i gi(x

∗)−

(
f(x∗) +

l∑

i=1

λigi(x
∗)

)

=
l∑

i=1

λ∗
i gi(x

∗)−
l∑

i=1

λigi(x
∗)

= −
l∑

i=1

λigi(x
∗)

�{«|0�ª �¡ª¡«©�

L(x∗, λ) ≤ L(x∗, λ∗),

¨{�{ �©~©� λ ≥ 0S

f §{ 0ª(¡��{Q �)¨©ª£{«©� �)¡ x∗  λ∗ �{�0�¢{}¡ª §{� ��¡� }©ª~0}0©ª¡� ~¡§
�¡©�¡«{S ��0«¡�©Q «©���{«©� �)¡ x∗ ¡� ¢{}�0|§¡ ¨{�{ P Q ¡� ~¡}0�Q g(x∗) ≤ 0S
i¡ §{ «0�«{ ¢©�«{ �)¡ ¡§ �¡©�¡«{ {ª�¡�0©�Q ~¡<ª{«©� )ª j ∈ {1, ..., l} <¥©Q
�{§ �)¡

λi =

{
λ∗
i �0 i �= j.

λ∗
i + 1 �0 i = j.

jª�©ª}¡� ª©�©��©� �¡ª¡«©� λ ≥ 0S
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i¡§ ¨)ª�© 2 ~¡ §{ ¤0¨��¡�0�

0 ≤ L(x∗, λ∗)− L(x∗, λ) = f(x∗) +
l∑

i=1

λ∗
i gi(x

∗)−

(
f(x∗) +

l∑

i=1

λigi(x
∗)

)

=
l∑

i=1

λ∗
i gi(x

∗)−
l∑

i=1

λigi(x
∗)

=
l∑

i=1

(λ∗
i − λi) gi(x

∗)

=

j−1∑

i=1

(λ∗
i − λi) gi(x

∗) +
(
λ∗
j − λj

)
gi(x

∗) +
l∑

i=j+1

(λ∗
i − λi) gi(x

∗)

= (λ∗
i − λi) gi(x

∗)

= (λ∗
i − (λ∗

i + 1)) gi(x
∗)

= −gi(x
∗)

�©� ~¡<ª0}0�ª ~¡ §{ ¢)ª}0�ª s{£�{ª£¡{ª{ �{|¡«©� �)¡ L(x∗, λ) = f(x∗) +
〈λ∗, g(x∗)〉Q ¤{}0¡ª~© λ = 0Q �¡ª¡«©�

f(x∗) = L(x∗, 0)

≤ L(x∗, λ∗) = f(x∗) + 〈λ∗, g(x∗)〉

¨¡�© 〈λ∗, g(x∗)〉 = 0Q ¨©� §© �)¡

f(x∗) = L(x∗, 0) ≤ L(x∗, λ∗) = f(x∗)

{�� �)¡

f(x∗) = L(x∗, λ∗) ≤ L(x, λ∗), (4)

¨¡�© ¨©� ¡§ }©�©§{�0© YSV �{«|0�ª �¡ª¡«©�

L(x∗, λ∗) ≤ infx∈C (f(x) + 〈λ∗, g(x)〉) ≤ infx∈C,g(x)≤0f(x) = MP (0). (5)

�©� §© �{ª�© ¨©� §{� ¡}){}0©ª¡� (4)  (5) �¡ª¡«©� f(x∗) = L(x∗, λ∗) = MP (0)S

h©ª}§)0«©� �)¡ f(x∗) = MP (0)Q  }©«© x∗ ¡� ¢{}�0|§¡ ¨{�{ P Q x∗ �¡�)¡§(¡
P S

�
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k0£)�{ YSV_ x¡¨�¡�¡ª�{}0�ª £��<}{ ~¡ §{ ¢)ª}0�ª s{£�{ª£¡{ª{ ¨{�{ §{� }©ªR
~0}0©ª¡� z¡©�¡«{ ~¡ q{�)�¤Rq)¤ªRz)}¦¡� ¡ª �) ¢©�«{ ~¡ ¨)ª�© �0§§{S

j§ §{ 0«{£¡ª ¨©~¡«©� ©|¡�({� �)¡ ¨{�{ }){§�)0¡� ¨)ª�© ~¡ §{ ¢©�«{ (x∗, λ∗)
~©ª~¡ �) 0«{£¡ª ¡��� ~{~{ ¨©� L(x∗, λ∗) §{ }©ª~0}0�ª L(x∗, λ) ≤ L(x∗, λ∗) ≤
L(x, λ∗) ¨)¡� §{ ¨{��|©§{ ¢©�«{~{ ~¡ }©§©� �©¥© «)¡���{ �©~{� §{ ¨©�0|§¡�
0«{£¡ª¡� ~¡ xQ «0¡ª��{� �)¡ §{ ¨{��|©§{ ~¡ }©§©� {®)§ «)¡���{ �©~©� §{�
¨©�0|§¡� 0«{£¡ª¡� ~¡ λS

YSWSWS s{ ¢©�«{ £�{~0¡ª�¡ ~¡§ �¡©�¡«{S

z¡©�¡«{ YSZS y¡{ª f : C → R  gi : C → R }©ª i = 1, ..., lQ ¢)ª}0©ª¡�
}©ª(¡¬{� ~¡<ª0~{� ¡ª )ª �)|}©ª¥)ª�© }©ª(¡¬© }¡��{~© ª© ({}�© C ~¡ RnS y0
~¡<ª0«©� { P }©«© ¡§ ¨�©|§¡«{ ~¡ «0ª0«0®{� { f(x) �)¥¡�© { §{ }©ª~0}0�ª
g(x) ≤ 0 }©ª P �)¨¡�}©ª�0��¡ª�¡Q ¡ª�©ª}¡� x∗ �¡�)¡§(¡ P �0  ��§© �0 ¤{ )ª
(¡}�©� λ∗ �{§ �)¡

VS λ∗ ≥ 0Q

WS λ∗
i gi(x

∗) = 0Q ¨{�{ �©~©� i = 1, ..., lQ

XS �f(x∗) +
l∑

i=1

λ∗
i � gi(x

∗) = 0S
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i¡«©���{}0�ªS

y0 x∗ ¡� )ª{ �©§)}0�ª ¨{�{ P ¡ª�©ª}¡� ¨©� ¡§ �¡©�¡«{ YSWSV ¤{ )ª λ∗ ∈ Rl �)¡
�{�0�¢{}¡ (1)  (2) ¨{�{ (x∗, λ∗) ¡ª ¡§ ¨)ª�© �0§§{ ~¡ s{£�{ª£¡ ¡ª P Q ¡ª�©ª}¡�

L(x∗, λ∗) ≤ L(x, λ∗).

s© {ª�¡�0©� �¡ })«¨§¡ ¨{�{ �©~© x ∈ CQ ¨©� §© �)¡ x∗ ¡� )ª «�ª0«© £§©|{§ ~¡
(x∗, λ∗) ¡ª CS �)¡��© �)¡ x∗ ¡� )ª ¨)ª�© 0ª�¡�0©� ~¡ C  }©«© h(x) = L(x, λ∗)
�0¡ª¡ �) ¨�0«¡�{ ~¡�0({~{ ¨{�}0{§ }©ª�0ª){ ¡ª CQ �¡ ~¡~)}¡ �)¡ �h(x∗) = 0Q
¡� ~¡}0�Q ¡§ £�{~0¡ª�¡ ~¡ §{ }©ª~0}0�ª (3) �¡ })«¨§¡S

�©� ¡§ }©ª��{�0© �)¨©ª£{«©� �)¡ x∗ ∈ C  λ∗ ∈ Rl �)¡ �{�0¢{}¡ª §{� }©ª~0R
}0©ª¡� (1)Q (2)  (3)S y0 x ¡� )ª ¨)ª�© ¢{}�0|§¡ ¨{�{ P S jª�©ª}¡�

f(x∗) +
l∑

i=1

λ∗
i gi(x

∗) ≤ f(x∗)

¨{�{ λ∗ ≥ 0  gi(x
∗) ≤ 0 ¨{�{ �©~© i = 1, ..., lS h©«© f  gi �©ª ¢)ª}0©ª¡�

}©ª�0ª){�  ~{~© �)¡ })«¨§¡ª §{� }©ª~0}0©ª¡� ~¡§ �¡©�¡«{ VS\Q �¡ª¡«©� �)¡
¨{�{ §{ ¢)ª}0�ª f �¡ })«¨§¡

f(x∗) +�f(x∗)(x− x∗) ≤ f(x) (4)

~¡ §{ «0�«{ ¢©�«{ ¨{�{ §{ ¢)ª}0�ª gi

gi(x
∗) +�gi(x

∗)(x− x∗) ≤ gi(x), (5)

«)§�0¨§0}{ª~© ¨©� λ∗
i  �)«{ª~© ¨{�{ }{~{ iQ

l∑

i=1

λ∗
i gi(x

∗) +
l∑

i=1

λ∗
i � gi(x

∗)(x− x∗) ≤
l∑

i=1

λ∗
i gi(x) (6)

�)«{ª~© §{ ¡}){}0�ª (4)  (6) �¡ª¡«©�
[
f(x∗) +

l∑

i=1

λ∗
i gi(x

∗)

]
+

[
�f(x∗) +

l∑

i=1

λ∗
i � gi(x

∗)

]
(x−x∗) ≤ f(x)+

l∑

i=1

λ∗
i gi(x) ≤ f(x),

}©«© λ∗
i gi(x

∗) = 0  �f(x∗) +
∑l

i=1 λ
∗
i � gi(x

∗) = 0Q ¡ª�©ª}¡�

f(x∗) ≤ f(x).
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f�� x∗ ¡� )ª «�ª0«© £§©|{§ ¨{�{ f(x)Q ¡� ~¡}0� x∗ ¡� )ª{ �©§)}0�ª ¨{�{ P S

�

j¥¡«¨§©S i¡<ª{«©� {§ ¨�©|§¡«{ P }©«©_ «0ª0«0®{� f(x, y) = x2 − 2x +
y2 + 1 �)¥¡�© { §{� }©ª~0}0©ª¡� g1(x, y) = x+ y ≤ 0  g2(x, y) = x2 − 4 ≤ 0S

y©§)}0�ªS

u©�¡«©� �)¡ §{ ¢)ª}0�ª f(x, y)  g(x, y) = (g1(x, y), g2(x, y)) �©ª ¢)ª}0©ª¡�
}©ª(¡¬{�Q ¨{�{ ¡ª}©ª��{� {§ ¨)ª�© (x, y) �)¡ �{�0�¢{}¡ P ~¡|¡«©� ¡ª}©ª��{�
)ª λ = (λ1, λ2) �)¡ �{�0�¢{}¡ §{� }©ª~0}0©ª¡� ~¡§ �¡©�¡«{Q ¡� ~¡}0�Q �¡ª¡«©�
¡§ �0£)0¡ª�¡ �0��¡«{ ~¡ ¡}){}0©ª¡�_

VS λ1 ≥ 0Q

WS λ2 ≥ 0Q

XS λ1 (x+ y) = 0Q

YS λ2 (x
2 − 4) = 0Q

ZS (2x− 2, 2y) + λ1 (1, 1) + λ2 (2x, 0) = (0, 0)S

i¡�{��©§§{ª~© §{ ¡}){}0�ª (5) �¡ª¡«©�

(2x− 2 + λ1 + 2λ2x, 2y + λ1) = (0, 0) ,

¡� ~¡}0�Q
2x− 2 + λ1 + 2λ2x = 0 (6)


2y + λ1 = 0. (7)

i¡ §{ ¡}){}0�ª (7) ~¡�¨¡¥{«©� { yQ {��

y =
−λ1

2
,

�)��0�)¡ª~© { y ¡ª §{ ¡}){}0�ª (3)  ~¡�¨¡¥{ª~© { x �¡ �0¡ª¡

x =
λ1

2
,



YSWS fsl�ufy �jxynvujy ijs zjvxjtfijqfx�ymRq�muRz�hqjxS[Z

~¡ 0£){§ ¢©�«{S y)��0�)¡ª~© { x ¡ª §{ ¡}){}0�ª (4)  ~¡�¨¡¥{ª~© { λ1 ©|�¡R
ª¡«©�

λ1 = 1,

¨©� �{ª�© x =
1

2
 y =

−1

2
S �)��0�)¡ª~© { xQ y  λ1 ¡ª §{ ¡}){}0�ª (6) 

~¡�¨¡¥{ª~© { λ2 }©ª}§)0«©� �)¡

λ2 = 0.

�©� §© �{ª�© ¡§ ¨)ª�©

(
1

2
,
−1

2
, 1, 0

)
¡� ¨)ª�© ¢{}�0|§¡ �)¡ })«¨§¡ }©ª §{�

}©ª~0}0©ª¡� ~¡§ �¡©�¡«{S

k0£)�{ YSW_ x¡¨�¡�¡ª�{}0�ª £��<}{S

�{�{ }©ª©}¡� )ª ¨©}© «�� ¨©~¡«©� }©ª�)§�{� �Z	  �VX	S
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�V� fª£)�� i¡{�©� {ª~ o¤©ª t)¡§§|{)¡�SQ j}©ª©«0}� {ª~ h©ª�)«¡� g¡¤{R
(0�©�S h{«|�0~£¡ �ª0(¡��0� ��¡��S V^]US

�W� f¨©��©§Q zS tSQ fª�§0�0� t{�¡«��0}©Q x¡(¡��	S t	¬0}© V^[US

�X� g©�'¡0ªQ oS {ª~ s¡'0�Q fSQ h©ª(¡¬ fª{§�0� {ª~ u©ª§0ª¡{� v¨�0«0®{R
�0©ªS h{ª{~0{ª t{�¤¡«{�0}{§ y©}0¡� g©©¦� 0ª t{�¤¡«{�0}�Q u¡' 
©�¦_
y¨�0ª£¡�R�¡�§{£S WUUUS

�Y� h¡ª�©�Q 
S {ª~ �¡ª0©�Q ySfSQ �{�{§§¡§ v¨�0«0®{�0©ª_ z¤¡©�Q f§£©�0�¤«�
{ª~ f¨¨§0}{�0©ª�S u¡' 
©�¦_ v¬¢©�~ �ª0(¡��0� ��¡��S V^^\S

�Z� g�ª¡Q hSsSQ f k0��� h©)��¡ 0ª v¨�0«0®{�0©ªS i¡¨{��«¡ª� ©¢ t{�¤¡«{R
�0}{§ y}0¡ª}¡�S �ª0(¡��0� ©¢ t{��{}¤)�¡��� s©'¡§§S WUVYS

�[� k0{}}©Q fS {ª~ t}h©�«0}¦Q lSQ u©ª§0ª¡{� ��©£�{««0ª£_ y¡)¡ª�0{§ �ªR
}©ª���{0ª¡~ t0ª0«0®{�0©ª z¡}¤ª0)¡�S �¤0§{~¡§¨¤0{Q �f_ ynft h§{��0}�
0ª t{�¤¡«{�0}� M�¡0��)¡NS V^^US

�\� k©§¦¡ q{¢¦{SQ z¡©��{ j}©ª�«0}{S �ª0(¡��0~{~ ~¡§ �{}�<}© h¡ª��© ~¡ nªR
(¡��0£{}0�ª Mhn��NS V^]VS

�]� l�{¢¡Q oSQ t{�¡«��0}{� ¨{�{ ¡}©ª©«0��{�S t}l�{'Rm0§§Q t{~�0~S V^^VS

�^� m{ª}©}¦Q mSQ z¤¡©� ©¢ «{¬0«{ {ª~ «0ª0«{S g©��©ªS V^V\S

�VU� q{§«{ªQ iSQ s¡(¡§0ª£ '0�¤ s{£�{ª£¡_ fª {§�¡�ª{�¡ (0¡' ©¢ }©ª���{0ª¡~
©¨�0«0®{�0©ªS t{�¤¡«{�0}� t{£{®0ª¡SWUU^

�VV� t}y¤{ª¡Q oSQ z¤¡ s{£�{ª£¡ «)§�0¨§0¡� �)§¡S z¤¡ f«¡�0}{ª t{�¤¡«{�0}{§
t©ª�¤§Q ]UQ V^\XS ^WWR^WZS
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�VW� u0(¡ªQ nSQ t{¬0«{ {ª~ t0ª0«{ �0�¤©)� h{§})§)�S t{�¤¡«{�0}{§ f��©R
}0{�0©ª ©¢ f«¡�0}{S V^]VS

�VX� �¡�¡��0ª0Q fSQ y)§§0({ªQ kSQ {ª~ �¤§Q oS_ z¤¡ t{�¤¡«{�0}� ©¢ u©ª§0ª¡{�
��©£�{««0ª£S u¡' 	©�¦_ y¨�0ª£¡�R
¡�§{£S V^]]S

�VY� x{ª£{�{¥{ª qS y)ª~{�{«Q f <��� h©)��¡ 0ª v¨�0«0®{�0©ª z¤¡©�S h{«R
|�0~£¡Q �qS V^^[S

�VZ� x)~0ªS �SQ ��0ª}0¨0©� ~¡ fª�§0�0� t{�¡«��0}©S t}l�{'Rm0§§ nª�¡�ª{�0©R
ª{§ j~0�0©ª�S V^\[S

�V[� y~�{¡�¡�Q qª)�  m{««©ª~Q �¡�¡�S t{�¡«��0}{� ¨{�{ ¡§ {ª�§0�0� ¡}©R
ª�«0}©S ��¡ª�0}¡ m{§§Q V^^[S
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