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Introducción
Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y no vacío. Una grá�ca
�nita es un continuo que puede ser escrito como la unión de un número �nito
de arcos, tales que cada dos de ellos son disjuntos o se intersectan sólo en uno
o ambos puntos �nales. Algunas grá�cas �nitas típicas son: el intervalo [0, 1],
la circunferencia y los n-odos simples. Los hiperespacios de un continuo son
familias de subconjuntos del continuo con alguna característica en particular.
Dado un continuo X consideremos los siguientes hiperespacios:

2X = {A ⊂ X : A es cerrado y no vacío},
C(X) = {A ∈ 2X : A es conexo},

Fn(X) = {A ∈ 2X : A tiene a lo más n puntos}(n ∈ N),
Cn(X) = {A ∈ 2X : A tiene a lo más n componentes}(n ∈ N).

Es sabido que si dos continuos X y Y son homeomorfos, entonces cada uno
de los hiperespacios de X son homeomorfos a los correspondientes hiperes-
pacios de Y . Varios autores se han interesado y han estudiado un problema
natural dentro de esta área, el cual consiste en determinar cuando la im-
plicación puede ser invertida. Es decir, supongamos que X es un continuo
y H(X) representa alguno de los hiperespacios 2X , C(X), Cn(X) y Fn(X)
entonces bajo qué condiciones podemos a�rmar lo siguiente: H(X) y H(Y )
son homeomorfos implica que X y Y son homeomorfos. Se han encontrado y
dado algunos contraejemplos, mostrando que esta implicación no siempre es
cierta.
En este trabajo nos enfocaremos en el hiperespacio Fn(X), este espacio es
conocido como n-ésimo producto simétrico de X.
Se sabe que los continuos pertenecientes a una de las siguientes clases tienen
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hiperespacio único C(X):
a) Grá�cas �nitas diferentes de un arco o de una curva cerrada simple (Ver
[1] y [6]).
b) Continuos hereditariamente indescomponibles, por ejemplo, el pseudo-
arcos (Ver [1]).
c) Los continuos indescomponibles tales que todo subcontinuo no degenerado
propio son arcos, por ejemplo, el arcoiris de Knaster (Ver [10]).
d) Compactación métrica del rayo [0,∞) con residuo no degenerado (Ver [1]).
Una línea de investigación estrictamente relacionadas con este problema es
la correspondiente a continuos C-determinados.
Se dice que el continuo X tiene hiperespacio único C(X) siempre que si Y
es un continuo y C(X) es homeomorfo a C(Y ), entonces X es homeomorfo a
Y . Similarmente se dirá que X tiene hiperespacio único 2X , Cn(X) o Fn(X),
respectivamente. Una clase C de continuos se dice que es C -determinada si
cumple lo siguiente, si X, Y ∈ C y C(X) es homeomorfo a C(Y ), entonces
X es homeomorfo a Y .
Los continuos hereditariamente indescomponibles tiene hiperespacio único
2X . Las grá�cas �nitas tienen hiperespacio único Cn(X) para n > 1. Se sabe
que la clase de abanicos suaves es C -determinada. A. Illanes mostró que las
clases de los continuos encadenables y abanicos no son C -determinados (Ver
[7], [8]).
Relacionado con el n-ésimo producto simétrico, se ha logrado probar que
para cada entero positivo n, Fn([0, 1]) no es homeomorfo a Fn(S), donde S
representa una curva cerrada simple. En este trabajo se presenta el resulta-
do que dice: si X y Y son grá�cas �nitas no homeomorfas, entonces para
cada entero positivo n, Fn(X) y Fn(Y ) no son homeomorfos, es decir, se
probará que si X es una grá�ca �nita, entonces X tiene "n-ésimo produc-
to simétrico único". Para ello tomaremos como principal apoyo el artículo [4].

En el primer capítulo, damos de�niciones básicas, que son base para el desa-
rrollo de este trabajo e incluimos algunos teoremas referentes a continuos, en
particular continuos de Peano. En el Capítulo 2, se muestran algunos mode-
los para C(X) y Fn(X) de ciertos continuos, los cuales pueden ser encajados
en R3, para familiarizarnos con estos hiperespacios. Los últimos dos capítu-
los, son dedicados exclusivamente a las grá�cas �nitas, en estos capítulos se
dan resultados los cuales caracterizan a una grá�ca �nita y a ciertos puntos
representativos de las grá�cas, para así probar en el último capítulo que las
grá�cas �nitas tienen n-ésimo producto simétrico único.
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Capítulo 1

Preliminares

En el presente capítulo, damos las bases para el desarrollo de esta tesis. Algu-
nas de las pruebas son omitidas, en todo caso se proporciona una referencia
donde se puede consultar su demostración.
En este trabajo el conjunto de enteros positivos es denotado por N. Para hacer
referencia al espacio topológico (X, τ), solamente diremos el espacio topoló-
gico X. Dado un espacio topológico Z y un subconjunto A de Z, BdZ(A),
ClZ(A) y IntZ(A) denota la frontera, cerradura e interior de A en Z, respec-
tivamente. Sea f una función, Im(f) denota la imagen de f .
Antes de pasar a la primer sección, haremos recordatorio de algunas de�ni-
ciones básicas dentro de la topología, ya que se usan frecuentemente dentro
de este trabajo.

De�nición 1.0.1. Dado un espacio topológico X y A,B ⊂ X, diremos que
A y B están separados si

ClX(A) ∩B = A ∩ ClX(B) = ∅.

De�nición 1.0.2. Diremos que un espacio topológico X es conexo si X
no es unión de dos subconjuntos no vacíos y separados. En caso contrario
diremos que X es no conexo.

Intuitivamente un espacio es conexo si es de una sola pieza.

De�nición 1.0.3. Se dice que un espacio topológico X, es conexo por

caminos, si para cada par de puntos x, y ∈ X existe un camino conectando
a x con y, es decir, existe una función continua γ : [0, 1] −→ X con γ(0) =
x, γ(1) = y. Y diremos que es arco-conexo si γ es inyectiva.

3



4 Preliminares

De�nición 1.0.4. Sean X un espacio topológico y x ∈ X. Se dice que X es
localmente conexo en x si para cada vecindad U de x, existe una vecindad
conexa V tal que x ∈ V ⊂ U . Diremos que X es localmente conexo si es
localmente conexo en x, para todo x ∈ X.

De�nición 1.0.5. Sea f : X → Y una función biyectiva entre espacios, se
dice que f es un homeomor�smo si f y f−1 son continuas. En este caso,
decimos que los espacios son homeomorfos.

Teorema 1.0.6. [12, Teorema 19.2, p. 106], [Invarianza del Dominio] Sea
X un subconjunto de Rn y h un homeomor�smo de X sobre h(X), otro
subconjunto de Rn. Entonces si x es un punto interior de X, h(x) es un punto
interior de h(X). En particular, si A y B son subconjuntos homeomorfos de
Rn y A es abierto, entonces B es abierto.

De�nición 1.0.7. Sea X un espacio métrico con distancia d. Sea A un
subconjunto de X acotado y no vacío, el diámetro de A se de�ne como el
número

diam(A) = sup {d(a1, a2) | a1, a2 ∈ A}

De�nición 1.0.8. Un espacio métrico X es conexo en pequeño en un
punto x ∈ X, escribiremos cik (connected im kleinen) en x, si para cada
vecindad N de x existe una vecindad conexa V de x tal que x ∈ IntX(V ) ⊂
V ⊂ N . Si X es cik en todos sus puntos se dice que X es cik.

De�nición 1.0.9. Sea X un espacio topológico y sea {Ai}∞i=1 una sucesión
de subconjuntos de X. Se de�ne el límite inferior y límite superior de
{Ai}∞i=1, denotados por ĺım inf Ai y ĺım supAi, de la siguiente manera:

ĺım inf Ai = {x ∈ X : para cada abierto U tal que x ∈ U,U ∩ Ai 6=
∅ para casi todo i, excepto una cantidad finita},

ĺım supAi = {x ∈ X : para cada abierto U tal que x ∈ U,U ∩ Ai 6=
∅ para una cantidad infinita de i}.

De�nición 1.0.10. Sean X un espacio topológico, {Ai}∞i=1 una sucesión de
subconjuntos de X y A ⊂ X. Diremos que ĺımAi = A si se cumple que
ĺım inf Ai = A = ĺım supAi.
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1.1. Sobre Continuos e Hiperespacios

De�nición 1.1.1. Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y
no vacío. Un Subcontinuo es un subconjunto de un continuo que a su vez
es un continuo. Es decir, es un subconjunto cerrado, conexo y no vacío de un
continuo

Recordemos que la frontera de un subconjunto Y de X, en X, se de�ne como
BdX(Y ) = ClX(Y ) ∩ ClX(X − Y ). El siguiente teorema, cuya demostración
se puede encontrar en [1], es de gran importancia en las demostraciones que
se harán más adelante.

Teorema 1.1.2. [11, Teorema 5.6, p. 74], [De los golpes de Frontera] Sea
X un continuo y sea E un subconjunto propio no vacío de X. Si K es una
componente de E, entonces ClX(K) ∩ BdX(E) 6= ∅ (equivalentemente, dado
que ClX(K) ⊂ ClX(E), entonces ClX(K) ∩ ClX(X − E) 6= ∅).

De�nición 1.1.3. Sea X un espacio métrico compacto. Un subcontinuo A
no degenerado de X es llamado continuo de convergencia de X, si existe
una sucesión {Ai}∞i=1 de subcontinuos Ai de X, disjuntos dos a dos, tales que

ĺımAi = A y A ∩ Ai = ∅ para cada i.

La demostración del siguiente teorema puede ser consultada en [11].

Teorema 1.1.4. [11, Teorema 5.12, p. 76] Sea X un continuo y sea

N = {x ∈ X : X no es cik en x}

si p ∈ N , entonces existe un continuo de convergencia K de X tal que p ∈ K
y K ⊂ N .

De�nición 1.1.5. Sea X un continuo. Un punto p ∈ X es llamado un punto
�nal de X, si dado un abierto U , existe un abierto V tal que p ∈ V ⊂ U y
BdX(V ) consiste precisamente de un punto.
El símbolo X [1] denota el conjunto de todos los puntos �nales de X.

De�nición 1.1.6. SeaX un espacio topológico, decimos queX es localmente
separado por K ⊂ X, si para cada p ∈ K existe una vecindad U de p tal que
U −K es disconexo.
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De�nición 1.1.7. Dado un continuo X no degenerado con métrica d, un
hiperespacio de X es una familia de subconjuntos de X con alguna carac-
terística particular.

Consideremos las siguientes familias de subconjuntos del continuo X:

2X = {A ⊂ X : A es cerrado y no vacío},
C(X) = {A ∈ 2X : A es conexo},

Cn(X) = {A ∈ 2X : A tiene a lo más n componentes}, n ∈ N,
Fn(X) = {A ∈ 2X : A tiene a lo más n puntos}, n ∈ N.

Ya que todos los conjuntos anteriores se de�nen como subconjuntos del hi-
perespacio 2X , basta darle una métrica a 2X para darle una métrica al resto
de los conjuntos. A continuación damos de�niciones que ayudarán a de�nir
la métrica del hiperespacio 2X .

De�nición 1.1.8. Sean ε > 0 y p ∈ X. Se de�ne la bola de radio ε centrada
en p como el conjunto

B(ε, p) = {q ∈ X : d(p, q) < ε}.

De�nición 1.1.9. Sean ε > 0 y A ∈ 2X . Se le llama nube de radio ε
centrada en A al conjunto

N(ε, A) = {q ∈ X : existe x ∈ A tal que d(x, q) < ε}.

Dadas estas de�niciones, podemos de�nir una métrica para 2X como sigue.
Sean ε > 0 y A,B ∈ 2X , de�nimos a H(A,B) como

H(A,B) = ı́nf{ε > 0 : A ⊂ N(ε, B) y B ⊂ N(ε, A)}.

La siguiente proposición muestra que H(A,B) es una métrica.

Proposición 1.1.10. Dados tres elementos A,B,C ∈ 2X , se cumple que:

(a) H(A,B) está bien de�nida;

(b) H(A,B) ≥ 0;
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(c) H(A,B) = H(B,A);

(d) H(A,B) = 0 si y sólo si A = B;

(e) H(A,C) ≤ H(A,B) +H(B,C).

Demostración: Para cada par de elementos A,B ∈ 2X , de�nimos el con-
junto

E(A,B) = {ε > 0 : A ⊂ N(ε, B) y B ⊂ N(ε, A)}.

Notemos que de acuerdo a la de�nición de H, tenemos que

H(A,B) = ı́nf E(A,B)

(a) Probaremos que E(A,B) es no vacío y está acotado inferiormente. Pri-
mero mostraremos que es no vacío, en efecto, considerando p y q elementos
cualesquiera de X se tiene que d(p, q) < diam(X)+1. Así, A ⊂ N(diam(X)+
1, B) y B ⊂ N(diam(X) + 1, A). De aquí que diam(X) + 1 pertenece a
E(A,B). Por lo tanto, E(A,B) es no vacío. Además, notemos que este con-
junto está acotado inferiormente por el 0. Por lo que se concluye que H(A,B)
está bien de�nida.

(b) Por la de�nición de E(A,B), tenemos que H(A,B) ≥ 0.

(c) Por la de�nición de H, tenemos que

H(A,B) = ı́nf{ε > 0 : A ⊂ N(ε, B) y B ⊂ N(ε, A)}
= ı́nf{ε > 0 : B ⊂ N(ε, A) y A ⊂ N(ε, B)}
= H(B,A).

Por lo tanto, H(A,B) = H(B,A).

(d) Primero supongamos que A = B, probaremos que H(A,B) = 0. No-
temos que para cualquier ε > 0, A ⊂ N(ε, A), por lo que E(A,A) = (0,∞).
Dado que H(A,A) = ı́nf E(A,A) = ı́nf(0,∞), entonces H(A,A) = 0.
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Ahora supongamos que H(A,B) = 0, queremos mostrar que A = B. Sean
a ∈ A y ε > 0, entonces por la hipótesis tenemos que ı́nf E(A,B) = 0 < ε.
Así que, existe δ ∈ E(A,B) tal que δ < ε por lo que A ⊂ N(δ, B). Por lo
tanto, existe b ∈ B tal que d(a, b) < δ < ε, entonces B(ε, A)∩B 6= ∅, y como
esto ocurre para cualquier ε, tenemos que a pertenece a la cerradura de B
en X, pero B es cerrado, así que a ∈ B. De aquí que, A ⊂ B. De manera
análoga se prueba que B ⊂ A. Por lo tanto, A = B.

(e) Probaremos que

ı́nf E(A,C) ≤ ı́nf E(A,B) + ı́nf E(B,C).

Dado que el ín�mo de la suma de dos conjuntos es la suma de los ín�mos de
los conjuntos, por lo anterior, tenemos que probar que

ı́nf E(A,C) ≤ ı́nf{δ + η : δ ∈ E(A,B) y η ∈ E(B,C)}.

Sean δ ∈ E(A,B) y η ∈ E(B,C). Por de�nición, A ⊂ N(δ, B) y B ⊂
N(η, C). Dada a ∈ A, existe b ∈ B tal que d(a, b) < δ, además existe
c ∈ C tal que d(b, c) < η. Por la desigualdad del triángulo tenemos que
d(a, c) < δ+η. Por lo tanto A ⊂ N(δ+η, C).De la misma manera, se tiene que
C ⊂ N(δ+η, A). De aquí, δ+η ∈ E(A,C). Entonces ı́nf E(A,C) ≤ δ+η. Por
lo que ı́nf E(A,C) es una cota inferior del conjunto {δ+η : δ ∈ E(A,B) y η ∈
E(B,C)}. Por lo tanto,

ı́nf E(A,B) ≤ ı́nf{δ + η : δ ∈ E(A,B) y η ∈ E(B,C)}.

Así podemos concluir que

ı́nf E(A,C) ≤ ı́nf E(A,B) + ı́nf E(B,C).

�

La Proposición 1.1.9 nos permite dar la siguiente de�nición.

De�nición 1.1.11. La función H de�nida anteriormente es llamada métri-

ca de Hausdor�.

Intuitivamente, dos elementos de 2X están cerca con respecto a la métrica de
Hausdor� si se parecen mucho y uno está encima del otro. Por otra parte,
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aunque dos elementos de 2X se intersecten, pueden estar lejos en la métrica
que estamos considerando. Esto se ilustra en la Figura 1.1.

Figura 1.1: Idea intuitiva de la métrica de Hausdor� y conjuntos lejanos
respecto a esta métrica.

Sean X un continuo y U1, . . . , Um subconjuntos abiertos de X. De�nimos

〈U1, . . . , Um〉n = {A ∈ Fn(Z) : A ⊂ U1 ∪ · · · ∪ Um y A ∩ Ui 6=
∅ para cada i ∈ {1, . . . ,m}}.

Proposición 1.1.12. [13, Teorema 0.10, p. 9] La familia que consta de todos
los conjuntos de la forma 〈U1, . . . , Um〉n, forman una base para una topología
sobre 2X .

De�nición 1.1.13. La topología de la proposición anterior es llamada To-

pología de Vietoris. La topología de Vietoris coincide con la topología in-
ducida por la métrica de Hausdorf, ver ([11], Theorem 0.13, p.10).

A continuación se hará mención de algunas propiedades que satisfacen los
hiperespacios de continuos.

Teorema 1.1.14. [9, Teorema 4.2, p. 66] El hiperespacio 2X es compacto.

Corolario 1.1.15. [9, Teorema 4.3, p. 69] El hiperespacio C(X) es compac-
to.

Corolario 1.1.16. [9, Teorema 6.11, p. 92] El hiperespacio C(X) es arco-
conexo.

Corolario 1.1.17. [9, Teorema 6.12, p. 93] El hiperespacio 2X es arco-
conexo.
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Corolario 1.1.18. [9, Teorema 6.13, p. 93] Los hiperespacios C(X) y 2X

son continuos.

Para mostrar que Fn(X) es un continuo para cada continuo X, usaremos el
siguiente resultado:

Lema 1.1.19. Sean X un continuo y gn : Xn → Fn(X) la función de�nida
como

gn(x1, . . . , xn) = {x1, . . . , xn}.

Entonces gn es continua y es suprayectiva.

Demostración: Sea Xn con la métrica D dada por

D((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) = máx{d(x1, y1), . . . , d(xn, yn)}.

Sean (x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn) ∈ Xn y ε > 0, tales que

D((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) = máx{d(x1, y1), . . . , d(xn, yn)} < ε.

Por lo que d(xi, yi) < ε para cada i ∈ {1, . . . , n}. De aquí que

{x1, . . . , xn} ⊂ N(ε, {y1, . . . , yn})

y

{y1, . . . , yn} ⊂ N(ε, {x1, . . . , xn}).

De donde se tiene que H(gn(x1, . . . , xn), gn(y1, . . . , yn)) < ε. Por lo tanto gn
es continua.
Para probar que gn es suprayectiva observemos que cada elemento de Fn(X)
se puede escribir de la forma {x1, . . . , xn}, para el caso en el que el conjunto
tiene menos de n elementos, bastaría con repetir algunos de estos y no cam-
biaría en el conjunto. �

Corolario 1.1.20. Sea X un continuo y n ∈ N, entonces Fn(X) es un
continuo.

Demostración: Por el lema anterior la función g es continua. Dado que la
imagen continua de un compacto y conexo es compacto y conexo, respecti-
vamente. Además Fn(X) es un subconjunto de 2X , se tiene que Fn(X) es un
continuo.
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Teorema 1.1.21. [2, Teorema 6, p. 880] Para n = 1, 2, 3, Fn([0, 1]) es ho-
meomorfo a [0, 1]n.

Notemos que para n = 1, F1([0, 1]) es isométrico a [0, 1]1, (en general para
cualquier continuo). El caso n = 2, lo mostraremos en la Sección 2.2 y el caso
n = 3 se puede consultar en [2].

Teorema 1.1.22. [5, Lema 2.2, p. 252] Sea M ⊂ Fn(X) compacto y local-
mente conexo. Entonces

⋃
M⊂ X es compacto y localmente conexo.

1.2. Continuos de Peano

En esta sección se dan algunas de�niciones y enunciamos algunos resultados
sobre continuos de Peano. Dado que para la demostración de los Teoremas
presentados a continuación se requiere de más resultados, se omitirán las
demostraciones.

De�nición 1.2.1. Un espacio métrico es llamado un espacio de Peano si
para cada p ∈ X y cada vecindad N de p, existe un subconjunto abierto
conexo U de X tal que p ∈ U ⊂ N . Dicho de otra forma, un espacio métrico
es un espacio de Peano si y sólo si:

1. X es localmente conexo;

2. cada componente de cada subconjunto abierto de X es abierto en X;

3. X es conexo en pequeño.

Un continuo de Peano es un espacio de Peano el cual es un continuo.

Teorema 1.2.2. [11, Teorema 8.23, p. 130] Todo continuo de Peano no
degenerado es arco-conexo.

De�nición 1.2.3. Sea S un espacio topológico. Si p ∈ S, entonces S es
llamado localmente arco-conexo en p, lo denotamos por LAC en p, si
toda vecindad de p contiene una vecindad arco-conexa de p. El espacio S es
llamado localmente arco-conexo, si S es LAC en todo punto.

Teorema 1.2.4. [11, Teorema 8.25, p. 131] Todo subconjunto abierto de un
continuo de Peano es LAC. En particular, todo continuo de Peano es LAC.
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Teorema 1.2.5. [11, Teorema 8.26, p. 132] Todo subconjunto abierto conexo
de un continuo de Peano es arco-conexo.

De�nición 1.2.6. Un arco es un espacio homeomorfo al intervalo cerrado
[0, 1].

De�nición 1.2.7. Una curva cerrada simple es un espacio homeomorfo a la
circunferencia unitaria S1.

De�nición 1.2.8. Dado un entero n ≥ 3, un n-odo simple es un espacio
que es homeomorfo al cono sobre un espacio discreto de n-puntos. Si Z es un
n-odo simple, entonces el único punto de Z que es de orden mayor o igual
que tres, en Z, es llamado vértice de Z. Un 3-odo simple es llamado triodo
simple.

Nota: Un n-odo lo veremos como la unión de n arcos, J1, . . . , Jn, tales que
son ajenos dos a dos, excepto en un punto p.

Teorema 1.2.9. [11, Teorema 8.40, p. 135] Sea X un continuo de Peano no
degenerado. Si X no contiene 3-odos simples, entonces X es un arco o una
curva cerrada simple.



Capítulo 2

Modelos de Hiperespacios

Como ya se ha dicho un hiperespacio es un conjunto de subcojuntos de un
continuo X, por lo que es de mucha ayuda tener un modelo geométrico que
represente a este espacio. En este capítulo se van a construir algunos modelos
de hiperespacios de algunos continuos, un modelo para un hiperespacioK(X)
es un espacio conocido el cual es topológicamente equivalente al hiperespacio,
donde los elementos son puntos en lugar de subconjuntos.

2.1. Modelos para C(X)

Comenzaremos con un ejemplo simple.
Ejemplo 1: Consideremos el intervalo [0, 1]. Los subcontinuos de [0, 1] son
los intervalos cerrados y los conjuntos unipuntuales. Por lo que se tiene que

C([0,1]) = {A ⊂[0,1]: A es un subconjunto cerrado, conexo y no vacío}
= {[a,b]⊂[0,1]: 0 ≤ a ≤ b ≤ 1}.

Sea T = {(a, b) ∈ R2 : 0 ≤ a ≤ b ≤ 1}. Notemos que T es un triángulo
en R2 acotado por el eje Y, la diagonal y la recta que está formada por los
puntos cuya segunda coordenada es 1. De�namos a ϕ : C([0,1]) −→ T dada
por ϕ([a, b]) = (a, b).
A�rmación: ϕ es un homeomor�smo.
En efecto, sean [a, b], [c, d] ∈ C([0, 1]) tales que ϕ([a, b]) = ϕ([c, d]). Entonces,
(a, b) = (c, d) si y sólo sí a = c y b = d. Así, [a, b] = [c, d]. Por lo tanto ϕ es

13
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inyectiva.
Ahora, podemos observar que para cada (a, b) ∈ T , [a, b] ∈ C([0, 1]) es tal
que ϕ([a, b]) = (a, b), lo que prueba que ϕ es sobreyectiva.
Para probar que ϕ es continua, consideremos {[ai, bi]}∞i=0 una sucesión en
C([0, 1]) que converge a [a, b].
Sea ε > 0, por la convergencia de la sucesión {[ai, bi]}∞i=0, existe N ∈ N tal

que para toda i > N , H([ai, bi], [a, b]) <
ε√
2
. Notemos que

N(
ε√
2
, [a, b]) = (a− ε√

2
, b+

ε√
2

) y

N(
ε√
2
, [ai, bi]) = (ai −

ε√
2
, bi +

ε√
2

)

Así, por la de�nición de la métrica H, [ai, bi] ⊂ N(
ε√
2
, [a, b]) y [a, b] ⊂

N(
ε√
2
, [ai, bi]), es decir, [ai, bi] ⊂ [a− ε√

2
, b+

ε√
2

] y [a, b] ⊂ [ai−
ε√
2
, bi+

ε√
2

].

De donde a− ε√
2
< ai < bi < b+

ε√
2
y ai−

ε√
2
< a < b ≤ bi+

ε√
2
, entonces

ai − a <
ε√
2
y bi − b <

ε√
2
. Así, (ai − a)2 + (bi − b)2 < ε2, por lo que√

(ai − a)2 + (bi − b)2 < ε. Por lo tanto, para toda i > N , d((ai, bi), (a, b)) <
ε, es decir, {(ai, bi)}∞i=0 converge a (a, b), lo que prueba que ϕ es una función
continua. Por otro lado, por el Corolario 1.1.17., C([0, 1]) es un continuo, en
particular C([0, 1]) es compacto. Como T es subespacio de R2, entonces T es
de Hausdor�, en consecuencia ϕ es un homeomor�smo.
Por lo anterior podemos a�rmar que un modelo para C([0, 1]) es el triángulo
T , el cual se muestra en la Figura 2.1.

Figura 2.1: Modelo de C([0,1]).

Ahora veamos como quedan representados algunos elementos particulares.
a) Notemos que ϕ([0, 1]) = (0, 1), por lo que el intervalo [0, 1] queda repre-
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sentado por el vértice (0, 1) de T .
b) Recordemos que los conjuntos de la forma {p}, donde p ∈ [0, 1], se pueden
representar como {p} = [p, p]. Estos elementos de F1([0, 1]), también perte-
necen a C([0, 1]), así que todo p ⊂ [0, 1] esta representado en T por (p, p).
De tal manera que si consideramos a cada punto en el intervalo, se obtiene
uno de los tres lados del triángulo T , exactamente los puntos que están en la
diagonal de T .
c) Los subconjuntos de la forma [0, b], donde b varía en [0, 1] quedan repre-
sentados en T por los puntos de la forma (0, b). De modo que si consideramos
a todos los subconjuntos de [0, 1] que contienen al 0, estos estarán represen-
tados en T como otro lado de T , lo que tiene T en común con el eje Y, como
se muestra en la Figura 2.2.

Figura 2.2: Representación de los subconjuntos de [0, 1] descritos en los incisos
a), b) y c), respectivamente.

Ejemplo 2: Ya que se ha logrado dar un modelo para el intervalo [0, 1], po-
demos construir un modelo para C(S), donde S es la circunferencia unitaria
en el plano R2 la centrada en el origen. S es otro continuo �simple�, y sus
subcontinuos son �pocos�. Sólo tiene como subcontinuos a los conjuntos que
constan de un sólo punto, los subarcos y a S mismo. Cada subarco A está
perfectamente determinado por su punto medio m(A) y su longitud l(A).

Usaremos la asignación f(A) = (1− l(A)
2π

)m(A), para cuando A es un arco o
un conjunto de un solo punto y a S se le asigna el origen de R2.

Con esto hemos obtenido que el disco unitario D (centrado en el origen) del
plano R2 es un modelo para C(S), esto se muestra en la Figura 2.3.
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Figura 2.3: Modelo para C(S).

Al igual que antes, podemos identi�car algunos subcontinuos particulares.
a) Comencemos con los conjuntos de un solo punto, estos van a dar a la orilla
de D.
b) Los subarcos que tienen una longitud predeterminada y �ja conforman
una circunferencia con centro en el origen, como se muestra en la Figura 2.4.

Figura 2.4: S1 representa los subarcos de longitud π en D.

c)Ya que S tiene centro en el origen, un punto interesante es p = (1, 0).
Ahora veamos que le corresponde al conjunto A = {A ∈ C(S) : p ∈ A}.
De�niremos C1 como el conjunto que consta de los subarcos de S que tiene
a p como extremo izquierdo, para esto diremos que el extremo izquierdo es
el extremo del subarco que queda a la izquierda cuando nos paramos sobre
el arco y vemos en la dirección hacia el origen, en la Figura 2.5 se muestra
esta situación.
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Figura 2.5: Representación del arco A, con extremo izquierdo p = (1, 0) en
D.

Notemos que para cada A ∈ C1 el punto medio de A esta en la semicircunfe-
rencia superior de S. Los conjuntos de C1 van desde los más pequeños, que
son casi iguales al conjunto {p}, para estos su punto medio está también muy
cercano a p y dado que su longitud es casi cero, ellos quedan representados
en D muy cerca de p; hasta los muy grandes que son casi iguales a S, cuyo
punto medio está muy cercano al punto (−1, 0) de S, y como su longitud
es casi igual a 2π, estarán representados por puntos muy cercanos al origen.
Entonces, en la Figura 2.6 se muestra, abusando de la notación, la represen-
tación de C1. En esta �gura también se incluye la representación del conjunto
C2 que consta de los subarcos que tienen a p como extremo derecho.
Como para cada subarco A que contiene a p existen dos subarcos del mis-
mo tamaño que A, uno que contiene a p como extremo izquierdo y uno que
lo contiene como extremo derecho, por el inciso c) sabemos que estos tres
subarcos quedan representados como tres puntos en una misma circunferen-
cia, vemos que los subarcos que contienen como extremo al punto p quedan
representados en C1 y en C2, entonces, cada subarco A que contiene a p queda
representado como un punto entre C1 y en C2, por lo que podemos concluir
que el conjunto A queda representado como en la región limitada por C1 y
C2.
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Figura 2.6: Representación del conjunto A en D.

Ejemplo 3: Ahora consideremos un triodo simple, T . Una forma de visua-
lizar a este continuo es pensar en la colección de los puntos en R3 contenidos
en los ejes coordenados cuya distancia al origen es menor o igual que uno. A
los segmentos que van del origen a (1,0,0), (0,1,0) y (0,0,1) los denotaremos
por L1, L2 y L3, respectivamente, y al origen lo denotaremos por v, véase
Figura 2.7.

Figura 2.7: Triodo simple, T .

En T existen dos tipos de subcontinuos, aquéllos que tienen al punto v y
aquéllos que no lo contienen. Consideremos un subcontinuo A que contenga
a v, como se muestra en la Figura 2.8. Para i = {1, 2, 3}, hacemos Ji = A∩Li.
Entonces cada Ji es un subcontinuo de Li que contiene a v, este subcontinuo
bien podría constar sólo de v. Sea ai la longitud de Ji. Por lo que A está
determinado de manera única por las longitudes de las intersecciones, de
manera que podemos asignarle a A el punto en R3 dado por (a1, a2, a3), con
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0 ≤ ai ≤ 1 para cada i = {1, 2, 3}, entonces la imagen de esta asociación
es el cubo sólido C = [0, 1]3. Hasta aquí tenemos la representación de los
subcontinuos de T que contienen a v es el cubo C.

Figura 2.8: Subcontinuo A de T que contiene a v.

Nos falta añadir a este modelo una representación para los subcontinuos de
T que no contienen a v. Notemos que cualquiera de tales subcontinuos debe
estar contenido en uno de los conjuntos Li. El modelo de los subcontinuos Li
ya son conocidos por nosotros, ya que Li es homeomorfo a [0, 1]. Recordemos
que el hiperespacio puede ser representado por un triángulo i. En cada uno
de estos triángulos estaríamos repitiendo a algunos elementos de C pues los
subcontinuos que contienen a v ya están representados. Afortunadamente
podemos identi�carlos fácilmente.
En C, estos subcontinuos están representados por una terceta que tiene una
cierta coordenada en el lugar i y que tienen las otras dos coordenadas iguales
a 0. De manera que tal elemento se encuentra en una de las aristas del cubo
C. Como vimos en el Ejemplo 1, tales subcontinuos de Li están representados
en el triángulo i como una de sus orillas. De manera que la representación
�nal de C(T ) consiste en un cubo solido con tres triángulos pegados por sus
orillas, como se ilustra en la Figura 2.9.
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Figura 2.9: Modelo para C(T ).

De�nición 2.1.1. La paleta P es el continuo formado por la unión de una
curva cerrada simple S y un arco J , los cuales se intersectan en un punto v,
que es un punto �nal de J .

Figura 2.10: Continuo S ∪ J = P .

Ejemplo 4: En este ejemplo, el continuo que vamos a considerar es "la
paleta", de�nido anteriormente. Observemos que en P hay tres tipos de sub-
continuos: los que están contenidos en S, los que están contenidos en J y los
que tienen al punto v. Por los ejemplos anteriores, sabemos como representar
las dos primeras clases de subcontinuos, los que están contenidos en S son un
disco y los de la segunda clase un triángulo. A continuación analizaremos a
los subcontinuos A que tengan a v. Notemos que este conjunto esta formado
por dos partes, la que intersecta a S y la que intersecta a L. Así, a cada sub-
continuo A de P que contenga a v, lo podemos representar como una pareja
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(A ∩ S,A ∩ J). Notemos que la primera coordenada se representa como un
punto del corazón contenido en el disco, (recordemos que los elementos del
corazón representan a la colección de subcontinuos de S que contienen a v).
Y la segunda coordenada se representa como un punto de un arco.
Notemos que los dos conjuntos son independientes, es decir, podemos modi-
�car alguno de los dos conjuntos A ∩ S o A ∩ J sin alterar el otro y seguir
teniendo un subcontinuo de P que contenga a v. Por lo que la familia de
todos los subcontinuos A pueden ser representados como el producto de un
corazón y un arco, es decir, es un cilindro cuya base tiene forma de cora-
zón. Finalmente tendremos que unir los tres modelos de los tres tipos de
subcontinuos de P ya descritos. Veamos como tienen que ser pegados, un
subcontinuo que pertenezca al disco y al cilindro sobre el corazón tiene que
ser un subcontinuo de S que contenga a v y su intersección con J sea sólo el
punto v. De manera que este subcontinuo tiene que estar representado en el
corazón contenido en el disco y también la base del cilindro. Así, para añadir
el disco al cilindro, sólo hay que pegarlo en su base.
Ahora sólo falta pegar el triángulo que representa a los subcontinuos conte-
nidos en J , de manera similar, vemos que un subcontinuo que pertenezca al
cilindro y al triángulo tienen que ser subcontinuos de J que contengan a v.
De aquí que el triángulo debe pegarse al cilindro en el arco que esta en la
punta del corazón. Por tanto un modelo para C(P ) es como el que se muestra
en la Figura 2.11.

Figura 2.11: Modelo para C(P ).

2.2. Modelos para Fn(X)

En esta sección construiremos algunos modelos para Fn(X). Recordemos que
Fn(X) = {A ∈ 2X : A tiene a lo más n puntos} donde n ∈ N. Considera-
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remos, como anteriormente, continuos �sencillos� como el intervalo, triodo
simple y la circunferencia.

Ejemplo 5: Modelo para F2([0, 1]). Sea {a, b} ∈ F2([0, 1]). De�namos

T = {(a, b) : 0 ≤ a ≤ b ≤ 1}.

Podemos considerar el homeomor�smo φ : F2([0, 1]) −→ T de�nido co-
mo φ({a, b}) = (mı́n{a, b},máx{a, b}) (la prueba de que φ es homeomor-
�mo es de manera similar como en la A�rmación del Ejemplo 1). De aquí
que cada conjunto {a, b} está determinado de manera única por la pareja
(mı́n{a, b},máx{a, b}), y viceversa. Ahora, notemos que 0 ≤ mı́n{a, b} ≤
máx{a, b} ≤ 1 y que cualquier pareja de la forma (u, v) con 0 ≤ u ≤ v ≤ 1
es igual a φ({u, v}) por lo que la imagen de φ es exactamente el triángulo
T = {(a, b) : 0 ≤ a ≤ b ≤ 1}. Como en el caso C([0, 1]), obtenemos el
triángulo de la Figura 2.12 como el modelo para el hiperespacio de [0, 1].

Figura 2.12: Modelo para F2([0, 1]).

En vista de nuestro logro con el modelo para F2([0, 1]), ahora intentaremos
construir un modelo para F2(T ), donde T es un triodo simple.

Ejemplo 6: Modelo para F2(T ).
Recordemos que T es un continuo formado por tres arcos, L1, L2, L3 tales que
Li ∩Lj = {v}, si i 6= j. Consideremos los arcos J1 = L2 ∪L3, J2 = L1 ∪L3 y
J3 = L1 ∪L2. Observemos que F2(Ji) es un triángulo para cada i ∈ {1, 2, 3}.
Notemos que si a, b ∈ T , a pertenece a algún Ll y b se queda contenido
en algún Lm, no olvidando el caso en el que l = m. De tal manera que
{a, b} pertenece a algún Ji. Por lo cual F2(T ) = F2(J1) ∪ F2(J2) ∪ F2(J3).
Por tanto, si pegamos correctamente los conjuntos F2(Ji), obtendremos un



2.2 Modelos para Fn(X) 23

modelo para F2(T ). Dicho lo anterior, procederemos a analizar la unión co-
rrecta de dichos conjuntos. Notemos que {a, b} ∈ F2(J1) ∩ F2(J2) si y sólo si
{a, b} ⊂ J1 y {a, b} ⊂ J2, es decir, si {a, b} ⊂ J1 ∩ J2 = L3. Esto muestra
que F2(J1)∩F2(J2) = F2(L3). Entonces F2(L3) es un subtriángulo de F2(J1)
y F2(J2), como se ve en la Figura 2.13.

Figura 2.13: Modelo para F2(Ji) para cada i ∈ {1, 2, 3}.

De tal manera que tenemos que pegar F2(J1) y F2(J2) por este subtriángulo.
El mismo procedimiento se realiza para pegar F2(J2) con F2(J3) y F2(J1)
y F2(J3). Obteniendo como resultado el modelo de F2(T ) mostrado en la
Figura 2.14.

Figura 2.14: Modelo para F2(T ).
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Ahora veamos cómo obtener un modelo para F2(S), donde S representa la
circunferencia unitaria en el plano centrada en el origen.

Ejemplo 7: Modelo para F2(S).

De la misma forma como en el ejemplo para C(S), dado un subconjunto
A = {a, b} de S (recordemos que a y b pueden ser iguales) elegimos el arco
menor que une a a y a b, denotemos al punto medio por m(A) y a la longitud

de dicho arco por l(A). Consideremos la asignación f(A) = (1 − l(A)
2π

)m(A),
esta asignación está bien de�nida en todos los puntos excepto en el conjunto
de la forma A = {a,−a}, es decir, en los puntos antípodas de S, pues al
conjunto A se le estarían asignando dos puntos, uno por cada arco que de-
termina dicha pareja. Por lo cual, por ahora, omitimos estos puntos, así que
la imagen de f es el conjunto {x ∈ R2 : 1

2
< ‖x‖ ≤ 1}. Como se muestra en

la Figura 2.15.

Figura 2.15: Imagen de la asignación f(A).

Por lo anterior tendríamos una extensión h de la función f cuya imagen es
el anillo D = {x ∈ R2 : 1

2
≤ ‖x‖ ≤ 1}, hasta este momento todo estaría bien,

salvo que a cada pareja de puntos antípodas de S0 = {x ∈ R2 : ‖x‖ = 1
2
} le

estamos asignando dos puntos. Esto se soluciona si identi�camos los puntos
antípodas de S0. Así, obtenemos el modelo �nal para F2(S), lo que obtenemos
es una banda de Möbius.
En la Figura 2.16 se muestra cómo se obtiene la banda. Ponemos �echas
en la circunferencia interior, S0, las cuales serán etiquetadas con la letra c.
Notemos que para pegar puntos antípodas en S0 es equivalente a pegar una
�echa c con la otra, siguiendo la misma dirección, ahora el anillo se corta por
las dos �echas d y e, esto se muestra en el inciso a) de la Figura 2.16. En el
inciso b) de la Figura 2.16, se muestran las piezas 1 y 2, ya cortadas. Para
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poder pegar las �echas c correctamente, es necesario girar la pieza 2, como
se muestra en el inciso c) de la Figura 2.16. Finalmente torcemos el cuadro,
para poder pegar las orillas en el sentido indicado por las �echas. Lo que nos
da como resultado la Banda de Möbius del inciso d) de la Figura 2.16.

Figura 2.16: Método para obtener la banda de Möbius.

A continuación se muestra cómo se representa en la banda el conjuntoD(p) =
{{p, x} : x ∈ S}. La imagen de este conjunto bajo la función f , consiste de
dos arcos B1 y B2 del anillo D∪S0. Tomando en cuenta las transformaciones
que hemos hecho para obtener la banda de Möbius, se puede ver que D(p)
es homeomorfo a la curva cerrada simple B que toca la orilla de la banda en
un punto exactamente. Como se muestra en la Figura 2.17.
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Figura 2.17: Representación de D(p) en la banda de Möbius.

SeaX el continuo �gura 8, el continuo que se forma al unir dos circunferencias
S1 y S2 únicamente en un punto v, como se muestra en la Figura 2.18.

Figura 2.18: Continuo �gura 8.

Procederemos a encontrar el modelo para F2(X).
Ejemplo 8: Modelo para F2(X). Sean {a, b} ∈ F2(X). Entonces tenemos los
siguientes casos:
(a) a, b ∈ S1;
(b) a, b ∈ S2;
(c) a ∈ S1 y b ∈ S2.
Cabe aclarar que el caso b ∈ S1 y a ∈ S2, esta incluida en el inciso (c),
ya que los elementos se eligen sin ningún orden. Por el ejemplo anterior,
los elementos descritos en los inciso (a) y (b), quedan representados en una
banda de Möbius, las cuales denotaremos por M1 y M2, respectivamente.
Para el inciso (c). Dado a ∈ S1, podemos considerar cualquier punto b de la
circunferencia S2. De tal manera que para cada punto de S1, debemos poner
toda una circunferencia. En la Figura 2.19, se han colocado la circunferen-
cia representando a S1 y para cada uno de sus elementos se ha puesto una
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circunferencia transversal que representa a S2. Terminado el procedimiento
para cada uno de los puntos, lo que se obtiene es un toro o la super�cie de
una dona.

Figura 2.19: Representación de los conjuntos {a, b} con a ∈ S1 y b ∈ S2.

Ya considerados los tres casos por separado, debemos ver cómo pegar M1,
M2 y el toro. Si A = {a, b} pertenece aM1 y al toro, se tiene que tanto a
como b pertenecen a S1, pues A ∈M1, por otro lado por estar A en el toro,
a ∈ S1 y b ∈ S2. Por lo que la única opción para b es que sea v. Así que
un elemento característico de dicha intersección es de la forma A = {a, v},
donde a varía en S1. En el ejemplo anterior vimos que estos elementos están
representados enM1 como una circunferencia.
Por la construcción del toro, podemos pensar que S2 es un aro que gira
alrededor de la circunferencia S1, por lo que al dejar �jo a v y variar el
punto a en S1, podemos pensar que v es un punto �jo del aro que va girando
alrededor de S1, por tanto, los conjuntos de la forma A = {a, v} representarán
una circunferencia en el toro paralela a la circunferencia horizontal. Por lo
que M1 será pegada al toro uniendo la circunferencia horizontal del toro
y la circunferencia en M1, como es señalado en la Figura 2.20. De manera
similar, podemos ver que los conjuntos en la intersección se representan por
una circunferencia enM2 y en el toro se representan como una circunferencia
vertical. Es por esto que el modelo de F2(X) se obtiene al hacer el pegado
de las dos bandas al toro (ver Figura 2.20).
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Figura 2.20: Modelo del segundo producto simétrico del continuo �gura 8.

Ejemplo 8: Modelo para F2(P )
Recordemos que P es la unión de una curva cerrada simple S y el arco J que
se intersectan sólo en el punto v. Como en el ejemplo anterior, vemos que
hay tres tipos de subcontinuos, los que se quedan contenidos en S, los que se
quedan contenidos en J y el conjunto I = {{p, q} ∈ F2(P ) : p ∈ S y q ∈ J}.
Notemos que este último conjunto es homeomorfo a S×J , por los ejemplos 5
y 6, sabemos que F2(J) es homeomorfo a un triángulo y F2(S) es homemorfo
a una banda de Möbius, por lo que el modelo para la paleta es la unión de
un cilindro, un triángulo y una banda de Möbius. Veamos como tienen que
ser pegados estos modelos, un subcontinuo que pertenezca al cilindro y a la
banda de Möbius tiene que ser un subcontinuo de S que contenga a v y que
su única intersección con J sea v, de modo que la banda de Möbius debe
pegarse con la curva cerrada simple de la base del cilindro. Por otro lado
el modelo de F2(J) debe pagarse al cilindro en el arco que representa a los
subcontinuos que contienen a v. Por lo que el modelo para F2(P ) es como se
muestra en la Figura 2.21.
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Figura 2.21: Modelo para F2(P ).
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Capítulo 3

Grá�cas Finitas

En este capítulo, estudiamos la clase de los continuos, llamados grá�cas �ni-
tas. Mostramos algunas caracterizaciones de las grá�cas �nitas y se dan algu-
nas aplicaciones. En nuestras aplicaciones, caracterizamos continuos particu-
lares, por ejemplo, damos una caracterización de las curvas cerradas simples.

3.1. Nociones básicas

De�nición 3.1.1. Una grá�ca �nita es un continuo que puede ser escrito
como la unión de un número �nito de arcos, tales que cada dos de ellos son
o bien disjuntos o bien se intersectan en uno o ambos puntos �nales.

Ejemplo 3.1.2. El intervalo [0, 1], la circunferencia unitaria con centro en
el origen S y el n− odo simple (n ∈ N) son ejemplos de grá�cas �nitas que
se usan con frecuencia dentro de este trabajo. (Ver Figura 3.1.)
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Figura 3.1: Ejemplos de Grá�cas Finitas.

Proposición 3.1.3. Si X y Y son grá�cas �nitas tales que X ∩ Y es no
vacío y �nito, entonces X ∪ Y es una grá�ca �nita.

Demostración: Como X,Y son grá�cas �nitas, entonces son continuos que
se pueden escribir como la unión �nita de arcos. Así, dado que la intersección
es no vacía y �nita, entonces X ∪Y es compacto y conexo. Por lo que X ∪Y
es un continuo.
Como X ∩ Y es una cantidad �nita de puntos, X ∪ Y se puede ver como
el número �nito de arcos de X y de Y , más una cantidad �nita de arcos
(generada por la intersección de X y Y ). Por tanto X ∪ Y es una grá�ca. �

De�nición 3.1.4. Sean (X, τ) un espacio topológico y A ⊂ X. Sea β un
número cardinal. Decimos que A es de orden menor o igual que β en X
denotado por ord(A,X) ≤ β, si para cada U ∈ τ tal que A ⊂ U existe V ∈ τ
tal que A ⊂ V ⊂ U y | Bd(V ) |≤ β.
Decimos que A es de orden β en X y será denotado por ord(A,X) = β si
ord(A,X) ≤ β y ord(A,X) � α para cualquier número cardinal α < β. Si
A = {p}, escribimos ord(p,X) en lugar de ord({p}, X) y decimos que p es de
orden β en X, en lugar de {p} es de orden β en X. Claramente, ord(p,X) = 1
si y sólo si p es un punto �nal de X.

De�nición 3.1.5. En una grá�ca �nita, a los puntos de orden uno los lla-
maremos puntos �nales, a los puntos de orden dos los llamaremos puntos
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ordinarios y a los de orden mayor que dos se les llama puntos de rami�-

cación o vértices. El conjunto de puntos de rami�cación de X es denotado
por R(X).

3.2. Caracterización de grá�cas �nitas

En esta sección daremos tres caracterizaciones de las grá�cas en términos de
la noción de orden. Además, obtendremos otros resultados, por ejemplo, la
caracterización de una curva cerrada simple en términos de orden.

Observación: Las grá�cas �nitas son continuos de Peano. Por la de�nición
una grá�ca �nita es la unión de un número �nito de arcos que se intersec-
tan en al menos un punto, sabemos que los arcos son continuos de Peano,
entonces basta ver que los puntos de intersección son localmente conexos,
en efecto, se p un punto de intersección y U una vecindad de p, como la
intersección es �nita, podemos encontrar un componente conexa C tal que
p ∈ C ⊂ U , por lo que p es localmente conexo. Así, las grá�cas �nitas son
continuos de Peano.

Proposición 3.2.1. Si X es un continuo tal que ord(x,X) < ℵ0 para todo
x ∈ X, entonces todo subcontinuo de X es un subcontinuo de Peano. Por lo
tanto todo subcontinuo de una grá�ca es un continuo de Peano.

Demostración: Supongamos que X es un continuo tal que ord(x,X) < ℵ0
para todo x ∈ X.
A�rmación: ningún subcontinuo de X contiene continuos de convergencia.
En efecto, de lo contrario existiría una sucesión {An}n∈N ⊂ X tal que
A = ĺımAi = ĺım supAi = ĺım inf Ai, por lo que existen U y V , tales que
A ⊂ U ⊂ V , de donde se tiene que | BdX(U) | es in�nito, lo que contradi-
ce que ord(x,X) < ℵ0 para todo x ∈ X. Entonces, ningún subcontinuo de
X contiene continuos de convergencia. De la a�rmación y el Teorema 1.1.4
cada subcontinuo de X es conexo en pequeño en x para todo x ∈ X. Por la
De�nición 1.2.1 cada subcontinuo de X es un continuo de Peano.
Ahora, si X es una grá�ca, ord(x,X) < ℵ0 para todo x ∈ X. Por lo que cada
subcontinuo de una grá�ca es un continuo de Peano. �
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La siguiente proposición caracteriza los continuos para los que cada uno de
sus puntos tienen ord(x,X) ≤ 2.

Proposición 3.2.2. Sea X un continuo no degenerado. Entonces, el ord(x,X)
≤ 2 para todo x ∈ X si y sólo si X es un arco o una curva cerrada simple.

Demostración: Supongamos que ord(x,X) ≤ 2 para todo x ∈ X, entonces
por la Proposición 3.2.1, X es un continuo de Peano. Nótese que X no con-
tiene triodos simples, por el Teorema 1.2.9, X es un arco o una curva cerrada
simple.
Supongamos que X es una curva cerrada simple o un arco. Si X es una curva
cerrada simple, ord(x,X) = 2 para todo x ∈ X. Por otro lado, si X es un
arco, existen sólo dos tipos de puntos que tiene X, los dos puntos �nales y
los puntos ordinarios. Así, ord(x,X) ≤ 2 para todo x ∈ X. �

El siguiente corolario es una caracterización de la curva cerrada simple.

Corolario 3.2.3. Un continuo X es una curva cerrada simple si y sólo si
cada punto tiene orden dos en X.

Demostración: Supongamos que X es una curva cerrada simple, por la pro-
posición anterior ord(x,X) ≤ 2 para todo x ∈ X, como X no tiene puntos
�nales, entonces, ord(x,X) = 2 para todo x ∈ X. Ahora supongamos que
ord(x,X) = 2 para cada x ∈ X, entonces, X no tiene puntos �nales, por lo
tanto X es una curva cerrada simple. �

Lema 3.2.4. Sea X un continuo de Peano y sea p ∈ X tal que ord(p,X) =
n < ℵ0. Entonces hay una base local numerable {Bi : i = 1, 2, . . .} en p tal
que Bi es un subconjunto abierto conexo de X y |BdX(Bi)| = n, para cada
i = 1, 2, . . ..

Demostración: Como ord(p,X) = n < ℵ0, entonces por la De�nición 3.1.4
existe una base local numerable {Ui : i = 1, 2, . . .} en p tal que para cada
i ∈ N:
(1) Ui es abierto en X;

(2) diam(Ui) <
1

i
;

(3) |BdX(Ui)| = n.
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Sea Vi la componente de Ui que contiene a p, dado que X es un continuo de
Peano y por (1), tenemos que cada Vi es abierto en X. Ahora, por el Teorema
de los golpes de Frontera, tenemos que
(4) BdX(Vi) ⊂ BdX(Ui) para cada i = 1, 2, . . .;
(5) {Vi : i = 1, 2, . . .} es base local de p.
Por (3) y (4) concluimos que |BdX(Vi)| ≤ |BdX(Ui)| = n. Por lo tanto, para
cada i = 1, 2, . . . |BdX(Vi)| ≤ n. Además, ya que el ord(p,X) = n, notemos
por (2) y (5) que |BdX(Vi)| < n para sólo un número �nito de i′s. Entonces,
existe N tal que |BdX(Vi)| = n para todo i ≥ N . Haciendo Bi = VN+i para
cada i = 1, 2, . . . obtenemos los conjuntos Bi con las propiedades deseadas.�

Lema 3.2.5. Sea X un continuo con exactamente un punto p de orden ≥ 3
en X. Si ord(p,X) = n < ℵ0, entonces p es un vértice de un n-odo simple el
cual es una vecindad de p en X.

Demostración: Como ord(p,X) = n < ℵ0 para todo p ∈ X y además X
es un continuo, por la Proposición 3.2.1, tenemos que X es un continuo de
Peano. Entonces, existe una base local numerable {Bi : i = 1, 2, . . .} en p
tal que Bi es un subconjunto conexo abierto de X y |BdX(Bi)| = n, para
cada i = 1, 2, . . .. Si para cada i hay un punto xi ∈ BdX(Bi) tal que xi no
es un punto limite de X − Bi, entonces {Bi ∪ {xi} : i = 1, 2, . . .} sería una
colección de subconjuntos abiertos de X formando una base local en p tal que
|BdX(Bi ∪ {xi})| = n− 1 para cada i = 1, 2, . . . lo cual es una contradicción
al hecho de que ord(p,X) = n. Entonces, existe k tal que se cumplen las
siguientes a�rmaciones:
(1) cada qj ∈ BdX(Bk), 1 ≤ j ≤ n, es un punto límite de X −Bk.
Por la Proposición 3.2.1 y por el Teorema 1.2.2,
(2) ClX(Bk) es arco conexo;
por la Proposición 3.2.1 y por el Teorema 1.2.4,
(3) X es localmente arco-conexo en cada qj;
(4) ord(x,X) ≤ 2 para todo x 6= p.
Por (1), (3) y (4), se tiene
(5) cada qj debe ser un punto �nal de algún arco en ClX(Bk) al cual qj per-
tenece.
Por (2), hay un arco Aj en ClX(Bk) con p y qj puntos �nales para cada
i = 1, 2, . . . , n. De (4) y (5) se sigue que Al ∩ Am = {p} cuando l 6= m.

Entonces,
n⋃
j=1

Aj es un n-odo simple con vértice p. Como ord(p,X) = n, se
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sigue, usando (2), (4) y (5), que Bk =
n⋃
j=1

Aj. Esto completa la prueba. �

Teorema 3.2.6. Un continuo X es una grá�ca �nita si y sólo si se cumplen
los siguientes:
(1) ord(x,X) < ℵ0 para todo x ∈ X;
(2) ord(x,X) ≤ 2 para todo x ∈ X, excepto un número �nito.

Demostración: Si X es una grá�ca �nita, entonces por de�nición tenemos
que X satisface (1) y (2).
Ahora vamos a suponer que se cumplen (1) y (2). Notemos que si Y es un
continuo que no contiene puntos de orden ≥ 3 en Y , entonces por la Pro-
posición 3.2.2, Y es un arco o una curva cerrada simple. Por lo tanto, Y es
una grá�ca �nita. Asumiendo inductivamente, que si Y es un continuo que
satisface (1) y (2) con a lo más k puntos de orden ≥ 3 en Y , entonces Y es
una grá�ca �nita.
Ahora, sea Z un continuo que satisface (1) y (2) con exactamente k+1 puntos
pi, 1 ≤ i ≤ k + 1 de orden ≥ 3 en Z. Como Z satisface (1), por la Proposi-
ción 3.2.1, Z es un continuo de Peano. Por lo tanto, existe un subconjunto
abierto conexo U de Z tal que pi ∈ U y pi /∈ ClZ(U) para cualquier i 6= 1.
Notemos que ClZ(U) es un continuo y p1 es el único punto de ClZ(U) de
orden ≥ 3 en ClZ(U). Hagamos n = ord(p1,ClZ(U)) (notemos que n < ℵ0
pues Z satisface (1)). Entonces, por el Lema 3.2.5, p1 es el vértice de un
n-odo simple el cual es una vecindad de p1 en ClZ(U) y por tanto en Z. Así,
hay un subconjunto abierto conexo V de Z tal que p1 ∈ V , ClZ(V ) es un
n-odo simple y |BdZ(V )| = n, entonces BdZ(Z − V ) = BdZ(V ) por lo que
Z − V tiene a lo más n componentes, digamos K1, . . . , Kj con 1 ≤ j ≤ n.
Como p1 /∈ Ki para cualquier i, tenemos por inducción que cada Ki es una
grá�ca �nita. Además, por el Teorema 1.1.2 (con X = Z, E = Z − V ) cada
Ki∩ClZ(V ) 6= ∅ y ya que Ki∩ClZ(V ) ⊂ BdZ(V ), cada Ki∩ClZ(V ) es �nita.
Como ClX(V ) es un grá�ca �nita, por la Proposición 3.1.3 cada Ki∩ClZ(V )
es una grá�ca �nita. Entonces, ya que (ClZ(V )∪Ki)∩K2 = ClZ(V)∩K2, por
la Proposición 3.1.3, (ClZ(V ) ∪Ki) ∪K2 es una grá�ca �nita. Continuando
de esta manera, aplicando j-veces la Proposición 3.1.3, tenemos que Z es
una grá�ca �nita. Por tanto, por inducción, se ha probado que si un continuo
satisface (1) y (2), entonces es una grá�ca �nita. �

Corolario 3.2.7. Todo subcontinuo de una grá�ca �nita es una grá�ca �nita.
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Demostración: Sea X una grá�ca �nita y Y un subcontinuo de X por la
Proposición 3.2.1, Y es un continuo de Peano. Dado que Y es subcontinuo
de X, se tiene que ord(x, Y ) ≤ ord(x,X) < ℵ0, entonces ord(x, Y ) < ℵ0.
Además, ord(x, Y ) ≤ 2 para toda x ∈ Y , pues ord(x,X) ≤ 2 para toda
x ∈ X. Por tanto, por el Teorema 3.2.6, Y es una grá�ca �nita. �

El siguiente lema se usará, para caracterizar a las grá�cas �nitas en tér-
minos de orden.

Lema 3.2.8. Sea X un continuo tal que existen puntos xi ∈ X, i = 1, 2, . . . ,
que satisfacen

ord(xi, X) ≥ 3 para cada i y xi 6= xj cuando i 6= j.

Entonces, existe un subcontinuo K de X tal que ord(K,X) ≥ ℵ0 y si X es un
continuo de Peano, hay un subcontinuo L de X tal que |L[1]| ≥ ℵ0 (recordemos
que L[1] es el conjunto de puntos �nales de L, véase la De�nición 1.1.5).

Demostración: Si X no es de Peano, por el Teorema 1.1.4, existe p ∈ X tal
que ord(p,X) ≥ ℵ0. La primera parte del Lema queda probada si considere-
mos a K = {p}.
Ahora, asumamos que X es un continuo de Peano. Supongamos sin pérdida
de generalidad que {xi}∞i=0 converge a un punto x ∈ X con xi 6= x para todo
i. Por la De�nición 1.2.1, existen subconjutos abiertos conexos Ui de X tales
que:
xi ∈ Ui, diam(Ui) ≤ 1

i
, Ui ∩ Uj = ∅ para i 6= j.

Una de las siguientes situaciones se cumple
(a) existe un arco A en X tal que xi ∈ A para una cantidad in�nita de i′s;
(b) ningún arco en X contiene xi para una cantidad in�nita de i′s.
Primero supongamos, sin perdida de generalidad, que se cumple (a) para
toda i. Por hipótesis se tiene que ord(xi, X) ≥ 3 para cada i y por ser A un
arco, ord(xi, A) ≤ 2, así que existe pi ∈ Ui − A para cada i. Por el Teorema
1.2.5, para cada i existe un arco Ai en Ui tal que Ai tiene como puntos �nales
a xi y pi.

Sean K = A y L = A ∪ (
∞⋃
i=1

Ai).

Notemos que K es un subcontinuo de X el cual cumple que ord(K,X) ≥ ℵ0
y por la elección de L se tiene que |L[1]| ≥ ℵ0.
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Ahora supongamos que se cumple (b), entonces por el Teorema 1.2.4 se sigue
que X es LAC en x y {xi}∞i=1 converge a x, existen arcos Bn, n = 1, 2, . . .

con puntos �nales x y xi(n) tales que diam(Bn) ≤ 1

n
y xi(n) /∈ Bj para todo

j 6= n.
Para cada n ∈ N, sea Cn un subarco propio de Bn tal que x es uno de los

puntos �nales de Cn y Cn ∩ Ui(n) 6= ∅. Sea K =
∞⋃
n=1

Cn = L. Por la elección

de K y L, se tiene que cumplen con las propiedades deseadas. Por lo que el
Lema queda demostrado. �

Teorema 3.2.9. Un continuo X es una grá�ca �nita si y sólo si ord(A,X) <
ℵ0 para todo subcontinuo A de X.

Demostración: Suponiendo que X es una grá�ca �nita entonces, tenemos
que ord(A,X) < ℵ0 para todo subcontinuo A de X. Ahora, supongamos que
X es un continuo tal que ord(A,X) < ℵ0 para todo subcontinuo A de X.
Entonces ord(x,X) < ℵ0 para x ∈ X.
A�rmación: ord(x,X) ≤ 2 para casi todo x ∈ X excepto una cantidad
�nita.
En efecto, de lo contrario por el Lema 3.2.8, existiría un subcontinuo K de
X tal que ord(K,X) ≥ ℵ0, lo cual contradice la hipótesis.
Por lo que tenemos un continuo tal que:
i) ord(x,X) ≤ ℵ0 para todo x ∈ X;
ii) ord(x,X) ≤ 2 para casi todo, excepto una cantidad �nita de x ∈ X.
Por tanto, por el Teorema 3.2.6, tenemos que X es una grá�ca �nita. �

Teorema 3.2.10. Un continuo de Peano X es una grá�ca �nita si y sólo
si cada subcontinuo de X tiene únicamente una cantidad �nita de puntos
�nales.

Demostración: Supongamos que X es una grá�ca �nita. Por de�nición X
es la unión �nita de arcos, entonces se tiene una cantidad �nita de puntos
�nales, como consecuencia, todo subcontinuo de X tiene únicamente una
cantidad �nita de puntos �nales. Ahora, supongamos queX es un continuo de
Peano tal que cada subcontinuo deX tiene únicamente una cantidad �nita de



3.2 Caracterización de grá�cas �nitas 39

puntos �nales. Entonces, por la segunda parte del Lema 3.2.8, X satisface (2)
del Teorema 3.2.6. Supongamos que X no satisface (1) del Teorema 3.2.6, es
decir, ord(p,X) ≥ ℵ0 para algún p ∈ X. Por el inciso (2) de la demostración
del Lema 3.2.4, existe un subconjunto abierto conexo U de X tal que p ∈ U ,
ord(x,X) ≤ 2 para todo x ∈ U − {p} y diam(U) < 1. Sea p1 ∈ U − {p}.
Entonces por el Teorema 1.2.5 existe un arco A1 en U con puntos �nales p
y p1. Por inducción supongamos que se de�nen n arcos Ai, 1 ≤ i ≤ n con
puntos �nales p y pi tales que para cada i,

diam(Ai) <
1

i
, Ai ∩ Aj = {p} si i 6= j.

Sea V un subconjunto abierto conexo de U tal que p ∈ V y pi /∈ V pa-

ra todo i y diam(V ) <
1

(n+ 1)
. Ya que V ⊂ U , ord(x,X) ≤ 2 para todo

x ∈ V −{p}. Usando la hipótesis de inducción y notando que ord(p,X) > n,

existe pn+1 ∈ V −
n⋃
i=1

Ai. Por el Teorema 1.2.5, existe un arco An+1 en V con

puntos �nales p y pn+1, y dado que ord(x,X) ≤ 2 para todo x ∈ V − {p}
y pi 6∈ An+1 para cualquier i, obtenemos que An+1 ∩ Ai = {p} para cada
i = 1, . . . , n. Así, de forma inductiva de�namos arcos Ai, i = 1, 2, 3, . . ., tales

que
∞⋃
i=1

Ai es un subcontinuo de X con una cantidad in�nita de puntos �nales,

lo cual es una contradicción, pues cada subcontinuo de X tiene únicamente
una cantidad �nita de puntos �nales.
Con esto concluimos que X satisface (1) y (2) del Teorema 3.2.6. Por tanto,
X es una grá�ca �nita. �
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Capítulo 4

Productos simétricos de grá�cas
�nitas

En este capítulo, daremos una serie de resultados para poder demostrar que
las grá�cas �nitas tienen n-ésimo producto simétrico único. Para lograr nues-
tro objetivo, dividiremos el trabajo en dos casos; el primero para n ≥ 4 y el
segundo para n ≤ 3.

4.1. Resultados en continuos de Peano

Antes de comenzar daremos las siguientes de�niciones.

De�nición 4.1.1. Cuando los dos puntos �nales de una arista coinciden,
esta arista es una curva cerrada simple y son llamadas lazos.

De�nición 4.1.2. Se dice que dos puntos de X p y q son adyacentes, si
existe una arista J de X tal que p y q son puntos �nales de J .

Dado un continuo X, de�nimos los siguientes conjuntos:

En(X) = {A ∈ Fn(X) :
A tiene una vecindad en Fn(X) la cual es una n− celda}.

Para un subconjunto C de X, sea Fn(C) = {A ∈ Fn(X) : A ⊂ C}.

41
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Lema 4.1.3. Si Z es un continuo de Peano y A ∈ En(Z), entonces ningún
punto de A es vértice de un triodo simple.

Demostración: Supongamos que existe A ∈ En(Z) que contiene un punto
p que es el vértice de un triodo simple T0 de Z. Veamos que cada vecindad
U de A en Fn(Z) contiene una copia topológica del producto T × [0, 1]n−1,
donde T es un triodo simple.
Sea ε > 0 tal que BFn(Z)(ε, A) ⊂ U . Supongamos que A = {p, x2, . . . , xm}
dondem ≤ n y p, x2, . . . , xm son todos distintos. Eligiendo puntos apropiados
cerca de xm, existe B ∈ BFn(Z)(ε, A) tal que B = {p, x2, . . . , xn} y los puntos
p, x2, . . . , xn son todos diferentes.
Eligiendo δ > 0 tal que BZ(δ, p), BZ(δ, x2), . . . , BZ(δ, xn) son disjuntos dos a
dos y BFn(Z)(δ, B) ⊂ U . Escogemos arcos I2, I3, . . . , In de Z tales que xi ∈ Ii
y diam(Ii) < δ para cada i ∈ {2, 3, . . . , n}. Finalmente, elegimos un subtrio-
do simple T de T0 tal que p es el vértice de T y diam(T ) < δ.
Entonces 〈T, I2, I3, . . . , In〉n ⊂ BFn(Z)(δ, B) ⊂ U . Notemos que T, I2, I3, . . . , In
son disjuntos dos a dos, pues todos los puntos de B son diferentes.
A�rmación: T × I2 × · · · × In es homeomorfo a 〈T, I2, . . . , In〉n.
Sea h : 〈T, I2, . . . , In〉n −→ T×I2×· · ·×In de�nida como h({t1, t2, . . . , tn}) =
(t1, t2, . . . , tn). Primero veamos que h es continua. Sean J1 abierto en T , J2
abierto en I2 ,. . . , Jn abierto en In, entonces V = J1×J2×· · ·×Jn es abierto
en T × I2 × · · · × In. Notemos que

h−1(V ) = {{j1, j2, . . . , jn} | ji ∈ Ji para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}} =
〈J1, J2, . . . , Jn〉n

el cual es abierto en 〈T, I2, . . . , In〉n, pues cada Ji es abierto, por tanto h es
continua, de manera similar vemos que h−1 es continua. Por otro lado, para
ver que h es biyectiva, basta observar que cada elemento de 〈T, I2, . . . , In〉n
puede ser escrito de forma única {t1, t2, . . . , tn}, por tanto T × I2 × · · · × In
es homeomorfo a 〈T, I2, . . . , In〉n.
Dado que 〈T, I2, . . . , In〉n ⊂ U , entonces T × I2× · · ·× In puede ser encajado
en U .
Por el Teorema 1.0.6, U no puede ser encajado en Rn, lo que contradice la
hipótesis, pues A tiene una vecindad U que es una n-celda y U ⊂ Rn. �

Observación 4.1.4. Sea H un continuo de Peano. Si ord(p,H) ≥ n, existen
n arcos, p1, . . . pn, los cuales son disjuntos excepto en p.
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Lema 4.1.5. Si Z es un continuo de Peano el cual no es una grá�ca �nita,
entonces para cada k ∈ N, Z contiene una grá�ca �nita con al menos k
aristas.

Demostración: En el caso en el que existan arcos α y β en Z tales que
α ∩ β tiene un número in�nito de componentes, tenemos que α − (α ∩ β)
tiene un número in�nito de componentes. Si podemos elegir k componentes
J1, J2, . . . , Jk de α − (α ∩ β) entonces β ∪ (J1 ∪ J2 ∪ · · · ∪ Jk) es una grá�ca
�nita. En este caso habremos terminado.
Por lo que vamos a asumir que α∩ β tiene un número �nito de componentes
para cualesquiera arcos α y β en Z. Bajo esta suposición, si α y β son arcos
en Z y α ∩ β 6= ∅, tenemos que α ∪ β es una grá�ca �nita.
Por el Teorema 3.2.6, Z tiene una de las siguientes propiedades:
(a) Existe un número in�nito de puntos p ∈ Z tales que ord(p, Z) > 2;
(b) Existe un punto q ∈ Z tal que ord(q, Z) ≥ ℵ0.
Supongamos que se cumple (a). En este caso existe una sucesión de puntos
{pm}∞m=1 tal que ord(pm, Z) > 2 para cada m ∈ N y los puntos pm son todos
diferentes. Por la Observación 4.1.4, para cada m ∈ N, existe un triodo sim-
ple Tm tal que pm es el vértice de Tm. Fijando un punto p ∈ Z. Para cada
i ∈ {1, . . . , k + 1}, sea αi el arco que une a p y a pi. Por la primera parte
de la demostración, el continuo Y = α1 ∪ · · · ∪ αk+1 ∪ T1 ∪ · · · ∪ Tk+1 es una
grá�ca �nita. Ya que cada uno de los puntos pi es un punto de rami�cación
de Y y contiene al menos k + 1 puntos de rami�cación. Así, Y contiene al
menos k aristas.
Ahora supongamos que se cumple (b). Ya que existe un punto q ∈ Z tal que
ord(q, Z) ≥ ℵ0, por la Observación 4.1.4, q es vértice de un k-odo simple Y .
Por lo tanto Y contiene al menos k aristas, con lo que se concluye la prueba.�

Lema 4.1.6. Si α es un arco en Fn(Z) y α une a los elementos A y B,
entonces la unión ∪α tiene un número �nito de componentes, cada una de
ellas es localmente conexa e intersecta a ambos conjuntos A y B.

Demostración: Supongamos que α es un arco en Fn(Z) que une a los ele-
mentos A y B.
A�rmación: Dada C es una componente de ∪α y D ∈ α, se tiene que
D ∩ C 6= ∅.
En efecto, siD∩C = ∅ consideramos los conjuntosAC = {A ∈ α : A∩C 6= ∅}
y BC = {A ∈ α : A ∩ C = ∅}. Así, como C es una componente AC 6= ∅ y
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D ∈ BC . Por lo tanto α = AC ∪ BC y AC ∩ BC = ∅ por lo que hemos en-
contrado una disconexión de α, contradiciendo al hecho de que α es un arco.
Por lo que ∪α tiene un número �nito de componentes, más aún ∪α tiene a lo
más n componentes. Ahora dado que tenemos una cantidad �nita de compo-
nentes en ∪α y por el Lema 1.1.22 es localmente conexa, entonces cada una
de estas componentes es localmente conexa. Finalmente como A y B. perte-
necen al arco α, A y B. son intersectadas por cada una de las componentes.�

Teorema 4.1.7. Un continuo de Peano Z es una grá�ca �nita si y sólo si,
para cada n ∈ N, En(Z) es un subconjunto abierto denso de Fn(Z) con un
número �nito de componentes.

Demostración: Primero supongamos que existe n ∈ N tal que En(Z) es un
subconjunto abierto denso de Fn(Z), con r componentes, (r ∈ N) y Z no es
una grá�ca �nita. Ya que Fn(Z) es un continuo de Peano, las componentes
de En(Z) son arco-conexas. Por el Lema 4.1.5, existe una grá�ca �nita Y ⊂ Z
tal que Y contiene al menos k = 2r + 1 aristas. Eligiendo diferentes aristas
J1, . . . , Jk de Y y puntos pi ∈ IntY(Ji), para cada i ∈ {1, . . . , k}, consideremos
subconjuntos abiertos conexos y disjuntos dos a dos V1, . . . , Vk de Z tales que
pi ∈ Vi y Vi ∩ Y ⊂ IntY(Ji) para cada i ∈ {1, . . . , k}. Como {pi} ∈ 〈Vi〉n y
En(Z) es denso, se puede elegir un elemento Ai ∈ 〈Vi〉n ∩ En(Z).
Ya que En(Z) tiene r componentes y tiene 2r + 1 conjuntos A1, . . . , A2r+1,
por el principio de las casillas, existe una componente C de En(Z) que tiene
tres de los conjuntos Ai. Podemos asumir que A1, A2 y A3 pertenecen a C.
Ya que C es arco-conexo, existen arcos α1 y α2 en C tales que α1 une a A3

con A1 y α2 une a A3 con A2. Elegimos un punto x ∈ A3. Sean C1 y C2

las componentes de ∪α1 y ∪α2 respectivamente, tal que x ∈ C1 ∩ C2. Por el
Lema 4.1.6, el conjunto C = C1 ∪ C2 es un subconjunto localmente conexo
de (∪α1) ∪ (∪α2) que intersecta a A1, A2 y A3.
Cada punto p ∈ C pertenece a un elemento de En(Z). Por el Lema 4.1.3, p
no es el vértice de algún triodo simple de Z. En particular, C es un continuo
de Peano sin triodos simples, por lo tanto C es un arco o una curva cerrada
simple. En cualquiera de los dos casos, podemos concluir que existe un arco
Z el cual intersecta a los tres conjuntos A1, A2 y A3. Para el resto de la
demostración podemos asumir, sin perdida de generalidad, que existen un
arco β ⊂ C y puntos a1 ∈ A1, a2 ∈ A2 y a3 ∈ (A3 ∩ β) − {a1, a2} tales que
β une a a1 con a2. Ya que a3 ∈ V3 y V3 es arco-conexo, existe un arco α en
V3 que une a a3 con p3. Dado que los puntos �nales de β no están en V3, los
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puntos �nales de β no están en α.
Como los puntos �nales de β no son vértices de triodos simples de Z, tenemos
que α ⊂ β. Así, β intersecta a la arista J3 la cual es un arco o una curva
cerrada simple. Notemos que J3 contiene un vértice v de Y el cual es vértice
de un triodo simple en Z, por ser J3 una arista, de modo que v /∈ β. Por
lo que J3 no está contenida en β. Ya que β no contiene vértices de triodos
simples, uno de los puntos �nales de β pertenece a J3. Podemos asumir que
a1 ∈ J3. Entonces a1 ∈ V1 ∩ J3. Pero V1 fue elegido de tal manera que
V1 ∩ Y ⊂ IntY(J1). Así, a1 ∈ J3 ∩ IntY(J1), lo cual es imposible ya que J1 y
J3 son aristas diferentes de una grá�ca �nita Y . Esta contradicción muestra
que Z es una grá�ca �nita.
Ahora supongamos que Z es una grá�ca �nita y sea n un entero positivo
arbitrario. Probaremos que En(Z) es un subconjunto abierto denso en Fn(Z)
con un número �nito de componentes.
Sea

G = {A ∈ Fn(Z) : A no contiene puntos de rami�cación de Z y |A| = n}.

Dada A = {p1, . . . , pn} ∈ G, sean J1, . . . , Jn arcos disjuntos dos a dos de Z
tales que J1∪· · ·∪Jn no contiene puntos de rami�cación de Z y pi ∈ IntZ(Ji)
para cada i ∈ {1, . . . , n}. Consideremos el homeomor�smo de J1 × · · · × Jn
a 〈J1, . . . , Jn〉n el cual manda (x1, . . . , xn) a {x1, . . . , xn}, de manera que
〈J1, . . . , Jn〉n es homeomorfo a una n-celda la cual es una vecindad de A en
Fn(Z). Así, A ∈ En(Z). Con lo anterior se ha mostrado que G ⊂ En(Z).

A�rmación 1: G es denso en Fn(Z).
Sea 〈U1, . . . , Um〉n un abierto básico en Fn(Z). Como cada Ui es abierto en Z
y Z es una grá�ca �nita, podemos elegir pi ∈ Ui para cada i ∈ {1, . . . ,m} tal
que ord(pi, Z) ≤ 2 y pi 6= pj, si i 6= j. Si m = n, entonces A = {p1, . . . , pm} ∈
〈U1, . . . , Um〉n ∩ G. En caso contrario, elegimos pm+1, pm+2, . . . , pn ∈ U1 tales
que ord(pi, Z) ≤ 2, pi 6= pj si i 6= j para i, j ∈ {m + 1,m + 2, . . . , n}. Así,
A = {p1, . . . , pm} ∩ G. Por lo tanto G es denso en Fn(Z).

A�rmación 2: En(Z) es abierto.
Sea A = {p1, . . . , pm} ∈ En(Z) con pi 6= pj si i 6= j. Por el Lema 4.1.4,
A no contiene puntos de rami�cación de Z y como Z es una grá�ca �nita
el ord(pi) ≤ 2 para todo i = 1, . . . ,m, por lo que m = n, de lo contra-
rio A no tendría una n-celda como vecindad. Por lo tanto, podemos elegir
I1, . . . , In arcos disjuntos en Z tales que pi ∈ Ii para cada i = 1, . . . , n.



46 Productos simétricos de grá�cas �nitas

Consideremos el homeomor�smo f : I1 × · · · × In → 〈I1, . . . , In〉n de�nido
como f(x1, . . . xn) = {x1, . . . , xn}, entonces 〈I1, . . . , In〉n es homeomorfo a
una n-celda y contiene a A. Notemos que 〈I1, . . . , In〉n ⊂ En(Z). Así, En(Z)
es abierto.

Por tanto, por las a�rmaciones 1 y 2 y dado que G ⊂ En(Z), En(Z) es un
subconjunto abierto denso en Fn(Z).

Sean E1, . . . , Em aristas diferentes de Z y k(i1, . . . , im) el subconjunto de
Fn(Z) tal que cada miembro de k(i1, . . . , im) tiene exactamente ij elementos
en el interior de la arista Ej para j ∈ {1, . . . ,m}.
A�rmación 3: Cada k(i1, . . . , im) es conexo.
Dados dos elementos A,B ∈ k(i1, . . . , im) tenemos que tiene el mismo núme-
ro de elementos (ij) en la arista Ej, sin perdida de generalidad, considerando
a {a1, . . . , aij} ⊆ A y {b1, . . . , bij} ⊆ B, por conexidad en Ej podemos con-
siderar el arco α1 que une a a1 con b1, el arco α2 que une a a2 con b2 y así
sucesivamente, continuando con este procedimiento para cada elemento de
k(i1, . . . , im) podemos encontrar un arco αj que une a aj con bj. Por lo que
k(i1, . . . , im) es conexo.
En el caso que i1 + · · · + im = n, k(i1, . . . , im) ⊂ G ⊂ En(Z) y la unión de
todos los conjuntos k(i1, . . . , im) con i1 + · · ·+ im = n es denso en En(Z). Ya
que En(Z) es un subconjunto abierto del continuo de Peano Fn(Z), En(Z) es
localmente arco-conexo. Así, cada componente de En(Z) intersecta un con-
junto de la forma k(i1, . . . , im). Ya que únicamente hay un número �nito de
conjuntos k(i1, . . . , im), pues hay un número �nto de aristas, En(Z) tiene un
número �nito de componentes. �

Corolario 4.1.8. Si los continuos X y Y tienen productos simétricos ho-
meomorfos Fn(X) y Fn(Y ) para algún n ∈ N, entonces X es una grá�ca
�nita si y sólo si Y es una grá�ca �nita.

Demostración: Sea h un homeomor�smo entre Fn(X) y Fn(Y ). Notemos
que h(En(X)) = En(Y ). Por el teorema anterior, tenemos que como X es
una grá�ca �nita entonces para cada n ∈ N, En(X) es un subcojunto abierto
denso de Fn(X) con un número �nito de componentes, entonces por el ho-
meomor�smo En(Y ) es abierto denso y con un número �nito de componentes
en Fn(Y ). Por lo tanto, del Teorema 4.1.7, Y es una grá�ca �nita. �
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4.2. El caso n ≥ 4

Antes de iniciar notemos que R(S) = ∅ para una curva cerrada simple S.
Dada una grá�ca �nita X y n ∈ N, sea

Rn(X) = {A ∈ Fn(X) : A ∩R(X) 6= ∅}.

Observemos que R1(X) = F1(R(X)).

Lema 4.2.1. Sean X una grá�ca �nita y n ∈ N, entonces las componentes
de Fn(X) − Rn(X) son los conjuntos de la forma 〈IntX(I1), . . . , IntX(Ir)〉n
donde I1, . . . , Ir son aristas diferentes dos a dos de X y r ∈ {1, . . . , n}.

Demostración: Tomando aristas disjuntas dos a dos I1, . . . , Ir. Entonces
IntX(I1), . . . , IntX(Ir) son abiertos conexos y disjuntos dos a dos. Veamos
que 〈IntX(I1), . . . , IntX(Ir)〉n es conexo, para ello consideraremos la función
f : Xn −→ Fn(X) dada por f(x1, . . . , xn) = {x1, . . . , xn}.
A�rmación 1: Si 〈IntX(I1), . . . , IntX(Ir)〉n 6= ∅, entonces r ≤ n.
En efecto, ya que si A ∈ 〈IntX(I1), . . . , IntX(Ir)〉 entonces por de�nición A
debe intersectar a Ii para cada i = {1, . . . , r} además A ⊆

r⋃
i=1

IntX(Ii), pero

A ∈ Fn(X), por lo que r ≤ n.
A�rmación 2: Si 〈IntX(I1), . . . , IntX(Ir)〉n 6= ∅, entonces

〈IntX(I1), . . . , IntX(Ir)〉n
=
⋃
{f(IntX(Ii1)× · · · × IntX(Iin)) : {I1, . . . , Ir} = {Ii1 , . . . , Iin}}.

Eligiendo elementos p1 ∈ IntX(I1), . . . , pr ∈ IntX(Ir). Entonces {p1, . . . , pr}
está en la imagen de cada conjunto de la forma (IntX(Ii1)×· · ·×IntX(Iin)) ba-
jo f , donde {I1, . . . , Ir} = {Ii1 , . . . , Iin}. Ya que f(IntX(Ii1)×· · ·× IntX(Iin))
es conexo, concluimos que 〈IntX(Ii1), . . . , IntX(Iin)〉n es conexo y abierto.
Notemos que si {I1, . . . , Ir} 6= {J1, . . . , Js} entonces

〈IntX(I1), . . . , IntX(Ir)〉n ∩ 〈IntX(J1), . . . , IntX(Js)〉n = ∅.

Finalmente, ya que X−R(X) =
⋃
{IntX(J) : J es una arista de X} se sigue

que la unión de todos los conjuntos de la forma 〈IntX(I1), . . . , IntX(Ir)〉n es
igual a Fn(X)−Rn(X). �
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Lema 4.2.2. Sean X una grá�ca �nita y A ∈ Fn(X)− (Fn−1(X)∪Rn(X)).
Entonces A tiene una vecindad en Fn(X) la cual es homeomorfa a una n-
celda n ∈ N, es decir, A ∈ En(X), para toda n ∈ N.

Demostración: Dado que A ∈ Fn(X) − (Fn−1(X) ∪ Rn(X)), tenemos que
A tiene exactamente n elementos y no tiene puntos de rami�cación. Su-
pongamos que A = {a1, . . . , an}. Consideremos J1, . . . , Jn arcos disjuntos
de X tales que J1 ∪ · · · ∪ Jn no contienen puntos de rami�cación de X
y ai ∈ IntX(Ji) para cada i ∈ {1, . . . , n}. Considerando el homeomor�mo
h : J1×· · ·×Jn −→ 〈J1, . . . , Jn〉n de�nido como h(x1, . . . , xn) = {x1, . . . , xn}
se tiene que 〈J1, . . . , Jn〉n es homeomorfo a una n-celda, la cual es una vecin-
dad de A en Fn(X). �

Lema 4.2.3. Sean X una grá�ca �nita, A ∈ Fn−1(X) y n ≥ 4. Entonces
ninguna vecindad de A en Fn(X) se puede encajar en Rn.

Demostración: Sea U una vecindad de A en Fn(X). Ya que A ∈ Fn−1(X),
es posible encontrar diferentes puntos p1, . . . , pn−1 de X y subarcos disjun-
tos I1, . . . In−1 de X tales que pi ∈ Ii, pi no es punto �nal de Ii, para cada
i ∈ {1, . . . , n − 1} y 〈I1, . . . , In−1〉n ⊂ U . Dada i ∈ {1, . . . , n − 1}, existe
un homeomor�smo fi : [0, 1]2 −→ F2(Ii) tal que fi([0, 1] × {0}) = F1(Ii) y
fi(

1
2
, 0) = {pi}. Sea αi : [0, 1] −→ F1(Ii) dada por αi(t) = fi(t, 0).

Sea ϕ : [0, 1]n−1 × [−1, 1] −→ U dado por

ϕ(t1, t2, . . . , tn) =

{
f1(t1, tn) ∪ α2(t2) ∪ · · · ∪ αn−1(tn−1), si tn ≥ 0,
α1(t1) ∪ f2(t2,−tn) ∪ α3(t3) ∪ · · · ∪ αn−1(tn−1), si tn ≤ 0.

Notemos que ϕ esta bien de�nida y para cada z ∈ [1, 0]n−1 × [−1, 1], ϕ(z) ∈
〈I1, . . . , In−1〉n ⊂ U .
Ahora veamos que ϕ es inyectiva. Supongamos que ϕ(t1, . . . , tn) = ϕ(s1, . . . , sn).
Es necesario considerar tres casos:

tn, sn ≥ 0.

f1(t1, tn)∪α2(t2)∪· · ·∪αn−1(tn−1) = f1(s1, sn)∪α2(s2)∪· · ·∪αn−1(sn−1).
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Por de�nición de αi, tenemos

f1(t1, tn) ∪ f2(t2, 0) ∪ · · · ∪ fn−1(tn−1, 0) =
f1(s1, sn) ∪ f2(s2, 0) ∪ · · · ∪ fn−1(sn−1, 0).

Ya que I1, . . . , In−1 son disjuntos,

f1(t1, tn) = f1(s1, sn), f2(t2, 0) = f2(s2, 0), . . . , fn−1(tn−1, 0) =
fn−1(sn−1, 0),

dado que cada una de las funciones f1, . . . , fn−1 es inyectiva, (t1, . . . , tn) =
(s1, . . . , sn).

tn, sn ≤ 0.

α1(t1) ∪ f2(t2,−tn) ∪ α3(t3) ∪ · · · ∪ αn−1(tn−1) =
α1(s1) ∪ f2(s2,−sn) ∪ α3(s3) ∪ · · · ∪ αn−1(sn−1).

Por de�nición de αi, tenemos

f1(t1, 0) ∪ f2(t2,−tn) ∪ f3(t3, 0) ∪ · · · ∪ fn−1(tn−1, 0) =
f1(s1, 0) ∪ f2(s2,−sn) ∪ f3(s3, 0) ∪ · · · ∪ fn−1(sn−1, 0).

Ya que I1, . . . , In−1 son subarcos disjuntos, entonces f1(t1, 0) = f1(s1, 0),
f2(t2,−tn) = f2(s2,−sn), . . . , fn−1(tn−1, 0) = fn−1(sn−1, 0), dado que
las funciones fi son inyectivas, se concluye que (t1, . . . , tn) = (s1, . . . , sn).

sn ≤ 0 ≤ tn.

f1(t1, tn) ∪ α2(t2) ∪ · · · ∪ αn−1(tn−1) =
α1(s1) ∪ f2(s2,−sn) ∪ α3(s3) ∪ · · · ∪ αn−1(sn−1).

Por de�nición de αi, se tiene

f1(t1, tn) ∪ f2(t2, 0) ∪ · · · ∪ fn−1(tn−1, 0) =
f1(s1, 0) ∪ f2(s2,−sn) ∪ f3(s3, 0) ∪ · · · ∪ fn−1(sn−1, 0).

Así,
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f1(t1, tn) = f1(s1, 0), f2(t2, 0) = f2(s2,−sn), . . . , fn−1(tn−1, 0) =
fn−1(sn−1, 0).

Dado que las funciones f1, . . . , fn−1 son inyectivas,

(t1, . . . , tn−1) = (s1, . . . , sn−1) y sn = 0 = tn.

Por los tres casos anteriores, podemos concluir que ϕ es inyectiva.
Sea C = Im(ϕ), entonces C es una n-celda en U .
Consideremos el arco A = {p1, p2, p4, . . . , pn−1} ∪ f3(12 × [0, 1]). Claramente
A ⊂ U . Notemos que ϕ(1

2
, . . . , 1

2
, 0) = f1(

1
2
, 0) ∪ f2(12 , 0) ∪ · · · ∪ fn−1(12 , 0) =

{p1, . . . , pn−1} pertenece a A.
Por otra parte, si t > 0, el conjunto {p1, p2, p4, . . . , pn−1} ∪ f3(12 , t) tiene dos
puntos diferentes en el arco I3 y para cada z = (t1, . . . , tn) ∈ [0, 1]n−1 ×
[−1, 1], ϕ(z) ∩ I3 = α3(t3) es el conjunto de un punto. Por lo que A ∩ C =
{ϕ(1

2
, . . . , 1

2
, 0)}. Por tanto, C ∪ A es la unión de una n-celda y el arco A,

dicho arco intersecta a C únicamente en un punto, el cual es punto �nal de
A y está en el interior variedad de C (tales espacios son llamados paraguas
n-dimensional). El Teorema 1.0.6 implica que el espacio C∪A no es encajable
en Rn. Por lo que concluimos que U no puede encajarse en Rn. �

Corolario 4.2.4. Sean X una grá�ca �nita y n ≥ 4. Entonces En(X) =
Fn(X)− (Rn(X) ∪ Fn−1(X)).

Demostración: Por el Lema 4.2.2 tenemos que En(X) ⊇ Fn − (Rn(X) ∪
Fn−1(X)). Por otro lado, consideremos A ∈ En(X), entonces A tiene una ve-
cindad en Fn(X) la cual es homeomorfa a una n-celda. Por el Lema 4.1.3
ningún punto de A es vértice de un triodo simple. Entonces A no con-
tiene puntos de rami�cación. Además, por el lema anterior A /∈ Fn−1(X).
Por tanto A ∈ Fn(X) − (Rn(X) ∪ Fn−1(X)). Lo que muestra que En(X) =
Fn(X)− (Rn(X) ∪ Fn−1(X)). �

El siguiente lema utiliza el hecho de que para todo continuo no degenerado
X, el espacio Fn(X) es localmente separado por Fn−1(X). En efecto, por
ejemplo, con n > 2 si A = {p, q} y p 6= q, entonces en las pequeñas vecin-
dades de A se tienen dos tipos de conjuntos B ∈ Fn(X) − Fn−1(X) tiene el
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punto p y el resto cerca de q, y los conjuntos C ∈ Fn(X)− Fn−1(X) tiene al
punto q y el resto cerca de p. Sin embargo no hay una colección de conjun-
tos conexos en Fn(X)−Fn−1(X), cada una cerca de A, que contenga a B y C.

Lema 4.2.5. Sean X una grá�ca �nita y n ≥ 4. Para todo A ∈ Fn(X) las
siguientes a�rmaciones son equivalentes:
(a) A ∈ F1(X)−Rn(X);
(b) A /∈ En(X) y A tiene una base B de vecindades en Fn(X) tal que U∩En(X)
es arco-conexo para cada U ∈ B.

Demostración: Primero veamos que (b) implica (a). Supongamos que A
tiene una base de vecindades B en Fn(X) tal que para cada U , U ∩ En(X)
es arco-conexo y A /∈ E(X). Ya que A /∈ E(X), por el Corolario 4.2.4, A ∈
Rn(X)∪Fn−1(X). Sea A = {p1, p2, . . . , pr}, donde 1 ≤ r ≤ n, y p1, p2, . . . , pr,
son todos diferentes. Sea δ1 > 0 tal que BX(δ1, p1), . . . , BX(δ1, pr) son disjun-
tos por pares, A∩R(X) = (BX(δ1, p1)∪· · ·∪BX(δ1, pr))∩A y δ1 <

1
3
. Elegimos

U ∈ B tal que U ⊂ BFn(X)(δ1, A). Sea δ > 0 tal que BFn(X)(δ, A) ⊂ U .
Vamos a considerar primero el caso en el que A ∈ Rn(X). En este caso po-
demos suponer que pr ∈ R(X). Sean J y L aristas de X tales que J 6= L y
pr ∈ J ∩L. Seleccionando dos conjuntos con n puntos diferentes {x1, . . . , xn}
y {y1, . . . , yn} de X − R(X) tales que d(xi, pi) < δ, d(yi, pi) < δ para cada
i ∈ {1, . . . , r − 1},

{xr, xr+1, . . . , xn} ⊂ BX(δ, pr) ∩ J y {yr, yr+1, . . . , yn} ⊂ BX(δ, pr) ∩ L.

Entonces, los conjuntos B = {x1, . . . , xn} y C = {y1, . . . , yn} pertenecen a
U ∩En(X). De la elección de B, existe una función α : [0, 1] −→ U ∩En(X) ⊂
BFn(X)(δ1, A) tal que α(0) = B y α(1) = C.
Notemos que pr es un punto de separación de conjunto BX(δ1, pr) en dos sub-
conjuntos abiertos U y V tales que {xr, xr+1, . . . , xn} ⊂ U y {yr, yr+1, . . . , yn}
⊂ V . Dado t ∈ [0, 1], α(t) ∈ En(X) tal que α(t) no contiene puntos de ra-
mi�cación y α(t) contiene n puntos diferentes. En particular, pr /∈ α(t).
Además como α(t) ∈ U , entonces, α(t) ∈ BFn(X)(δ1, A). Por tanto α(t) ⊂
BX(δ1, p1) ∪ · · · ∪BX(δ1, pr−1) ∪ U ∪ V .
Sean

k1 = {t ∈ [0, 1] : α(t) ⊂ BX(δ1, p1) ∪ · · · ∪BX(δ1, pr−1) ∪ U}

y
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k2 = {t ∈ [0, 1] : α(t) ∩ V 6= ∅}.

Por tanto [0, 1] = k1 ∪ k2.
Dado que V no intersecta a BX(δ1, p1) ∪ · · · ∪BX(δ1, pr−1) ∪ U , se tiene que
k1 ∩ k2 = ∅. Notemos k1 y k2 son abiertos no vacíos en [0, 1]. Ya que, por
de�nición, α(0) = B y α(1) = C, 0 ∈ k1 y 1 ∈ k2. Así, k1 y k2 forman una
separación de [0, 1]. Esta contradicción prueba que A /∈ Rn(X).
Por tanto A ∈ Fn−1(X)−Rn(X).
Ahora supongamos que A es no degenerado, es decir, r > 1. Eligiendo subcon-
juntos {xr+1, . . . , xn} ∈ BX(δ, p1)−{p1} y {yr+1, . . . , yn} ∈ BX(δ, pr)−{pr},
donde los puntos xr+1, . . . , xn son todos diferentes y lo mismo pasa con
yr+1, . . . , yn. Sean

B = {p1, . . . , pr, xr+1, . . . , xn}, y

C = {p1, . . . , pr, yr+1, . . . , yn}.

Entonces los conjuntos B y C pertenecen a U ∩ En(X). Por la elección de B,
existe una función α : [0, 1] −→ U ∩En(X) ⊂ BFn(X)(δ1, A), tal que α(0) = B
y α(1) = C.
Sean

k1 = {t ∈ [0, 1] : α(t) contiene exactamente un punto en BX(δ1, p1)}, y

k2 = {t ∈ [0, 1] : α(t) contiene más de un punto en BX(δ1, p1)}.

Notemos que [0, 1] = k1 ∪ k2, 1 ∈ k1, 0 ∈ k2 y k1 ∩ k2 = ∅.
Veamos que k1 y k2 son abiertos en [0, 1]. Sean t ∈ k2 y α(t) = {w1, . . . , wn},
donde todos los puntos w1, . . . , wn son todos diferentes. Sabemos que α(t)
contiene al menos dos elementos en BX(δ1, p1). Sin perdida de generali-
dad, supongamos que w1 y w2 pertenecen a BX(δ1, p1). Sea δ0 > 0 tal que
BX(δ0, w1), . . . , BX(δ0, wn) son disjuntos dos a dos y BX(δ0, w1)∪BX(δ0, w2)
⊂ BX(δ1, p1). Si s es un elemento de [0, 1] que se encuentra cerca de t, por ser
α continua, α(s) tiene un elemento en BX(δ0, w1) y otro más en BX(δ0, w2),
ambos puntos están en BX(δ1, p1). Así que s ∈ k2. Se ha probado que k2 es
abierto.
Ahora tomando t ∈ k1. Supongamos que α(t) = {w1, . . . , wn}, donde todos
los puntos w1, . . . , wn son todos diferentes. Supongamos que w1 es el úni-
co elemento de α(t) que pertenece a BX(δ1, p1). Ya que α(t) ∈ U , α(t) ⊂
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BX(δ1, p1) ∪ · · · ∪ BX(δ1, pr). De aquí, podemos tomar δ0 > 0 tal que los
conjuntos BX(δ0, w1), . . . , BX(δ0, wn) son disjuntos dos a dos y cada uno de
ellos esta contenido en un conjunto de la forma BX(δ1, pj). Ya que w1 es
el único del conjunto {w1, . . . , wn} que pertenece BX(δ1, p1), se tiene que
(BX(δ1, p1) ∩ (BX(δ0, w2)) ∪ · · · ∪ BX(δ0, wn)) = ∅. Sea s ∈ [0, 1] tal que
H(α(s), α(t)) < δ0. Entonces, α(s) intersecta a cada uno de los elementos
de la forma BX(δ0, wi) y está contenido en su unión. Así, α(s) tiene n − 1
elementos en BX(δ0, w2)∪· · ·∪BX(δ0, wn) y uno en BX(δ0, w1). Por lo tanto,
α(s) tiene exactamente un elemento en BX(δ1, p1). Por tanto s ∈ k1. Esto
completa la prueba de que k1 es abierto.
Se ha encontrado una disconexión de [0, 1], esto es una contradicción, con lo
que se prueba que A es degenerado. Por tanto, A ∈ F1(X)−Rn(X).

Ahora mostraremos que (a) implica(b). Supongamos que A ∈ F1(X)−Rn(X).
Así, A = {p} para algún p ∈ X − R(X). Por lo que existe δ > 0 tal que
BX(δ, p) es conexo en alguna arista J de X y BX(δ, p) ∩ R(X) = ∅. Así
BX(δ, p) es homeomorfo a algún subintervalo L de [0, 1]. Identi�quemos a
BX(δ, p) con L. Sea B = {BFn(X)(η, {p}) : 0 < η < δ}. Vamos a probar que si
η > 0 y B,C ∈ BFn(X)(η, {p})∩En(X), entonces existe un arco contenido en
BFn(X)(η, {p})∩En(X) el cual une a B con C. Ya que B,C ⊂ N(δ, p) = L, po-
demos asumir que B = {b1, . . . , bn} y C = {c1, . . . , cn} donde b1 < · · · < bn
y c1 < · · · < cn. Así, de�namos α : [0, 1] −→ BFn(X)(η, {p}) ∩ En(X) por
α(t) = {tb1 + (1 − t)c1, . . . , tbn + (1 − t)cn}. Notemos que α es una función
continua, α(0) = C y α(1) = B. Así, BFn(X)(η, {p}) ∩ En(X) es arco-conexo.
Ya que A es degenerado, A /∈ En(X). Esto completa la demostración. �

Teorema 4.2.6. Sean X y Y grá�cas �nitas. Supongamos que Fn(X) es
homeomorfo a Fn(Y ) y n ≥ 4. Entonces X es homeomorfo a Y .

Demostración: Sea h : Fn(X) −→ Fn(Y ) un homeomor�smo. Notemos
que h(En(X)) = En(Y ). Por el Lema 4.2.5 y por ser h un homeomor�smo,
h(F1(X) − Rn(X)) = F1(Y ) − Rn(Y ) ⊂ F1(Y ). Ya que F1(X) − Rn(X) es
denso en F1(X) y F1(Y ) es compacto, se tiene que h(F1(X)) ⊂ F1(Y ). Si-
milarmente, h−1(F1(Y )) ⊂ F1(X). Así, h(F1(X)) = F1(Y ). Como F1(X) es
homeomorfo a F1(Y ). Se tiene que X es homeomorfo a Y . �
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4.3. El caso n ≤ 3

Lema 4.3.1. Sean X una grá�ca �nita, n ∈ {2, 3}. Si A ∈ Fn(X)−Rn(X),
entonces A ∈ En(X).

Demostración: Se comenzará analizando el caso n = 3. Primero suponga-
mos que A = {x} para algún x ∈ X. Ya que x no es punto de rami�cación de
X, existe una vecindad J de x, tal que J es un arco. Así, A ∈ 〈J〉3. Además
〈J〉3 = F3(J) es vecindad de A en F3(X) la cual, es homeomorfa a [0, 1]3, por
el Teorema 1.1.21. Por tanto A ∈ E3(X).
Ahora supongamos que A = {x, y}, donde x 6= y. Sean J1 y J2 arcos disjun-
tos en X −R(X) tales que J1 y J2 son vecindades de x y y respectivamente.
Así, 〈J1, J2〉3 es una vecindad de A en F3(X). Para cada i ∈ {1, 2}, existe un
homeomor�smo fi : [0, 1]2 −→ F2(Ji) tal que fi([0, 1] × {0}) = F1(Ji). Sea
ϕ : [0, 1]2 × [−1, 1] −→ 〈J1, J2〉3 dado por

ϕ(t1, t2, t3) =

{
f1(t1, t3) ∪ f2(t2, 0) si t3 ≥ 0,
f1(t1, 0) ∪ f2(t2,−t3) si t3 ≤ 0.

Ya que f1 y f2 son continuas, entonces f1(t1, t3) ∪ f2(t2, 0) es continua, lo
mismo sucede con f1(t1, 0) ∪ f2(t2,−t3). Como t3 = 0 estas funciones son
iguales, por Teorema del Pegamiento, tenemos que ϕ es continua. Se sigue
de la biyectividad de f1 y f2 que ϕ es biyectiva. Por lo tanto, ϕ es un homeo-
mor�smo. Concluimos que 〈J1, J2〉3 es homeomorfo a una 3-celda.

Para el caso en que A = {x, y, z}, donde x, y, z son diferentes. Dado que
A ∈ F3(X) − R3(X), entonces A ∈ F3(X) − (F2(X) ∪ R3(X)). Así, por el
Lema 4.2.2, A ∈ E3(X).
Ahora, consideremos el caso n = 2. Supongamos que A = {x} para algún
x ∈ X. Ya que x no es punto de rami�cación de X, existe una vecindad J
de x, tal que J es un arco. Así, A ∈ 〈J〉2 y 〈J〉2 = F2(J) es vecindad de A
en F2(X) la cual, por el Teorema 1.1.21, es homeomorfa a [0, 1]2. Por tanto
A ∈ E2(X).
Por último, consideremos a A = {x, y}, donde x 6= y. Ya que A ∈ F2(X) −
R2(X), A ∈ F2(X) − (F1(X) ∪ R2(X)). Por tanto, por el Lema 4.2.2, A ∈
E2(X). �

Sean Z un continuo y W un subconjunto abierto de Z. Para cada subcon-
junto U de Z, sea c(U) = número de componentes de U ∩W , si este número
es �nito y en el caso contrario c(U) =∞. Para cada p ∈ ClZ(W), de�namos
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v(p) = mı́n({m ∈ N : p tiene una base de vecindades B en Z tal que c(U) =
m para cada U ∈ B} ∪ {∞}).

Lema 4.3.2. Sean Z un continuo, p ∈ Z, W un subconjunto abierto de Z y
m ∈ N. Supóngase que p tiene una base de vecindades B en Z tal que, para
cada U ∈ B, c(U) = m y para cada componente C de U ∩W , p ∈ Clz(C).
Entonces v(p) = m.

Demostración: Por la de�nición de v(p), v(p) ≥ m y p tiene una base de
vecindades B1 en Z tal que c(U) = v(p) para cada U ∈ B1. Sean V ∈ B
y U ∈ B1 tales que U ⊂ V . Por hipótesis, U ∩ W tiene m componentes,
C1, . . . , Cm y p ∈ ClZ(Ci) para cada i ∈ {1, . . . ,m}. Así, U ∩Ci 6= ∅ para ca-
da i ∈ {1, . . . ,m}. Por tanto, U∩W = U∩V ∩W = (U∩C1)∪· · ·∪(U∩Cm).
Ya que los conjuntos en esta unión son disjuntos y son no vacíos, U ∩W tiene
al menos m componentes. Así, v(p) = c(U) ≤ m. Por tanto v(p) = m. �

De�nición 4.3.3. Una grá�ca �nita que es diferente de una curva cerrada
simple es llamada grá�ca acircular.

Para una grá�ca acircular X. Sea vX el conjunto de�nido como antes, donde
E3(X) será el subconjunto abierto de F3(X). Simplemente escribiremos v si
no es necesario mencionar el espacio X.

Lema 4.3.4. Sean X una grá�ca �nita, p, q, r, w, x, y puntos de X tales que
ord(p,X) = n ≥ 3, ord(q,X) = m ≥ 3, ord(r,X) = k ≥ 3 y x, y, w no son
puntos de rami�cación de X. Dada A ∈ F3(X), entonces los posibles valores
para v(A) son:
(a) si A = {p}, entonces v(A) = n+

(
n
2

)
+
(
n
3

)
;

(b) si A = {p, x}, entonces v(A) = n+
(
n
2

)
;

(c) si A = {p, x, y} y x 6= y, entonces v(A) = n;
(d) si A = {p, q} y p 6= q, entonces v(A) = n ·

(
m
2

)
+m ·

(
n
2

)
+ n ·m;

(e) si A = {p, q, w} y p 6= q, entonces v(A) = n ·m;
(f) si A = {p, q, r} y p, q, r son todos diferentes, entonces v(A) = n ·m · k;
(g) si A ∈ F3(X)−R3(X), entonces v(A) = 1.

Demostración: Usaremos el Lema 4.3.2. Sea δ0 > 0 tal que

NX(δ0, A) ∩R(X) = A ∩R(X)
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y NX(δ0, A) tiene tantas componentes como número de puntos de A y δ0 <
1
3
.

Sea

B = {BF3(X)(δ, A) ⊂ F3(X) : 0 < δ < δ0}.

Entonces, B es una base de vecindades de A en F3(X).
Solamente se probaremos los incisos (a) y (d), ya que la demostración es
similar para todos los casos.
(a) Supongamos que A = {p}. Sea δ ∈ (0, δ0). Entonces, ClX(NX(δ, A)) es
un n-odo simple, ClX(NX(δ, A)) = J1 ∪ · · · ∪ Jn, donde Ji ∩ Jj = {p} si i 6= j
y cada Ji es un arco con puntos �nales p y un punto ai.
A�rmación 1: Un elemento B ∈ F3(X) pertenece a BF3(X)(δ, A) si y sólo si

B ⊂ NX(δ, A) = ClX(NX(δ, A))− {a1, . . . , an}.

En efecto, si B ∈ F3(X) y B ∈ BF3(X)(δ, A) entonces H(A,B) < δ, por
la de�nición de H, se tiene que A ⊂ N(δ, B) y B ⊂ N(δ, A). Ahora, si
B ⊂ N(δ, A), entonces para todo y ∈ B, d(y, p) < δ, por lo que A ⊂ N(δ, B),
Así, H(A,B) < δ. Por tanto B ∈ BF3(X)(δ, A).
A�rmación 2: B ∈ BF3(X)(δ, A) ∩ E3(X) si y sólo si

B ⊂ NX(δ, A)− {p} = (J1 − {p}) ∪ · · · ∪ (Jn − {p}).

En efecto, si B ∈ BF3(X)(δ, A) ∩ E3(X), por la a�rmación anterior B ⊂
NX(δ, A) y como B ∈ E3(X), por el Lema 4.1.3, B no tiene puntos de rami-
�cación, por lo tanto

B ⊂ NX(δ, A)− {p} = (J1 − {p}) ∪ · · · ∪ (Jn − {p}).

Por otro lado, si

B ⊂ NX(δ, A)− {p} = (J1 − {p}) ∪ · · · ∪ (Jn − {p}),

entonces para todo y ∈ B, d(y, p) < δ, B ∈ BF3(X)(δ, A). Además, ningún
punto de B es punto de rami�cación de X, así que B ∈ F3(X)−R3(X), por
el Lema 4.3.1, B ∈ E3(X). Por lo tanto B ∈ BF3(X)(δ, A) ∩ E3(X).
Siguiendo la demostración del Lema 4.2.1 se tiene que las componentes de
BF3(X)(δ, A) ∩ E3(X) son conjuntos de la forma 〈Ji1 − {p}, . . . , Jir − {p}〉3,
donde i1, . . . , ir ∈ {1, . . . , n} son diferentes.
Sabemos que J1, . . . , Jn son arcos diferentes de X. Entonces Ji1 − {p}, . . .
Jir − {p}, son abiertos conexos, donde i1, . . . , ir ∈ {1, . . . , n} y son disjuntos
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dos a dos. Primero veremos que 〈Ji1−{p}, . . . , Jir−{p}〉3 es conexo. Conside-
remos la función f : Xn −→ Fn(X) dada por f((x1, . . . , xn)) = {x1, . . . , xn}.
A�rmación 3: Si 〈Ji1 − {p}, . . . , Jir − {p}〉3 6= ∅, entonces r ≤ 3.
En efecto, si D ∈ 〈Ji1 − {p}, . . . , Jir − {p}〉3, D ∈ F3(X) y D ∩ Jij 6= ∅ para
cada j ∈ {1, . . . , r} y como los Jij son disjuntos dos a dos, se tiene que r ≤ 3.
A�rmación 4: Si 〈Ji1 − {p}, Ji2 − {p}, Ji3 − {p}〉3 6= ∅, entonces

〈Ji1 − {p}, Ji2 − {p}, Ji3 − {p}〉3 = f((Ji1 − {p})× (Ji2 − {p})× (Ji3 − {p}))
para cada i1, i2, i3 ∈ {1, . . . , n}.

Eligiendo elementos p1 ∈ Ji1 − {p}, p2 ∈ Ji2 − {p}, p3 ∈ Ji3 − {p}. Entonces
{p1, . . . , p3} está en la imagen de cada conjunto de la forma f(Ji1−{p}×Ji2−
{p}×Ji3−{p}) donde i1, i2, i3 ∈ {1, . . . , n}. Ya que f(Ji1−{p}×Ji2−{p}×
Ji3−{p}) es conexo, concluimos que 〈Ji1−{p}, Ji2−{p}, Ji3−{p}〉3 es conexo y
abierto, pues f(J1−{p}×Ji2−{p}×J3−{p}) = 〈Ji1−{p}, Ji2−{p}, Ji3−{p}〉3.
Dado que si {Ii1 , . . . , Iir} 6= {J1 , . . . , Jis} entonces

〈Ii1 − {p}, . . . , Iir − {p}〉3 ∩ 〈Ji1 − {p}, . . . , Jis − {p}〉3 = ∅.

Finalmente, como NX(δ, A)−{p} = (Ji1−{p})∪(Ji2−{p})∪(Ji3−{p}) por la
a�rmación se tiene que el conjunto de la forma 〈Ji1−{p}, Ji2−{p}, Ji3−{p}〉3
es igual a BF3(X)(δ, A) ∩ E3(X), donde i1, i2, i3 son números diferentes y
i1, i2, i3 ∈ {1, . . . , n}. Así, c(BF3(X)(δ, A)) = n+

(
n
2

)
+
(
n
3

)
.

Dado U , un abierto de F3(X), tal que A ∈ U , por la construcción de
la base, existe un δ1 > 0 tal que U ⊂ BF3(X)(δ1, A). Notemos que A ∈
ClX(〈Ji1 − {p}, Ji2 − {p}, Ji3 − {p}〉3). Aplicando el Lema 4.3.2, concluimos
que v(A) = n+

(
n
2

)
+
(
n
3

)
.

(d) Supongamos que A = {p, q} con p 6= q y sea δ ∈ (0, δ0). Entonces,
ClX(NX(δ,A)) es la unión de un n-odo simple y un m-odo simple, como
ClX(NX(δ, A)) = J1 ∪ · · · ∪ Jn ∪ Jn+1 ∪ · · · ∪ Jn+m, donde Ji ∩ Jj = {p} si
i 6= j con i, j ∈ {1, . . . , n} y cada Ji es un arco con puntos �nales p y un
punto ai; Jh ∩ Jl = {q} si h 6= l con h, l ∈ {n+ 1, . . . , n+m} y cada Ji es un
arco con puntos �nales q y un punto bi.

A�rmación 5: Un elemento B ∈ F3(X) pertenece a BF3(X)(δ, A) si y sólo si

B ⊂ NX(δ, A) = ClX(NX(δ, A))− {a1, . . . , an, bn+1, . . . , bn+m}.
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En efecto, si B ∈ F3(X) y B ∈ BF3(X)(δ, A) entonces H(A,B) < δ, por
la de�nición de H, se tiene que A ⊂ N(δ, B) y B ⊂ N(δ, A). Ahora si
B ⊂ N(δ, A), entonces para todo y ∈ B, d(y, p) < δ o d(y, q) < δ, por lo que
A ⊂ N(δ, B), así que H(A,B) < δ. Por tanto B ∈ BF3(X)(δ, A).

A�rmación 6: B ∈ BF3(X)(δ, A) ∩ E3(X) si y sólo si

B ⊂ NX(δ, A)− {p, q} = (J1 − {p, q}) ∪ · · · ∪ (Jn − {p, q}).

En efecto, si B ∈ BF3(X)(δ, A)∩ E3(X), por la A�rmación 5, B ⊂ NX(δ, A) y
como B ∈ E3(X), por el Lema 4.1.3, B no tiene puntos de rami�cación, por
lo tanto

B ⊂ NX(δ, A)− {p, q} = (J1 − {p}) ∪ · · · ∪ (Jn − {p}).

Por otro lado, si

B ⊂ NX(δ, A)− {p} = (J1 − {p, q}) ∪ · · · ∪ (Jn − {p, q}),

entonces para todo y ∈ B, d(y, p) < δ o d(y, q) < δ, B ∈ BF3(X)(δ, A). Ade-
más, ningún punto de B es punto de rami�cación de X, así que B ∈ F3(X)−
R3(X), por el Lema 4.3.1, B ∈ E3(X). Por lo tanto, B ∈ BF3(X)(δ, A)∩E3(X).
Continuando como en el Lema 4.2.1, mostramos que las componentes de
BF3(X)(δ, A)∩E3(X) son conjuntos de la forma 〈Ji1−{p, q}, . . . , Jir−{p, q}〉3,
donde i1, . . . , ir ∈ {1, . . . , n+m} son diferentes.
Sabemos que J1, . . . , Jn+m son arcos diferentes deX. Entonces Ji1−{p, q}, . . . ,
Jir−{p, q}, son abiertos conexos, donde i1, . . . , ir ∈ {1, . . . , n+m} y son dis-
juntos dos a dos. Primero veremos que 〈Ji1 − {p, q}, . . . , Jir − {p, q}〉3 es co-
nexo. Consideremos la función f : Xn −→ Fn(X) dada por f((x1, . . . , xn)) =
{x1, . . . , xn}.
A�rmación 7: Si 〈Ji1 − {p, q}, . . . , Jir − {p, q}〉3 6= ∅, entonces r ≤ 3.
En efecto, siD ∈ 〈Ji1−{p, q}, . . . , Jir−{p, q}〉3,D ∈ F3(X) yD∩Jij−{p, q} 6=
∅ para cada j ∈ {1, . . . , r} y como los Jij son disjuntos dos a dos se tiene que
r ≤ 3.
A�rmación 8: Si 〈Ji1 − {p, q}, Ji2 − {p, q}, Ji3 − {p, q}〉3 6= ∅, entonces

〈Ji1 − {p, q}, Ji2 − {p, q}, Ji3 − {p, q}〉3
=f((Ji1 − {p, q})× (Ji2 − {p, q})× (Ji3 − {p, q}) para cada

i1, i2, i3 ∈ {1, . . . , n, n+ 1, . . . , n+m}.
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Eligiendo elementos p1 ∈ Ji1 − {p, q}, p2 ∈ Ji2 − {p, q}, p3 ∈ Ji3 − {p, q}.
Entonces, {p1, p2, p3} está en la imagen de cada conjunto de la forma f(Ji1−
{p, q}×Ji2−{p, q}×Ji3−{p, q}) donde i1, i2, i3 ∈ {1, . . . , n, n+1, . . . , n+m}.
Ya que f(Ji1 −{p, q}× Ji2 −{p, q}× Ji3 −{p, q}) es conexo, concluimos que
〈Ji1 − {p, q}, Ji2 − {p, q}, Ji3 − {p, q}〉3 es conexo y abierto. Sabemos que si
{Ii1 , . . . , Iir} 6= {J1 , . . . , Jis} entonces 〈Ii1 − {p}, . . . , Iir − {p, q}〉3 ∩ 〈Ji1 −
{p, q}, . . . , Jis − {p, q}〉3 = ∅. Finalmente, como NX(δ, A) − {p, q} = (Ji1 −
{p, q})∪ · · · ∪ (Jin+m −{p, q}) por la a�rmación se tiene que los conjuntos de
la forma 〈Ji1−{p, q}, Ji2−{p, q}, Ji3−{p, q}〉3 es igual a BF3(X)(δ, A)∩E3(X),
donde i1, i2, i3 son números diferentes y i1, i2, i3 ∈ {1, . . . , n, n+1, . . . , n+m}
Así, c(BF3(X)(δ, A)) = n ·

(
m
2

)
+ m ·

(
n
2

)
+ n · m. Dado que A ∈ ClX(〈Ji1 −

{p, q}, . . . , Jir − {p, q}〉3). Aplicando el Lema 4.3.2, concluimos que v(A) =
n ·
(
m
2

)
+m ·

(
n
2

)
+ n ·m. �

La demostración del siguiente lema es similar a la prueba del Lema 4.3.4, por
lo que sólo probaremos el inciso (d).

Lema 4.3.5. Sean X una grá�ca �nita, p, q, x puntos de X tales que ord(p,X)
= n ≥ 3, ord(q,X) = m ≥ 3 y x no es punto de rami�cación de X. Dado
A ∈ F2(X), entonces los posibles valores para v(A) (v(A) es de�nido como
antes del Lema 4.3.2 para el conjunto abierto E2(X)) son:
(a) si A = {p}, entonces v(A) = n+

(
n
2

)
;

(b) si A = {p, x}, entonces v(A) = n;
(c) si A = {p, q} y p 6= q, entonces v(A) = n ·m;
(d) si A ∈ F2(X)−R2(X), entonces v(A) = 1.

Demostración: Usaremos el Lema 4.3.2 . Sea δ0 > 0 tal que NX(δ0, A) ∩
R(X) = A ∩ R(X) y NX(δ0, A) tiene tantas componentes como número de
puntos de A y δ0 <

1
3
. Sea B = {BF3(X)(δ, A) ⊂ F2(X) : 0 < δ < δ0}. Enton-

ces B es una base de vecindades de A en F2(X).

(d) Supongamos que A ∈ F2(X)−R2(X), tal que A = {x, y} con x diferente
de y, el caso donde x = y es similar. Sea δ ∈ (0, δ0), entonces ClX(NX(δ,A))
son dos arcos, así ClX(NX(δ,A)) = J1 ∪ J2, donde x ∈ J1 y y ∈ J2.

A�rmación 1: Un elemento B ∈ F2(X) pertenece a BF2(X)(δ, A) si y sólo si
B ⊂ NX(δ, A) = ClX(NX(δ,A)).
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En efecto, si B ∈ F2(X) y B ∈ BF2(X)(δ, A), entonces H(A,B) < δ. Por
la de�nición de H, se tiene que A ⊂ N(δ, B) y B ⊂ N(δ, A). Ahora si
B ⊂ N(δ, A), entonces para todo p ∈ B existe x ∈ A, tal que d(p, x) < δ,
por lo que A ⊂ N(δ, B). Así, H(A,B) < δ. Por tanto B ∈ BF2(X)(δ, A).

A�rmación 2: B ∈ BF2(X)(δ, A) ∩ E2(X) si y sólo si B ⊂ NX(δ, A).
En efecto, si B ∈ BF2(X)(δ, A)∩E2(X), entonces, por de�nición B ⊂ NX(δ, A).
Por otro lado, si B ⊂ NX(δ, A) por A�rmación 1, B ∈ BF2(X)(δ, A) ∩ E2(X),
pues J1 y J2 son arco que no contiene puntos de rami�cación.
Siguiendo el procedimiento de la demostración del Lema 4.2.1 tendremos
que las componentes de BF2(X)(δ, A) ∩ E2(X) son los conjuntos de la forma
〈J1, J2〉2.
Sabemos que J1 y J2 son arcos diferentes de X. Entonces, son abiertos co-
nexos y disjuntos. Primero veremos que 〈J1, J2〉2 es conexo. Consideremos la
función f : Xn −→ Fn(X) dada por f((x1, . . . , xn)) = {x1, . . . , xn}.
A�rmación 3: Si 〈J1, J2〉2 6= ∅, entonces

〈J1, J2〉2 = f(J1 × J2) para J1 y J2 arcos diferentes de X.

En efecto, dados dos elementos p1 ∈ J1 y p2 ∈ J2. Entonces, {p1, p2} está en
la imagen del conjunto J1, J2 bajo f . Como f(J1, J2) es conexo, concluimos
que 〈J1, J2〉2 es conexo y abierto.
Sabemos que si {I1, I2} 6= {J1, J2} entonces 〈I1, I2〉2 ∩ 〈J1, J2〉2 = ∅. Final-
mente, como NX(δ, A) = J1 ∪ J2 por la a�rmación se tiene que el conjunto
de la forma 〈J1, J2〉2 es igual a BF2(X)(δ, A) ∩ E2(X).
Así, c(BF2(X)(δ, A)) = 1. Dado que A ∈ ClX(〈J1, J2〉2). Aplicando el Lema
4.3.2, concluimos que v(A) = 1. �

Lema 4.3.6. Sean X y Y grá�cas �nitas y n ∈ {2, 3}. Supongamos que existe
un homeomor�smo h : Fn(X) −→ Fn(Y ). Si p es un punto de rami�cación
de X, entonces h({p}) = {u} para algún punto de rami�cación u de Y .

Demostración: Solamente probaremos el lema para n = 3, la prueba para
n = 2 es similar.
A�rmación 1: h(R3(X)) = R3(Y ).
Sea B ∈ h(R3(X)), entonces existe A ∈ R3(X), tal que h(A) = B. Dado que
A ∈ R3(X), A contiene al menos un punto de rami�cación de X. Por el Lema
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4.1.3, A /∈ E3(X). Así, ninguna vecindad de A en F3(X) es homeomorfa a una
3-celda. Por ser h un homeomor�smo, tenemos que ninguna vecindad de h(A)
en F3(Y ) es homeomorfa a una 3-celda. Por lo tanto h(A) /∈ E3(Y ). Del Lema
4.3.1, h(A) /∈ F3(Y ) − R3(Y ). Por tanto h(A) ∈ R3(Y ). La otra contención
se muestra de manera similar, considerando h−1 que es un homeomor�smo.
A�rmación 2: h(E3(X)) = E3(Y ).
Sea B ∈ h(E3(X)), entonces existe A ∈ E3(X) tal que h(A) = B. Dado que
A ∈ E3(X), A tiene una vecindad en F3(X) la cual es una 3-celda. Por ser h
un homeomor�smo, tenemos que h(A) tiene en F3(Y ) una vecindad la cual
es homeomorfa a una 3-celda. Por tanto h(A) ∈ E3(Y ). La otra contención
se muestra de manera similar, considerando h−1 que es un homeomor�smo.
En particular, h({p}) ∈ R3(Y ). Notemos que para cada A ∈ F3(X), vX(A) =
vY (h(A)). Dada A ∈ F3(X), si A contiene un punto x ∈ X−R(X), entonces
existe un arco J en X tal que x ∈ J y J ∩ R(X) = ∅. Por el Lema 4.3.4,
vX(A) = vX((A−{x})∪{u}), para cada u ∈ J . Esto muestra que para cada
vecindad U de A en F3(X), vX(A) coincide con vX(A1) para una in�nidad
de elementos A1 de U .
Dada A ∈ F3(X), si A ⊂ R(X), entonces A es de la forma descrita en (a),
(d) o (f) del Lema 4.3.4. Si A es de la forma descrita en (a), entonces los
elementos A1 de F3(X), los cuales son cercanos a A y son diferentes de A
es de una de las formas descritas en (b), (c) o (g) y para cada uno de ellos,
vX(A1) < vX(A). De aquí que vX(A) alcanza un máximo valor absoluto en
A.
Por tanto, dado A ∈ F3(X), entonces A ⊂ R(X) si y sólo si vX(A) alcanza
un máximo absoluto en A.
Como consecuencia, dado A ∈ F3(X), entonces A ⊂ R(X) si y sólo si h(A) ⊂
R(Y ).
Por tanto, h({p}) es de una de las siguientes formas: {u}, {u, z}, {u, z, w},
donde u, z, w ∈ R(Y ) y son todos diferentes.
Primero se analizará el caso en el que h({p}) = {u, z} con u 6= z, donde
ord(p,X) = k, ord(u, Y ) = r, ord(z, Y ) = s. Ya que vX({p}) = vX({u, z}),
tenemos que:

k +
(
k
2

)
+
(
k
3

)
= r ·

(
s
2

)
+ s ·

(
r
2

)
+ r · s

De acuerdo con el Lema 4.3.4, los posibles valores para vX en los diferentes
elementos de la forma {p} y una vecindad pequeña de {p} en F3(X) son
k +

(
k
2

)
, k y 1. Por otra parte, los posibles valores para vY en los diferentes

elementos de la forma {u, z} y en pequeñas vecindades de {u, z} en F3(Y )
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son r +
(
r
2

)
, s+

(
s
2

)
, r · s, r, s y 1. Dado que estos conjuntos de valores deben

coincidir, obtenemos que r +
(
r
2

)
y r pertenecen a {k +

(
k
2

)
, k}. Así, r = k.

Entonces, r · s = k2 debe ser igual, ya sea a k +
(
k
2

)
o k. Claramente k 6= k2

y si k2 = k + k(k−1)
2

, entonces k = 1, lo cual es una contradicción. Por lo que
se ha probado que es imposible h({p}) = {u, z}.
Ahora, analizaremos el caso en el que h({p}) = {u, z, w}, donde u, z, w son
todos diferentes, ord(p,X) = k, ord(u, Y ) = r, ord(z, Y ) = s y ord(w, Y ) = t.
Ya que vX({p}) = vY ({u, z, w}) tenemos

k +
(
k
2

)
+
(
k
3

)
= r · s · t

De acuerdo con el Lema 4.3.4, los posibles valores para vX en los diferentes
elementos de la forma {p} y en pequeñas vecindades de {p} en F3(X) son
k +

(
k
2

)
, k y 1. Por otra parte, los posibles valores para vY en los diferentes

elementos de la forma {u, z, y} y en pequeñas vecindades {u, z, y} en F3(X)
son r, s, t, r ·s, r · t, s · t y 1. Ya que estos conjuntos de valores deben coincidir,
obtenemos que r y r · s deben pertenecer al conjunto {k+

(
k
2

)
, k}. Así, r = k.

De manera similar, s = k = t. Por tanto k2 = k + k(k−1)
2

. Así k = 1, lo cual
es una contradicción. Hemos probado que este caso es imposible.
Por tanto, la única posibilidad es que h({p}) sea de la forma h({p}) = {u},
para algún u ∈ R(Y ). �

Teorema 4.3.7. Sean X y Y grá�cas acirculares diferentes de un arco y
n ∈ {2, 3}. Suponga que Fn(X) es homeomorfo a Fn(Y ). Entonces X es
homeomorfo a Y .

Demostración: Sólo se probará el caso para n = 3, ya que la prueba para
n = 2 es similar. Sea h : F3(X) −→ F3(Y ). De acuerdo con el Lema 4.3.6 para
cada punto p ∈ R(X) existe un punto k(p) ∈ R(Y ) tal que h({p}) = {k(p)}.
Así, h−1({k(p)}) = {p}. Aplicando nuevamente el Lema 4.3.6, para h−1,
se tiene que para cada q ∈ R(Y ), existe un punto k′(q) ∈ R(X) tal que
h−1({q}) = {k′(q)}. Dado p ∈ R(X), {k′(k(p))} = h−1({k(p)}) = {p}. Así
que k′(k(p)) = p. Similarmente, k(k′(q)) = q, para cada q ∈ R(Y ). Por tanto
k es una biyección entre R(X) y R(Y ).
Como es usual, k′ es denotado por k−1. Vamos a probar el teorema mostran-
do una serie de a�rmaciones.
A�rmación 1: Sean p, x ∈ R(X). Entonces, p y x son vértices adyacentes
en X si y sólo si k(p) y k(x) son vértices adyacentes en Y .
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Como p y x son adyacentes, existe una arista L de X tal que p y x son
puntos �nales de L. Sea U = 〈IntX(L)〉3. Por el Lema 4.2.1, U es abierto y
es una componente de F3(X)−R3(X). Por el Lema el 4.1.3 y el Lema 4.3.1,
h(F3(X)−R3(X)) = F3(Y )−R3(Y ). Así, h(U) es una componente de F3(Y )−
R3(Y ). Por el Lema 4.2.1, h(U) = 〈IntY (J1), . . . IntY (Jr)〉3 para algunas aris-
tas J1, . . . , Jr de Y y algún r ∈ {1, 2, 3}. Ya que {p}, {x} ∈ ClF3(X)(U),
{k(p)}, {k(x)} ∈ ClF3(Y )(〈IntY (J1), . . . , IntY (Jr)〉3). Por tanto, existe una su-
cesión {Bn}∞n=1 en 〈IntY (J1), . . . , IntY (Jr)〉3 tal que ĺımBn = {k(p)}. Ya que
cada Bn intersecta a J1 y como J1 es cerrada, J1 intersecta a {k(p)}. Así,
k(p) ∈ J1. Similarmente k(x) ∈ J1. Por tanto k(p) y k(x) son adyacentes.
A�rmación 2: Sean p, x ∈ R(X) vértices adyacente de X. Entonces, el nú-
mero de aristas de X que unen a p con x, coincide con el número de aristas
de Y que unen a k(p) con k(x).
Para demostrar la A�rmación 2, sean I1, . . . , Is aristas diferentes que unen a p
con x. Sea C = 〈IntX(L1), . . . , IntX(Lr)〉3 una componente de F3(X)−R3(X)
tal que {p}, {x} ∈ ClF3(X)(C). Procediendo como en la prueba de la A�rma-
ción 1, {p, x} ⊂ L1 ∩ · · · ∩ Lr. Por lo tanto, {L1, . . . , Lr} es un subconjunto
no vacío de {I1, . . . , Is} con a lo más 3 elementos.
Por otra parte, si {L1, . . . , Lr} es un subconjunto no vacío de {I1, . . . , Is} con
a lo más 3 elementos, entonces {p}, {x} ∈ ClF3(X)(〈IntX(L1), . . . , IntX(Lr)〉3).
Por tanto, el número de componentes de C de F3(X)−R3(X) tal que {p}, {x}
∈ ClF3(X)(C) es igual a s+

(
s
2

)
+
(
s
3

)
.

Ya que h es un homeomor�smo, este número debe coincidir con el núme-
ro de componentes de h(F3(X) − R3(X)) = F3(Y ) − R3(Y ) que contiene a
h({p}) = {k(p)} y a h({x}) = {k(x)} en su cerradura. El cual es igual a
m +

(
m
2

)
+
(
m
3

)
, donde m es el número de aristas de Y que unen a k(p) con

k(x). Así, s+
(
s
2

)
+
(
s
3

)
= m+

(
m
2

)
+
(
m
3

)
. Por tanto s = m. Esto completa la

prueba de la A�rmación 2.
A�rmación 3: Si p ∈ R(X) y ord(p,X) = r, entonces ord(k(p), Y ) = r.
Por el Lema 4.1.3 y el Lema 4.3.1, h(R3(X)) = R3(Y ) y h(E3(X)) = E3(Y ).
Así, para cada A ∈ F3(X), vX(A) = vY (h(A)).
En particular, vX({p}) = vY ({k(p)}). Sim = ord(k(p), Y ), por el Lema 4.3.4,
entonces r+

(
r
2

)
+
(
r
3

)
= vX({p}) = vY ({k(p)}) = m+

(
m
2

)
+
(
m
3

)
. Así, r = m.

Por tanto, la A�rmación 3 está probada.

A�rmación 4: Sea p ∈ R(X) tal que ord(p,X) = r.
Supongamos que el número de lazos de X (respectivamente de Y ) que con-
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tiene a p (respectivamente, k(p)) es m (respectivamente, m′) el número de
puntos �nales de X (respectivamente, Y ) adyacentes a p (respectivamente,
k(p)) es t (respectivamente, t′) y el número de aristas de X (respectivamen-
te, Y ) uniendo p (respectivamente, k(p)) a otro punto de rami�cación de X
(respectivamente, Y ) es s (respectivamente, s′). Entonces m = m′, t = t′ y
s = s′.
Por la A�rmación 3, ord(k(p), Y ) = r. Así, 2m+t+s = r = 2m′+t′+s′. Sean
I1, . . . , Iu diferentes aristas de X que contienen a p. Entonces u = m+ t+ s.
Procediendo como en la demostración de la A�rmación 2, el número de com-
ponentes C de F3(X)−R3(X) que satisface que {p} ∈ ClF3(X)(C) es igual al
número de subconjuntos no vacíos de I1, . . . , Iu con a lo más tres elementos.
Por lo tanto, el número de componentes es igual a u+

(
u
2

)
+
(
u
3

)
.

Ya que h es un homeomor�smo, este número es igual al número de compo-
nentes de h(F3(X)−R3(X)) = F3(Y )−R3(Y ) que contiene en su cerradura
a h({p}) = {k(p)}, que es igual a u′ +

(
u′

2

)
+
(
u′

3

)
, donde u′ es el número de

aristas de Y que contienen a k(p). Así, u +
(
u
2

)
+
(
u
3

)
= u′ +

(
u′

2

)
+
(
u′

3

)
. Por

tanto, u = u′. Ya que u′ = m′ + t′ + s′, entonces m + t + s = m′ + t′ + s′.
Como 2m+ t+ s = 2m′ + t′ + s′, obtenemos que m = m′ y t+ s = t′ + s′.
De la A�rmación 1 y la A�rmación 2, se sigue que s = s′. Por tanto t = t′.
Estamos listos para mostrar que X y Y son grá�cas equivalentes, y así X y
Y son continuos homeomorfos.
Dados dos puntos diferentes de rami�cación p y x en X, sea

A(p, x) = {J : J es una arista de X y J une a p con x}

y de manera similar, sea

A′(p, x) = {L : L es una arista de Y y L une a k(p) con k(x)}.

Por la A�rmación 2, podemos elegir una biyección k(p, x) desde A(p, x) sobre
A′(p, x). Dado un punto de rami�cación p de X, de�namos

B(p) = {J : J es lazo de X y p ∈ J},

B′(p) = {L : L es lazo de Y y k(p) ∈ J}

y �nalmente

C(p) = {J : J es una arista de X que une a p con un punto �nal de X}

y
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C ′(p) = {L : L es una arista de Y que une a k(p) con un punto �nal de Y }.
Por la A�rmación 4, es posible elegir biyecciones k1(p) : B(p) −→ B′(p) y
k2(p) : C(p) −→ C ′(p).
Sea S(X)( S(Y ), respectivamente) el conjunto de aristas de X (Y , respec-
tivamente). Así, variando los puntos p y x obtenemos conjuntos disjuntos
A(p, x),B(p) y C(p) y la unión de todos ellos es S(X), podemos de�nir una
extensión común, K : S(X) −→ S(Y ), de todas las funciones de la forma
k(p, x), k1(p) y k2(p), donde K es una biyección.
Sea V(X)(respectivamente V(Y )) el conjunto de vértices de X (respecti-
vamente Y ). Ahora, extenderemos la función k (de�nida en los puntos de
rami�cación de X) para V(X). Dado un punto �nal de X, existe una arista
J de X que une a x con un punto de rami�cación p de X. Entonces K(J)
contiene exactamente un punto �nal y de Y . Entonces de�namos k(x) = y.
Por tanto k es una biyección.
Por lo que se tiene de�nidoK : S(X) −→ S(Y ) y una biyección k : V(X) −→
V(Y ) tal que p ∈ J si y sólo si k(p) ∈ K(J) y para cada lazo L de X, K(L)
es un lazo en Y .
Esto prueba que las grá�cas X y Y son isomorfos como grá�cas, es decir,
encontramos una función biyectiva entre los conjuntos de vértices de las grá-
�cas que preserva la relación de adyacencia. Por tanto X es homeomorfo a
Y . �

Teorema 4.3.8. Sea X un arco o una curva cerrada simple. Sean Y una
grá�ca �nita y n ∈ {2, 3}. Supongamos que Fn(X) es homeomorfo a Fn(Y ).
Entonces X es homeomorfo a Y .

Demostración: Como X no contiene puntos de rami�cación, R(X) = ∅.
Sea h : Fn(X) −→ Fn(Y ) un homeomor�smo. Entonces h(En(X)) = En(Y ).
Por el Lema 4.3.1, Fn(X) = En(X). Por el Lema 4.1.3, Y no contiene puntos
de rami�cación. Así, Y es un arco o una curva cerrada. Si X es un arco,
entonces F2(X) es homeomorfo a una 2-celda y F3(X) es homeomorfo a una
3-celda. Si X es una curva cerrada simple, entonces F2(X) es homeomorfo a
una banda de Möbius y F3(X) es homeomorfo a una esfera tridimensional en
R4 (Véase [3]). Por el homeomor�smo entre los espacios, el teorema queda
demostrado. �
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Corolario 4.3.9. Sean X y Y grá�cas �nitas. Supóngase que Fn(X) es ho-
meomorfo a Fn(Y ). Entonces X es homeomorfo a Y .

Demostración: Por los Teoremas 4.2.6, 4.3.7 y 4.3.8 se tiene que si X y Y
son grá�cas �nitas y Fn(X) es homeomorfo a Fn(Y ) con n ∈ N, entonces X
es homeomorfo a Y . �

Dado ya un recorrido, describiendo propiedades para conjuntos, represen-
tativos, dentro de las grá�cas. Finalmente se ha logrado, llegar al resultado,
el cual implica el propósito principal de este trabajo, probar que las grá�cas
�nitas tienen producto simétrico único. El resultado se muestra a continua-
ción.

Corolario 4.3.10. Sea X una grá�ca �nita y Z un continuo. Supongamos
que Fn(X) es homeomorfo a Fn(Z). Entonces X es homeomorfo a Z.

Demostración: Dado que Fn(X) es homeomorfo a Fn(Z) y X es una grá�-
ca �nita, por el Corolario 4.1.5, tenemos que Z es una grá�ca �nita. Por el
Corolario 4.3.9, se concluye que X es homeomorfo a Z. �

A partir de este resultado, podríamos considerar la siguiente pregunta: ¾Exis-
ten una grá�ca �nita X, un continuo Z y números n,m ∈ N tales que Fn(X)
es homeomorfo a Fm(Z) y m > 1, pero X no sea homeomorfo a Z?

Por el Corolario 4.3.9, si tales continuos existieran, entonces m 6= n, ade-
más Z es un continuo de Peano y todo subconjunto abierto, no vacío de
Z tiene dimensión mayor que 1. En efecto, ya que Z contiene arcos Fm(Z)
contiene m-celdas. Por la demostración del Teorema 3.1 de [5] y el Teorema
4.1.7, cada subcontinuo abierto no vacío de Fn(X) es n-dimensional. Así,
m < n . Entonces existe un subconjunto abierto de Z de dimensión 1, por
lo que existe (nuevamente por la demostración del Teorema 3.1 de [5]) un
subconjunto abierto, no vacío U de Fm(Z) tal que dim(U) ≤ m lo cual es
una contradicción. Por lo tanto todo subconjunto abierto no vacío de Z tiene
dimensión mayor que 1.
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