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Capitulo 1

Introduccion

Sean X un espacio topoldgico, Y un conjunto no vacioy g : X — Y una
funcién suprayectiva. La coleccién 7, subconjunto del conjunto potencia de
Y definida por 7, = {U C Y : g }(U) es abierto enY } es una topologfa en YV’
llamada la topologia de identificacién inducida por g en Y. Uno de los temas
principales que se analizan en cursos basicos de Topologia general es el de
espacio de identificacién. Esta topologia fue estudiada por R.L.Moore y R.D.
Anderson en 1948 (Concerning upper semicontinuous collections of Conti-
nua) y P.Alexandroff en 1927 (iber stetige Abkildung Kompakter Raume).
La importancia de este tipo de espacios radica en su uso; es decir, con ellos
principalmente se pueden construir espacios topoldgicos con ciertas propieda-
des especiales que permiten mostrar ejemplos o contraejemplos a conjeturas
importantes y que sin esta herramienta podria ser imposible resolverlos. Los
espacios de identificacion mas usados son aquellos generados por un espacio
X una particiéon D o una relaciéon de equivalencia y la funciéon natural entre
ellos, en la cual a cada elemento del dominio X le corresponde como imagen
al inico elemento de la particion D que lo contiene. Estos ultimos espacios
también son llamados espacios de descomposicién o espacios cociente.

Aqui desarrollaremos resultados generales relacionados a la topologia de
identificacién, asi como determinar cuando un espacio topolégico Y tiene
la topologia de identificaciéon generada por un espacio X y una funcién g
suprayectiva entre ellos. Veremos también si las propiedades que tiene X
son preservadas, o no, en Y bajo funciones de identificaciéon. Mostraremos
resultados adicionales cuando el espacio X es un continuo y el conjunto Y es
una particién D de él, asi como también cuando un espacio de descomposicion
es semicontinuo superiormente.



Y de manera muy particular trabajaremos con espacios cociente llamados
espacios de adjuncion. Estos ultimos muy utilizados para construir ejemplos
muy interesantes.

Finalmente dedicamos una seccién a ejemplos geométricos de espacios de
descomposicion sin dar una demostracion rigurosa, pero si dando una idea
intuitiva,no menos importante, de espacios cociente.



Capitulo 2

Preliminares

Definicién 2.1. Sea X un conjunto no vacio. Una topologia para X es una
familia T C P(X) tal que:

1. ), X eT.
2. Si B es una familia arbitraria de elementos de T, entonces | JB € T.

3. SiB={By,B,,..B,}, Bi€T coni=1...n, entonces (\;_, B; € T.

A la pareja ordenada (X, T) se le llama espacio topoldgico.

Definicién 2.2. Sean (X, 1) un espacio topolégico y B C 1. Diremos que B
es una base para T si cada elemento no vacio de T se puede ver como una
union de elementos de B.

Definicién 2.3. Sean (X, 1) un espacio topolégico yY C X. Definimos a la
Topologia del subespacio Y como la familia

{UNnY:Uert}

Definicién 2.4. Sea F C X, diremos que F es un conjunto cerrado si
X\Fer.

Denotaremos a la familia de cerrados de la topologia 7 como Fi(X)

Proposicién 2.1. Sea X un espacio topolégico y 11 y 1o dos topoldgicas en
X y Fi(X) Fo(X) los cerrados de X con respecto a T y T respectivamente.
Entonces 71 C 15 si y solo si F1(X) C Fa(X).

9
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Demostracion. Primero probaremos que Fi(X) C Fy(X). Sea F' € Fi(X),
entonces X\F € 73. Como 71 C 7y se tiene que X\F € 7y, por lo cual
F € F3(X). De modo que Fi(X) C Fo(X).

Veamos ahora que 7 C 75. Sea U € 7, entonces X\U € F1(X), como
Fi(X) C Fo(X) se tiene que X\U € Fo(X), de modo que U € 7. O

Definicién 2.5. Sean (X,7x) y (Y,7y) espacios topoldgicos y f : X — Y
una funcion. Diremos que [ es continua si para todo V € Ty se tiene que

fﬁl(V) € Tx.
Definicién 2.6. Sea f: (X, 7x) — (Y, 7y) una funcion. Diremos que f es
» abierta si para cada U € Tx se tiene que f(U) € Ty.

» cerrada si para cada K subconjunto cerrado de X se tiene que f(K)
es un subconjunto cerrado de'Y .

Definicién 2.7. Sea (X, 7x) un espacio topoldgico. Una sucesion en X es
una funcion S : N — X, la denotaremos como S = (xp,)nen-

Definicién 2.8. Sean (X, 7x) un espacio topoldgico, (Tn)nen una sucesion
en X yx € X. Diremos que la sucesion converge a x si para cada U € Tx
que contiene a x, existe N € N tal que para todon > N, x, € U.

Si la sucesion (T, )nen converge a x lo escribiremos de la siguiente manera:
Tp — T

Teorema 2.1. Sean f: (X, 7x) = (Y,7v) yx € X. Si f es continua en x y
(Tn)nen €s una sucesion en X tal que x, — x, entonces f(x,) — f(z).

Demostracion. Sean (z,)neny una sucesiéon que converge a x € X,y V € 7y
tal que f(z) € V. Por la continuidad de f, existe U € 7x tal que z € U
y f(U) € V. Dado que z, — x, entonces existe N € N de modo que
x, € U, para toda n > N, asi f(z,) € V para toda n > N. Por lo tanto

f(wn) = (). O

Definicién 2.9. Sea f: (X, 7x) — (Y, 7y) una funcion biyectiva . Diremos
que f es un homeomorfismo si f y f~! son continuas. En tal caso diremos
que X y'Y son homeomorfos denotado por X =Y.

Proposicion 2.2. Sea f: X — Y wuna funcion biyectiva y continua. Enton-
ces f es un homeomorfismo si y solo si f es abierta.
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Demostracion. Supongamos que f es un homeomorfismo. Sea U € 7x, como
f~! es continua, entonces (f ')~ (U) = f(U) € 7y. Por lo tanto f es funcién
abierta. Supongamos ahora que f es abierta. Sea U € 7x, como f es abierta
se tiene que f(U) € 7y, donde f(U) = (f~1)"*(U), por lo tanto f~! es
continua. En consecuencia, f es un homeomorfismo. [

Definicién 2.10. Un espacio Y se encaja es un espacio X si existe una
funcion inyectiva f 'Y — X tal que f es un homeomorfismo entre Y y
f(Y), como subespacio de X. A tal funcion se le llama encagje.

Algunos de los axiomas de separacion que estaremos usando en este tra-
bajo son los siguientes.

Definicién 2.11. Diremos que un espacio topoldgico (X, Tx) es un espacio
Tq st para cualesquiera dos puntos x,y € X existe un abierto U tal que v € U

yy¢U.

Definicién 2.12. Diremos que un espacio topoldgico (X, Tx) es un espacio
T si para cualesquiera dos puntos x,y € X existen dos abiertos U,V € Tx

tales que x € U\V yy € V\U.

Definicién 2.13. Diremos que (X, 7x) es un espacio Tq o de Hausdorff si

para cualesquiera dos puntos distintos x,y € X, existen dos abiertos ajenos
UyV de X tales quex €e U yy € V.

Si una sucesion converge en un espacio Ts, entonces el limite es tinico.

Definicién 2.14. Un espacio topoldgico (X, Tx) es un espacio regular si
dados F C X cerrado y x € X\F, existen subconjuntos abiertos ajenos U
y V tales que x € U y F C V. Si ademds es un espacio Ty, diremos que el
espacio es Tsg.

No es dificil ver que T3 implica ser 15 lo que implica ser T} lo que implica
ser Tj.

Definicién 2.15. Un espacio topoldgico (X, 7x) es normal si dados dos
conjuntos cerrados ajenos Fy, Fy C X, existen abiertos ajenos U y V tales
que 1 C U y Fy C V. Diremos que un espacio topolégico (X, 7x) es T4 si
es T y normal.
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Definicién 2.16. Un espacio topolégico (X,Tx) es un espacio comple-
tamente regular, también denominado espacio de Tychonoff o espacio
Tg%, si es un espacio Ty y dados F C X cerrado y x € X\F, existe una
funcion continua f: X — [0,1] tal que f(F) = {0} y f(z) = 1.

Observemos que 7T 3% implica ser T3.

El siguiente teorema caracteriza a los espacios 717. Este resultado sera
usado de manera considerable durante todo el trabajo.

Teorema 2.2. Un espacio topoldgico (X, Tx) es 11 si y sdlo si para cada
z € X se tiene que {x} es cerrado.

Demostracion. Sea x € X, probaremos que X\ {z} es abierto. Supongamos
lo contrario, de esta manera existe y € X\ {z} tal que para todo U € 7 tal
quey € Uy U ¢ X\{x}, esto es UN {z} # 0; es decir, z € U para todo
U € 7 donde y € U. Por otra parte como X es T}, entonces existen V,W € 1
de modo que z € V\W yy € W\V, lo cual es una contradiccién pues z € W.

Supongamos ahora que {z} es cerrado. Sean z,y € X y U = X\ {z} y
V = X\{y} € 7, entonces y € U\V = (X\ {z}) \(X\{y}) = {y}. Similar-
mente z € V\U = {z}. O

Si V C X, entonces V denotard la cerradura de V en X.

Teorema 2.3. Un espacio topoldgico (X, T) es reqular si y sdlo si para todo
xeUconUE€T, eristen V€T tal quex € VCV CU. [1, Proposicion

14.3(b), p.94]

El siguiente resultado caracteriza a los espacios normales, su prueba se
puede consultar en [4, Proposicién 5.19, p.84].

Teorema 2.4. Un espacio X que es 11 es un espacio normal si y solo st
siempre que F' es un subconjunto cerrado y U es un subconjunto abierto tal
que F' C U, emiste un subconjunto abierto V tal que F CV CV CU.

Ahora definiremos lo que es un espacio compacto, para ello necesitamos
lo siguiente.

Definicién 2.17. Sean (X,7x) un espacio topoldgico y C = {A,: o € I}
una familia de subconjuntos de X. Diremos que C es una cubierta de X si

X =Jec.
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Definicién 2.18. Sean (X, 7x) un espacio topoldgico y C una cubierta de X .
Diremos que C' C C es una subcubierta de C si X = |JC'. Si C' es finita,
diremos que C' es una subcubierta finita de C. Si cada elemento de C es un
subconjunto abierto de X, diremos que C un una cubterta abierta de X.

Definicién 2.19. Sea (X, 7x) un espacio topolégico. Diremos que X es com-
pacto si para toda cubierta abierta C = {A, : o € I} existe una subcubierta
finita de C.

Un subconjunto K de X es compacto si como subespacio es compacto.

Teorema 2.5. Sean (X, 7x) un espacio topoldgico y K C X. Si K es cerrado
y X es compacto, entonces K es compacto.

Demostracion. Sean K cerradoen X y C = {A, : @ € I} una cubierta abierta
de K. Dado que K es cerrado X\ K es abierto. Entonces C U {X\ K} es una
cubierta de X. Como X es compacto, existe una subcubierta finita de C’ de
CU{X\K}. De esta manera X\ K junto con una cantidad finita de elementos
de C cubren a X, digamos A,,,...,Aq,. Asi C' = {Any, ..., Aa,, X\K} es
una cubierta abierta finita de X. Asi C"” = {A,,,..., Aqa,} es una cubierta

abierta finita de K. Por lo tanto, K es compacto.
]

Teorema 2.6. Sean (X,7x) un espacio topolégico y K C X. Si X es de
Hausdorff y K es compacto, entonces K es cerrado.

Demostracion. Seax € X\K. Dado que X es de Hausdorff, para caday € K,
existen dos abiertos U, y V,, ajenos y no vacios tales que z € U, y y € V,,,
de esta manera C = {V,, : y € K'} es una cubierta abierta de K. Como K es
compacto existen yi,...,y, € K tal que K C |J_, V..

Sea U = (N, U, € 7, entonces z € U. Afirmamos que U C X\K.
Consideremos z € U = (\_, U,, C U,,. Asi, z ¢ V,, para todo i =,1...,n,
esto implica que z ¢ |J;_, V. Por lo que z ¢ K. Por lo tanto U C X\K y
asi X'\ K es abierto, de donde se concluye que K es cerrado. O

Teorema 2.7. Sea [ : (X, 7x) — (Y, 7y) una funcién suprayectiva, si f es
continua y X es compacto, entonces Y es compacto.

Demostracion. Sea C = {V, : @ € I'} una cubierta abierta de Y. Dado que f
es continua, f~(V,) € 7x para todo a € I y ademas
K={f"'V,) =U,:«a €I} es una cubierta abierta de X, pues como Y =

Uuer Va, entonces X = f71(Y) = f (Uuer Va) = Uper fHVL).
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Por la compacidad de X, existen o, ..., a, tales que X = U}, /=1 (Va,).

De estamanera Y = f(X) = f(U; /7' (Va,)) = UL f(F 7 (Vo)) = UiZy V-
Por lo tanto C' = {V,,,...,V,,} es una cubierta finita. O

Teorema 2.8. Sea f: (X,7x) — (Y, 7v). Si f es continua, X es compacto
y Y es de Hausdorff, entonces f es cerrada.

Demostracion. Sea F' un subconjunto cerrado en X. Como X es compacto,

entonces F' es compacto. Dado que f es continua, f(F') es compacto y como
Y es de Hausdorff, f(F') es cerrado. O

Definicién 2.20. Un espacio topologico X es un espacio de Lindelof si
cada cubterta abierta para X contiene una subcubierta numerable.

Definicién 2.21. Un espacio topolégico (X, T) es sequndo numerable si
X tiene una base numerable.

La prueba del siguiente teorema se puede consultar en [I], Teorema 16,p.112]

Teorema 2.9. Si (X, 7) es un espacio topolégico el cual es sequndo nume-
rable, entonces toda cubierta abierta de X tiene una subcubierta numerable;
es decir, es un espacio de Lindelof.

El siguientes Teorema es conocido, su prueba se puede consultar en [I]
Teorema 16.8, p.111]

Teorema 2.10. Si (X, 7) es un espacio topoldgico reqular y Lindelof , en-
tonces X es normal.

Lema 2.1. Lema de Urysohn. Sea (X, T) un espacio topoldgico. Entonces
las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) X es normal.

b) SiCy y Cy son conjuntos cerrados y ajenos, entonces existe una funcion

continua f: X — [0,1] tal que f[Cy] = {0} y f[Cs] = {1}.

c) Si Cy y Cy son conjuntos cerrados y ajenos y a,b € R con a < b,
entonces existe una funcion continua f : X — (a,b) tal que f(Cy) =

{a} y F(Cy) = {b}.
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Demostracion. Supongamos que X es normal y probaremos que si Cy y Cy
son conjuntos cerrados y ajenos, entonces existe una funciéon continua f :
X — [0,1] tal que f (C1) = {0}y f (Cs) = {1}. Sean C; y Cs conjuntos cerra-
dosy ajenos de X. Para cadan € N definamos D, = ke{0,1,2,3,. 2”}}
Sea D=D,={2:neNyke{0,1,23,.. 2”}{}

Veamos en primer lugar que para todo r € D,, existe un subconjunto M,
de X tal que:

L. MO = 01 y M1 :X\Cg
II. Para todo r’ € D con r < ' se verifica que M, C M,

La prueba se hara por inducciéon sobre n. Observemos que para todo n €
NU {0} D, C Dy4:1. Note que paran =0, Dy = {45 : k € {0,1}} = {0,1}.
Tomemos My = Cy y M, = X\Cy, entonces My = C; = C; C X — Cy =
M, = Ml, lo cual cumple la base de induccién.

Hipdtesis de induccién: Supongamos que tenemos construidos los conjun-
tos M., para cada r € D,,_; verificandose I y II. Veamos la construccion de
los M, para n. Sea r € D,,, entonces r = 2—n con k € {0,1,...2"}. Suponga-
mos primero que K es un multiplo de 2, se tiene que r = 22% = Zk_
k' € {0, 1 2,...2""11 En este caso r € D,_1, por la hipétesis de induccién
existe 527 que cumple Iy II. Asf, se define M, = Mk' . Si k no es multiplo
de 2 se tlene que k — 1y k+ 1 son multiplos de 2, por loque k—1=2ky
k + 1 = 2k, para algunos k; y ks € N.

Sean s :r—%yt—rJr;Q,r € D,. Veamos que s :7’—2% =

k 1 k—1 2k 1 k+1 2k k.
k1 k=1 2k yt_r+__2_n+2_n:i—_2— 2

2n 2n T o2n T ogn T 2" 2n T 2pn — 2n—l-

Probemos que s,t € D,,_;. Para esto veamos que ki, ky € {0,1,2,...2"71}
en efecto, como k no es multiplo de 2, k € {1,3,...2" '}, entonces % =
ki€ {0,1,2,...277 =1} y B = &y € {1,2,3,...2"71 ) Asl ki ko €
{0,1,2,...2" 1}, Por lo tanto s,t € D,,_.

Usando la hipétesis de induccion existen los conjuntos My y M; que cum-
plen I y I y como s < t, entonces M, C M,. Como X es normal y por
la Proposicion 1, existe un conjunto abierto que llamaremos M, tal que
M, C M, C M, C Mt Donde t es el inmediato sucesor de r en D,,. Sea
r’ un numero arbitrario en D, tal que r < 7/, entonces existe un nimero
natural m tal que ¢ +m(5) = 1.

Llamemos r; a el inmediato sucesor de r en D,,, 75 el inmediato sucesor

de ry en D,, y r,, el inmediato sucesor de r,,_; en D,,. Repitiendo el proceso
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anterior para el sucesor tenemos M, C M CM rn C M,ﬂ2 C...CM, .C
Mr = M, Por lo que M, C M,

Definamos ahora una funcién f : X — [0, 1] de la siguiente forma:

inf{reD::cEMT} si x ¢ Cy

flx) =

1 si x € (Cy

Bajo esta definicion se tiene que f ya que si x € C; = M,, entonces
v € Myyx ¢ Cy. Porlo queinf {7‘ eD:x¢€ MT} = {0} y por construccién
f(C2) ={1}.

Veamos que f es continua. Basta probar que la imagen inversa de inter-
valos de la forma [0,a) y (b, 1] son abiertos donde a < 1y b > 0.

Note que f71([0,a)) ={z € X :0< f(z) <a} =

{xEX:oS@'nf{TED:xEMT}<a}.

Afirmacién 1. f(x) < a si y sélo si existe 7y < a tal que =z € MTU.
Supongamos primero que f(z) < a. De esto, inf {r eD:xe MT} < a
por lo que a no es cota inferior de {7" eD:xeM, } asi que existe p €
{r eD:x€M, } tal que p < a. Por la densidad de D en el intervalo [0, 1]
existe 1o € D tal que p < rg < a. Como p < 1y, entonces M - M,n0 Como
p € {7“ eD:xeM, } se tiene que x € Mp7 por lo tanto € M,, pues
M - MT0 C M,,. Para el regreso supongamos que si existe 7y < a tal que
T € M tendremos que z € M,,, entonces ry € {7“ eD:xeM, } por lo
queinf{rED.xeM}§r0<a.

Afirmacién 2. Veamos que f~'[[0,a)] = U {M r < a} En efecto,

r € f71[0,a)] siy sélosi 0 < f(x) < a siy sélo si existe ry < a tal
que T € MT0 siy sélosiz e | {M r < a} Como cada conjunto M,

es abierto, entonces | J {Mr < a} es abierto. De este modo f~![[0,a)] es
abierto. Ahora veamos que [~ {(b,1]} ={z € X : b < f(x) < 1}
={zeX:b<inf{reD:zeM,}o f(z) =1}

Afirmacién 3. b < f(z’) si y solo si existe 7o > b tal que z ¢ M,,.
Supongamos que b < f(x). Si f(x) = 1, se tiene que x € C5 por lo que
r ¢ X —Cy = M. Comob<1ex1ster0€Dtalqueb<ro<1
de esta manera M, C M; = M; y si « ¢ M, entonces z ¢ M,,. Si
flx) = mf{reD:xeM }, entonces b < inf{reD:x e M,}. Como
D = [0,1] existe 1o € D tal que b < 1y < inf {r eD:x EMT}. Vea-
mos que x ¢ Mm pues si rg € {r eD:xe Mr}, entonces se tiene que
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nf {7" eD:xe HT} < 719, lo cual es una contradiccién. Para el regreso
supongamos que existe 1o > b tal que ¢ M,,. Supongamos primero que
f(z) = 1, si ocurre que b > f(z) = 1, entonces ry > b > 1 lo cual es una
contradiccién pues r € [0, 1], por lo tanto b < f(x).

Supongamos ahora que f(z) # 1. Veamos que 79 es cota inferior de
{TED $€Mr}; es decir, que para todo p € {TGD a:EM} ro < p.
Notemos que si p € {r €eD:xc M, } entonces 19 < p, ya que si rg > p,
se tendrfa que M, C M,, C JWT0 y como = ¢ M,,, entonces © ¢ M,
por lo que p ¢ {7“ eD:zeM, } lo cual es una contradiccion. Asi rg
{reD:xeM,} = f(z). Por loque b < ro < inf{reD:zeM,}
/().

Afirmacién 4. f7((b,1]) = U{X\M, :r > b} = X\N{M, : 7 > b}.
En efecto, z € f~1((b,1]) siy sélosi b < f(x) < 1siy sblo si existe 79 > b
tal que z ¢ M,, siy sélo si z € X\M,, siysélosiz € J{X\M, :r>b}.

Ahora como M, es cerrado para todo r, entonces [ {M,, cro> b} es ce-
rrado lo cudl implica que X\ (" {M, : 7> b} es abierto. Asi f~'((b,1]) es
abierto. Por lo tanto f es continua.

Supongamos ahora b) si C y Cy son conjuntos cerrados y ajenos y a,b €
R con a < b,entonces existe una funcién continua f : X — [a,b] tal que
f(C) = {a} y f(Cy) = {b}. Para ello consideremos un homeomorfismo
h :[0,1] — [a,b]. Entonces la funcién buscada es la composicién de h con
f:X —la,b.

Probemos que X es normal suponiendo c). Sean C} y Cy conjuntos ce-
rrados y disjuntos. Por hipotesis existe una funcién continua f de X en
el intervalo [a,b] tal que f(Cy) = {a} y f(Cy) = {b}. Note que C; C

= ' (|a, T)) pues si © € (), entonces f(xr) = 0. Similarmente
C’2 C Gy = f~ (( 52, b0]) va que si € Cs, entonces f(z) = 1. Ademds
GlﬂGg @pues[,b—}ﬂ(’)_—a,b}:@.

2 2
Por lo tanto, X es normal. ]

Il IA <

Definiremos ahora lo que es un espacio conexo.

Definicién 2.22. Sea (X, 7x) un espacio topolégico. Diremos que X es dis-
conexo si existen dos abiertos U y V de X ajenos no wvacios tales que
X =UUV. Diremos que X es conexo si no es disconero.

Definicién 2.23. Un subespacio A de X es conexo si con la topologia
relativa de A resulta ser un espacio conezo.
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Teorema 2.11. Sea (X, 7x) un espacio topoldgico. Si {An; o € I} es una
familia de subconjuntos conexos tales que (), c; Aa 7# 0, entonces |, 4 Aa €s
conezo.

Demostracion. Supongamos que | J,.; Ao es disconexo, entonces existen dos
abiertos relativos U y V' en |J,.; Aa ajenos y no vacios tales que |J,c; Aa
=UUV. Asi, A, € U,; Para cada o € I, de esta manera A, € UUV para
todo o € I.

Como A, es conexo se tiene que A, C U o A, C V para todo o € I.
Si para alguna o € I, A, C U, entonces tenemos que A, C U para todo
a € I, pues como (),c; Aa € Ay € U y ademds (),.; Ao € A, para todo
a € I, de esta manera se tiene que A, N U # (. Por lo tanto, A, C U para
todo o € I. Asi UQGI A, CU y V =10, lo cual es una contradiccién.

De lo que se concluye que |J,; Aa €s conexo. O

Definicién 2.24. Sean (X, 7x) un espacio topolégico y p € X. La compo-
nente conexa de p en X es la union de todos los subconjuntos conexos de X
que contienen a p. Notacion: C, = |J{C C X;p e C y C es conevo de X}

Note que por el Teorema C) es un conjunto conexo.

Proposicién 2.3. Sea (X, 7x) un espacio topolégico. Las componentes son
conjuntos cerrados en X.

Demostracion. Sea C), una componente conexa de X. Como C), es conexo,
entonces C,, es un conjunto conexo que contiene a p, ademés sabemos que
C, C Fp. Dado que las componentes son conjuntos conexos maximales se
tiene que C), = @. Por lo tanto C), es un conjunto cerrado. O]

A continuacion definiremos lo que es un espacio métrico, para ello comen-
cemos con la definicién de métrica

Definicién 2.25. Sea X un conjunto. Una métrica en X (también llama-
da distancia) es una funcion d : X x X — RT U{0} tal que satisface las
siguientes condiciones:

a) d(z,y) =0 siy solo six =1y.
b) d(z,y) = d(y,x) para cada z,y € X.

c) d(z,y) < d(z,z)+d(z,y) para cualesquiera x,y,z € X. Esta propiedad
es conocida como la desiqualdad del triangulo
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Definicién 2.26. Un espacio métrico es una pareja ordenada (X, d) donde
X es un conjunto y d es una métrica.

Si X es un espacio métrico, entonces d gemera una topologia T4 que
tiene como base a la familia B = {B.(z):x € X,e > 0}, donde B.(x) =
{y € X :d(z,y) < €}.

No es dificil ver que si X es métrico y' Y C X, entonces Y es métrico, y
ser métrico se preserva bajo homeomorfismos.

Definicién 2.27. Un espacio topoldgico (X,7x) es metrizable si existe
una métrica d sobre X que es compatible con la topologia de X ; es decir, la
topologia T4 es igual a Tx.

Teorema 2.12. (Teorema de Urysohn 1925.) Un espacio topoldgico X
reqular y con una base numerable es metrizable.

Demostracion. Probaremos que X es metrizable construyendo un encaje X
en un espacio metrizable Y.

Como primer paso probaremos que existe una coleccién numerable de
funciones continuas f, : X — [0, 1] con la propiedad de que dado cualquier
punto xy de X y cualquier abierto U de X que contiene a xq, existe un indice
n tal que f,, es positivo en xy y nulo fuera de U, como X es regular y Lindelof,
entonces por el Teorema X es normal. Por el Lema de Urysohn, para
cualquier zy y U un abierto de z( existe un funciéon continua que es positiva
en {0} y se anula en X\U. Podemos notar que si se eligen dichas funciones
para cada par (zg,U), la coleccién resultante no tiene porque ser numerable.
Lo que se hara sera disminuir el tamano de esta coleccién.

Sea {B,},cy una base numerable para X. Sea v € X y u € 7 tal que
x € U, entonces existe B,, un basico tal que x € B,, C U. Como X es regular
del Teorema 1.3 existe V € 7 tal que z € V C V C B,, C U, asf para n,m
indices se tiene que x € B,, CV C V C B,, C U, entonces B,, C B,,, con
B, N (X\B,,) = 0. Notemos que B,, X\B,, son subconjuntos cerrados de
X, por el Lema de Urysohn ,existe una funcién continua h,,,, : X — [0,1]
tal que b ({Ba}) = {1} ¥ huon({X\Bu}) = {0}.

Renumeremos a la familia de funciones {h,m}, oy de la forma {fn}, .
Consideremos a R" con la topologia producto y definamos una funciéon f :
X — RY tal que f(x) = (fi(z), fa(z),...). Veamos que f es un encaje
demostrando que f es continua, suprayectiva y que X es homeomorfo a f [X].

Como RN tiene la topologia producto, para cada n € N se tiene que f,, es
continua. Por lo tanto f es continua.
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Veamos que f es inyectiva. Sean x # y. Como X es de Hausdorff existe
un abierto U tal que z € U y y ¢ U. Asi existe k € N tal que fx(z) > 0
v i [X\U] = 0. Como y ¢ U, fuly) = 0. Por lo que f(z) = (f(X), fa(x),
o fe@), ) E (L), oY), - fe(y), ... ) = f(y). Porlo cual f es inyectiva.

De esta manera f es continua y biyectiva en su imagen.

Falta probar que f~! es continua. Para ello mostraremos que f es una
funcién abierta. Sea U € 7x, veamos que f[U] € 7,. Sea zg € f(U) y g
el elemento de U tal que f(zg) = zp. Como U € 7, y 29 € U podemos
encontrar una funcién continua fx tal que fy(zo) > 0y f, [X\U] = 0.
Consideremos el rayo abierto (0,00) de R y sea V = 75" [(0,00)] de R™. Sea
W =V NZ, entonces W es un abierto de Z. Afirmamos que zo € W C f (U).
En efecto, sea zy € W ya que mn(z0) = mn(f(x0)) = fn(zo) > 0, por lo que
n(z0) € (0,00).

Asi, 20 € Vy 29 € f(U) C Z, por lo tanto zp € VN Z = W. Por otro
lado si z € W, existe z € X tal que f(z) = z y como z € V  entonces
mn(2) € (0,00). Pero my(z) = nn(f(x)) = fn(2) y fn es nulo fuera de U.
Por lo que x debe de estar en U, es decir, z € f(z) € f(U). Por lo tanto, f
es un encaje de X en RY el cual es metrizable, de donde f(X) es metrizable,
por lo que Entonces, X es también metrizable. O

Definicién 2.28. Un continuo es un espacio métrico compacto, conexo y
no vacio.

Definicién 2.29. Un subcontinuo es un subconjunto de un continuo que
a su vez es un continuo. Es decir, es un subconjunto cerrado, conero y no
vacio de un continuo.



Capitulo 3

Topologia de identificacion

Definicién 3.1. Sean (X, Tx) un espacio topoldgico, Y un conjunto arbitra-
rio no vacio yp: X — Y una funcion suprayectiva.

La topologia de identificacion en'Y determinada por la funcion p es
la familia 7, = {U C Y : p~Y(U) es abierto en X}

Veamos que T es una topologfa para’ Y. Como ) C Yy p~'(0) = 0 € 7x
entonces () € 7,. Por otra parte, como Y C Y y como p es suprayectiva,
entonces p~1(Y) = X € 7x. Por lo tanto, Y € 7,. Sea 3 una familia arbitraria
de elementos de 7, probaremos que |Jgc5 B € 7p; es decir, p~'(Upeg B) €
7x. Notemos p~ (Upes B) = Upesp™ ' (B). Como p~'(B) € 7x para todo
B € §3, entonces Ugesp ' (B) € 7x. Asf, p7'(Upes B) € 7x. Por lo tanto,
Upes B € 7. Sean, By, By € 7,. Notemos que p~'(By N By) = p~'(By) N
p~Y(Bsy). Como p~!(By),p ! (Bsy) € Tx entonces p~(B;) Np~(Bsy) € Tx, por
lo cual By N By € 7,. Por tanto, 7, es una topologia en Y.

Ejemplo 3.1. Sea p : I — {0,1} la funcion caracteristica de [%, 1].
La topologia de identificacion en {0,1} coincide con la topologia de
Sierpinski.

Sea Y = {0,1}, en efecto, U = {0} C Y, y p~*(U) = [0,3) donde
[0,3) = (=1,3)N[0,1]. As, U € 7,.

SeaV={1}CY,yp (V)= [%, 1] tal que V' & 7,, pues [%, 1} ¢ 1y,
donde Ty es la topologia relativa en el intervalo [0, 1].

Asi T, ={0,1,U}.

21
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Observacién 3.1. Con esta topologia, B C'Y cerrado si y sélo si p~'(B) es
cerrado en X.

Demostracion. Si B C'Y cerrado, entonces Y\ B € 7,; es decir, p 1 (Y\B) €
7x. Como p~ ' (Y\B) = p~{(Y)\p~}(B) = X\p~}(B) y p~}(Y) = X, entonces
X\p~YB) € 7x. Asi, X\(X\p~'(B)) = p~}(B) es cerrado en X. Suponga-
mos ahora que p~!(B) es cerrado en X, entonces X\p~'(B) € 7x. Como
X\p~'(B) =p 1 (Y)\p Y(B) = p }(Y\B), entonces Y\B € 7,. Por tanto B
es cerrado. O

Una consecuencia inmediata que se desprende de tener esta topologia en
Y, la da el siguiente resultado.

Proposicion 3.1. La topologia de identificacion es la topologia mds grande
en'Y tal que p: X — Y es continua.

Demostracion. Sea Ty una topologia en Y tal que p es continua. Vamos a
probar que 7y C 7,. Sea V € 7y, entonces p~ (V) € 7x. Asi, V € 7,. Por lo
tanto 7y C 7. ]

Definicién 3.2. Sean (X,7x) y (Y, 7y) espacios topolégicos. Una funcion
continua y suprayectivap : X — Y es llamada funcion de identificacion
stempre que la topologia en'Y es exactamente 7,, es decir, Ty = T,.

Notemos que bajo esta definicion, se tiene que U € 7y si y sélo si
p Y (U) € 7x. Por otra parte, notemos que si queremos mostrar que p es
una identificacién, basta con probar que 7, C 7y, pues por la Proposicién
se tiene que siempre se cumple que 7y C 7,. Mostraremos solo este he-
cho cuando se requiera demostrar que una funcién p es de identificacién sin
mencionarlo explicitamente y si no causa confusién al lector.
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Ejemplo 3.2. Sean X = [0,1] U [2,3] un espacio topoldgico (con la
topologia relativa de R con la topologia usual) y A = {0,1} con la
topologia discreta. Afirmamos que la funcion p: X — A dada por

0 si zel0,1]
p(z) =

1 si x€[2,3
es una funcion de identificacion.
Observemos que la funcion p es suprayectiva, veamos que p es continua
pues p~t({0}) = [0,1] € 7x yp~t({1}) = [2,3] € 7x. Asi, p es continua
Y suprayectiva.
Falta ver que 7, = 74. Como p es continua, por la Proposz'cz’dn basta
con ver que 17, C 74.
Como 7, = {0, X, {0}, {1}}, pues p~'({0}) = [0,1] y p~ ' ({1}) = [2, 3],
de aqui que {0} y {1} € 7,, entonces 7, = 74
Por lo tanto p es una funcion de identificacion.

\.

Ejemplo 3.3. Sean (R, 7s) el espacio topoldgico, con Ts la topologia
de Sorgenfrey y (R, 7¢7) el espacio topoldgico, con 1y la topologia usual.
Afirmamos que i : (R, 75) = (R, 7¢) la funcion identidad no es funcion
de identificacion. Claramente es suprayectiva y continua.

Veamos que T;, la topologia de identificacion con la funcion v, no coin-
cide con Ty .

Sea V= a,b) , a,b € R, notemos que V ¢ 1y. Como i }(V) =V € 15
se tiene que V € T;.

Por lo tanto i no es funcion de identificacion.

J

Proposicién 3.2. Si la funcidén identidad i : (X, 1) — (X, 72) es continua,
entonces 1 es una identificacion si y solo si T, = Ty.

Demostracion. Primero veamos que 7 = 7. Sea V € 7, como V = i~

1

(V) € 7 y la funcién i es de identificacién, entonces V' € 75 de donde
71 C 7. Ahora, sea U € 5. Como i es continua, entonces i~ (U) = U € 7.
Asi, 7 C 71. Por tanto 7, = 7.
Probaremos que la funcién identidad ¢ es una identificacion. Probaremos
que 7; € 7. Sea V € 74, dado que i es continua, entonces i (V) € 71 = 7,
ast , V=11V) emn.

O
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Proposicién 3.3. Sea i : (X, 1) — (X, 72) la funcion identidad dada por
i(x) = z. La funcion i es un homeomorfismo si y sélo si 71 = 7.

Demostracion. Sea U € 1, veamos que U € 5. Como 7 es un homeomorfismo
se tiene que 7! : (X, 1) — (X, 1) es continua, entonces (i~ ')~ (U) =U €
5. De manera anéloga, si U € 7y, entonces U = i~ *(U) € 7;. Por lo tanto
T = T2.

Supongamos ahora que 7, = 75. Mostraremos que 7 es un homeomorfismo.
Claramente 7 es biyectiva. Sea U € 75. Como U =i }(U) y 7, = 7o, entonces
U € 1. Asi, i es continua. De manera similar se prueba que i1 es continua.

Por lo tanto ¢ es un homeomorfismo. O]

Corolario 3.1. Sea i : (X, 1) — (X, 72) la funcion identidad. Entonces i
es un homeomorfismo st y solo si la funcion i es una identificacion.

Demostracidn. La prueba se sigue de la Proposicién [3.2]y de la Proposicién
3.0l ]

Veamos algunos resultados para los cuales dada una funcién p se tiene
una funcion de identificacion.

Proposicion 3.4. Sip: X — Y es una funcion abierta, continua y supra-
yectiva, entonces p es una identificacion.

Demostracion. Vamos a probar que 7y = 7,. Probaremos que 7, C 7y. Sea
V € 71, de donde p~!(V) € 7x. Como p es abierta y suprayectiva, entonces
V =p(p~'(V)) € 7y. Por tanto 7, C 7y. De lo anterior 7, = 7y-. O

Proposicion 3.5. Sip: X =Y es una funcion continua, cerrada y supra-
yectiva, entonces p es una identificacion

Demostracidn. Mostraremos que 7, C 7y. Sea V' € 7, entonces p~ (V) € 7.
Notemos que X\p~'(V) es cerrado en X. Al ser p una funcién cerrada se
tiene que p(X\p~'(V)) es un conjunto cerrado en Y. Como p es suprayectiva
p(X\p~1(V)) = p(X)\p(p~'(V)) = Y\V es cerrado en Y. Asi, V € 1y. Por

tanto 7, = Ty. ]

Nétese que como un homeomorfismo es abierto y cerrado tenemos como
consecuencia que todo homeomorfismo es una funcién de identificacion.

Corolario 3.2. Sean X y Y continuos. Si f : X — Y es una funcion
continua y suprayectiva, entonces [ es una identificacion.
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Demostracion. Afirmamos que f : X — Y es una funcion cerrada. Como X
es un continuo, se tiene que X es un espacio compacto y dado que Y es un
espacio métrico, es de Hausdorff. Asi, por el Teorema [2.8 se tiene que [ es
cerrada y por la Proposicién |3.5| concluimos que f es una identificacion. [

Una manera de determinar cuando una funcién es de identificacién es
haciendo uso del siguiente resultado.

Proposicién 3.6. Sea p : X — Y continua. Si existe s : Y — X continua
tal que po s = I,, entonces p es una identificacion.

Demostracion. Supongamos que existe una funcién s : Y — X continua tal
que pos = [,. Probaremos que 7, C 7y. Sea V € 7,, entonces p~ (V) €
7x. Como s es continua, s~ '(p~!(V)) € 7y. Dado que s~ '(p~(V)) = (po
s) N (V) = (I,)"Y(V) = V, se tiene que V € 7y. Por lo tanto, p es una
identificacion. H

Definicién 3.3. Diremos que A C X es un retracto de X si y solo si existe
una funcion continua v : X — A dada por r(a) = a para cada a € A, a la
cual llamaremos retraccion.

( 3

Ejemplo 3.4. Sea r : R*\ {0} — {(z,y) eR*: 2?2 +¢y*=1} = A
definida por r(T) = ”; entonces r es una retraccion.

x
x

‘ 2

a_
l[all

Demostracion. Note que r(Z) € Ay sia € A, entonces r(a) =

O o

pues ||@|| = 1, Asi r(a) = @. Por lo tanto r es una retraccion.

\. J

Proposicion 3.7. Sea X un espacio topolégico y A C X un subespacio
cerrado de X. r : X — A es una retraccion de X a A, entonces r es una
funcion de identificacion.

Demostracion. Sea r : X — A una funcién continua tal que r(a) = a para
todaa € Ayseas: A— X lafuncién inclusién, es decir s(a) = a, la cual es
continua. Observemos que 7 o s(a) = r(a) = a = I4. Asi, por la Proposicién
3.6 r es una identificacién. O

Notemos que la funcion r de la Proposicion es una funcién de identi-
ficacién, por ser un retracto de R?\ {0} a S*.
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Definicién 3.4. Consideremos X,Y espacios topologicos yp : X — Y una
funcion continua y suprayectiva. Diremos que A C X es p-saturado si y
sélo si A= p~Y(C), para algin subconjunto C' de Y .

Definicién 3.5. El conjunto p-cargado de A es el conjunto B = p~*(p(A)).
Notese que A C B.

Proposicién 3.8. A es p-saturado si y sélo si A= p~t(p(A)).

Demostracién. Supongamos que A es p-saturado, entonces A = p~!(C') para
algtin C' C Y. Asf, p(A) = p(p~'(C)). Porlo que p~(p(A)) = p~ (p(p~(C)) =
p~1(C) = A debido a que p es suprayectiva. Por lo tanto A p~H(p(A)).

Por otra parte si A = p~!(p(A)), entonces A es p-saturado usando C' =
p(A) O

Proposicion 3.9. Sea p: X — Y una identificacion, entonces la funcion p
es abierta si y solo si el conjunto p-cargado de cada abierto en X es abierto
en X.

Demostracién. Supongamos que p es abierta. Veamos que p~!(p(U)) € 7x.
Sea U € 71x. Como p es abierta, entonces p(U) € 7y. Dado que p es una
identificacién se tiene que el conjunto p-cargado p~!(p(U)) € 7x. Ahora vea-
mos que p es abierta. Sea U € Tx, entonces p~!(p(U)) € 7x. Como p es una
identificacion se tiene que p(U) € 1y. Por tanto p es abierta. ]

Proposicion 3.10. Sea p : X — Y wuna identificacion. La funcion p es
cerrada si y solo si el conjunto p-cargado de cada cerrado en X, es cerrado
en X.

Demostracion. Supongamos que p es cerrada. Sea F' un conjunto cerrado
en X, veamos que p !(p(F)) es cerrado en X. Al ser p cerrada, p(F) es
cerrado en Y. Como p es una identificacién se tiene por la Observacién
que el conjunto p- cargado p~!(p(F)) es cerrado en X. Ahora veamos que p
es cerrada. Si F' conjunto cerrado en X, entonces por hipétesis p~!(p(F)) es
cerrado en X. Como p es una identificacién se tiene que p(F') es cerrado en
Y. Por tanto p es cerrada. O

Se sabe que la composicion de funciones continuas es continua. Una pre-
gunta natural es bajo que condiciones la continuidad de una composicién
implica la continuidad de los elementos que componen la composicién. La
propiedad fundamental de las funciones de identificacién da una respuesta
parcial a dicha pregunta.
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Teorema 3.1. Sea p: (X, 7x) — (Y, 7y) una funcion continua y suprayecti-
va. La funcion p es una identificacion si y sélo si para cada espacio (Z,Tz)
y para cada funcion g @ (Y,17yv) — (Z,77) la continuidad de g o p implica la
continuidad de g.

Demostracion. Sean (Z,Tz) un espacio topolégico y g : (Y, 7v) — (Z,72)
una funcion tal que g o p es continua. Probaremos que ¢ es continua. Sea
U € 7z. Como g o p es continua, entonces (g o p) *(U) € 7x. Dado que
(gop) ™ (U) =p g ' (U)) € Tx y p es una funcién de identificacién se tiene
que g~ H(U) € 7y. Por lo tanto g es una funcién continua. Ahora probaremos
que p es una funcién de identificacién. Sean p* : (X, 7x) — (Y, 7,) donde Y
tiene la topologia de identificaciéon dada por p, marcaremos a p con asterisco
en esta ocasion solo para hacer la diferencia que Y tiene la topologia 7, dada
por la funcién p. Sea i : (Y, 7v) — (Y, 7,) la funcién identidad. Afirmamos
que (Y, 7y) es homeomorfo a (Y, 7,). Notemos que i o p = p*. Como p y p*
son continuas, entonces aplicando la hipdtesis que tenemos ¢ es una funcién
continua. Por otra parte como i~! o p* = p, y p* y p son continuas dado que
p* es una funcion de identificacion, la primer parte de este teorema asegura
que i~! es una funcién continua. Dado que i e i~! son inversas y continuas,
tenemos que (Y, 7y) es homeomorfo a (Y, 7,) con la funcién identidad. Por
la. Proposicién se tiene que 7; = Ty. Por lo tanto se tiene que p es una
identificacién. ]

Uno de los resultados mas usados e importantes dentro de la teoria de
funciones de identificacién es el siguiente.

Teorema 3.2. Teorema de transgresion. Seap: X — Y una identifica-
cion y h : X — Z una funcién continua. Supongamos que hp~' tiene valor
tinico; esto es, h es constante en cada fibra p~*(y). Entonces:

1. hp=t:Y — Z es continua y el diagrama de abajo conmuta.

2. hp™' Y — Z es abierta (cerrada) si y sélo si h(U) es abierto (cerrado)
siempre que U es abierto (cerrado) y satisface que U = p~(p(U)), esto
es, si h(U) es abierto (cerrado) siempre que U sea un conjunto abierto
(cerrado) p-saturado.

Demostracion. 1. Para probar que hp~! es continua, probaremos que
hp~ o p = h y haciendo uso del Teorema se concluird que hp~! es
continua. Sea z € X, notemos que p~!(p(x)) = {w € X : p(w) = p(z)},
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Figura 3.1: Diagrama del Teorema de Transgresién (1)

de donde z € p~!(p(x). Ahora bien, como h es constante en cada fibra,
entonces h(p~'(p(z))) = z para algin z € Z. Asi, ((hp™') o p)(x) =
h(p~'(p(x))) = z = h(z). Dado que h y p son continuas, ((hp~')op) es
continua, entonces por Teorema [3.1] se tiene que hp~! es continua.

. =) Supongamos que hp~' : Y — Z es abierta. Sea U € 7x tal que

U = p'(pU)) € 7x. Como p es funcién de identificacién p(U) €
Ty, ademds como hp~! es abierta se tiene que hp~!(p(U)) € 77. Asi,

hp~ (p(U)) = h(U) € 72.

<) Ahora probaremos que hp~! : Y — Z es abierta. Sea V' € 1. Como
p es una funcién continua y suprayectiva, entonces U = p~1(V) € 7x
y p i (eU)) = p e (V) = p (V) = U, de donde U es un
conjunto p-saturado. Asi, por hipdtesis, h(U) € 7. Por otra par-
te h(U) = hip™'(p(U))) = h(p~(V)) = (hp~)(V). De esta manera
(hp~1) (V) € 77 , por lo que hp~! es una funcién abierta. =) Aho-
ra supongamos que si hp~! : Y — Z es cerrada y F es un subcon-
junto cerrado de X tal que F = p~'(p(F)). Como p es funcién de
identificacién, se tiene por la observacién que p(F) es un subcon-
junto cerrado de Y, ademds dado que hp~! es cerrada se tiene que
hp~!(p(F)) es un subconjunto cerrado de Z. Asi hp~'(p(F)) = h(F) es
un subconjunto cerrado de Z. <) Probaremos que hp™! : Y — Z
es cerrada. Sea K subconjunto cerrado de Y. Como p es una fun-
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cién continua y suprayectiva, entonces F' = p~!(K) cerrado en X y
pHp(F)) = ptp(p " (K))) = p(K) = F, de donde F es un con-
junto p-saturado. Asi por hipétesis A(F') es un subconjunto cerrado de
Z. Por otra parte h(F) = h(p~*(p(F))) = h(p ™ (K)) = (hp 1) (K). De
esta manera , (hp~!)(K) es un subconjunto cerrado de Z. Asi, hp~! es
una funcién cerrada.

]

Teorema 3.3. Teorema de transitividad. Sean p : (X, 7x) — (Y,7,) es
una funcion de identificacion , Z un conjunto no vacio y g : (Y, 17v) — Z una
funcion suprayectiva entonces 7, = Tyop. En particular, g op es una funcion
de identificacion si y solo si g es una identificacion.

X >Y

8

Y
Z

Figura 3.2: Diagrama del Teorema de transitividad

Demostracion. Primero probaremos que 7, C T,0,. Notemos gop : (X, 7x) —
(Z,1,) es continua y suprayectiva pues py ¢ : (Y, 7yv) — (Z, 7,) son continuas
y suprayectivas. Por otro lado como la funcién gop : (X, 7x) = (Z, 740p) €s
continua y 74, s la topologia més grande en Z que hace continua a g o p,
entonces por la Proposicion se tiene que 7, C Tyop.

Ahora veamos que 7,0, C 7,. Como gop : (X, 7x) — (Z,Tyop) €s continuay
p es una funcién de identificacion, entonces g : (Y, 7v) — (Z, 740p) €s continua.
Por otro lado, g : (Y, 7y) — (Z,7,) es continua. Asi, por la Proposicién
obtenemos que 7, es la topologia mas grande en Z tal que g es continua, de
modo que Ty, C 74. Por tanto, 7v = 7.

Como 7, = T740p, entonces g es también funcién de identificacion si y
s6lo si 7, = 7z si y s6lo si T, = Ty si y sélo si g o p es una funcién de
identificacién. ]



Capitulo 4

Subespacios y topologia de
identificacion

Sea p : X — Y una funcién de identificacién y sea F' C Y. Asignemos a
F' dos topologias:

» La topologia de subespacio de Y que denotamos por 7(F)

» La topologia de identificacién 7(p, F'), donde 7(p, F') estd determinada
por la funcién suprayectiva p : p~1(F) — F. Realmente en esta parte
estamos haciendo un abuso de notaciéon pues la funcion definida aqui
serfa una funcién ¢ : p~'(F) — F dada por ¢ = p|,—1(r). Si no causa
confusién mantendremos la notacién usando la misma letra p.

Uno de los objetivos principales de esta seccién es determinar cual es la
relacién entre las topologias 7(F) y 7(p, F).

Proposicion 4.1. Sea p: X — Y una funcion de identificacion, entonces la
funcion p: p~(F) — F es continua cuando F tiene la topologia 7(F).

Demostracion. Como p : X — Y es continua con 7y, entonces pl,_1(p) :
p ' (F) — F es continua cuando F' tiene la topologia 7. O

Observemos que por el Lema 4.1, p : p~!(F) — F es continua y aplicando
la Proposicién [3.1] se tiene que 7(F) C 7(p, F).
Veamos un ejemplo en donde 7(F') # 7(p, F).

30
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Ejemplo 4.1. Sean F = 1N [0,1] y Y = {1} U F donde I son los
nimeros irracionales. Sea p : [0,1] — Y determinada por:

T St rzeF

p(z) =
1 si 2€QnNJo0,1]

Consideremos a 'Y con la topologia de identificacion. Notemos primero
que si U € 1y, entonces p~1(U) contiene a QN |0, 1], pues como p~1(U)
es abierto en [0,1], entonces existe x € QN p ' (U) por la densidad de
Q en [0,1] con la topologia usual. Asi, x € p~*(U) yp(x) =1€ U. De
esta forma QN [0,1] = p~1({1}) C p~}(U).

Consideremos a q¢ = ply-1(r) : p~(F) = F la funcidn de identificacion
sobre F'. Veamos que 7(p,F) # 7(F). Observemos que q¢ = I,-1(p).
De esta manera el conjunto F N (0,%) es un abierto de 7(p, F), pues
Fn(0,1) =q¢(FN(0,3)) es abierto en p~'(F) = F. Sin embargo
FN(0,3)=(FN(0,2)NF ¢ 7(F) ya que FN(0,1) & 7v. Por lo que
T(F) #7(p, F).

En este capitulo denotaremos a F(p, F') a la familia de cerrados con la
topologia de identificacién y a F(X) a la familia de cerrados con la topologia
de subespacios y si 71 y T2 son dos topologias en X, entonces Fi(X) y Fa(X)
denotaran los cerrados de X con respecto a 71 y 73 respectivamente.

Teorema 4.1. Sean p : X — Y wuna identificacion y F C Y. Si F es un
conjunto abierto (cerrado) en Y (sin restriccion en p), entonces T(F) =

7(p, F)

Demostracion. Supongamos que F' € 1y. Por la Proposicion |3.1] es suficiente
con mostrar que 7(p, F') C 7(F). Sea U € 7(p, F), entonces p~"(U) € Tp-1(py;
es decir p 1 (U) = p Y (F)NV, donde V € 7x. Como F € 7y y p es continua,
se tiene que p~'(F) € 7x. Asi, p~1(U) € 7x. Por lo que U € 7, = 7y. Dado
que U =U N F, se tiene que U € 7p.

Ahora, sea F' es cerrado en Y. De la continuidad de p y por la Proposicion
2.1] basta con probar que F(p, F) C F(F). Sea C € F(p, F'), entonces p~(C)
es cerrado en p~!(F). Como F es cerrado en Y y p es continua entonces
p~1(F) es cerrado en X. Asi, p~!(C) es cerrado en X, esto implica que C' es
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cerrado en Y y como F' es cerrado y C' = CNF, entonces C € F(F). De ahi
que 7(p, F) C 7(F) y de la Proposicién 2.1 7(p, F) C 7(F). O

Teorema 4.2. Sean p : X — Y wuna identificacion y F' C Y si p es una
funcion abierta (cerrada) (sin restriccion en F), entonces 7(F) = 7(p, F')

Demostracion. Supongamos que p : X — Y es una funcién abierta. Solo es
necesario probar que 7(p, F) C 7(F). Sea U € 7(p, F), entonces p~*(U) €
Tp-1(r)- De ahi que p~1(U) = p™*(F)NV, con V € 7x. Dado que p(p~'(U)) =
p(p Y (F)NV), entonces U = FNp(V). Como V € 7x y p es una funcién
abierta, entonces p(V) € 1y. Asi, U € Tp.

Ahora supongamos que p es una funcién cerrada. De la Proposicién [2.1]
basta con probar que F(p, F') C F(F). Sea C € F(p, F'). De la continuidad
de p, p1(C) es cerrado en p~!(F), ademas p~'(C) = p ' (F) N G, con G
cerrado en X. Notemos que p(p~(C)) = p(p~'(F) N G) de lo cual se tiene
que C = F N p(G), con p(G) cerrado en Y. Asi C' € F(F). De ahi que
F(p, F) C F(F). Por tanto 7(F) 2 7(p, F). O

Teorema 4.3. Sea p: X — Y una funcion continua y abierta (cerrada), si
p~Y(y) es conexo para todo F CY, F es conexo siy sélo sip ' (F) es conexo.

Demostracién. Basta con probar que si F' es conexo, entonces p~(F) es
conexo. Por el Teoremald.2] F' tiene la topologia de identificacién determinada
por ¢ = plp-1(m. Si p~Y(F) no es conexo, existe una funcién continua y
suprayectiva h : p~'(F) — ({0,1},74); dado que h es continua y cada fibra
q '(y) es conexo, entonces h(q~*(y)) es conexo; esto es h(qg~(y)) = {0} 6
h(g~'(y)) = {1}, es decir, h es constante en cada fibra de ¢~!(y). Por el
Teorema de Transgresion [3.2|la funcién hp™' : F' — ({0,1},74) es continua
y suprayectiva. Por lo que F' es disconexo, lo cudl es una contradiccion.
Probemos ahora que F' C Y es conexo. Por hipdtesis p~!(F) es conexo
en X entonces p(p~'(F)) = F es conexo en Y dado que p es continua y
suprayectiva. Por lo tanto F' es conexo. O]

Corolario 4.1. Sea p: X — Y una identificacion tal que p~'(y) es conezo
para todo y € Y. Entonces F' C'Y abierto (cerrado) es conexo si y sélo si
p Y(F) es conexo.

Demostracién. Sea F C 'Y abierto y conexo. Primero probaremos que p~*(F)
es conexo.
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Supongamos p~!(F') no es conexo, entonces existe una funcién
h:p Y (F) — ({0,1} , 74s) continua y suprayectiva. Usaremos el Teorema de
la Transgresion para llegar a una contradiccién. Veamos que h es constante en
cada fibra p~!(y). Sea y € F. Notemos p~'(y) C p~'(F'). Como F es abierto
(cerrado) , entonces por el Teorema podemos tomar a la funcion ¢ :
p~'(F) — F que es una funcién de identificacién dada como ¢ = pl,-1(p). Asf,
¢ Y(y) = p~'(y). Por hipétesis , p~1(y) es conexo. De esta manera h(q~*(y))
es conexo en {0,1}. Como {0, 1} es disconexo con 745, entonces h(g*(y)) #
{0,1}. De ahi, h(q~(y)) = {0} o h(¢~*(y)) = {1}. Por lo tanto h es constante
en cada fibra. Dado que ¢ es una funcién de identificacién tenemos por el
Teorema de la Transgresién que hg™! : F — ({0,1},74s) es continua y
suprayectiva, esto es una contradiccién pues F es conexo. Por tanto p~!(F)
es conexo. Probemos ahora que F' C Y es conexo. Por hipStesis p~'(F) es
conexo en X entonces p(p~'(F)) = F es conexo en Y dado que p es continua
y suprayectiva. Por lo tanto F' es conexo. O]

Definicién 4.1. Sean X y Y continuos y f : X — Y wuna funcion continua
y suprayectiva. Diremos que f es mondtona si f~1(y) es conero en X para
caday €Y.

Corolario 4.2. Sea f: X — Y wuna funcion continua y suprayectiva entre
continuos. Entonces f es mondtona si y sélo si f~1(K) es un subcontinuo de
X para cada subcontinuo K de Y .

Demostracidn. Notemos primero que del Corolario 3.2 f es una identifi-
cacién. Supongamos que f es monotona y sea K C Y un subcontinuo de
Y, entonces K es cerrado y conexo entonces por el Teorema se tiene
que f71(K) es conexo y f71(K) es un cerrado en un continuo. Por lo tan-
to f71(K) es un subcontinuo de X. Veamos ahora que f es mondtona. Sea
y € Y, como Y es un continuo en particular es 7. Asi, {y} es cerrado en
Y y ademds es conexo, por lo que f~'({y}) es un subcontinuo de X. Como
f'({y}) es un subcontinuo de X, entonces f~!({y}) es conexo en X para
cada y € Y. Por lo tanto F' es monotona. ]

Proposicion 4.2. Sea X un espacio métrico y compacto. Si
D={DC X :D es componente conexa de X'}

, entonces D es totalmente disconexo.
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Demostracion. Sea p : X — D la funcién natural que como sabemos es
una funcion de identificacion. Mostraremos que cada componente de D es
degenerada. Notemos primero que p~'({D}) = D es conexo por ser una
componente de X. Sea C C D una componente. Como C es componente es
un conjunto cerrado. De esta manera por el Corolario p !(C) es conexo
en X.

Ahora bien si z € p~!(F) y C, es la componente conexa de X que con-
tiene a z, p~'(F) C C,. Esto implica que p(p~*(F)) C p(C,) = {C,}, pero
p(p~(F)) = F. Asi, F = {C,}, es decir, F es degenerado. Por lo tanto D es
totalmente disconexo.

[]



Capitulo 5

Espacios cociente de
descomposicion

En este capitulo estudiaremos una clase especial de espacios de identi-
ficacion determinados por una particién (6 relacién de equivalencia). En la
practica estos espacios son muy usados para determinar ejemplos o contra-
ejemplos a teoremas o conjeturas dentro de la Topologia General y el Algebra.
A estos espacios se les llama espacios de descomposicion o espacios co-
cientes. Seguiremos ahora nuestro analisis usando esta clase de espacios.

Definicién 5.1. Para un conjunto A no wvacio, diremos que una familia
D ={A; C A:ie€l} de subconjuntos de A constituyen una particion de A
si se cumplen las siguientes condiciones:

1. A=D.
2. A; # 0; para todo i € 1.
3. AiNAj=0; para todoi#j ei,jel.

Si A es un espacio topolégico y si cada A; es un conjunto cerrado (abierto)
de A, decimos que D es una particion cerrada (abierta) de A.

Para un espacio topoldgico (X, 7x) y D una particién de X definamos la
siguiente familia 7(D) ={U C D : | JU € 7x}.

Proposicién 5.1. 7(D) es una topologia para D.

35
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Demostracién. Como ) C Dy [JO = 0 € 7x, entonces ) € 7(D). Por otra
parte D C Dy |JD = X € 7x, entonces D € 7(D).

Sea {B, : @ € I} una familia arbitraria de elementos de 7p, probaremos
que U, c; Ba € (D) es decir J(U,e; Ba) € Tx-

Afirmamos que |J(U,c; Ba) = Une;(UBa)- Sea z € (J(U,er Ba), enton-
ces x € A para algin A € |J,; Ba; es decir, existe, ag € I tal que A € By,
de modo que A C |JB,,. Como z € Ay A € B,,, se tiene que = € |JB,,-
Por lo cual € |J,;(UBa). Por tanto (J(U,e; Ba) € Uper (U Ba).

Por otra parte, sea z € |J,c;(UBa), entonces z € |JB,, para algin
ag € I, luego v € A para algin A € B,,. Como A € B,, se tiene A €
Uaes Ba- Dado que x € Ay A € J,¢; Ba, entonces z € (J(Uges Ba)- Con
lo cual queda demostrada la afirmaciéon. Como |J,.,;(UUBa) € Tx, entonces
UUaes Ba) € 7x.

Ahora, sean By, By € 7(D), entonces | J By, | By € Tx. Probaremos (| B1)N
(UBz) = U(B1 N By).

Sea z € (IUB1)((UB2), entonces existen A; € By y Ay € By tales que
r €A yx € Ay asiz € A1) As. Como Ay, Ay € D se tiene que A; = As,
por lo que A; € By ) Bs. De esta manera z € |J(B; N By).

Por otra parte si x € | J(B1NBy), entonces x € A para algin A € B[ Bs.
Por lo tanto z € | By y x € |UBs es decir x € (| B1) (U Ba).

Dado que (U B1) (UB2) =UB1 N B2) y (UB1) N(UB2) € 7x, entonces
U(Bl ﬂBQ) € Tx.

Con lo cual podemos concluimos que 7(D) es una topologia para D. [

Definicién 5.2. Sea m : X — D la funcion natural dada por w(x) = D,
donde D es el unico D € D tal que x € D. Notemos que D es unico pues D
es una particion por lo cual 7 estd bien definida.

Proposiciéon 5.2. La proposicion natural @ : X — D es una funcion de
identificacion; es decir 7, = 7(D),

Demostracién. Probaremos primero que para todo U C D, YU = n~1(U).
Notemos que x € |JU, siy sélo si existe D € U tal que z € D, esto ocurre
si y sélo si m(z) = Dj; esto pasa si y sélo si z € 7~ }(U). De esta manera
sid € 7(D), YU € 7x. De la igualdad probada tenemos que U € 7.
Inversamente si U € 7, 7 1(U) € 7x y de la igualdad anterior tenemos que
UU € 7x. Asi, U € (D). O
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Note que bajo lo probado aqui U € 7(D) si y sélo si | JU = 7~ (U) y por
la Proposicion 7(D) es la topologia mas grande en D que hace continua
a .

El espacio topolégico (D, (D)) es llamado espacio de descomposicién de
X, més simple, una descomposicién de X. La topologia 7(D) es llamada la
topologia de descomposicién. Intuitivamente, una descomposicién es un espa-
cio obtenido del espacio original ”pegando”todos los puntos de cada miembro
de una particiéon dada.

Proposicién 5.3. Un espacio de descomposicion D de X es Ty si y solo si
la descomposicion es cerrada.

Demostracion. Sea D una descomposicién de X. Notemos que para cada
D € D se tiene que 7' ({D}) = D. De esta manera, D es cerrado en X siy
solo si D es T1, es decir, la descomposicion es cerrada si y sélo si D es T7.

]

El siguiente resultado relaciona a los espacios de identificaciéon con los
espacios de descomposicion. Ademads es una herramienta muy usada para
determinar en muchos casos modelos geométricos de espacios cociente.

Teorema 5.1. Sean X y Y espacios topolégicos y f : X — Y una identifi-
cacion. Si Dy = {fHy) : y € Y}, entonces Dy es homeomorfo a Y.

Demostracion. Sea m : X — Dy la funcién natural. Veamos primero que 7
es constante en cada fibra f~!(y), pues 7(f~(y)) = f~(y). Dado que f
es una identificacién, se tiene por el Teorema de la Transgresion que h =
mf~! es continua. Por otra parte, f es constante en cada fibra 7=1(f~1(y))
(y € Y), pues f(m '(f)(y) = f(f ' (y)) = y. Como 7 es una funcién
de identificacién, por el Teorema de la Transgresién se tiene que g = fr !
es continua. Finalmente probaremos que las funciones h : Y — Dy y g :
D; — Y son funciones inversas. Sea f~'(y) € Dy, entonces h o g(f~(y))
= h(g(f7 W) = h(f(= 1 (fH () = M(f(fH(y)) = hly) = nf(y) =
) = Tdoy (F ().

Por otra parte si, y € Y, entonces (go h)(y) = g(h(y)) = g(z(f 1 (y))) =

g(f~y) = f(mH(f(¥))) = f(f~(y)) = y. Por lo que h y g son funciones
continuas e inversas. De modo que Dy y Y son homeomorfos.

]
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Veamos un ejemplo

Ejemplo 5.1. Sea f : [0,27] x [0,1] — R3® funcién conti-
nua y Y = S' x [0,1] dada por f(t,r) = (cos(t),sen(t),r), y
Dy = {{(t,r)} : t € (0,2m),r € [0,1]} U {{(0,r),(2m,7)}:7 €[0,1]}
una descomposicion de [0,27] x [0,1]. Notemos que f es una funcion
cerrada ya que [0, 2] x [0,1] es compacto y R® es de Hausdorff. Asi,
por la Proposicion[3.5 f es una funcién de identificacion, por lo tanto
Dy es homeomorfo a'Y .

0

1
=

Figura 5.1: Ejemplo 7.1

Recordemos que dada una particion D podemos definir una relaciéon de
equivalencia R, en donde dos elementos en X estan relacionados entre si, si
y solo si pertenecen al mismo elemento de la particion, y viceversa, dada una
relacion de equivalencia R en X, esta nos determina una particion D = X/R
(conjunto cociente), donde las clases de equivalencia forman una particién de
X.Sia,be X ya,bestan relacionadas con la relacion R, escribiremos aRb

Regularmente cuando se trabaja con D = X/R se le suele llamar a
(X/R,m) el espacio cociente usando la notacién algebraica de cocientes. Y
7(D) = 7, es llamada también la topologia cociente. Escribiremos a las clases
de equivalencia como Ra, donde R denotara la correspondiente relacion.

De esta manera, en algunas ocasiones usaremos una u otra notacién de
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manera indistinta ya sea para describir teoremas o ejemplos, si eso no causa
confusién al lector. Los siguientes teoremas son practicamente una aplicacion
de la primer parte del Teorema de la Transgresion, de las Proposiciones
y de la segunda parte del Teorema de la Transgresién, respectivamente
aplicado a este tipo especial de espacios de identificacion.

Por comodidad en esta primera parte usaremos la notaciéon de cociente
para la descripcion y prueba de los siguientes teoremas.

Teorema 5.2. Sea R una relacion de equivalencia en X. Sea B C X/R es
abierto (cerrado), entonces B es homeomorfo al espacio p~*(B)/ Ry donde Ry
es la relacion en p~'(B) inducida por R.

Demostracion. Sea B C X/R un conjunto abierto, donde B tiene la topo-
logia de identificacién (ver Teorema dada por la funcién s : plp~(B) :
pY(B) = B, yseaq:pt(B) = p'(B)/Ry la funcién proyeccién. Veamos
primero que s es constante en las fibras de q. Sea Rypa € p~'(B)/Ry. Notemos
que ¢~ (Roa) = Ra C X. Asi, s(¢"'(Roa)) = s(Ra) = Roa € B. De manera
similar se puede probar que ¢ es constante en las fibras de s. Por el Teorema
de la Transgresién se tiene que (go s™1) y (so¢™!) son continuas. Adema4s,
como (qo s o(soqg ) (Roa) = Ryay (soq ') o(qos™t)(Ra) = Ra, se
concluye que B es homeomorfo al espacio p~!(B)/Ry.

Similarmente para el caso en que B C X/R es cerrado se puede probar que
B es homeomorfo al espacio p~!(B)/Ry usando el Teorema y el Teorema
de la Transgresion. O

Proposicion 5.4. Sean X un espacio topoldgico, R una relacion de equiva-
lencia en X yp: X — X/R la funcion natural. Si R C X x X es cerrado
en X x X y p es abierta, entonces X/R es de Hausdorff.

Demostracion. Sea p(x),p(y) € X/R de forma que p(x) # p(y), esto implica
que x no esta relacionado con y y como R es una relaciéon de equivalencia,
entonces (z,y) ¢ R. Como R C X x X cerrado, existe un abierto basico U x V/
de X x X, tal que (z,y) € U x V C (X x X)\R. Notemos que p(U), p(V)
son abiertos en X /R pues p es una funcién abierta. Veamos que p(U) y p(V)
son ajeno. Supongamos que p(U) Np(V) # (), entonces existe un elemento de
la particiéon D € p(U) N p(V), es decir, existen x; € U tal que p(x;) = Dy
x9 € V tal que p(x2) = D. De este modo 7 estd relacionado con x5, es decir,
(z1,72) € R, lo cual es una contradiccién pues (z1,z5) € UxV C (X x X)\R.
Por lo que p(U) Np(V') = 0. Esto concluye que X/R es de Hausdorft. ]
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La prueba del siguiente lema se encuentra en [3, Teorema 11.2(1), p.86]

Lema 5.1. Sean p : X — Y una funcién cerrada y S CY y U C p~1(S),
entonces existe un abierto V., V.C S tal que p~*(V) C U.

Proposicién 5.5. Si X es Ty y la proyeccion p : X — X/R es cerrada,
entonces R C X x X es cerrado en X x X.

Demostracion. Sea (x,y) ¢ R, entonces x no esté relacionado con y, por lo
que p(z) # p(y). Asi z ¢ p~(p(y)). Como y € X y X es Ty, entonces {y} es
cerrado en X, ademds p es una funcién cerrada lo que implica que p({y}) es
cerrado en X /R, de aqui que p~'(p({y})) es cerrado en X pues p es continua.

Ahora como X es T3, existen U,V abiertos ajenos de X tales que x € U
vy p(p({y})) € V. Como p es cerrada, del Lema existe W € 7x/g tal
que p({y}) € Wy p~'(p({y})) € p~'(W) C V. De esta manera (z,y) €
U x p~ (W), el cual es un abierto en X x X.

Falta ver que U x p~*(W) C (X x X)\R. Sea (z1,73) € U x p~ (W),
supongamos que (z1,z3) € R. Como (z1,722) € U x p~1(W), se tiene que
vy € Uy xzy € p7'(W). Asf p(z1) = p(xs) € W, entonces z; € p~ (W) C
V', lo cual es una contradiccién pues x; € Uy UNV = (). Por lo tanto
Uxp Y (W) C (X x X)\R, es decir, R es cerrada en X x X. O

Proposicién 5.6. Sean X regular y p : X — X/R una funcién cerrada y
abierta, entonces X/R es de Hausdorff.

Demostracion. Como p es una funcién cerrada, por el resultado anterior R C
X x X es cerrado en X x X. Asi X/R es de Hausdorff pues p es una funcién
abierta. O

Proposicion 5.7. St X es T3 y A C X es un conjunto cerrado, entonces
X/A es de Hausdorff.

Demostracion. Sean m: X — X/A la funcién natural, observemos que para
cualquier abierto W en X tal que W C X/A, si A C W se tiene que 7(W) =
{A} U {{z} : 2 € W\ A}, esto implica que Un(W) = W ysi ANW =0
se tiene que m(W) = {{z} : € W}. En ambos casos m(W) € 7x/a, pues
Ur(W) = a Y (n(W)) = W € 7x Sean Dy,Dy € X/A tales Dy # Ds.
Si D1 = {y1}, D2 = {42}, con Dy, Dy # A, entonces 7 '({y1}) = v1 y
7 {y2}) = y2 € X, ademds y; # yo. Como y; ¢ Ay X es regular, entonces
existen Uy, V), € 7x ajenos tales que A C Uy y y; € Vi, similarmente para
yo & A, ast A C Uy y yg € Vo, con Us, Vs € Tx ajenos.



41

Ademas X es de Hausdorff, de ahi que para y; # ys existen Us, V3 € Tx
ajenos con y; € Us, yo € V3.

Tomemos U = Vi NU;s € tx tal que y; e Uy V = 1Vo,NV3 € 7x con
y2 € V, notemos que U NV = (), luego por la observado al principio de la
prueba tenemos que 7(U) y (V) € 7x/a, donde claramente Dy € 7(U) y
Dy € n(V), con n(U) N p(V) = 0.

Si Dy = Ay Dy = {ys} se tiene que 77 1(Dy) = Ay 7' ({y2}) = »2
, con Yo ¢ A. Como X es regular existen Uy, V] € 7x ajenos de modo que
Yo € Uy y A C Vi. Notemos que por la observacion de arriba 7(Uy) € 7x/a y
(V1) € Tx/a y son tales que Dy € w(Uy) y Dy € w(Vh), con w(Uy)Nm(Vh) = 0.

Por lo tanto X/A es de Hausdorft. O

Teorema 5.3. p : X — X/R es abierta (cerrada) si y sélo si R(U) =
U{ Ry :ue€ U} esabierto (cerrado) en X para cada abierto (cerrado) U C X

Demostracion. Sea U C X. Mostraremos primero que R(U) es el conjunto
p-cargado de U. Veamos primero que R(U) C p~'(p(U)). Sea a € R(U),
entonces a € |J{R, : u € U} de donde a € R, para algin u € U. Notemos
que a € R, = p(u) € p(U). Como a € R, y p(a) = R,, entonces R, = R, €
p(U). Ast a € p~1(p(U)), por lo tanto R(U) C p~(p(U)).

Ahora sea a € p~(p(U)), entonces p(a) € p(U), como p(a) = R, €
p(U) existe u € U de tal forma que R, = R,, con a € R,. De donde
a € J{R,:ueU}. Asi a € R(U) de donde p~!(p(U)) C R(U).

Por lo tanto R(U) = p~!(p(U)). Ahora bien, si U es abierto (cerrado) la
prueba del resultado se sigue directamente de las Proposiciones y B.10]

O]

Teorema 5.4. Si h: X — Z es una funcion continua y hp~! es valor 1inico,
entonces hp™' : X/R — Z es continua, y la funcidén es abierto (cerrado) siy
sélo si h(U) es abierto (cerrado) para cada abierto (cerrado) U C X tal que
U=RWU).

Demostracion. La prueba es consecuencia del Teorema de la Transgresién
, usando el caso especial en donde Y = X/R. O

Enseguida mostraremos una relaciéon que existe entre espacios cocientes
de espacios topoldgicos cuando tenemos funciones continuas entre ellos que
preserva relaciones de equivalencia.
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Definicién 5.3. Sean A y B dos conjuntos no vacios y sean R, S relaciones
de equivalencia en A y en B, respectivamente y f : A — B una funcion.
Diremos que f preserva las relaciones R y S, si siempre que aRb se

tiene que f(a)Sf(b).
Lema 5.2. Sean [ : A — B suprayectiva. Si g, g : B — C son dos funciones
tales que go f =g o f, entonces g = ¢'.

Demostracion. La demostracién la haremos por contrapuesta. Supongamos
que existe b € B tal que g(b) # ¢'(b). Dado que f es suprayectiva, entonces
existe a € A tal que f(a) = b. De esta manera g(f(a)) = g(b) # ¢'(b) =

g'(f(a)). Porlo que go f #g o f. O

Proposicion 5.8. Sea f : X — Y wuna funcion que preserva las relaciones
R y S. Entonces existe una tunica funcion f.: X/R —Y/S tal que pso f =
f« © pr, donde ps y pr son la proyeccion natural del espacio X y 'Y a su
espacio cociente respectivamente. A f, se le llama funcion inducida por
F en el paso cociente. Inversamente para cualesquiera dos funciones f
y fv si el diagrama de arriba conmuta, entonces f necesariamente preserva
relaciones y f. es la funcion inducida por f.

Demostracion. Definamos f, : X/R — Y/S como f.(R,) = Sy para cada
R, € X/R. Veamos que f, estd bien definida. Para ver que f, estda bien
definida hay que mostrar que la clase Sy no depende del representante a
elegido de la clase R,.

Sea R, € X/Ry d € R,, entonces ¢’ Ra 'y Ry = R,. Dado que f preserva
relaciones tenemos que f(a)Sf(a’). Por lo tanto S = Sp(). Por lo tanto
f« esta bien definida.

Que el diagrama conmute implica que (pg o f)(a) = ps(f(a)) = Si@) =
F.(R,) = f«(pr(a)) = (fiopr)(a). Probemos que f, es tnica. Si g, fuera otra
funcion tal que hace que el diagrama conmute, entonces pg o f = g, o Pjy.
Por otra parte pgo f = fyopa. Asi, g.opa = faopa. Aplicando el Lema [5.2
se tiene que g, = f.. Para probar el inverso, asumamos que las funciones f
y fi tienen un diagrama conmutativo como el de arriba. Sea aRa’, entonces
pr(a) = pr(a’). Por la conmutatividad del diagrama se tiene que pgo f(a) =
pp o f(a'). Asi, f(a)Sf(a') y f* es la inducida por f debido a la unicidad.
Por tanto I’ preserva relaciones. O

Teorema 5.5. Sean X,Y espacios topoldgicos con relaciones de equivalen-
cia R, S respectivamente, y sea f : X — Y wuna funcion continua que pre-
serva relaciones, entonces, la funcion inducida por f en el paso cociente
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fe: X/R —Y/S es continua. Mas ain, f. es una funcion de identificacion
cuando f es una funcion de identificacion.

X f > Y

PR ps

/
X/R—f—:-y/s

Figura 5.2: Figura 4

Demostracion. Sea pr: X — X/Ry qs: Y — Y/S las funciones naturales.
Como f es una funcién que preserva relaciones se tiene que f, : X/R — Y/S
estd bien definida. Como f, o pr = gs o f, gs o F' es continua y pr es una
funcion de identificacién, se tiene por el Teorema que f, es continua.
Finalmente, si f es una identificacién y dado que pgr es una identificacion,
tenemos por el Teorema de Transitividad que gs o f es una identificacion.
Como f, opr =qso f, entonces f, o pg es una identificacion y dado que pg
es una es una funcién de identificacion, aplicando de nuevo el Teorema de

Transitividad f« es de identificacién. O

El siguiente resultado sera usado para mostrar algunos casos en donde los
espacios de descomposicion son metrizables.

Lema 5.3. Si un espacio Hausdorff es la imagen continua de un espacio
métrico compacto, entonces el espacio es metrizable.

Demostracion. Sean Y un espacio Hausdorff, X un espacio métrico compacto
vy f: X — Y una funcién continua y suprayectiva. Para probar que Y es
metrizable, usaremos el Teorema de metrizabilidad de Urysohn (ver en
solo basta mostrar que 7y tiene una base numerable. Como f es continua
y X es compacto, entonces Y es compacto, Y es compacto y Hausdorff por

lo que Y es regular. Sean C una base numerable para X y L subconjunto
finito de C. Definamos E (L) = Y\ f(X\JL). Note que E(L) es un abierto
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en Y, pues X\ |J L es un abierto en X, y al ser f una funcién definida de un
espacio compacto a un espacio de Hausdorff es cerrado por lo que f(X\ |J L)
es cerrado en Y y por lo tanto Y\ f(X\|JL) es abierto en Y. Sea f =
{E(L) : L CC finito }. Claramente § es numerable. Mostraremos que [ es
una base para la topologia en Y. Sea U un abierto en Y y ¢ € U. Probaremos
que existe F(L) € 3 tal que ¢ € E(L) C U. Notemos primero que f~!(q) es
compacto. Dado que Y es de Hausdorff, {¢} es cerrado, y de la continuidad
de f, f7'(q) es cerrado en X y como X es compacto, entonces f~'(q) es
compacto. Por otra parte como f~'(q) C f~YU) y f~1(U) es abierto para
cada p € f7(q), existe B, € C, tal que p € B, C f~}(U). De la compacidad
de f7(q), existe £ C C finito tal que f~'(q) C JL C f~1(U). Afirmamos
que ¢ € E(L). Supongamos que ¢ ¢ FE(L) de aqui ¢ € f(X\JL); esto es,
existe 7 € X\ |J £ de tal forma que f(r) = ¢; es decir, 7 € f~'(¢q). Dado que
f~Yq) € UL, se tiene que r € |JL, contradiccién. Por lo que ¢ € E(L).
Ahora probaremos que E(L) C U. Supongamos E(L) € U; esto es, existe
a € Y\f(X\UZL) tal que a ¢ U. Asi f~(a) € f~1(U), por lo que existe
be f7YU) tal que b € f~H(U). De esta manera b & | J £; o bien b € X\ |J L,
de donde f(b) € f(X|JL). De lo anterior f(b) =a € f(X\JL), por lo que
a & Y\f(X\UZL) lo cual contradice lo supuesto. De modo que E(L) C U.
Por lo tanto [ es una base numerable para Y. O

El siguiente ejemplo muestra que imégenes de identificaciones de espacios
metrizables, no necesariamente son metrizable.

Ejemplo 5.2. El espacio cociente de un espacio Ty no necesariamente
es T5.

Demostracion. Sea X = [—1,1] con la topologia usual y

D= {{z,—2}:0<x <1} U{{1},{—1}} una descomposicién. Afir-
macién D no es T,. Veamos que el axioma de ser T, falla en los
puntos {1} , {—1} € D. Probaremos que para todo par de abiertos
U,V € mp tal que {1} € U y {—1} € V se tiene que U NV # 0.
Mostraremos primero que la familia de conjuntos de la forma {{1}} U
Hz,—2}:0<a<ax<l}y {-1}}U{{z,—2}:0<b< 2z <1} son
un sistema bésico local de vecindades de {1} y {—1} respectivamente.
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Veamos primero que cada elemento de esas familias es un abierto en
D.Sean U = {{1}}U{{z,—2}:0<a<x <1}
yV={{-1}}Uu{{z,—2}:0<b<x<1}. Como JU = (—1,—a)U
(a,1] y UV = [-1,b) U (b, 1], entonces JU y |JV son abiertos en
[—1,1]. Probaremos ahora que si B es un abierto en D que contiene a
{1}, entonces existe un abierto Y = {{1}}U{{z,—2}:0<a <z <1}
tal que {1} € U C By si B’ es un abierto en D que contiene a {—1},
entonces existe un abierto V = {{1}} U{{z, -z} : 0 < b <z < 1} tal
que {—1} € V C B'. Sea B € 7p tal que {1} € B, entonces | JB € 7/_1 1
y ademds 1 € |JB. Nétese que si x € |JB y  # 1,—1, entonces
—x € |JB , pues si x € D para algin D € B, entonces —z € D C | JB.
Como | B es abierto que contiene a 1, existe a > 0 tal que (a, 1] € 71_1 1]
y cumple con que 1 € (a,1] C |JB. De lo anterior se tiene que si
z € (a,1), entonces —z € |JB. Asi (—1,—a) CUB.

De esta manera {{1}} U {{z,—2z}:0<a <z <1} C B. De forma
similar existe V = {{1}} U {{z,—2}:0<b <z <1} tal que ¥V C
B'. Notemos que cualesquiera dos abiertos U y V de esta forma se
intersectan. Sea m = max {a, b}, entonces {{z, —z} :m <z <1} CU
NV. De todo lo anterior tenemos que cualesquiera dos abiertos B y
B’ que contienen a {1} y {—1} respectivamente tienen interseccién
no vacia, por lo que D no puede ser Ts, pero X es T,. Este mismo
ejemplo muestra que cocientes de espacios métricos no necesariamente
son metrizables. 0

\. J

Para las siguientes definiciones y resultados usaremos la notacién de par-
ticién y a la topologia 7(D).
Veamos un caso en donde si se tiene la metrizacién de un espacio cociente.

Teorema 5.6. Una descomposicion (D, 7(D)) de un espacio métrico com-
pacto X es metrizable si y solo si es de Hausdorff.

Demostracion. Probaremos que la descomposiciéon D es metrizable. Dado
que la funcion natural 7 : X — D es continua y suprayectiva y como X es un
espacio métrico compacto, y D es de Hausdorff, entonces aplicando el Lema
5.3 podemos concluir que D es metrizable. Para la otra implicacién dado que
D es metrizable, se tiene que D es de Hausdorff. O

Teorema 5.7. La descomposicion (D, (D)) de un continuo X es un conti-
nuo si y solo si es de Hausdorff.
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Demostracion. Para probar que D es un continuo, note que la funcién natural
7w : X — D es continua, suprayectiva. Como X es un continuo, es métrico,
compacto y conexo. De esta manea D es compacto y conexo y como por
hipotesis D es de Hausdorff, entonces D es metrizable, por el Teorema [5.6|
Por tanto, D es un continuo con la topologia 7(D). Supongamos ahora que
(D, 7(D)) es un continuo, entonces (D, 7(D)) es de Hausdorff con lo que la
prueba queda concluida. O]



Capitulo 6

Descomposicion usc

Veamos ahora un tipo especial de espacio de descomposiciéon que es muy
util y usado en la Teoria de Continuos que sirve para construir ejemplos
diversos de continuos. Para ello necesitamos primero lo siguiente.

En este capitulo seguiremos usando la funciéon natural 7= : X — D.

Definicién 6.1. Sea D es una descomposicion de X. Un subconjunto A de
X es D —saturado si A= JD.

Obsérvese que de la Proposicion cualquier 77(C) con C C D es D-
saturado, pues 7 1(C) = JC

Notese que segun la Proposicién esta definicion de D — saturado es
otra forma de escribir que un conjunto es m — saturado sin usar la funcién 7.

Dicho de otra manera A C X es D—saturado si y sélo si A es m—saturado,
esto es A = 71 (m(A)). Pues en la Proposicién se probo6 que si i C D,
entonces | JU = 71 (U), esto es, 771 (U) es D-saturado. De esta manera si
A C X y A es D-saturado, entonces A = [ JU con U C D, esto implica que
m(A) =U y como | JU = 71 (U), entonces A = JU = 7 (U) = 7 (7(A)),
de donde A es w-saturado.

Inversamente si A es m-saturado A = 7 (w(A4)) y como 7(A) C D,
entonces | Jm(A) = 771 (r(A)) = A. Asi, A es D — saturado.

Definicién 6.2. Sea (X, 7) un espacio topolégico. Una particion D de X es
llamada semicontinua superiormente (usc) siempre que para cuales-
quiera D € D,U € 7 con D C U existe V € 7 con D CV tal que si A € D
y ANV # 0, entonces A CU.

47
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Si A es D —saturado y abierto en un espacio topolégico X, entonces m(A)
es un abierto en D. Pues como A es D — saturado, A = 7~ (7(A)) € 7x,
entonces 7(A) € 7, = Tp, por ser 7 una identificacién.

Queremos ahora determinar cuando una descomposicién usc resulta ser
un continuo.

Proposicién 6.1. Sean (X, T) un espacio topolégico, D una descomposicion
de X ym:S — D la funcion natural. Entonces las siguientes proposiciones
son equivalentes:

1. D es una descomposicion usc.
II. 7 es una funcion cerrada.

III. SiDeD,UertyD CU, entonces existe V € 7 tal que D CV CU
y V' es D — saturado.

Demostracion. Supongamos I. Probaremos que 7 es una funcién cerrada.
Sea C' un subconjunto cerrado de X. Demostraremos que 7! (D\n(C)) €
7x. Sea x € 1 (D\n(C)), entonces w(z) € D\m(C) es decir w(x) € Dy
m(x) ¢ w(C).

Afirmamos que 7(z) C S\C. Supongamos que 7(zx) N C # @, entonces
existe p € w(z) y p € C. Como p € w(x) y p(x) es el tdnico elemento de
la particién D que lo contiene, obtenemos que 7(x) = m(p). Ademas p €
C' tenemos que 7(p) € w(C). Por lo tanto w(x) € 7w(C), lo cual es una
contradiccién pues 7(z) ¢ 7(C). De donde 7(z) € X\C. Dado que X\C €
Tx v D es una descomposicién usc, existe V € 7x con 7(z) C V tal que
siA e Dy ANV # 0, entonces A C X\C. Demostraremos que = €
V C 771 (D\n(C)), es claro que x € V, pues z € 7(z) y m(z) C V. Falta
probar que V C 7= (D\n(C)); es decir, m(V) C D\n(C). Sea y € V, asi
y € VNm(y). Como w(y) € Dy VNm(y) # 0, entonces 7(y) C X\C, es
decir, w(y) ¢ w(C). Por lo cudl n(y) € D\n(C), de modo que x € V C
71 (D\n(C)). Por lo que 7! (D\7(C)) € 7x. Por lo tanto 7(C') es cerrado
en D.

Supongamos ahora que 7 es una funciéon cerrada. Probaremos I11. Sean
D e D, U €1y D C U. Probaremos que existe V € 7 tal que D C
V C Uy V es D-saturado. Como 7 es una funcién cerrada, entonces V =
71 (D\m(X\U)) € 7x. Afirmamos que V C U.
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Como 77! (D\m(X\U))=r"" (D) \r " (m(X\U)) = X\7~(x(X\U)) C
X\(X\U) = U, como X\U C 7~} (n(X\U)). Por lo tanto V' C U. Demos-
traremos ahora que D C V. Sea p € D, como D C U, entonces p € U
es decir p ¢ X\U por lo tanto 7(p) ¢ m(X\U) donde 7(p) € D\n(X\U).
Asi p € 771 (D\n(X\U)) = V, por lo que D C V. Finalmente como V
es D — saturado. Sabemos que V = 77! (D\n(X\U)) y D\n(X\U) C D,
entonces V es D — saturado.

Suponiendo I11 probemos que D es una descomposicién usc. Sea D € D,
U € 7x tal que D C U. Por hipétesis existe V € 7x tal que D C V C U
y V es D-saturado. Sea A € D tal que ANV # (). Lo anterior implica que
existe BC V tal que Be Dy ANB # (). Dado que A,B € Dy D es una
particion, entonces A = B C V C U. Por lo tanto, D es una descomposicién
usc.

0

Teorema 6.1. Sean X y Y espacios métricos y compacto y f : X =Y es
una funcién continua y suprayectiva. Si Dy = {f~'(y) : y € Y} entonces Dy
es una descomposicion usc de X.

Inversamente cualquier descomposicion usc de X es un espacio métrico
compacto el cudl es la itmagen continua de X .

Demostracion. Supongamos que Dy no es una descomposicion usc. Entonces
existe yp € Y tal que f~!(yo) € Dy y existe U € 7x tal que f~(yy) C U y
para todo V € 7x tal que f~(yo) C V y existe A € D tal que ANV # (),
pero A ¢ U. De esta manera, para cada &, = %, el conjunto Ne (f~(yo)) =
Upe 100 B: (p) =V, € 7x, f(yo) C V,, y por lo supuesto,nexiste A, =
[ (w,) € Dtal que A, NV, # 0y A, € U. Asf para cada n € N existe
Yn € A,NV,. Por la definicién de V,,, existe p, € f~(yo) tal que y, € B% (pn)-
Bajo el argumento anterior, construimos una sucesién {p,} C f~!(yo). Por
otro lado, como Y es métrico, es T, de modo que {yo} es cerrado. De la
continuidad de f, f~*(yo) es cerrado en X y dado que X es compacto, f~!(yq)
es compacto en X. Al ser X métrico y compacto, de la sucesion {p,} C
fH(yo) existe una subsucesiéon convergente a un punto p € f~'(yy). Sin
pérdida de generalidad, supongamos que p,, — p.

Por otra parte, como A, ¢ U para cadan € N, se tiene que A,N(X\U) #
0, por lo que existe ¢, € A, N (X\U) para cada n € N. Asi, la sucesién
{¢.} € X\U. Debido a que U es abierto, X\U es cerrado, pero al ser X
compacto X\U es compacto. Por lo que, sin pérdida de generalidad, podemos



20

suponer que ¢, — q € X\U.
Notemos que como p, — p y y, € Bi(p,) para todo n € N, entonces

Yn — P, pues si € > 0 existe N € N tal que % < ara toda n € N.
Esto implica que d(p,yn) < d(p,pn) + d(pn, yn) <
toda n € N. De aqui y, — p.

Finalmente, como se tiene lo siguiente:

s Yn € An = [~ (wn)
I = q

Yn = DY

p € f(w)

Se tiene de la continuidad de f que f(q,) — f(¢) y f(yn) — f(p) y como
por 1, f(gn) = f(yn), y el limite es tnico; tenemos que f(q) = f(p). Asi,
q € f~'(yo) C U. Lo cual es una contradiccién, pues ¢ ¢ U. Por lo tanto D;
es una descomposicién usc de X.

Inversamente si D; es una descomposiciéon usc de un espacio métrico
compacto, entonces por el Teoremal[6.2], D es metrizable y dado que la funcién
natural 7 : X — Dy es continua y suprayectiva, entonces Dy es compacto. [

Proposicién 6.2. Sean (X, Tx) un espacio topoldgico Th y D una particion
de X. St D es una descomposicion usc de un espacio topolégico, entonces D
es una particion cerrada de X.

Demostracion. Sea D € D. Probaremos que D es un conjunto cerrado de
X. Como 7 es suprayectiva, entonces existe x € X tal que 7(z) = D. De el
teorema anterior m : X — D es una funcién cerrada.

Por otra parte como X es T}, el conjunto {x} es un conjunto cerrado, de
esta manera m({X}) = {D} es cerrado en D, de la continuidad de , se tiene
que 71 ({D}) = D es cerrado en X. O

Ahora queremos determinar cuando una descomposicién usc resulta ser
un continuo.

Teorema 6.2. St D es una descomposicion usc de un espacio métrico com-
pacto X, entonces D es metrizable.
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Demostracidn. Por el Teorema [5.6] basta con probar que D es de Hausdorff.
Sean Dy, Dy € D tales que Dy # D,. Dado que D es una particién Dy N Dy =
(). Como X es un espacio métrico es T}, esto implica por la Proposicién
que Dy y Dy son subconjuntos cerrados de X. Por otra parte, al ser
X un espacio métrico compacto es normal. Entonces existen U,V € 7y, con
UNV = (), tales que D; C U, Dy C V. Dado que D es una descomposicién usc,
entonces para D; C U y Dy CV existe W, M € 7x tales que D CW C U,
Dy C M CV, donde W, M son D — saturados. Afirmamos que 7(W), (M)
son abiertos ajenos de D tales que Dy € m(W) y Dy € m(M). En efecto por
la observacion 3, se tiene que (W), (M) son abiertos en D. Veamos ahora
que son ajenos, como UNV =0y W C U, M CV, entonces MNW = ()
ademds como W, M son D — saturados, W = 7~ [x#(W)], M = 7! [x(M)].
Asi (77t [r(W)]) N~ [r(M)] = 0, entonces w(W)Nw(M) = (). Falta probar
que Dy € 7(W), Dy € w(M). Como Dy C W, entonces 7(Dy) = Dy C (W)
y m(Dy) = Dy C w(M). Por lo tanto (D, mp) es de Hausdorff. O

Corolario 6.1. i X es un continuo y D es una descomposicion usc, en-
tonces D es un continuo.

Demostracidn. Por el Teorema[5.7] basta probar que X es de Hausdorff. Sea
X un continuo, entonces X es métrico, compacto y conexo y por el Teorema
D es metrizable. Asi D, es de Hausdorff y por lo tanto D es un continuo,
pues la funcion 7 preserva la compacidad y la conexidad. O



Capitulo 7

Ejemplos de descomposiciones
y de descomposiciones usc

A continuacién veremos algunos ejemplos de descomposiciones que son
muy usadas.

Ejemplo 7.1. n-espacio proyectivo. Para cada n = 1,2,... sea D la
particion de S™ dada por D = {{z,—z}: 2z € S"}. D es una descomposicion
usc.

Demostracion. Por la Proposicion [6.1], es suficiente probar que 7 es cerrada.
Sea F un conjunto cerrado de S™. Notemos que 7(F) = {{a,—a} : a € F},
entonces D\w(F) = {{z, —x} : © ¢ F} C D. Definamos el conjunto —F como
{—z € 8" :z € F} el cual es cerrado, pues F es un conjunto cerrado de S™.
Ast, J(D\m(F))=UD\Ur(F)=S"\{z e S":x € F}U{—x € S":x € F})
=S"\(FU—F) € Tgn.

Afirmamos que |J(D\n(F')) es abierto en S™. Si y € J(D\n(F)) y €
S™\(F U\F). Como S™"\(F U —F) es un abierto en S", existe V' abierto
tal que y € V. C S™"\(F U\F). Demostraremos que V' C |J(D\x(F)). Sea
z € V, entonces z € S™\(F' U —F) por consiguiente z ¢ (F'U—F). De donde
{z,=z}N7(F)=0. Asi, z € J(D\n(F)). De donde | J(D\7(F)) es abierto
en S™. Por tanto D\7(F') es abierto en D. Por lo que 7(F') es cerrado en D.
Asi, D es usc. O]

El siguiente tipo de espacio cociente es muy usado.

Ejemplo 7.2. El espacio cociente X/A. Sea (X, T) un espacio topoldgico
y A un subconjunto cerrado no vacio de X. Definamos la particion Dy de

o2
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X por Dy = {A} U{{z}: 2z € X\A}. El espacio (Da,p,) serd denotado
X/A. Si X es compacto, entonces D4 es una descomposicion usc. Para ello
mostraremos que m es cerrada.

Sea F' un subconjunto cerrado de X. Consideremos dos casos.

1. Si FNA = 0, se tiene que w(F) = {{z}:2 € F}. De esta ma-
nera D\m(F) = {{y}:y € X\(FUA)} U{A}, de modo que |J(D —
w(F)) = X\F. Como X/F € 1, entonces | J(D\mw(F)) es abierto; esto
es, D\m(F) es abierto.

2. 81 FUA # 0, se tiene que w(F) = {{z}:2 € F\A} U{A} C D.
De esta forma D\m(F) = {{y}:y € X\(FUA)}. Asi, J(D\n(F)) =
X\(FUA) €1, pues F, A son cerrados en X. De esta manera, 7 es
una funcion cerrada.

Por tanto, D4 es una descomposicion usc.
Como caso particular de un espacio X/A veamos el siguiente ejemplo

Ejemplo 7.3. Sea S = X x [0,1], donde X es un espacio topoldgico com-
pacto y S tiene la topologia producto. Sea A = {(x,1) : x € X}. Entonces la
descomposicion del espacio S/A es llamado Cono Topoldgico sobre X y
es denotado por TC(X). El vértice de TC(X) es A y la base de TC(X) es

el conjunto {(z,0) : x € X}. (Ver figura[7.1)

I

X §=X x[0,1] TC(X)

Figura 7.1: Cono Topoldgico

Otro ejemplo particular e importante del espacio X/A es el siguiente

Ejemplo 7.4. Suspension Topologica: Empezaremos con el cono topologi-
co TC(X) con base un conjunto cerrado B, el espacio de descomposicion

TC(X)/B es llamado espacio suspension sobre X y es denotado por
TS(X)
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=0

X $=X x[0,1]
TS(X)

Figura 7.2: Suspension Topoldgica

Definicién 7.1. Sean f,g : X — Y funciones continuas, diremos que f es
homotopica a g si y solo si existe una funcion continua H : X x I =Y
tal que H(x,0) = f(z) y H(z,1) = g(z) para todo x € X. La funcién H es
llamada homotopia entre f y g, y la denotaremos como H : f ~ g

Definicién 7.2. Un espacio topoldgico X es contrdctil si y solo si la funcion
identidad i : X — X es homotopica a alguna funcion constante c(x) = xq
para xg € X.

Definicién 7.3. Sean A C X cerrado yr : X — A una retraccion. Diremos
que A es un retracto por deformacion de X, si existe una homotopia H :
1d, ~r. A H le llamaremos una retraccion por deformacion. Si ademds
H(a,t) = a para todo a € A y para todo t € I, entonces diremos que H es
una retraccion fuerte por deformacion y que A es un retracto fuerte
por deformacion de X.

Proposicién 7.1. Sea A C X cerrado. Si A es retracto fuerte por deforma-
cion de X, entonces X/A es contrdctil.

Demostracion. Sea H : X x I — X una homotopia tal que H(z,0) =z y
H(z,1) = r(z), donde r : X — A es una retraccién. Sea p : X — X/A la

funcién natural. Definamos G : X/A x I — X /A como sigue:
A si [x]=A

Gl =0 pp(l)).0) si (o] #4

Si [z] = A, entonces G([z],0) = A = [z] = Idx/a y G([z],1) = A.



Si [z] # A, entonces G([z],0) = p(H (p~'([z]),0)) = p(H (z,0)) = p(x) =
2] = Idx/a y G([x],1) = p(H(p~'([x]),1)) = p(H(2,1)) = p(r(z)) =
[r(z)] = A. Por lo tanto X /A es contréctil O

Uno de los espacios cociente mas usados en topologia es el llamado espacio
de adjuncion.

Definicién 7.4. Sea (S1,71) y (S2, 72) espacios topoldgicos tales que S1NSy =
(). La unidn libre de Sy y Sy es el espacio topoldgico (S, ) donde S = S1US,
y 7 es definido por la condicion: U € 7 si y solo st UNS; € 7; para cada
1= 1,2. La union libre de S7 y S es denotada por S+ Ss.

Definicién 7.5. Sea (S1, 1) y (S2, 72) espacios topoldgicos tales que S1NSy =
(). Sea A un subconjunto cerrado no vacio de Sy y sea [ una funcién continua
de A en Ss. Llamamos espacio de adjuncion a la particion D de S7 + So
dada por D = {{p} U f~'(p) : p € f(A}U{{z} 2 € S+ S\ (AU f(A))},

con la topologia 7(D). El espacio de adjuncién serd denotado como: Sy J; Sa.

Teorema 7.1. Sean Sy, Sy espacios métricos compactos y disjuntos, entonces
S =514 5y es métrico compacto.

Demostracion. Sean S7 S5. Veamos que S es un espacio métrico. Definamos
d:S xS — R por:

di(x,y) si x,y € 51
d(xz,z) =< day(z,y) si x,y € 9
1 st x € S,y € Sy 0 viceversa

Sean x,y,z € S, veamos que si z,y € Sy, entonces d(z,y) = di(z,y) >0
pues (S1,d;) es un espacio métrico. Similarmente d(z,y) > 0 si xz,y € Ss.
Sixz € S1yy € Sy entonces d(z,y) = 1 > 0. Asi, d(z,y) > 0. Veamos
ahora que si z,y € Sy, entonces d(z,y) = di(x,y) = di(y,x) = d(y, z) pues
(S1,dy) es un espacio métrico, similarmente d(z,y) = d(y,z) si z,y € Ss.
Siz € S yy € S,y entonces d(z,y) = 1 = d(y,x). Sean z,y,z € S. Si
x,y,z € Sy, entonces d(z,z) = di(z,y) + di(x, 2). Si z,y,z € S;, entonces
d(z,z) = do(z,2) < do(z,y) + do(y,2). Six € Si, y € Sy y z € Sy, entonces
d(xz,z) = 1, d(z,y) = 1y d(y,z) = 1 asi d(z,2) < d(x,y) + d(y, 2), asi
se cumple la desigualdad del tridngulo y por lo tanto (S, d) es un espacio
métrico. Probemos ahora que S es compacto. Sea C = {U, : « € I} una
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cubierta abierta de S. De modo que U, NSy € 1y Uy NSy € 1, por lo
cual H ={U, NS, :U, €C}, T ={U,NS;:U, €C} son cubiertas abiertas
de S y Ss, respectivamente. Como S; es compacto, existe una subcubierta
finita H' de H de esta manera una cantidad finita de elementos de la forma
U, N Sy, digamos la familia H' = {U,, N S1,Us, N S, ...U,, NSt} cubre a
S1. Andlogamente para S, existe J' = {Up, N Sz, Us, N S, ...Us,, N Sa} una
subcubierta abierta finita de Ss.

Asi, C' = {Us,, Uay, ...Us,, Ug,, ..U, } C C es una subcubierta finita de
C. Por tanto S es compacto. O

Teorema 7.2. Sean S y Sy espacios métricos compactos y ajenos, A C S
cerrado y f : A — Sy una funcion continua. Entonces

D={{p}Ufp):pe f(A}U{{z}: 2 €S+ S\ (AU f(A)}

es una descomposicion usc.

Demostracion. Por la Proposicion basta con probar que 7 : S1+ Sy — D
es una funcién cerrada.

Sean K un cerrado en S; + Sz. Supongamos K N (AU f(A)) # 0.

Como S es un espacio compacto y K N A C Sy, entonces por el Teorema
25 KN A es compacto en S; . Sea f : A — Sy continua, veamos que
como A es compacto y ademads S, es de Hausdorff, entonces por el Teorema
, f(A) es cerrado. Ademds, K N f(A) es un subconjunto cerrado de Ss.
Nuevamente por el Teorema , se tiene que K N f(A) es compacto en
Sy. De esta manera K N (AU f(A)) es compacto en Sy. Como f : A —
Sy es continua, se tiene que f(K N (AU f(A))) es compacto. Ahora como
F(KN (AU f(A)) C S,, por el Teorema [2.6] se tiene que f(K N (AU f(A))
es cerrado en Sy. De modo que KU f(K N (AU f(A)) es cerrado en Sy + S,.
Por lo que Sy + So\ (K U f(K N (AU f(A)))) es abierto en Sy + Ss.

Afirmamos que 77! (D\7 (K)) = S1 + So\(K U f(K N (AU f(A))))

Seay € 71 (D\7 (K)). Veamos que y € S1+S5\ (KU f(KN(AU f(A)))).

Notemos 7(y) € D\7 (K), entonces 7(y) ¢ 7 (K) donde
7 (K) = {{a} 10 € K\(AUF(A)}U{{p} U [1(p) : p € F(K N (AU(A))}
de modo que 7(y) ¢ {{a}:a € K\(AU f(A))}
yr(y) ¢ {{p} U 7' (p) 1 p € F(K N (AU (A)))}, entonces y ¢ K\(AU f(A))
vy ¢ f(UN(AUf(A))), porlo quey € Si + So\(K U f(K N (AU f(A)))).

Veamos ahora S; + S\ (K U f(K N (AU f(A)))) €7 (D\r (U)).

Sea z € S1 4+ S\ (K U f(KN (AU f(A)))), entonces z € S; + S\ (U) por
locual z ¢ Ky z € S1+S2\(f(KN(AUf(A)))). Asi z ¢ f(KN(AU f(A))).
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Como 7 (K) = {{a}:a € K\(AU f(A))}
U{{p} U7 (p) :p € FIK N (AU f(A)))} se tiene 7(2) ¢ 7 (K), 7(2) €
D\ (U) de modo que 7(y) € D\7 (K) es abierto en Sy + Sy. Por tanto D es

una descomposicién usc. O

Teorema 7.3. Si X, Y son continuos disjuntos, entonces X Uy Y es un
continuo.

Demostracion. Por el Teorema 9.2 sabemos que X U;Y es un espacio métrico
y compacto. Falta ver que X Uf Y es conexo. Seanm: X +Y — X UpY la
funcién natural.

Notemos que 7 (X) = {{z} 1 € X\ A} U{{p} US"'(p) : p € F(A)} ¥
(V) ={y}:y eV \f(A)} U{{ptUf'(p):p € f(A)} Ademids se tiene
que 7 (X)), 7 (Y') son conexos pues X, Y son conexos. Como 7 (X)N7 (V) # 0
pues al menos se intersectan en el conjunto {{p} U f~(p) : p € f(A)}. Asi
7 (X)Un (Y) es conexo. Dado que 7(X +Y) = XU Y Por lo tanto, X Y
es un continuo. O



Capitulo 8

Propiedades que se preservan,
o no, bajo identificaciones

En este capitulo mostraremos algunas propiedades que se preservan o no
bajo identificaciones.

Proposicién 8.1. Sea Y un espacio topologico. Y es localmente conexo si y
solo si las componentes de cada conjunto abierto de'Y son conjuntos abiertos
de Y.

Demostracion. Veamos que las componentes de cada conjunto abierto en Y
son conjuntos abiertos en Y. Sean G C Y abiertoy 8 = {U, : « € A} una
base de Y, la cual consta de abiertos conexos. Sea y € G y C' la componente
de y contenida en G. Dado que y € G, entonces existe U € fcony € U C G.
Como cada C'es la componente de p contenida en G y U es conexo se tiene que
y € U C C, de modo que C' es abierto. Probemos ahora que Y es localmente
conexo. Como para cada V abierto de Y, V' es unién de componentes, y cada
componente es abierta, entonces la familia de componentes determinada por
todos los abiertos de Y, forman una base para Y. O]

Teorema 8.1. Sea p: X — Y una funcion de identificacion. Si X es local-
mente conexo, entonces Y es localmente conexo.

Demostracion. Por la Proposicién basta probar que para todo abierto de
Y cada una de sus componente de U es abierto en Y. Sea U € 7 y K una
componente de U. Dado que p es una identificacion basta con mostrar que
p Y(K) € 7x. Note primero que p~*(K) C p~(U). Sea z € p ' (K) y C,
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la componente de x contenida en el abierto p~!(U) , es decir z € C(z) C
p~}(U). Como p(C(x)) es conexo y p(x) € K C U, entonces p(C(x)) C K
de esta manera z € C(z) C p~}(K). Como X es localmente conexo en z y
p Y (U) € 7x, entonces por la Proposicién , C(x) € Tx. Por lo que p~'(K)
es abierto en X. Por lo tanto K € 1y. O

Corolario 8.1. Sea f: X — Y wuna funcion continua y suprayectiva entre
continuos. St X es localmente conexo, entonces Y es localmente conezxo.

Demostracion. Por el Corolario [3 - 3.2 se tiene que f es una funcién de identi-
ficacion. Aplicando el Teorema [8.1] obtenemos lo requerido. O

Proposicién 8.2. Espacio cociente de 17 no necesariamente es Tj.

Demostracion. Sea X infinito con la topologia cofinita la cual es 71 y Dy y
Ds subconjuntos infinitos de X ajenos tales que X = Dy U Ds.

Como X\D; = Dy y X\ Dy = Dy no son finitos, entonces Dy y Dy no son
abiertos y no son cerrados de X

Sea D = {Dy, Dy}, como |J{D;} = D;, i = 1,2 no son abiertos en X,
entonces {D1} y {Ds} no son abiertos en D. Por lo que 7p es la topologia
indiscreta y como sabemos esta no es Tj. [

Proposicion 8.3. Sean X,Y espacios normales, A C X un subconjunto
cerrado y f : A —'Y continua, entonces X Uf Y es normal.

Demostracion. Sean Fy, Fy, C XUfY conjuntos cerrados y disjuntos, p :
X+Y =+ X Uf Y la funcién natural, entonces p~*(F;), i = 1,2, es cerrado
en X +Y. De esta manera, Y Np~L(F}), i = 1,2, es cerrado en Y. Como Y es
normal, por la Proposicién 11 existen V;, i = 1,2, tales que Y Np~!(F;) C V;,
VinV, =0

Notemos que por el Teorema [3, Teorema 6.3, p.128], p(Y") es un conjunto
cerrado de X |J;Y homeomorfo a Y, asf como Vi es cerrado en Y, p(V;) es
cerrado en X |J; Y

Ademaés F; U p(Vi), i = 1,2, son conjuntos cerrados en X |J;Y. Dado
que p|Y es un homeomorfismo, p(V;) N p(Va) = @ y como Fy N Fy = 0,
entonces (F; Up(V1)) N (FaUp(Va)) = 0, de ahf que (X Np~t(F1Up(V1))) U
(X Np Y (F, Up(Vy))) =0, donde (X Np~Y(F;Up(Vi))), i = 1,2, es cerrado
en X.

Como X es normal, existen U;, i« = 1,2, abiertos ajenos en X tales que
(X 1 (F Up(V2)) C U,
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Veamos que los conjuntos p((U;\A) U'V;) son disjuntos y F; C p((U;\A) U
V;), i = 1,2, esto ultimo viendo que p~'(F;) C (U\A)UV;.

Mostraremos que p((U;\A) U V;) son abiertos en X J,; Y. Notemos que
Y Np~H(p((UNA) UVY)) =Y Np~H(p(U\A) Up(Vi)) =Y NV; = V..

Veamos ahora que X Np~(p((T;\A)UV;)) = X Np~t(p(U;\A) U p(V;))
= X0 [(p (pUN\A) Up~ (p(Vi))] = X N [(TAA) U (F (Vi) UTR)] = (X 1
(U\A)) UX N V) u(X nV;) = (UN\NA) U (f~1)(V;) el cual claramente
es abierto en X.

Por lo tanto X (J,; Y es normal. O

Proposicién 8.4. Sea X normal y A C X cerrado, entonces X/A es normal.

Demostracion. Dado que X/A es la descomposicion de X obtenida al adjun-
tar X a algin punto ¢ con la funcién constante f : A — ¢, entonces por la
Proposicién anterior X/A es normal. [

Veamos una pequena aplicacion de espacios cociente a la Teoria de grupos.

Definicién 8.1. Un grupo es un conjunto G no vacio con una operacion
binaria x : G X G — G que cumple lo siguiente:

a) Cualesquiera a,b,c € G, (axb)*xc=ax (bxc)
b) Existe e € G tal que ax e = e *a = a para todo a € G
¢) Para todo a € G, eziste b € G tal que axb=bxa=e

St no hay confusion de aqui en adelante usaremos la notacion ab en lugar de
a x b, salvo que se necesite de manera explicita.

Definicién 8.2. Sea G un grupo no vacio y H C G. H es un subgrupo de
G si para todo a,b € H se cumple que:

a) abe H

b) at € H
Usaremos la notacion H < G, para decir que H es un subgrupo de G.
Definicién 8.3. Sea H < G ya e G

a) aH ={ah:h € H} es la clase lateral izquierda de a.
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b) Hao={ha:h € H} es las clase lateral derecha de a.

Definicion 8.4. Sea G un grupo. Para dos subconjuntos A, B C G escribi-
mos AB = {ab:a € A,b € B} al producto de los conjuntos A y B.

Definicién 8.5. Sean G un grupo y H < G el cociente de G entre H como
G/H ={aH : a € G} y definimos a la funcion pg : G — G /A como py(a) =
aH

Definicién 8.6. Un subgrupo H de G se dice que es un subgrupo normal
de G si para toda g € G y toda h € H, ghg™ € H.

G/H es un grupo cuando H es un subgrupo normal de G [5, Teorema 2.c,
p.58]. Nétese también que en este caso G/H forma una particién del grupo

G.

Definicién 8.7. Un grupo topoldgico es un par (G,7) donde G es un
grupo provisto de una topologia de Hausdorff T, tal que las operaciones de
grupo: m : G x G — G dada por m(x,y) = zy yn : G — G dada por
n(z) = 2! resultan funciones continuas considerando la topologia producto

en G x (.

Definicién 8.8. Sean G un grupo y H un subgrupo normal de G. G/H es
llamado el grupo cociente de G entre H. Si G tiene una topologia vy el
grupo G/H se le dota de la topologia cociente bajo la funcion py se obtiene
de dar al grupo cociente algebraico la topologia cociente

Lema 8.1. Sean G un grupo topologico y H un subgrupo de G. Si U C G,
entonces HU = |, RU. Mds ain, si U es abierto, entonces HU es abierto
en G.

Demostracion. Primero veamos que HU = |J,,c;; hU. Sea hu € HU, enton-
ces h € HywueU,porloquehU € |J,cy hU. Ahora, sea z € J, .y MU,
entonces z € hU para algin h € H asi z = hu, con h € H, por lo que
z € HU. Por lo tanto HU = |J,p hU. Probaremos ahora que HU es abier-
to si U es abierto, demostrando que cada hU es abierto. Para ello veamos
primero que si x € G es fijo, entonces la funcion A, : G — G dada por
Az(g) = m(x,g) = xg es un homeomorfismo. Nétemos que A\, = m|(z)xc-
Dado que G es un grupo topoldgico y m es continua, de donde A, es conti-
nua. Si definimos ahora A,-1, tenemos, con el mismo razonamiento de arri-
ba, que esta funciéon también es continua. Si mostramos que A\, y A -1 son
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funciones inversas, tendremos que A, es biyectiva. Procedamos a probar-
lo. (Az o Xe-1)(9) = Ae(Me-1(9)) = Me(27tg) = z271g = g. Por otra parte
(Ae1 0 A)(9) = Aem1(Xa(9)) = A1 (zg) = 2729 = g.

Por lo que A, es biyectiva y por lo tanto un homeomorfismo. Finalmente
si U es un abierto en G, A\, (U) es abierto, y dado que A\, (U) = hU. Tenemos
que HU = {J,cy MU es abierto en G. O

Proposicion 8.5. Si G es un grupo topologico y H un subgrupo de G, en-
tonces G/H es un grupo topoldgico, ademds se satisface lo siguiente

1. La funcion py : G — G/H es una funcion abierta.
2. G/H es discreto si y sdlo si H es abierto en G.
3. Si G es compacto, entonces G/H es compacto.

4. St H y G son localmente compactos, entonces G/H es localmente com-
pacto.

Demostracion. 1. Sea U € 7¢, probaremos que py(U) = {aH :a € U}
€ 7 . Para ello probaremos que py'(py(U)) = HU = [,y hU y
del Lema se tendria que py;'(py(U)) es abierto. Sea g € py' (pu(U)),
entonces py(g) € pu(U), asi existe u € U tal que gH = py(g) =
pu(u) = uH, luego g € gH = uH = Hu para algin u € U, entonces
g = hu € hU para algtiin h € H por lo que g € | J,, hU.

Sea g € U,ey MU, entonces g € hU para algiin h € H, con g = hu
para algin u, entonces g € Hu asi py(g) = Hu = uH, de modo que
pr(g) = gH = uH = py(u), entonces g € py' (pu(u)) S py' (pa(U)).
De lo anterior p5' (px(U)) = HU, por lo que py(U) es abierto en G/H.
Por lo tanto py es una funcién abierta.

2. Supongamos que G//H es discreto, entonces {H} € 7q/y, como py es
una funcién continua se tiene que p,; ({H}) = H es abierto en G.

Reciprocamente, si H C G es abierto tenemos que para cualquier g € G
se cumple que gN es abierto en G. Como py es una funcion abierta se
tiene que py(gN) = {gN} € 7q/u. Por lo tanto G/H es discreto.

3. Seaw : G — G/H la funcién natural la cual es continua y suprayectiva,
como la compacidad se preserva bajo funciones continuas, entonces
G/H es compacto.
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4. Como py : G — G/H es una funcién continua y abierta, entonces por
[T, Teorema 18.5, p.131] G/H es localmente compacto.
]

Proposiciéon 8.6. Cocientes arbitrarios de espacios T, no necesariamente
son Ty.

Demostracion. Primero veamos que la imagen abierta continua de un espacio
Hausdorff no necesariamente es Hausdorff. Sea X = L; U Ly, donde L; =
{(z,0) eR*:2 e R}y Ly ={(z,1) e R*: 2 € R} y D = {{(2,0), (z,1)}} U
{(0,0)} U {(0,1)}. Veamos que p : X — D, la funcién natural, es funcién
abierta.

Definamos para & € Ly la vecindad Vz; = {(z — €,z +¢) x {1} : e >0} U
{(a,b) x {0} :a < b,a,b € R},y para 2’ € Ly la vecindad

Vi={(zx—e,x+¢€) x{0}:e>0} U{(a,b) x {1} :a < b,a,beR}.

Sea x € LoU Ly. Siz € Ly, y sea U un abierto basico que contiene a Z,
entonces U = (x — €,x 4+ €) x {1} U (a,b) x {0}, para algin € > 0 y para
algunos a,b € R, a < b, entonces p(U) = {{(z,1),(2,0)} 2 —e < z<x+ €}
U {{(w, 1), (w,0)} : a < w < b}.

Notemos que Jp(U) = (z —e,x +€) x {0} U (x — e,z +¢€) x {1} U
(a,b) x {0} U (a,b) x {1}, con € > 0 € 7x pues (x —e,x+¢€) x {0} ,(a,b) x {0}
€T, v (x—e,x+¢) x{1} ,(a,b) x {1} € 7, asi p(U) € 7x, por lo que p es
una funcién abierta.

Veamos ahora que D no es de Hausdorff. Sean {(0,0)} ,{(0,1)} € D,y B €
7p tal que {(0,0)} € B, entonces | JB € 7x y ademas (0,0) € UB. Como |J B
es un abierto en X que contiene a (0, 0) existe d; > 0 tal que (0—01,040;) €
Tx y cumple con que (0,0) € (1,92) C |JB ademas se tiene que si (z,0) €
\J B, entonces (z,0) € (0—d1,0+01) y (2,1) € U B, de esta manera {{(0,0)}}
U {{(2,1),(2,0)} :x— 01 <z <z 40} C B, similarmente para B’ € 7p y
(0,1) € UB' se tiene que {{(0,1)}} U {{(2,1),(2,0)}:x — 0y < 2 < x + 02}
C B, notemos que BN B' # 0.

Observemos que para cualesquierald,V € 7p, con {(0,0)} e Uy {(0,1)} €
V se tiene que {{(2,1),(2,0)}:x—a <z<z+e} U{{(0,0)}} CUY
{{(z,1),(2,0)}:x —ea < z<x+e} U{{(0,1)}} €V, veamos que cuales-
quiera dos abiertos U y V se intersectan.

Consideremos el valor maximo de €y, €3,

m =mazx {e, e}, asi {{(z,1),(z,0)}:x—m<z<z+m}elUN.

Por lo tanto {(0,0)} € B C U, analogamente para B’ se tiene {(0,1)} €

B CV, D no es de Hausdorff.
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Como X C R? y como R? con la topologia usual es Ty,entonces X es Ty,
luego como D no es T no es Ty, de manera que D no es T}
Asi, cocientes arbitrarios de T no necesariamente son T}
)
m

Teorema 8.2. Sean XY espacios topologicos y f : X — Y wuna funcion
continua y suprayectiva. Si f es abierta y X es primero numerable, entonces
Y es primero numerable.

Demostracion. Sea y € Y. Dado que f es suprayectiva existe z € X tal
que f(z) = y. Sea B, una base local numerable para x. Afirmamos que B,
={f(U): U € B,} es una base local para y y B, es numerable. Como B, es
numerable, B, es numerable. Dado que f es abierta, cada f(U) es abierto en
Y. Sea V un abierto en Y tal que y € V. Por la continuidad de f, x € f~1(V)
es un abierto en X. De esta manera existe u € B, tal que x € U C f~1(V).
Asi, y € f(U) CV, con lo cual queda demostrado el resultado. O

Corolario 8.2. Cada identificacion abierta preserva ser primero numerable.

Demostracion. Es claro, de que las funciones de identificaciéon son suprayec-
tivas y continuas. O

Proposicién 8.7. Cocientes de espacios sequndo numerables no necesaria-
mente son sequndo numerable.

Demostracion. Sea I = [0,1] con la topologia usual, 7. Para cada n €
N, definamos I, = [0,1] x {n}. Si I, tiene la topologia producto, I, es
homeomorfo a I. Note que I,, N I,,, = (), para todo n,m € N.

Considere a X = J, <y I, con la unién libre de una familia numerable de
espacios topoldgicos, entonces U C X es un abierto en X, si U N [, es un
abierto en [,,, para cadan € N

Sea A ={(0,n) : n € N} ndtese que A es cerrado en X. Consideremos el
cociente X/A.

Como I es segundo numerable y ser segundo numerable se preserva bajo
homeomorfismos I,,, es segundo numerable y la unién libre de una familia
numerable de espacios topoldogicos segundo numerable es segundo numerable.
Por lo que X es segundo numerable. Afirmamos que X/A no es segundo
numerable, para ello mostraremos que X/A no es primero numerable en el
punto A € X/A. Ya que se sabe que un espacio segundo numerable es primero
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numerable, entonces X/A deberia ser primero numerable, esto haria una
contradiccién.

Supongamos que X/A es primero numerable en A. Sea B = {V; : i € N}
un sistema local de vecindades en A numerable. Como V; es abierto en X/A
y cada V; contiene a A, entonces 7~ (V;) N I,, es un abierto en I,, y ademds
7 1(Vi) NI, # 0, para toda ¢ € N y para toda n € N, pues al menos
(0,n) € 7 X(V;) N I,,.

Para cada i € N, sea 0 < a!, € I tal que U. = [0,a’) x {n} C I, y

m(Use, UL) € V;, pues w(U,— 1U’) = {Atu J{{(z,n)}: 0 <z <ad}. Sin

pérdida de generalidad, podemos suponer que a’t! < a’ para toda i € N
y para toda n € N. Sea 0 < b, € [0,1]] tal que a"Jrl < b, < a' para
cada n € N. De esta manera U = UneN[ n) X An} € UpenIn y 7(U) =
{AAuU{{(z,n)} : 0 <x <b,} =V es abierto en X/A. Afirmamos que no
existe V,, € B tal que V,, C V. Notemos primero que para cada i € N se
tiene 7(\U,,en [0, al) x {n}) € V;, Como n([0,b1) x {1}) C 7([0,a}) x {1}) C
m(Uy) C V4, entonces V; € w(U) = V. De igual manera 7([0,b) x {2}) C
7([0,a3) x {2}) C 7(Uz) C Va, entonces Vo € w(U) = V.

En general 7([0, b,,) x{n}) C 7([0,a) x{n}) C 7n(U,) C V, lo que implica
que V,, € m(U) = V. Lo cual contradice que B es base local para A € X/A.
Por lo tanto X/A no es segundo numerable. ]

Definicién 8.9. Sea (X, ) un espacio topoldgico y D C X. Diremos que D
es denso en X si D = X.

Definicién 8.10. Sea (X, T) un espacio topoldgico. Diremos que X es sepa-
rable si X tiene un conjunto denso y numerable

Proposicién 8.8. Sea f: X — Y wuna funcion continua.

1. Si f es sobreyectiva y D C X es denso, entonces f(D) es denso en'Y'.

2. s1 X es separable, entonces Y también es separable.

Demostracion. 1. Sabemos que f(D) C Y, veremos que Y C (D). Como
f: X — Y es una funcién continua y D C X, entonces f(D) C f(D),
pero D es denso en X, es decir, D = X asf f( )= f(X) =Y, pues f
es sobreyectiva. De este modo Y C f(D). Por lo tanto f(D) =Y.

2. Como f es continua y D C X, entonces f|p : D — Y es continua.
Notemos que como X es separable, X tiene un conjunto denso y nume-
rable. Sea D un conjunto denso y numerable, asi f(D) es numerable,
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como ya probamos que f(D) C Y es denso en Y. Por lo tanto YV es
separable.
O

Proposicién 8.9. Sean X,Y espacios topologicos y m: X — Y wuna funcion
de identificacion. Si X es separable, entonces Y es separable

Demostracion. Notemos que 7(X) = Y, y por la Proposicién 7.8 sabemos
que la imagen continua de espacios separables es separable, por lo tanto Y
es separable. O

Proposicion 8.10. Sean f : X — Y wuna funcion continua y suprayectiva.
St X es Lindelof, entonces Y es Lindelof.

Demostracion. Sea C = {U, : « € I} una cubierta abierta de Y, con I un
conjunto de indices, como f es continua tenemos que G = {f~1(U,) : a € I}
es una cubierta abierta de X. Como X es Lindelof podemos tomar una can-
tidad numerable de G de forma que G’ = {f ' (U,,):71=1,2,...} es una

cubierta numerable de X, asi (' = {U,, :i=1,2,...} es una subcubier-
ta numerable de C pues C' = {U,, :i=1,2,...} C C. Por lo tanto Y es
Lindelof. O

Proposicion 8.11. Sean X, Y espacios topologicos ym : X — Y una funcion
de identificacion. St X es Lindelof, entonces su cociente Y es Lindelof.

Demostracion. Notemos que m(X) =Y, y por la Proposicién 7.10 sabemos
que la imagen continua de espacios Lindelof es Lindelof, por lo tanto Y es
Lindelof. 0

Proposiciéon 8.12. Sea X un espacio topologico compacto y Hausdorff. Si f :
X — Y es una funcion de identificacion. Entonces las siquientes condiciones
son equivalentes:

1. Y es de Hausdorff
2. [ es cerrada

3. A ={(r1,23) € X x X : f(z1) = f(xa)} es cerrado en X x X con la
topologia producto.

Demostracion.
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1 = 2) Supongamos que Y es de Hausdorff, como X es compactoy f: X —
Y es continua, entonces por el Teorema 1.7 la funcién f es cerrada.

1 = 3) Sean B = (X x X)\A y (z1,22) € B. De aqui f(z1) # f(x2) con
f(z1), f(za) € Y. Como Y es de Hausdorff, existen U,V € 7y de forma que
f(z1) € U, f(za) € Vcon UNV = 0. Ademds como U,V € 1y, entonces
FHU), f71(V) € 7x. De esta manera f~1(U) x f~1(V) € Txxx-

Afirmamos que W = f~1(U) x f~4(V) C B. Sea (y1,y2) € W, entonces
v € fTHU) vy ya € fF7HV) lo que implica que f(y1) € Uy f,, € V.
Como U NV = 0 se tiene que f(y1) # fy2). Asi (y1,y2) € B. Por lo tanto
x € W C B. De este modo B es abierto en 7xyx. Por lo tanto A es cerrado
en X x X.

3 = 1) Supongamos que A es cerrado en X x X, entonces B = (X x X)\A
es abierto en X x X y sea (z,y) € B. Asi f(z) # f(y) € Y.Como f : X - Y
es una identificacién y ademdas X es de Hausdorff se tiene que para x # y
existen f~1(U), f~1(V) € 7x de forma que x € f~1(U) y y € f~4(V) con
T O)N V) =0. Comoz € fH(U)yye f1(V), entonces f(z) €V y
fly) €U, con UNV = . Por lo tanto Y es de Hausdorff. O



Capitulo 9
Ejemplos geométricos

Ejemplo 9.1. Si a,b € R?, denotaremos como ab al segmento de recta con
puntos finales a y b.
Sean p = (0,0), ¢ = (1,0) y d, = (1, %) para cada n € N. Definimos el
abanico armonico F'y como:
Fr = (| pdn) Upg.
neN

Consideremos L = pq y L; = pd; para cada i € N.

Ly
PH Ly

I
P q

Figura 9.1: Abanico armoénico

Sea 7 : Fy — D la funcion natural de Fiy a la descomposicion

D={L}U {{x} i€ (ULz)\{p}}

1€EN

68
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Observemos que w(L) = {L}

leL)

(L}

Figura 9.2: {L}

Como (L;)ien converge a L en Fy y 7 es continua, entonces w(L;) con-
verge a w(L) = {L}. Asi, el espacio de descomposicion es homeomorfo al
continuo F,,.

M
u}e{nhxe[LJLf

ieN

\Ip}}

Figura 9.3: F,

Ejemplo 9.2. Sea Fy el abanico armonico, definido como en el Ejemplo
Consideremos L = pq y L; = pd; para cada @ € N. Ademds tomemos a r
el punto medio de la recta L.
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Figura 9.4: Abanico armonico, punto medio

Sea 7 : Fyg — D la funcion natural de Fy a la descomposicion

D= {{fv} ee (Y Li)\{p}}
ieN
U{{x,2'} : z,2" € L,y res punto medio del arco xz'} U{{r}}.
Observemos que

7(L) = {{x,2'} : ;2" € L,y res punto medio del arco xx'} U {{r}}

Figura 9.5: Descomposiciéon de L
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Como (L;)ien converge a L en F y 7 es continua, entonces w(L;) con-
verge a m(L) = {{z,2'} : x,2" € L,y res punto medio del arco xz'} U {{r}}.
Ast, el espacio de descomposicion es un espacio homeomorfo al continuo lla-

mado la Chafaldrana.

Figura 9.6: La Chafaldrana

Ejemplo 9.3. Sea Fy el abanico armonico, definido como se hizo anterior-
mente.

Consideremos L = pq y L; = pd; para cada i € N. Sea r; el punto medio
del arco L; para cada v € N y sea r el punto medio del arco L.
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Figura 9.7: Abanico armoénico

Sea w : Fy — D la funcion natural de Fy a la descomposicion

D={{r}:ieNJU{{r}}U{{p,¢. d1,ds,... ds,...}}

U{{zs, 2.}z, 2 € L\ {p,d;},i € N,r; es el punto medio del arco z;x}}

U{{x, 2"} : x, 2" € L\{p,q},r es el punto medio del arco xz'}

Observemos que

7(L\{p}) = {{zi, 2} : @y, 2t € L\ {p,d;} ,r; es el punto medio del arco L;}
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Ip.gluld;: i € N}

Figura 9.8: 7(L;)

Como (L;)ien converge a L en Fy y 7 es continua, entonces m(L;) con-
verge am(L) = {{z, 2’} : x,2’ € L\ {p, q},res el punto medio del arco xx'}U
{{r}}u{{p, ¢, d1,ds,...,d,... }}. Asi, el espacio de descomposicion es ho-
meomorfo a el mismo.

{r}

{ra}

{r)
(p.q)Uld;: i € N)

Figura 9.9: D, el espacio de descomposicién

Ejemplo 9.4. Definimos el abanico armdnico como en el Ejemplo[9.1. Con-
sideremos los siguientes puntos en el arco Ly: py es el punto medio del arco
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Ppo, (por comodidad llamaremos py al punto q), p; es el punto medio de pp;_1,
q; es el punto medio de p;p;—1 para cada i € N.
Definiremos los siguientes puntos en el arco Li:

pi el punto medio del arco pd,
qi el punto medio del arco pid,
ps el punto medio del arco pp},

qs el punto medio del arco pipi,

pr el punto medio del arco pp}_, para cada i € N,

qi el punto medio del arco p;_,p}! para cada i € N.

De esta forma para cada j € N, consideremos los siguientes puntos en
L;:

j:
p! el punto medio del arcol_,, para cada i € N,

qg el punto medio del arco pz_lpg, para cada v € N.

w1,

Figura 9.10: Fjy, el Abanico armoénico

Sea w : Fy — D la funcion natural de Fy a la descomposicion

D={{ptU{p;:ie NU{0}}} U {{z,2'} : ¢ es punto medio de
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v, x,2" € pipia\ {pi, pici JU @} 11 € NYU {{a} 1 7 € (Ujew L)\ {p} } -
Afirmamos que w(L) es homeomorfo a F,, para esto primero hacemos la
identificacion de

{p}U{pi: 1 € NU{0}}
en L:

/":

Figura 9.11: {p} U {p; : i € NU{0}}

La identificacion de

{Ap} U{p; : i e NU{0}}} U {{z,2'} : ¢ es punto medio de xx',x, 2" € pipi 1\ {pi, Pi—1, ¢ }}
ieN

U{{di} ien

resulta ser:

{q1)
R{flﬁ} {qz} !

Figura 9.12: w(L)
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Obteniendo F,,. Como (L;)ien converge a L en Fy y m es continua, en-
tonces w(L;) converge a w(L) = F,,.

Figura 9.13: D el espacio de descomposicién

Ejemplo 9.5. Sean X =1[0,1] x [0,1], A= {(0,y) : y € [0, 1]},
A ={1,1-y):y€0,1]} ym : X — D la funcion natural de X a la
descomposicion

D={{(z.y)}:x#0dx# 1 J{0.9),(1,1-y)}:ye0,1]}

X =[0,1] x[0,1]

Figura 9.14: X es el cuadrado unitario

Observemos que m(A) = n(A") = {{(0,y), (1,1 —y)} : y € [0,1]}.
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Figura 9.15

Ast, D resulta ser homeomorfo a la Banda de Moébius

Banda de Moebius

H(ﬂr'd'):(lll_'d'” ¥ € [0,1"

Figura 9.16: Banda de Moébius
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Ejemplo 9.6. Sean X = [0, 1] x [0, 1],
A={0,9):ye(0,D}U{(1,1-y):y e (0,1)},
B={(z,0):2€(0,1)}U{(z,1) : 2 € (0,1)} y7m : X — D la funcion natural
de X a la descomposicion D = {(z,y) :x #0# y,x # 1 # y}

U{{(0,9), 1,1 =9)} :y € (0, 1)U {{(2,0), (z, 1)} : x € (0, 1)}

X =1[0,1]1x[0,1]

B
S
-
Ay A4
N
-
B

Figura 9.17: X es el cuadrado unitario.

Observemos que w(A) = {{(0,y),(1,1—y)} :y € (0,1)}, y
W(B) = {{(ZE,O), (.Z‘, 1)} MRS (07 1>}

$ o <<y
" —>ee
«
>3-
3

Figura 9.18
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Ast, D resulta ser homeomorfo a la botella de Klein.

<

Figura 9.19: Botella de Klein

Ejemplo 9.7. Sea X = [0,1] x [0,1] el cuadrado unitario

o

q .

P r

Figura 9.20: X el cuadrado unitario

y7m: X — D la funcion natural a la descomposicion

D={{z}:2#p.qr,stU{{p,q,r s}}
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{tr,q,7 sl

Figura 9.21: D el espacio de descomposicién

Ejemplo 9.8. Sean X = S'UD,; donde S* la circunferencia unitaria, Dy el
disco unitario.

Figura 9.22: X = Stu D,

ym: X — D la funcion natural a la descomposicion

D= {{z}: |zl < 3 J{s"}.

la cual es homeomorfa a la esfera S*
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Figura 9.23: D, el espacio de descomposicion

Ejemplo 9.9. Sean X = [0,1]x[0,1], A ={(0,y) : y € (0,)}U{(1,1 —y) : y € (0,1)},
B={(x1):2€(0,)}u{(1—2,0):2€(0,1)} ym: X — D la funcion

natural de X a la descomposicion D = {(z,y) :x £0#y,x # 1 # y}

U{{0,9), (1,1 =y)}:y e (0, )UH(2,1), (1 —2,0)} -2 € (0,1)}

X =1[0,1]x[0,1]
B

Figura 9.24: X es el cuadrado unitario.

Observemos que w(A) = {{(0,y), (1,1 —y)}:y € (0,1)},
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m(B) = {{(z,1),(1 —z,0)} : x € (0,1)}

Figura 9.25

Nétese que si consideramos a la esfera S* C R? e identificamos puntos

antipodas, el espacio cociente D obtenido de esta identificacion es homeomor-
fo a D. (Compare con el Ejemplo

Figura 9.26: D, el espacio de descomposicién
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