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Introduccion

La diversificacion de inversiones era una practica bien establecida mucho antes de la
publicacién del articulo “Portfolio Selection” en 1952, de Harry Markowitz, sent6 las bases
de lo que ahora se conoce como Teoria Moderna del Portafolio (TMP) (Markowitz, 1999).

La TMP ha tenido mayor influencia en la préactica de la gestion de portafolios. En su
forma méas simple, proporciona un marco para construir y seleccionar portafolios en
funcion del rendimiento esperado de las inversiones y el apetito por el riesgo del
inversionista. También es conocida como analisis media-varianza, introdujo una
terminologia completamente nueva que ahora se ha convertido en la norma en el area
de gestidn de inversiones (Fabozzi et al., 2002).

La construccién de un portafolio de inversién no es una tarea facil, puesto que es
necesario analizar todas las acciones individuales candidatas a conformarlo, mediante
estimadores de media, varianza y covarianza en el horizonte de inversion elegido.

Esta tarea se vuelve aun mas complicada en tiempo de crisis, debido a que el
comportamiento de las correlaciones puede operar en contra del inversionista, ademas
de que en este periodo los mercados suelen ser mas volatiles.

Cuando esto sucede, las acciones que ya estaban correlacionadas pueden aumentar
su nivel de correlacién; los datos y la experiencia que se remontan a lo largo de los afios
ayudan a demostrarlo (Geczy, 2014).

Especificamente en la crisis financiera de 2008 el panico que sucumbié a Estados
Unidos también afecté en México, principalmente por el impacto que sufrieron los
inversionistas cuando vieron que sus acciones comenzaban a perder valor. La Bolsa
Mexicana de Valores (BMV) no fue inmune a la crisis que se produjo a nivel internacional,
por el contrario, comenzd a tener un comportamiento volatil (Jaramillo Olivares y Jaramillo
Jaramillo, 2016).

En el transcurso de 2008 se agudizo la crisis bancaria y financiera global, teniendo
como punto culminante el derrumbe de los mercados de valores en octubre de 2008, y
gue se prolongo hasta febrero de 2009 (Camara lzquierdo y Marifia Florez, 2010).

Lo anterior nos conduce al tema de interés del presente trabajo, que es encontrar un
elemento que ayude a explicar el aumento del riesgo de un portafolio durante una crisis

financiera.



El analisis del presente trabajo sera abordado desde un enfoque descriptivo, mediante
la construccion de un portafolio de inversion bajo el modelo media-varianza de Markowitz
y con esto describir el comportamiento del riesgo durante la crisis financiera de 2008.

Construimos este portafolio de inversion con acciones de las empresas que integraban
el S&P/BMV IPC en el periodo 3er trimestre de 2007 a ler trimestre de 2011, el cual
incluye el periodo de crisis, y con esto comprobamos que el modelo media-varianza
ayuda a explicar el aumento del riesgo durante tiempo de crisis.

Por lo cual, el trabajo se estructura de la siguiente manera: en el Capitulo |
desarrollamos los fundamentos mateméticos de la TMP, la exposicion del modelo media-
varianza la realizamos en el Capitulo Il, mientras que, para el Capitulo Il presentamos
una simplificacion para determinar la frontera eficiente.

Estos capitulos nos dan las herramientas para construir el portafolio de inversion
presentado en el capitulo IV, mismo portafolio que es analizado antes, durante y después
de la crisis financiera de 2008 en el capitulo V. Finalmente, se muestran las conclusiones
y la bibliografia que no es exhaustiva, sin embargo, es suficiente para entender todo el

trabajo.



. Fundamentos matematicos

Los elementos basicos del andlisis media-varianza son el rendimiento esperado y el
riesgo aceptado por el inversionista, estos términos son sélo una aplicacion de los
conceptos valor esperado y varianza de la Teoria de Probabilidad; por esta razén
comenzamos exponiendo los fundamentos de la misma, y posteriormente mostramos
como se aplican en el modelo media-varianza presentado por Markowitz.

Cualquier teoria implica necesariamente la idealizacion, y nuestra primera idealizacion
se refiere a los resultados posibles de un “experimento aleatorio” u “observaciéon”. Si
gueremos construir un modelo abstracto, debemos decidir al principio, acerca de lo que

constituye un resultado posible del experimento aleatorio (idealizado) (Feller, 1973).

I.1 Espacio de probabilidad

Un modelo para estudiar un experimento aleatorio € toma la forma de una terna de
probabilidad o espacio de probabilidad (Q, F, P), en donde Q es un conjunto no vacio, F
es una coleccién no vacia de subconjuntos de (, y P es una medida de probabilidad

definida sobre F . A continuacion, definimos cada elemento.

[.1.1 Experimento aleatorio

El concepto béasico sobre el que descansa toda la teoria de probabilidad es el de

experimento aleatorio.

Definicidon. Un experimento aleatorio € es un experimento que presenta las siguientes
tres propiedades (Venegas Martinez, 2008):
1. Tiene al menos dos posibles resultados,
2. El conjunto de posibles resultados se conoce antes de que el experimento se
realice, y

3. Puede repetirse esencialmente bajo las mismas condiciones.



Ejemplos.
1. El experimento:

&1 = "lanzar una moneda y observar la cara que se obtiene al caer"

¢ ES un experimento aleatorio?

Si, podemos comprobar que €1 es experimento aleatorio ya que: (1) existen dos
posibles resultados (aguila o sol), (2) se sabe que el resultado sera un elemento
del siguiente conjunto {aguila, sol}, y (3) si una misma persona lanza la moneda
en varias ocasiones el experimento se estara repitiendo esencialmente bajo las

mismas condiciones.

2. El experimento:

&2 = "lanzar un dado y observar la cara que se obtiene al caer"

¢ ES un experimento aleatorio?

Efectivamente ya que cumple con las condiciones de un experimento aleatorio:
(1) existen seis posibles niumeros a observar en la cara superior, (2) se sabe que
el nimero observado sera un elemento del siguiente conjunto {1,2,3,4,5,6}, y (3)
si una misma persona lanza el dado en varias ocasiones el experimento se

estara repitiendo esencialmente bajo las mismas condiciones.

Es importante mencionar que ademas de los experimentos aleatorios también existen
los experimentos deterministas, los cuales producen el mismo resultado cuando se les
repite esencialmente bajo las mismas condiciones.

Ejemplos (experimento determinista vs experimento aleatorio).

1. Los experimentos

di1 = "lanzar una moneda y observar el resultado"

d2 = "lanzar un dado y observar el resultado"
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Son ejemplos de experimentos deterministas, ya que produciran siempre el mismo

resultado: caer.

2. El experimento
ds = "medir el volumen de un gas cuando la presiéon

y la temperatura son constantes"

Es otro ejemplo de experimento determinista ya que la ley de Boyle para los gases
predice con cierta exactitud el resultado de esta medicion.

Estos ejemplos evidencian que en algunas ocasiones no es facil poder clasificar un
experimento dado en aleatorio o determinista, y esto dependera del conocimiento con el
gue el observador cuente del experimento y de lo que éste desee observar del mismo.

El objeto de estudio de la Teoria de Probabilidad son los experimentos del tipo
aleatorio, que afectan o son producidos por el humano, para tener un mejor entendimiento

de los mismos.

[.1.2 Espacio muestral

Definicién. El conjunto de todos los posibles resultados, o estados de la naturaleza,

de un experimento aleatorio, &, es llamado espacio muestral y se le denota por (.

Ejemplos.
1. Un espacio muestral para el experimento aleatorio:
&1 = "lanzar una moneda y observar la cara que se obtiene al caer"

es Q1 = {aguila, sol}
2. Un espacio muestral para el experimento aleatorio:

&2 = "lanzar un dado y observar la cara que se obtiene al caer"

es Oz = {1,2,3,4,5,6}
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o-algebra
Sea Q un conjunto y F una familia de subconjuntos de Q.
Definicion. F es una o-algebra si
1. 6eF
2. FEF=FceF
3. F1,F2,F3, ..€F=Ug, Fi€eF.

A los elementos de F se les llama eventos?.

Ejemplos.
1. Dos c-algebras de Q1 son F1 = {@, Q1} y F2 = {0, {aguila}, {sol}, Q1}; F1 no nos
proporciona ninguna informacion acerca de € y F2 nos proporciona toda la

informacion?.

Asi, debido a que a los elementos de F se les llama eventos, con F1 solo tenemos
“‘informacion” acerca de @ = evento imposible y Q) = evento seguro, es decir, al
efectuar un ensayo de &1 podemos obtener un evento sin “ningun resultado” (de
aqui proviene el nombre evento imposible, ya que por definicién, al efectuar un
ensayo de &, debemos obtener un resultado), y también podemos obtener el
evento que siempre va a ocurrir, por lo cual, no contamos en realidad con ninguna

informacion.

En cambio, con F2 tenemos ademas de los eventos @ y Q a los eventos A1 =
{aguila} y A2 = {sol}, es decir, al efectuar un ensayo de €1 podemos obtener como
resultados el evento donde observemos aguila o el evento donde observemos sol,

con lo cual contariamos con toda la informacién acerca de &1.

2. Unaoc-algebrade Q2 es F3 = {0, {1}, {2,3,4,5,6}, 2}, con F3 tenemos la informacion

acerca de los eventos B1 = {1} y B2 = {2,3,4,5,6}, es decir, al efectuar un ensayo

L Ala pareja (Q, F) se le llama espacio medible.
2 Esto debido a que F; = {@, 1} es la 0-algebra mas pequefia'y F, = 22 es la o-algebra méas grande que

podemos asociar a Q.
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de &2 podemos obtener como resultados el evento donde observemos un 1 en la
cara superior o el evento donde no observemos un 1 en la cara superior, con lo

cual contariamos con informacion parcial de .

Proposicion. Si F1y F2 son dos o-algebras de (1, entonces

1. F1nF;es o-algebra.

Debido a que la interseccion de o-algebras es una o-algebra se puede formular la

siguiente definicidn.

Definicién. Sea D una coleccién no vacia de subconjuntos de Q. La o-algebra

generada por D, denotada por oD}, es la coleccién

ofD} = N{F : Feso —algebrayD < F}

[.1.3 Medida de probabilidad

Definicién. Sea (Q,F) un espacio medible. Una medida de probabilidad es una
funcion P: F — [0,1] que satisface:

1. P(Q) =1

2. P(A) = 0, para cualquier A€ F

3. A1, A2, ...€ F,con An N Am = @ paran #m, = P(U%_; 4An) = X%, P(4n) .

La terna (Q,F, P) es llamada un espacio de probabilidad.

Una o-algebra puede interpretarse como un conjunto de propiedades de los eventos,
p. ej. el conjunto de propiedades por las que podemos distinguir los eventos o el conjunto
de propiedades en las que podemos fundamentar decisiones y responder preguntas. Por
lo tanto, la o-algebra puede interpretarse como informacion (Fries, 2007).

Por lo anterior, solo estaremos interesados en asignar probabilidades a los elementos
de F.

Asi, un espacio de probabilidad (@, F, P) puede interpretarse como un conjunto de

todos los posibles resultados, una familia de propiedades de los eventos y una funcién
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gue asigna una probabilidad a cada propiedad de los eventos, la probabilidad de que un

evento con las respectivas propiedades ocurra (Fries, 2007).

[.1.4 Aplicacion de los elementos fundamentales de la Teoria de Probabilidad a la

Teoria Moderna del Portafolio

El principal problema de la TMP es la determinacion de los pesos éptimos a invertir
en cada accidén candidata a conformar un portafolio de inversion, una propuesta de
solucién a este problema es el Modelo media-varianza (Modelo M-V) cuyos elementos
principales provienen de la Teoria de Probabilidad (valor esperado y varianza). Para ver
de qué forma sucede esto, estudiemos el primer elemento de la Teoria de Probabilidad,
a decir, un experimento aleatorio.

Consideremos el siguiente experimento:

&3 = observar el precio de una accién después de un mes

Debemos verificar que €3 sea un experimento aleatorio para que de esta forma sea
objeto de estudio de la Teoria de Probabilidad.

En efecto, €3 es experimento aleatorio, ya que cumple con las tres condiciones de
nuestra definicién: (1) el precio de una accion puede ser cualquier real positivo
(incluyendo al cero), (2) por lo menos se sabe que el precio no serd un nimero negativo
y (3) podemos observar el precio de la accibn mes con mes (mientras no se presenten
sucesos extremos como: una crisis financiera, una recesion econémica, inestabilidad
politica, problemas corporativos).

Ahora veamos la forma que tiene un espacio muestral para &s.

Debido a que este conjunto debe contener todos los posibles precios de una accion,
para el experimento aleatorio €3 se propone el siguiente espacio muestral®:

QW=RtU{0}={x: 0<x<o}=]0,0)

3 El espacio muestral podria describirse en forma mas realista estableciendo una cota superior para el
precio de una (sola) accion, quizas el capital social de la empresa, aunque todavia es muy grande (Venegas
Martinez, 2008).
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Una o-algebra de Q3 es F1+ = o{[0, o0)}*, esta es una o-algebra suficiente para estudiar a
€3. A pesar de que contiene la mayor cantidad de informacién, en el contexto de la TMP,
no existen agentes que cuenten con toda la informacién ni tampoco los que carezcan por
completo de ésta.

Con los elementos anteriores podemos construir un espacio de probabilidad (Qs, F4, P)
y de esta forma verificamos que podemos estudiar a €3 desde la perspectiva de la Teoria
de Probabilidad.

Sin embargo, cuando se realiza un experimento aleatorio, estamos interesados
principalmente en alguna funcion de los resultados en contraposicion al resultado real en
si (Ross, 2009).

Esto sucede en la TMP (y en el Modelo M-V como elemento de ésta), ya que estudia
los rendimientos de las acciones en lugar de los precios. De esta forma, para poder
estudiar los rendimientos hacemos uso del concepto de variable aleatoria debido a que

los consideraremos como tal.

I.2 Variables aleatorias y dos clases de variables aleatorias

En este apartado enunciamos el concepto de variable aleatoria y presentamos dos
variables aleatorias particulares, variable aleatoria discreta y variable aleatoria continua.

|.2.1 Variables aleatorias

Definicion. Sea (Q, F, P) un espacio de probabilidad. Una variable aleatoria es una
funcion X: O - R tal que paracada x € R, el conjunto {w € Q: X(w) < x} es un evento
(Rincon, 2006).

Con base en la definicion anterior una variable aleatoria no es ni variable ni aleatoria,
es una funcion. El término variable aleatoria proviene del hecho de que al efectuar un
ensayo del experimento aleatorio ¢ se obtiene un resultado (aleatorio) w € Q y al aplicar

la funcion X(w) se obtiene un x € R.

4Donde of[a, «): a € R}} es una o-algebra generada, ésta es una o-algebra de Borel de R.
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Ademas, clasificaremos a las variables aleatorias en discretas o continuas, segun el

conjunto de valores que éstas puedan tomar®.

Definicion. Una variable aleatoria discreta X sobre un espacio de probabilidad
(Q,F, P) es una funcién X con dominio Q y rango un subconjunto finito o infinito numerable
{x1, x2, ... } de los niUmeros reales R tal que {w: X(w) = xi} €s un evento para toda i (Hoel
et al., 1971).

Definicién. Una variable aleatoria X es llamada una variable aleatoria continua si
(Hoel et al., 1971).
P(X=x)=0, —0<x <

[.3 Funcidén de distribucién y funcién de densidad

A continuacion, definimos la funcién de distribucion de una variable aleatoria X, asi
como la funcién de densidad de una variable aleatoria discreta y la funcion de densidad
de una variable aleatoria continua.

En lo sucesivo sean (Q, F, P) un espacio de probabilidad y X una variable aleatoria,

elementos base para las siguientes definiciones.

Definicion. La funcion de distribucion de una variable aleatoria X es la funcion
F(x): R - [0,1], definida como sigue (Rincon, 2006),
F(x) =P(X <x)

[.3.1 Funcién de densidad

Definicion. Sea X una variable aleatoria discreta. La funcion real f definida sobre R
por f(x) = P(X = x) es llamada la funcién de densidad discreta o funcién masa de
probabilidad de X (Hoel et al., 1971).

5 Existen también las variables aleatorias mixtas que son una mezcla de una variable aleatoria discreta

y una variable aleatoria continua, para una descripcion detallada consulte Bertsekas y Tsitsiklis (2008).
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Propiedades.

1. f(x)=0,x€R
2. Yif(x) =1

El término masa de probabilidad proviene del hecho de que, f(x) concentra una masa
positiva en cada punto x, para algun subconjunto finito o infinito numerable de R,
entonces f(x) en suma distribuye una unidad de masa de probabilidad sobre la recta

real. De esta manera, a los puntos x se les llama puntos de masa de X.

Definicién. Una funcién de densidad (con respecto a la integracion) de una variable
aleatoria continua X es una funcion no negativa f tal que (Hoel et al., 1971),

(o]

Jfdx=1

—00

Propiedades.

1. Plasx<h) =[f)dx, a<bh
2. f(x) =F(x), —ow<x<o

El término funcién de densidad se debe a que en un intervalo [a, b] la densidad varia
de un punto a otro de modo que, en el punto x la densidad es f(x). Entonces para
encontrar la densidad total del intervalo primero lo dividimos es partes pequefias a través

de dx que contiene al punto x y después integramos sobre [a, b].

I.4 Esperanza matematica

En esta seccidn enunciamos el concepto de esperanza matematica para una variable
aleatoria discreta y una variable aleatoria continua; debido a que sobre esta caracteristica

numeérica descansa la forma en como mediremos el riesgo de un portafolio.

Definicién. Sea X una variable aleatoria discreta con funcién de densidad discreta

f(x) . La esperanza matematica (o valor esperado) de X, denotada por E(X), se define

como

EX) =2 xf(x)

17



Esta definicion tiene sentido siempre que la serie sea convergente.

Definicion. Sea X una variable aleatoria continua con funciéon de densidad f. La

esperanza matematica (o valor esperado) de X, denotada por E (X), se define como

(oe]

EX) = [ xf(x)dx

—00

Esta definicion tiene sentido siempre que la integral sea convergente.

El valor esperado tiene la propiedad de ser lineal, y haremos uso de ésta a lo largo de
este trabajo.
Linealidad del valor esperado: Para cualesquiera variables aleatorias X1,...,Xn Y

cualesquiera constantes ci, ..., cn, S€ cumple que

n n

E (G ciXi) = > cE(Xi) .

i=1 i=1
Algunos objetos asociados con la esperanza son la varianza de una variable aleatoria
X, la covarianza entre dos variables aleatorias X y Y; y ademas una forma de reescribir

la covarianza se conoce como coeficiente de correlacion. Los definimos a continuacion.

Varianza, covarianzay coeficiente de correlacion

Definicion. La varianza de una variable aleatoria X, denotada por Var(X), se define

como la siguiente esperanza, si esta existe,

Var(X) = E [(X — E(X))’] = E(X2) — E(X)?

El nimero no negativo ¢ = VVar(X) es llamado la desviacién estandar de X.

Definicion. Sean X y Y dos variables aleatorias. La covarianza entre X y Y, denotada
por Cov(X,Y), se define por (Feller, 1973),
Cov(X,Y) = E[(X — EX))(Y — E(Y))] = E(XY) — E(X)E(Y).
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Esta definicion tiene sentido siempre que X y Y tengan varianzas finitas, i.e que la
varianza exista.
La varianza y la covarianza cumplen algunas propiedades que utilizaremos en el
presente trabajo.
1. Para cualquier constante c, Var(c) = 0.
2. Para cualquier variable aleatoria X y cualquier constante c, Var(X + ¢) = Var(X).
3. No linealidad de la varianza: Para cualesquiera variables aleatorias X y Y, y
cualquier constante c, se cumple que
Var(cX) = c2Var(X)
Var(X +Y) =Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X,Y) .
4. Para cualquier variable aleatoria X, Cov(X, X) = Var(X)
5. Para cualesquiera variables aleatorias X y Y, Cov(X,Y) = Cov(Y,X)
6. Para cualesquiera constantes ay b, y cualesquiera variables aleatorias Xy Y se
cumple que
Cov(aX,bY) = abCov(X,Y)

Definicion. Sean X y Y dos variables aleatorias con varianzas finitas no cero. El
coeficiente de correlacion p(X,Y) se define por
Cov(X,Y)

X, Y) =
pALY) VVar(X)VVar(Y)

Proposicidn. El coeficiente de correlacion entre dos variables aleatorias X y Y con
varianzas finitas distintas de cero satisface las desigualdades (Rincon, 2014),
-1<pX,V) <1

El coeficiente de correlacion es otra forma de escribir la Cov(X,Y)®. Y se utiliza como
una medida del grado de dependencia (lineal) entre dos variables aleatorias.
Un valor de p(X,Y) cercano a +1 o —1 indica un alto grado de linealidad entre X y Y,

mientras que un valor cercano a 0 indica que tal linealidad esta ausente. Un valor positivo

6 El fisico definira el coeficiente de correlacién como “covarianza adimensional” (Feller, 1973).
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de p(X, Y) indica que Y tiende a aumentar cuando X lo hace (ver Tabla 1.1), mientras que
un valor negativo indica que Y tiende a disminuir cuando X aumenta. Si p(X, Y) = 0,

entonces se dice que X y Y no estan correlacionadas (Ross, 2009).

Ejemplo.
Tabla 1.1 Varianzay CovarianzaparaXyY.
Compafia Varianza Cov(X,Y)
GMEXICO X 190.74
33.88
FEMSA Y 65.49
Fuente: Elaboracién propia con datos de Investing.com.
Entonces,

Cov(X,Y) B 33.88
WarOWVar(Y)  V190.7465.49

Este resultado indica que Y tiende a aumentar cuando X lo hace.

p(X,Y) = = 3031

Tabla 1.2 Valores de p para algunas empresas.

Periodo

Precrisis PaLFaaGFNORTE = 0.8420
Crisis Parraaac = 0.0
Postcrisis PaLseaasurp = —0.1836

Fuente: Elaboracién propia con datos de Investing.com.

En la Tabla 1.2 podemos observar el coeficiente de correlacion entre algunas
empresas del S&P/BMV IPC para ciertos periodos de estudio (en el Capitulo IV
explicaremos como se obtuvieron estos valores y en el Capitulo V qué significan dichos
periodos).

En el periodo Precrisis observamos un coeficiente de correlacion de . 8420 lo que
indicaria que las acciones de GFNORTE tiende a aumentar cuando las de ALFAA lo
hacen.

Para el periodo Crisis tenemos un coeficiente de correlacion de 0.0 entonces se dice

gue ALFAA y AC no estan correlacionadas.
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En el periodo Postcrisis observamos un coeficiente de correlacion de —0.1836 lo que

indicaria que las acciones de ASURB tiende a disminuir cuando las de ALSEA aumentan.

I.5 Evaluacion del riesgo

Sabemos que el rendimiento es una variable aleatoria, en particular la tasa de
rendimiento R de una accién es variable aleatoria, entonces, a través de la Teoria de
Probabilidad vista se pueden formular las siguientes definiciones utilizadas en la TMP y

mediante las cuales podemos estimar el rendimiento y evaluar el riesgo de las acciones.

1.5.1 Estimacion del rendimiento esperado y riesgo de las acciones

Definicién: El rendimiento esperado de una accion se define como (Francis y Kim,

2013),

n

E(Ri) = Z DPsTis - (11)

s=1

Donde:
E(R:) representa el rendimiento esperado de la accion i, cuando i = 1,2,...n

ps €es la probabilidad de que R tome el valor s

ris €S la tasa de rendimiento de la acciéon i en el valor s

Ejemplo.
Si el rendimiento de la accién A que un inversionista espera depende de como se
desenvuelven las ventas de la compafia en los proximos 12 meses, el inversionista

asume tres escenarios:

Tabla 1.3 Posibles escenarios de un inversionista.

Escenario Probabilidad de ocurrencia Rendimiento
Optimista 35.00% 25.00%
Moderado 40.00% 10.00%
Negativo 25.00% —5.00%

Fuente: Elaboracion propia.
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Entonces, el rendimiento esperado de la accion A se calcula como:
E(R4) = (35%)(25%) + (40%)(10%) + (25%)(—5%) = 11.50%

El rendimiento esperado de la accion corresponde al promedio ponderado de los

rendimientos esperados en cada escenario.

Definicion. La varianza de los rendimientos de la accion i se define como, la
dispersion de la tasa de rendimiento de la accion alrededor de su rendimiento esperado,
y se calcula como (Francis y Kim, 2013):

n
02 =E[(R; — E(R))] = X ps [(rs — E(RD)?]. (1.2)
s=1
Debido a que las unidades de la varianza quedan expresadas al cuadrado, se dificulta
su comparacion, por esto se usa con mayor frecuencia la desviacién estandar de los

rendimientos.

Definicién: La desviacion estandar de los rendimientos de las acciones es laraiz

cuadrada positiva de la varianza, y se expresa como:

oi =\/0i2

La varianza de los rendimientos y la desviacion estandar de los rendimientos se
utilizan como medidas del riesgo. Es decir, se podria equiparar el riesgo de una accion i
con su variabilidad de rendimiento. En particular a la desviacidbn estandar de los
rendimientos (utilizada como medida del riesgo) se le conoce como la volatilidad de la
accion i.

Entre mas grande sea la desviacién estandar, mayor es el grado de volatilidad de las

acciones, es decir, mayor dispersion de las observaciones alrededor de la media.
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Ejemplo.

Considere las siguientes dos acciones:

Tabla 1.4 Rendimientos anuales y desviacién estandar para dos acciones.

Rendimientos

Periodo ) )
Accion 1 Accion 2
Afio 1 4.00% 7.00%
Afo 2 20.00% 9.00%
Afo 3 16.00% 6.00%
Rendimiento 13.00% 7.00%
Desviacion estandar 8.00% 2.00%

Fuente: Elaboracion propia.

Debido a que el rendimiento esperado y la desviacién estdndar de las acciones no
tienen unidad de medida, regularmente se expresan en términos porcentuales.

La accién 1 es mas rentable con un rendimiento de 13.00%, pero a su vez la dispersion
de dichos rendimientos alrededor de la media presenta niveles mayores con un 8.00% en
comparacion con la accion 2, que presenta un rendimiento inferior, pero muestra una
desviacion estandar muy baja.

Ademas del riesgo y el rendimiento esperado, la TMP requiere el calculo de las
relaciones entre los rendimientos de estas acciones. Para este célculo se puede emplear

la covarianza o el coeficiente de correlacion.

Definicién. La covarianza de los rendimientos entre dos acciones, i y j, denotada
por agij 0 Cov(R;, Rj) se define por (Francis y Kim, 2013).

n

oy = E{[Ri — E(R)][R; — ERR)]} = X ps{lris — E(R)][rjs — E(R)]} (1.3)
s=1

Definicion. El coeficiente de correlacion entre dos acciones, i y j se define por
(Francis y Kim, 2013).

UJ

pij = (1.4)

0i0;
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Ejemplo.
La Figura 1.1 muestra el efecto de la correlacion sobre los activos Ay B (en el Capitulo
Il damos una descripcion de este efecto).

e Cuando psap = +1 el efecto de la correlacion esta representado en la recta
marcada, e indica una perfecta relacion lineal positiva entre los rendimientos de
las acciones Ay B.

e Cuando psas = 0 el efecto de la correlacion esta representado en la curva marcada,
e indica la ausencia de relacion lineal entre los rendimientos de las acciones A y
B.

e Cuando psas = —1 el efecto de la correlacion esta representado por las rectas
marcadas, e indica una perfecta relacion lineal negativa entre los rendimientos de
las acciones Ay B.

Figura 1.1 Efecto de la correlacién.
E(Ry)

E(Rp)

E(R4)

pap = —1

[ oB

Fuente: Elaboracion propia.

Sin embargo, un inversionista no sélo esté interesado en medir el riesgo de una Unica
accion, también esta interesado en medir el riesgo cuando utiliza estas acciones para
conformar un portafolio de inversion. A continuacion, explicamos como medir el riesgo de

un portafolio.

1.5.2 Estimacion del rendimiento esperado y riesgo de un portafolio

Consideremos a R, como la variable aleatoria del rendimiento de un portafolio p el
cual consiste de n acciones individuales.
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Definicion. Las proporciones, pesos 0 niveles de participacién, denotados por w;,
hacen referencia a la fraccion del valor total del portafolio que sera invertida en la accion

i, y cumple con la siguiente condicion

n

Sw; =1 (1.5)
i=1

La restriccion de (1.5) se conoce como restriccion presupuestal.

El rendimiento de un portafolio lo definimos como la siguiente combinacion lineal

n
Rp = Z WiRi
i=1

Entonces tomando el valor esperado en ambos lados de la ecuacion anterior, llegamos

a lo siguiente.

Definicion. El rendimiento esperado del portafolio p se define como

E(Ry) = E (X wWiR) = 2 wWiE(R))
i=1 i=1 (16)

Donde:
wi es el peso invertido en la accion i parai =1,...,n.

E(R:) es el rendimiento esperado de la accion i parai =1, ..., n.

La esperanza matematica del rendimiento de un portafolio resulta ser el promedio de
los n rendimientos esperados individuales, ponderados por la participacién de cada
accion individual en el portafolio.

También puede ser expresado como el producto entre el vector transpuesto de w y el
vector de rendimientos esperados individuales E.

E(Ry) = WE
Donde:
wl = (w1, wz, ..., wn) €s el vector de pesos de las n acciones

ET = (E1, E>, ..., En) es el vector de los rendimientos esperados de las n acciones.
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Definicion. La varianza del rendimiento del portafolio p se define como la
dispersion de la tasa de rendimiento del portafolio alrededor de su rendimiento esperado,
denotada por g2, y se calcula como:

n n n n n
ol =E[(R, —ER )] =2 >wwao =>wiZ+3.3wwo, 17)

i=1j=1 i=1 i=1j=1
ij

Los tres componentes que determinan el riesgo de un portafolio son los pesos de las
acciones, la desviacion estandar (o varianza) de cada accion, y el coeficiente de
correlacion (o covarianza) entre las acciones.

De la expresion 1.7, podemos observar que cuanto menor es la covarianza (0
correlacion) entre los rendimientos de las acciones individuales, menor es la variabilidad
del portafolio. Por tanto, la capacidad de diversificacion de un portafolio estd en la
correlacion.

Los portafolios que incluyan acciones con la menor correlacion posible
(especialmente negativa) presentardn menor volatilidad que aquellos que incluyan
acciones altamente correlacionadas.

La varianza del portafolio también puede representarse matricialmente como:

o5 = wiZw
Donde:
of 012 - On
021 0% - O
= . z . ) es la matriz de varianzas y covarianzas de los rendimientos
Onl On2 *°° O',%

de las acciones del portafolio.
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Il. Modelo media-varianza de Markowitz

En la TMP, el modelo media-varianza de Markowitz (modelo M-V), tiene como objetivo
determinar el conjunto de portafolios eficientes de entre los cuales el inversionista elegira
el que mejor satisfaga sus necesidades; para lograr dicho objetivo, se debe determinar la
solucion del mismo. Este toma como base las definiciones explicadas en el capitulo |
sobre el rendimiento, la varianza del rendimiento y las covarianzas del rendimiento; la
solucién del modelo brindara los pesos 6ptimos a invertir en cada accion.

El conjunto de portafolios eficientes, el cual forma parte del conjunto de oportunidad,
estara representado en la frontera eficiente. Estos conceptos seran ilustrados mediante
el andlisis geométrico para un portafolio de tres acciones, éste consiste en graficar las
lineas de isomedia y las elipses de isovarianza, los puntos de tangencia entre ambos
gréaficos generan la linea critica.

Asimismo, expondremos las caracteristicas principales de la frontera eficiente
conformada por n acciones. En este apartado se enunciara el teorema de la frontera
eficiente, que explica la localizaciéon del portafolio 6ptimo de un inversionista y que se
encuentra en la interseccion de la frontera eficiente y las curvas de indiferencia.

Posteriormente, se analizara la solucién del modelo para un portafolio conformado por
n acciones bajo el supuesto de que se permiten las ventas en corto, es decir, que un
inversionista puede vender acciones que obtuvo en forma de préstamo. Ademas,
encontraremos el conjunto de portafolios eficientes y graficaremos la frontera eficiente.

Adicionalmente, en el Apéndice Al exponemos una extension del Modelo M-V, el cual
incorpora un activo libre de riesgo al conjunto de n acciones donde la frontera eficiente
toma la forma de una linea recta.

El objetivo del presente capitulo es estudiar cuidadosamente los diversos elementos

gue contiene el Modelo M-V propuesto por Markowitz.

I1.1 Portafolios eficientes

El modelo M-V es una propuesta de solucion para el problema del portafolio, el cual
consiste en determinar los pesos 6ptimos para las acciones candidatas a conformar un

portafolio de inversion.
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Este modelo se desarrolla sobre la base de comportamiento racional del inversionista,
es decir, el inversionista desea rentabilidad y acepta cierto nivel de riesgo. Por lo que,

para él un portafolio sera eficiente si cumple la siguiente definicion

Definicion. Un portafolio p es eficiente si cumple con las siguientes condiciones:
1. p es legitimo’,
2. p tiene el mayor rendimiento esperado para un nivel dado de riesgo, o, por el
contrario,
3. p tiene el menor riesgo para un nivel dado de rendimiento.

El inversionista elegira el portafolio p (que cumpla con sus exigencias) dentro de los
que conforman al conjunto eficiente, cada uno de los portafolios de ese conjunto tendra
el menor riesgo para un nivel dado de rendimiento y, en el caso de dos y tres acciones
estaran contenidos en la linea critica, mientras que, en el caso de n acciones, este

conjunto se localizara en la frontera eficiente.

[1.1.1 Analisis geométrico del modelo media-varianza para tres acciones

Para comprender el modelo M-V, comenzamos analizandolo graficamente; este
procedimiento contiene a los conceptos de conjunto eficiente, lineas de isomedia, elipses
de isovarianza y linea critica. Estos elementos nos permitirAn entender qué es la frontera

eficiente. A continuacién, enunciamos los términos mencionados.

Definicidon. Al conjunto formado por todos los portafolios eficientes se denomina

conjunto eficiente.

" Esta caracteristica es mencionada en el trabajo de H. Markowitz (1959) titulado “Portfolio selection, efficient
diversification of investments” la cual establece que un portafolio es legitimosiy sélosi (L) w; = 0 y (2) Y w; = 1
paratodai = 1, 2, ..., n. Sin embargo, esta condicion es tomada en cuenta tnicamente en el andlisis estandar del
portafolio. En general, las restricciones del analisis del portafolio no necesitan ser las del analisis estandar, por lo que,

esta caracteristica no sera considerada en este trabajo de tesis.
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Lineas de isomediay elipses de isovarianza

Definicion: Las lineas de isomedia o isomedias, son rectas que tienen valores de

E(Rp) iguales a lo largo de la misma.

Definicion. Una elipse de isovarianza es un lugar geométrico de puntos que
representan portafolios con el mismo nivel de riesgo.

Con base en las definiciones anteriores, debemos expresar a E(Rp) y g%, en dos
variables para asi poderlas graficar en el plano (w1, wz).

Por lo tanto, sean w1, w2 y ws los pesos de las acciones que conforman el portafolio.

Por la ecuacién (1.5) tenemos,

wi+wy+wz=1

= wz3=1—-w;—w, (21)

Sustituyendo la ecuacion (2.1) en la ecuacion del rendimiento esperado del portafolio

(1.6), obtenemos,
3
E(Rp) = Z WiE(Ri) = w1 E(R1) + w> E(Rz) + ws E(Rg)
i=1

E(Rp) = [E(Rl) — E(R3)]W1 + [E(Rz) — E(R3)]W2 + E(Rg) (22)

Sustituyendo la ecuacion (2.1) en la ecuacion de la varianza del rendimiento del

portafolio (1.7), obtenemos,
3 3

o2=3>2wwao
p

Ljy
i=1j=1
= Wio-ll + W;O’ZZ + W230'33 + 2W1W20’12 + 2W1W30'13

+ 2W2W30'23

02=( +0_—20 W2+ Qo_+20 —20 —20 )ww
p 11 ' 33 1371 33 12 13 2377172
+ (022 + 033 — 2023)W§ + (=2033 + 2013)w4

(2.3)
+ (—20'33 + 20'23)W2 + 033
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Debido a que el rendimiento esperado del portafolio y la varianza del rendimiento del
portafolio estan en funcion de los pesos de las acciones w1 y wz, podemos graficar las
lineas de isomedia y las elipses de isovarianza en el plano (w1, wz).

Para graficar las lineas de isomedia suponemos que E(R1), E(Rz2), E(R3) son valores
conocidos tales que E(R1) # E(R2) # E(R3), ademas le damos diferentes valores a E(Rp)

para generar una familia de rectas (lineas de isomedia).

Figura 2.1 Lineas de isomedia

Restriccion
presupuestaria

A
/ / / / 1.0c

Fuente: Elaboracién propia.

La Figura 2.1 representa una familia de lineas de isomedia® donde a cada una de las
Ei se les conoce como isomedias.

La caracteristica principal de las isomedias es que son paralelas una con otra; los
rendimientos esperados dentro y sobre el triangulo ABC son alcanzables sin violar la
restriccién presupuestaria.

Ademas, los inversionistas desean alcanzar la isomedia con mayor rendimiento
esperado, sin embargo, esto no es posible debido a que implicaria mas riesgo y también

a gque estan limitados por la restriccion presupuestaria.

8 La familia de lineas de isomedia no siempre tiene esta forma, dependera de los rendimientos de las

acciones que conformen el portafolio.
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Por otra parte, para graficar las elipses de isovarianza suponemos que

011,012, 013, 022, 023, 033 SON valores conocidos, ademas le damos diferentes valores a g7,

wi.

Figura 2.2 Elipses de isovarianza

Restriccion
presupuestaria

wy

Fuente: Elaboracion propia.

La figura 2.2 muestra una familia de elipses, cada elipse estd compuesta por diferentes
combinaciones de w1 y wz. Las elipses mas grandes representan mayor riesgo que las
elipses interiores, éstas nunca se intersecan debido a que un punto en particular sobre la
elipse no puede representar dos niveles diferentes de varianza del rendimiento del
portafolio.

Para obtener la linea critica intersecamos los graficos de las isomedias e isovarianzas

obtenidos.

Definicion. La linea critica es el lugar geométrico de todos los puntos que minimizan
la varianza entre los portafolios con el mismo rendimiento esperado, esta formada por los
puntos de tangencia entre las isomedias y las isovarianzas.

La linea critica es la representacion grafica del conjunto de oportunidad en el plano

(w1, w2).
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Figura 2.3 Lalinea critica

1.0

Restriccion
presupuestaria

< }/ Linea critica
A IV AR N

Fuente: Elaboracion propia.

=
=

<
<
o

La linea critica siempre pasa por el centro de las isovarianzas. Un punto esta en la
linea critica si y sélo si éste minimiza la varianza para algun rendimiento esperado.

De acuerdo a la definicién de portafolios eficientes, en la figura 2.3 podemos observar
gue los puntos a, b y ¢ son portafolios eficientes ya que para un nivel dado de rendimiento
minimizan el riesgo, a diferencia del portafolio d, el cual tiene una varianza mayor para
un nivel dado de rendimiento.

Por lo tanto, los portafolios a, b y ¢ conforman el conjunto eficiente.

En el caso de portafolios conformados por n acciones (con n > 3), no es posible
graficar la linea critica, debido a que ésta se grafica en el plano (w1, wz). En este caso el
conjunto eficiente se localiza en la frontera eficiente® en el plano [, E(R)].

Sin embargo, si queremos graficar la frontera eficiente para portafolios formados por
dos y tres acciones solo basta con sustituir las ponderaciones de w1 y w2 en las férmulas

de rendimiento esperado y varianza del rendimiento del portafolio.

° Por el momento, entenderemos a la frontera eficiente como la parabola que representa el conjunto de
combinaciones de [0, E(R)] de todos los portafolios eficientes, mas adelante daremos una descripcion de

la misma.
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Ejemplo. Portafolios eficientes utilizando el analisis grafico y construccion de la
frontera eficiente para tres acciones.

En la siguiente tabla se muestran los valores de E(R:), % y gij, de tres acciones

pertenecientes al S&P/BMV IPC en el periodo julio 2007 a marzo 2011.

Tabla 2.1 Datos de entrada para un portafolio conformado por tres acciones.

Compafia i  w; E(R) o7 Tij

GMEXICO 1 wy 2.68% 190.74 013 = 2627
AMXL 2wy 0.16% 41.77 Oy3 = 2437

Fuente: Investing.com (2020).

Como se menciond, el conjunto eficiente de un portafolio de tres acciones se
encuentra graficando las lineas de isomedia y las elipses de isovarianza.

Primero graficaremos las lineas de isomedia, entonces, sustituyendo los valores de

la Tabla 2.1 para E(Rp) en la ecuacion (2.2) obtenemos la siguiente ecuacion

3
E(Ry) = Y wiE(R) = 2.68w1 + 0.16w; + 1.54ws3
i=1
= [2.68 — 1.54]w; + [0.16 — 1.54]w, + 1.54 (2.2a)
= 1.14w; — 1.38w; + 1.54

Ahora seleccionamos algunos valores para E(Rp) en la vecindad de los valores
esperados de las acciones en el portafolio.
Eligiendo los siguientes cuatro valores, 0.5%, 1.0%, 1.5% Yy 2.0% de E(Rp) y utilizando
la ecuacion (2.2a), las ecuaciones para las cuatro lineas isomedia son:
E(R,) = 0.5% = 1.14w; — 1.38w;, + 1.54
E(Rp) = 1.0% = 1.14w1 — 1.38w2 + 1.54
E(Rp) = 1.5% = 1.14w1 — 1.38wz + 1.54
E(Rp) = 2.0% = 1.14w1 — 1.38w2 + 1.54

Una vez elegidos los valores de E(Rp) graficamos las cuatro ecuaciones lineales en

un plano que se pueden observar en la siguiente figura.
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Figura 2.4 Lineas de isomedia de un portafolio conformado por tres acciones.

A a

Fuente: Elaboracién propia con informacién de las acciones presentadas en la tabla 2.1.

Para graficar las isovarianzas haremos uso de la ecuacion (2.3).
3 3

o2=>>wwo =
p

iLjy
i=1j=1 (2.3a)
= 166.18w2 + 44.14ww, + 57.93w2 — 40.34w; — 81.06w,

+ 64.90

Es necesario resolver la ecuacion (2.3a) en términos de una de las variables tratando
a la segunda variable como constante. Entonces, seleccionamos a w1 como la variable a
ser resuelta, y tomando a w2 como una constante, la ecuacion se reduce a una ecuacion
cuadrética de una variable.

Resolvimos la ecuacién (2.3a) con la formula cuadratica, es decir, igualamos la
ecuacion (2.3a) con cero e identificamos a, b y ¢ para sustituirlos en la férmula general y

encontrar los valores de x, de la siguiente manera.

166.18w? + 44.14wiw2 + 57.93w? — 40.34w1 — 81.06w2 + 64.90 — 02 = 0
1 2 2

a=166.18

b =4414w2 — 40.34
c= 57.93W§ — 81.06w2 + 64.90 — 0123

x_—bJ_r\/bZ—zkc
2a
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 —(44.14w2 — 40.34)

2(166.18)
\/

t+

2(166.18)

La ecuacion anterior es la solucion de la ecuacion (2.3a). Para graficar las isovarianzas

es necesario resolver la formula general para obtener diferentes x (una por cada
isovarianza), entonces, seleccionamos algunos valores para g2 y w para determinar los
p 2

puntos en la elipse isovarianza.
Una forma de seleccionar un valor para o3 es que sea ligeramente mayor que la

varianza del PVM y seleccionar el valor de w2 del PVM (o cercano a él) para obtener
los dos primeros valores de wi. Por ejemplo, sitomamos ¢3 = 38.9 y w, = 0.7, entonces,
la ecuacion de la formula general produce los siguientes dos valores para wi.
w1 = 0.15
w1 = —0.09

Cualquier valor podria ser elegido tan grande como exceda la varianza del PVM (es
decir, 36.40). De esta forma, podemos encontrar los valores de w1 para un valor dado de
w2y 3.

Para calcular una serie de varianzas del portafolio usando la ecuacion (2.3a), se

comenz6 cambiando a w1 en 0.01 de forma ascendente.

Tabla 2.2 Puntos de isovarianza en el plano (wq, wy).

wy Dos valores de wy o’
inferiores n.a. n.a. n.a

0.7 0.07 —0.01 36.71
superiores n.a. n.a. n.a.
inferiores n.a na n.a

0.5 0.13 —0.02 39.20

10 PVM es el portafolio de varianza minima debido a que no existe otro con varianza menor para un
rendimiento esperado dado. En el Anexo B.1 mencionamos c6mo obtenerlo mediante un método de prueba

y error.
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0.6

0.7

0.8

0.9
superiores
inferiores

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

1.1

1.2
superiores
inferiores

-0.1

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

0.16
0.16
0.13
0.05

n.a.
0.21
0.29
0.32
0.34
0.34
0.33
0.31
0.28
0.23
0.16
0.03

n.a.
0.28
0.38
0.44
0.48
0.50
0.51
0.52
0.51
0.50
0.49
0.46
0.43

—0.08
—0.10
—0.10
—0.04

n.a.
—0.02
-0.12
—0.18
—0.23
—0.26
-0.27
—0.28
—0.27
—0.25
-0.21
-0.11

n.a.
—0.01
-0.14
—0.23
-0.29
—0.34
—0.28
-0.41
—0.43
—0.45
—0.46
—0.46
—0.45

39.20
30.20
39.20
39.20

n.a
51.59
51.59
51.59
51.59
51.59
51.59
51.59
51.59
51.59
51.59
51.59

n.a.
73.90
73.90
73.90
73.90
73.90
73.90
73.90
73.90
73.90
73.90
73.90
73.90
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1.1 0.39 —0.44 73.90

1.2 0.33 -0.41 73.90
1.3 0.27 —0.37 73.90
1.4 0.18 -0.31 73.90
1.5 0.01 —0.16 73.90
superiores n.a. n.a. n.a.

Fuente: Elaboracion propia con datos de las acciones presentadas en la tabla 2.1.

Se deben elegir valores de w2 tales que, el valor de la ecuacion dentro de la raiz
cuadrada no sea negativo, para garantizar que encontraremos soluciones para wi.

Los valores de w1 y w2 Y las varianzas del portafolio en la tabla anterior son graficados
en el plano (w1, w2) para obtener las elipses de isovarianza, mostradas en la siguiente

figura, 2.5.

Figura 2.5 Elipses de isovarianza.

Thym = 36.40
Viio? = 36.71
Va2 = 39.21
Vs Vs: g3 = 5150
Virgs = 7390

V2

PVM

w1

s

Fuente: Elaboracién propia con informacién de las acciones presentadas en la tabla 2.1.

Una vez graficadas las lineas de isomedia y las elipses de isovarianza es posible
determinar la linea critica, solo debemos intersecar ambos gréaficos, como podemos

observar en la siguiente figura, 2.6.
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Figura 2.6 Linea critica.

iy = 36.40
Vig? = 3671
Vaia? = 3921
V302 = 51.50
Vi:g2 = 73.90

Fuente: Elaboracién propia con informacion de las acciones presentadas en la tabla 2.1.

De esta forma podemos determinar facilmente el conjunto eficiente de portafolios.

Debido a que cada isovarianza traza un mismo nivel de riesgo, el punto donde el valor
mas alto de isomedia es tangente a una isovarianza, es un portafolio eficiente.

Entonces, el portafolio en el punto P gana el mayor rendimiento esperado, E(Rp) =
2.0, con una varianza de V4 = 73.90. El punto I esta también sobre la misma elipse de
isovarianza, sin embargo, el portafolio en el punto I estd dominado! ya que tiene un
menor rendimiento esperado que el punto P.

En el mismo sentido, los portafolios N, 0,y P son eficientes en los niveles de varianza
39.21, 51.50 y 73.90 respectivamente. La linea recta que comienza desde el PVM vy
conecta esos puntos es la linea critica. Por otro lado, la linea critica punteada que
comienza en el PVM y conecta los puntos L, K, /] e I indica portafolios ineficientes o
dominados.

Una vez determinada la linea critica, la frontera eficiente se grafica con facilidad.

Los pesos 6ptimos para cada portafolio se sustituyen en las férmulas del rendimiento
esperado y riesgo de cada portafolio para poder localizarlos en el plano [gp, E (Rp)], €n

la Tabla 2.3 podemos observar los resultados.

11 Se dice que un portafolio A domina a un portafolio B cuando para un mismo nivel de riesgo, el portafolio

A tiene un mayor rendimiento esperado que el portafolio B.
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Tabla 2.3 Pesos de los portafolios en la linea critica.

Punto wq wy w3 E(R,) oz o,
L 0.004 0.757 0.239 0.50% 36.71 6.06
PVM 0.030 0.688 0.282 0.62% 36.40 6.03
N 0.109 0.481 0411 1.00% 39.21 6.26
O 0.213 0.205 0.582 1.50% 51.50 7.18
P 0.318 —0.071 0.753 2.00% 73.90 8.60

Fuente: elaboracion propia con datos de las acciones presentadas en la tabla 2.1.

La frontera eficiente se encuentra graficando E (Rp) Y gp como se muestra en la Figura
2.7.

Figura 2.7 Frontera eficiente de portafolios conformados por tres acciones.

E(Rp)

Op

Fuente: Elaboracién propia con informacion de las acciones presentadas en la tabla 2.1.

Una vez obtenida la frontera eficiente, el inversionista podra elegir el portafolio que

mejor se adecue a sus necesidades.

[I.2 Frontera eficiente para el modelo media-varianza con n

acciones

En un caso mas general y que se presenta con mayor frecuencia en la practica, los
portafolios de inversién estan conformados por varias acciones. Esto puede deberse a
gue el mercado de valores ofrece una gran variedad de acciones con diferentes

rendimientos y riesgos asociados.
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Todos los portafolios que pueden ser construidos para la eleccion del inversionista
forman parte del conjunto de oportunidad y en éste se encuentra localizada la frontera
eficiente. El inversionista elegira el portafolio 6ptimo que satisfaga sus necesidades y éste
se ubica en la interseccion de la frontera eficiente con las curvas de indiferencia; esta
premisa es expuesta por el teorema de la frontera eficiente.

En este apartado analizamos la forma del conjunto de oportunidad en el caso de n
acciones bajo los supuestos donde se permiten las ventas en corto!? y en el que no se
permiten las ventas en corto. Ademas, exponemos las caracteristicas de la frontera
eficiente.

En el presente trabajo, las ventas en corto inician cuando un inversionista adquiere
acciones en préstamo de una casa de bolsa y las vende en el mercado. Posteriormente,
cuando el precio de la accion disminuye, el vendedor en corto readquiere las acciones y

las devuelve a la casa de bolsa (Gitman y Joehnk, 2009).

[1.2.1 Conjunto de oportunidad

Definicion. El conjunto de oportunidad o conjunto factible, representa a las n
acciones individuales y a todos los portafolios que se pueden formar por las n acciones.
El conjunto de oportunidad puede ser graficado en el plano [ap, E (Rp)] y esta

representado en las figuras 2.8 y 2.9.

Figura 2.8 Conjunto de oportunidad formado por varias acciones sin ventas en corto.

E(Rp)

Conjunto
oportunidad

Op

Fuente: Elaboracion propia.

12 | as ventas en corto se definen como la practica de vender titulos adquiridos en préstamo (Gitman y
Joehnk, 2009).
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Figura 2.9 Conjunto de oportunidad formado por varias acciones con ventas en corto.
E(Rp)

Conjunto
oportunidad

Op

Fuente: Elaboracion propia.

El conjunto de todos los posibles portafolios formados por n acciones se encuentra,
ya sea, sobre o dentro de la frontera del conjunto de oportunidad.

Cuando no se permiten ventas en corto, el conjunto de oportunidad tiene la forma
mostrada en la figura 2.8. Los puntos A1, A2, A3, A4, As Y Ae representan a las acciones,
y la curva comprendida entre cada par de acciones se genera por el efecto de la
correlacion (més adelante describiremos este efecto).

Cuando las ventas en corto son permitidas, todos los posibles portafolios se
encuentran sobre o detras de la frontera del conjunto de oportunidad mostrado en la figura
2.9.

[1.2.2 Diversificacion de Markowitz

La Diversificacion de Markowitz refiere a su creador, H. M. Markowitz; ésta difiere de
la diversificacién simple (o aleatoria).

La diversificacion aleatoria consiste en agregar valores seleccionados al azar y
combinarlos en proporciones iguales, sin ningun conocimiento de las desviaciones

estandar ni de las correlaciones de los valores (Reyes Loyola y Rodriguez Calvo, 2010).

Ejemplo. Diversificacion aleatoria vs. diversificacion de Markowitz

La tabla 2.4 muestra los datos estadisticos respecto a las tasas de rendimiento,
varianza y covarianza de las acciones ALFAA, ASURB y FEMSA pertenecientes al
S&P/BMV IPC en el periodo julio 2007 a marzo 2011.
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Tabla 2.4 Datos de tres acciones.

Compaifiia i w; E(R;) a? (7]
ALFAA 1 wq 2.44% 211.83 o1 =81.30
ASURB 2 wy 1.07% 128.41 013 = 69.48
FEMSA 3 ws 1.44% 65.49 0y3 = 31.86

Fuente: Elaboracion propia con informacion de Investing.com (2020).

Con la diversificacion simple, w1, w2 y ws tendrian la misma proporcion en el portafolio

1

de inversion, es decir, w1 = w2 = w3 = 3

El rendimiento esperado y varianza de ese portafolio es igual a

1 1 1
E(Ry) = 2.44 (2) + 1.07 (%) + 1.44 (=) = 1.65%
3 3 3

o2 =) 211.83) + S (12841) + ) (6549) + 23 (1) (81.30)
b3 3 3 33

11 1 1
+2 ) (4 (69.48) + 2 (5) (-) (31.86) = 85.67
33 33

Por otro lado, con la diversificacion de Markowitz, las proporciones?!® de cada accion
serfan w1 = 0.237, w2 = 0.066 y w3 = 0.697 con E(Rp) = 1.65% y g2 = 72.73.

A través de este ejemplo, podemos observar que, para el mismo nivel de rendimiento
esperado (1.65%), a través de la diversificacion aleatoria se obtiene mayor riesgo (85.67),

mientras que por medio de la diversificacidbn de Markowitz se estima un riesgo de 72.73.

Definicién. La diversificacion de Markowitz implica combinar acciones con una
correlacién positiva menos que perfecta para reducir el riesgo en el portafolio, sin
sacrificar ninguno de los rendimientos esperados del portafolio.

En general, cuanto mas bajas sean las correlaciones de las acciones de un portafolio,

menos riesgoso sera el portafolio resultante.

13 Mas adelante decimos como obtener estos resultados.
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Al tratar de hacer que la varianza de los rendimientos sea pequefia, no es necesario
invertir en muchas acciones, sino evitar invertir en acciones con alta correlacion entre

ellas.

Variacién del riesgo segun el coeficiente de correlacion

La correlacion entre el rendimiento de cada par de acciones seleccionados es
importante para determinar el riesgo de invertir en el portafolio; el resultado de incorporar
el efecto de la correlacion al evaluar el riesgo de un portafolio permite reducir el riesgo
conforme aumenta el nimero de acciones que se seleccionan.

A la variacion del riesgo del portafolio segun el coeficiente de correlacion (o por la
covarianza) se le conoce como efecto de la correlacion o efecto de la covarianza. Para
explicarlo suponga que el portafolio de inversidn estara conformado por dos acciones
cuyos rendimientos esperados y varianzas no son iguales (i.e. R1 # Rz2y oi * 022.

El rendimiento esperado y varianza de todos los posibles portafolios se determina

usando las ecuaciones 1.6 y 1.7.
2
E(Rp) = X wi E(R) = wiE(R1) + w2E(R2)

i=1

n n
2 = — 272 202
ap >>w }A/jaij W10'1+ W20'2+ 2W1W20'12

i=1j=1

= 202 22
op = \/W1 o; + wio? + 2wiwy01;

La covarianza dentro de la raiz se reescribe usando 12 = p120102. Entonces,

op = Vw2g2 4+ w2g2 + 2w1w2p120102
11 2 2

¢ Cuando los portafolios se forman a partir de dos acciones y el coeficiente de
correlacion entre esas dos acciones es p1z = +1, el rendimiento esperado y la desviacion
estandar del portafolio son,

E(Rp) = w1E(R1) + w2E(R2) (2.4)
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op = \/lealz + WZZO'Z + 2wiw20102

=V (w101 + w202)? = w101 + w202 (2.5)
De la ecuacion (2.4)
e = E(Rp) — E(R2)

E(RJ=ER) (2.6)

Sustituyendo w1 en la ecuacion (2.5) y reorganizando términos obtenemos,

E(R1) — E(R2) o01E(R2) — 02E(R1)
E(Rp) = op +

Re) = [ ——lov+ [——— e

La ecuacion (2.7) representa la linea recta que conecta la accion 1y 2 para pi1z = +1

en la figura 2.10.

¢ Cuando el coeficiente de correlacion entre las dos acciones es piz =—1, el

rendimiento esperado y la desviacién estandar del portafolio son

E(Rp) = wiE(R1) + w2E(R2) (2.8)

Op = \/Wfai + WéO‘ZZ— 2wiw20o102 = V(w101 — w202)*

= |W10'1 - W20’2| (2_9)
Sustituyendo la ecuacion (2.6) en la ecuacion (2.9) y reorganizando los términos

obtenemos
IE(Rp) [01+ 02] — [01E(R2) + 02E(R1)]
Op = | E(Rl) — mg 2) (210)
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Si w11 — w202 > 0, 0 de forma equivalente, si E(Ry) > C1E(R2) + 02E(Ry)

/[01 + o02]
entonces
E(R1) — E(R2) 01E(R2) + 02E(R1)
E(Rp) = op +
Re) = [ o+ [—— = 211
La ecuacion (2.11) representa a la recta que pasa por los puntos (0, M) y
o1+02

(02, E(R2)) para p1z = —1 en la figura 2.10.

Si wio1 — w202 < 0, 0 de forma equivalente, si E(Rp) < 01E(Rz) + 02E(R1)

/[0'1 + o2]
entonces
E(R1) — E(R2) 01E(R2) + 02E(R1) 510
E(Rp) = —1[ o+ 0, Jop+ [ o+ 0, ] (2.12)
La ecuacion (2.12) representa a la recta que pasa por los puntos (0, ‘HE(RZ)J’:ZEM) y
o1+02

(01, E(R1)) para p1z = —1 en la figura 2.10.

Sin embargo, debido a la volatilidad de los mercados, no es comun encontrar acciones
perfectamente correlacionados (de manera positiva 0 negativa), sino que es mas
frecuente que las acciones presenten un valor de correlacién entre —1y +1.

La forma de representar el riesgo-rendimiento de la frontera eficiente cuando —1 <
p12 < +1, es a través de una parabola localizada a la derecha del eje vertical del plano
contenida en el triangulo formado por la frontera eficiente cuando p1z2 = —1 y p12 = +1,

como se muestra en la figura 2.10.
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Figura 2.10 Efecto de la correlacién sin ventas en corto.

E(Ry)

Accionl  p12=0

p1z=-1

g1 (]

Fuente: Elaboracion propia.

I1.2.3 Frontera eficiente para el modelo media-varianza

La frontera eficiente puede ser representada mediante el conjunto de oportunidad, la
figura 2.11 muestra el conjunto de oportunidad de portafolios formados por varias

acciones.

Definicién. El conjunto de combinaciones de riesgo-rendimiento de todos los

portafolios eficientes es denominada frontera eficiente.

Figura 2.11 Frontera eficiente.
E(Ry)

Conjunto
oportunidad

B g
\. p

Fuente: Elaboracion propia.
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En la figura 2.11 los portafolios entre los puntos E y F son todos eficientes, por tanto,
conforman la frontera eficiente, dichos portafolios dominan al resto de portafolios en el
conjunto de oportunidad.

La frontera eficiente de la figura anterior, esta limitada en un extremo por el punto E,
el cual es llamado portafolio de varianza minima (PVM) y en el punto final por el punto F,
llamado portafolio de rendimiento maximo (PRM).

El portafolio de varianza minima es llamado asi ya que no existe otro portafolio con
varianza menor para un nivel dado de rendimiento. Y el nombre del portafolio de
rendimiento maximo se debe a que no existe otro portafolio con rendimiento esperado
mayor para un nivel dado de desviacion estandar.

Hirschliefer (1964, 79) expreso que la curvatura de la frontera eficiente es opuesta a
la de las curvas de indiferencia en el plano [op, E(Rp)] debido al efecto de la covarianza,
ya que al moverse a valores mas altos de rendimiento esperado reduce progresivamente
el nimero de activos que pueden mantenerse en combinacion para reducir el riesgo.

Las curvas de indiferencial4 para un inversionista con aversion al riesgo son convexas
lejos del eje E(Rp) Y la frontera eficiente es concava hacia el eje E(Rp) debido al efecto
de la covarianza. La explicacion de la relacion entre las curvas de indiferencia y la frontera

eficiente se puede revisar en Francis y Kim (2013).

Teorema de la frontera eficiente: El portafolio éptimo para un inversionista adverso
al riesgo estara localizado sobre la frontera eficiente.

Francis y Kim (2013) prueban el teorema al sefialar que las curvas de indiferencia
convexas de un inversionista adverso al riesgo®® representan una utilidad esperada
creciente a medida que uno se mueve de una isocuantal® a otra en direcciéon noroeste.
Ya que (1) el inversionista busca un portafolio en la isocuanta mas al noroeste posible,

(2) el conjunto de oportunidades es concavo en su limite noroeste, y (3) el limite noroeste

14 Una curva de indiferencia nos muestra las distintas canastas o combinaciones de bienes que permiten
obtener un mismo nivel de utilidad (Garavito, 2014).

15 Las curvas de indiferencia del inversionista establecen la relacion entre el riesgo y el rendimiento
esperado; es distinta para cada inversionista ya que se determina por su grado de aversion al riesgo.

16 Expresa la misma satisfaccion (utilidad) en toda su extension.
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del conjunto de oportunidades es por definicion la frontera eficiente, por lo tanto, el

portafolio 6ptimo del inversionista sera un portafolio eficiente.

En la figura 2.12 se muestra la identificacion del portafolio 6ptimo 0* de un
inversionista adverso al riesgo. Los portafolios 01 y 02, que se encuentran sobre I,
otorgan la misma utilidad esperada y ademas son eficientes. Sin embargo, 0* también
es factible y proporciona un monto mayor de utilidad esperada porque se encuentra sobre
I>.

En consecuencia, se prefiere 0* a 01,02, 0 cualquier otro portafolio sobre Ii.

Finalmente, aunque se prefiere I3 a I2, no existen portafolios que toquen a Is.

Figura 2.12 Identificando el portafolio 6ptimo para el modelo de Markowitz.

I
E(Ry) I

I>I12>13>0

Conjunto

01 oportunidad

Fuente: Elaboracién propia.

Por lo tanto, el portafolio 6ptimo, 0*, es un punto de tangencia entre la frontera eficiente
y la curva de indiferencia mas alta posible. Sin embargo, la eleccién del portafolio 6ptimo
depende del grado de aversion al riesgo del inversionista.

Es necesario aclarar que la frontera eficiente es algo objetivo y cuantificable, mientras
gue las curvas de indiferencia son de tipo subijetivo, y, por esta razon, dificiles de medir
(Dubova, 2005).
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[1.3 Solucidon analitica del modelo media-varianza para determinar

la frontera eficiente

En el modelo media-varianza se aplican las definiciones explicadas en el capitulo |
acerca de la evaluacién del riesgo y rendimiento de las acciones, asi como todos los
conceptos explicados en este capitulo.

Entender las bases tedricas del modelo nos permite dar una solucion al problema del
portafolio encontrando los pesos Optimos de los portafolios eficientes formados por

cualquier numero de acciones.
En este apartado se resuelve el problema del portafolio para el caso sin un activo libre

se riesgo. Se utilizara notacién matricial y vectorial.

[1.3.1 Determinacion de la frontera eficiente para el modelo media-varianza

Para identificar un portafolio sobre la frontera eficiente, es necesario obtener los pesos
para el portafolio que minimicen la varianza, o, en un nivel dado de rendimiento
esperado, E(Rp).

El conjunto de portafolios eficientes puede calcularse resolviendo el siguiente

problema:
n n
. . . 2 — — T
Minimizar (zTJ > > WinGij wiZw (2.13)
i=1 j=1
Sujeto a
n
E(Rp) = Y Wi E(Ri) = WTE (2.14)
i=1
n
i=1
Donde:

X es la matriz (n X n) de varianzas y covarianzas,
wl = (w1, wy, ...,wn) €s el vector de pesos de las n acciones,
ET = [E(R1),E(R2), ..., E(Rn)] es el vector de rendimientos esperados vy,

17 = (1,1...,1) es el vector de n unos.
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Las ecuaciones (2.14) y (2.15) son las restricciones para minimizar la funcién objetivo
descrita en la ecuacion (2.13) (i.e. minimizar la varianza). La primera restriccion requiere
gue se alcance algun nivel deseado de rendimiento esperado del portafolio, y la segunda,
es la restriccidon presupuestal, la cual requiere que los pesos sumen 1.

El problema anterior adopta esa forma si se asume que hay ventas en corto. Si no es
el caso, se afiade la restriccion de no negatividad de las wi's, y se resuelve con las
condiciones de Kuhn-Tucker, dichas condiciones optimizan funciones objetivo no lineales
con restricciones de desigualdad. En este trabajo nos enfocaremos en el caso en que se

permiten las ventas en corto.

Solucién del modelo media-varianza de Markowitz

Se puede encontrar la solucién del modelo media-varianza de Markowitz empleando
los multiplicadores de Lagrange, ya que las restricciones son de igualdad.

Ademas, utilizando notacion matricial y combinando las restricciones junto con la

ecuacion (2.13), nos permite formar la funcién objetivo que se describe a continuacion,
L 1
Minimizar L = EWT Iw+ A[E(R,)) — WE]+y(1— w1)

Donde 1y y son multiplicadores de Lagrange.
El portafolio de varianza minima se encuentra al determinar las condiciones de primer
orden, es decir, encontrando la solucion del sistema de n + 2 derivadas parciales, de la

siguiente manera

oL ) AE 1=0
—_ = 2W — — =
oW Y (2.16)
JaL —
dL
T —1—wl1=0 (2.18)
dy

La ecuacion (2.16) es un sistema de n derivadas parciales.
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La matriz de varianzas y covarianzas, X, es una matriz definida positival’, por lo que

las condiciones de primer orden son necesarias y suficientes para un 6ptimo global.

Usando la ecuacion (2.16) tenemos

w = AZ-1E + +y2-11

Combinando las ecuaciones (2.17) y (2.19) producen
E(Ry) = WTE = E'w = A(ETZ-1E) + y(ETZ-11)
Combinando las ecuaciones (2.18) y (2.19) tenemos

1 = wi'l = 17w = A(172-1E) + y(17Z-11)

Resolviendo las ecuaciones (2.20) y (2.21), con respecto a 1y y producen

4= CE(Rp) — A
D
B — AE(Ry)
B D
Donde
A=17E-1E
B = ETE-E
C = 173-1E
D = BC — A2

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

La inversa de una matriz definida positiva también es una matriz definida positiva, por

lotanto B > 0y C > 0. Por la desigualdad Cauchy-Schwarz BC > A2. Entonces, D > 0.

Al sustituir las ecuaciones (2.22) y (2.23) en la ecuacién (2.19) nos proporciona los

pesos Optimos para los portafolios eficientes de media-varianza, como sigue:

17 Una matriz cuadrada A se llama definida positiva si x”Ax > 0 para todo x # 0.
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_ CERRy) — A B —AE(R,) o,

= 1Z7'E + + |71
p [ D [ D
= g+ hE(Ry) (2.24)
Donde

1

g = —(BX™11 — AX-IE) (2.25)
D
1

h= > (CZ-1E — Ax-11) (2.26)

Los pesos optimos de los portafolios eficientes son representados como una funcion
lineal del nivel dado de rendimiento esperado del portafolio, E(Rp), ya que g y h son
constantes.

Por lo tanto, cualquier portafolio que puede ser representado por la ecuacion (2.24) es
un portafolio eficiente. La varianza del portafolio eficiente p se calcula como,

O's = W£pr (2.27)

Gréafica de la frontera eficiente para el modelo media-varianza
Sea wp el vector de pesos 6ptimos para un portafolio p localizado sobre la frontera
eficiente determinado por la ecuacion (2.16), la varianza del portafolio puede expresarse

como,

0; = w;pr =[g+h E(Rp)]‘z[g +h E(Rp)] (2.28)

Reescribiendo la ecuacion (2.28) y usando la definicion de los valores g y h de las

ecuaciones (2.25) y (2.26) tenemos

o= Crpry A 4 (2.29)
ap_ﬁ[(p) E] E .

52



La ecuacion (2.29) representa una parabola en el plano media-desviacién estandar

- 14 - . : -
con vértice [ op, E(Rp)] = (=,-) 0 una hipérbola en el plano media-varianza con vértice
c C

[0 BR )] = (2 4,

p p ve'c

Figura 2.16 Frontera eficiente en el plano [e2 E(R )].
p p

E(Rp)

ol
.

Fuente: Elaboracién propia.

Sabemos que las hipérbolas tienen dos asintotas que pasan a través del centro de la
misma (lineas punteadas en la figura 2.16). El centro de la hipérbola se encuentra sobre

el eje vertical en el punto 4, i.e. tiene coordenadas (0,4). Desde este centro, las dos
C C

asintotas pueden ser vistas como las rectas que provienen del centro con pendientes

iguales a \/D/C y —\/D/C respectivamente. Asi, las ecuaciones de las asintotas son,

ER)=2+V2;
Pc ¢
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E(R):é—\/QO'
P c?

Como podemos observar en la figura 2.16, el PVM estéa sobre el vértice de la hipérbola,

entonces, su rendimiento medio es E(Rpvm) = A/C, y su varianza es %y = 1/C.

Para determinar los pesos del PVM utilizamos la ecuacion (2.19). Es decir,
wpym = AX71E 4+ yX-11

Los multiplicadores de Lagrange se convierten en

CE(Ry) — A
A:&:O
D
B — AE(Rp) 1
a D C

Debido a que E(Rp) = A/C parael PYMy D = BC — A2. Entonces, los pesos para el
PVM se determinan de la siguiente manera.

lypo 1
C 17511

Wpyy =

Ejemplo. Determinacion de la frontera eficiente para el modelo media-varianza.
Considere las tres acciones citadas en la tabla 2.1. Sus rendimientos esperados y

matriz de covarianza son:

E(r1) 2.68 011 012 013 190.74 26.27 44.73
E=[E(r2)]=(0.16) YE= (021 022 023) = (2627 4177 24.37)
E(r3) 1.54 031 032 033 44,73 2437 64.90

Deseamos encontrar los pesos 6ptimos y desviacion estandar para un portafolio
eficiente con rendimiento esperado de 1.8%.

Sol:

Usamos la ecuacion (2.24) para calcular los pesos optimos para las tres acciones del

portafolio eficiente p.
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CEQR,) — A, [B — AE(R,)

1
wp = [——F—— + 5 1¥°1 =g+ hE(Ry)

Donde

190.74 26.27 4473 -1 2.68
A=1T2"1E=(1 1 1)(2627 41.77 24.37) (0.16) = 0.0172
44,73 2437 64.90 1.54

190.74 26.27 4473 -1 2.68
B =ETX1E = (268 0.16 1.54)(26.27 41.77 24.37) (0.16) = 0.0612
4473 2437 64.90 1.54

190.74 2627 4473 -1 1
C=1T21=(1 1 1)(2627 4177 2437) (1) = 0.0275
4473 2437 64.90 1

D = BC — A2 = (0.0172)(0.0612) — (0.0275)% = 0.0014

Ahora calculamos los valoresde gy h

—0.1007
g = —(Bz 11 — AX-1E) = ( 1.0328 )
0.0679
0.2092
- —(CZ IE — AX-11) = (—0.5518)
0.0679
Por lo tanto,
—0.1007 0.2092 0.28
wp =(1.0328 )+ (—0.5518) (1.8) = (0.04)
0.0679 0.0679 0.68

La varianza minima para el nivel de rendimiento esperado dado (1.8%) es calculada

con los pesos de inversion éptimos como sigue

ot =wrsw = (028 004 068) (2047 1157 2457 6 = 6379

44,73 2437 6490 0.68

Asi, la desviacion estandar del portafolio eficiente es

op =V63.79 = 7.99%
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Repitiendo el mismo procedimiento para un rendimiento esperado igual a 2.1%,
obtenemos los siguientes pesos optimos:

0.34
wq = (—0.13)
0.79

La varianza minima para el nivel de rendimiento esperado igual a 2.1% es:
0z = 79.55
Por dltimo, su desviacion estandar es:

oq = V79.55 = 8.92%

Esta técnica de solucién puede ser repetida de forma iterada usando valores
diferentes para la restriccion de rendimiento esperado, de esta forma, podemos calcular
todos los valores de riesgo-rendimiento para los portafolios eficientes. La figura 2.17
ilustra los dos portafolios eficientes p y g obtenidos.

Figura 2.17 Dos portafolios eficientes sin un activo libre de riesgo.

E(Rp)

0, = V19.64[E(R,) — 0.63] *+ 36.36

ER) =21% p====s===mmecacccaacaaaax
E (Ry) = 1.8%

\ 9 g
7.99 892

Fuente: Elaboracion propia con informacion de las acciones presentadas en la tabla 2.1.

En la figura 2.17 se puede observar que para un rendimiento de 2.1% el riesgo es
8.92, el cual no es mayor al riesgo de ninguna accion individual, lo mismo sucede con un
rendimiento de 1.8%; ademas el portafolio p tiene ponderaciones positivas, es decir, no
implica ventas en corto, con lo cual no es necesario otorgar préstamo ni endeudarse para

invertir en ese portafolio.
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l1l. Modelo de indice Unico

La observacion de los precios de las acciones revela que cuando el mercado sube
(medido por cualquiera de los indices bursétiles disponibles), la mayoria de las acciones
tienden a subir de precio, y cuando el mercado baja, la mayoria de las acciones tienden
a bajar de precio (Elton et al., 2014).

Como sabemos mediante el analisis de regresion podemos estudiar la relacion entre
variables, por esta razon, en este capitulo la utilizaremos para analizar la correlacion entre
un indice bursatil y una accion. De modo que comenzaremos recordando algunos

elementos de esta técnica estadistica.

Modelo de regresion lineal simple

El modelo de regresiéon lineal simple consiste en una relacion lineal entre una
variable x conocida como variable predictora o regresora, y una variable de respuesta

y, la cual genera una recta con la siguiente forma.

y=a+pBx+¢ (3.1)

Donde « es la ordenada al origen y 8 la pendiente.

En la ecuacion (3.1), € es una variable aleatoria, que explica por qué este modelo no
ajusta exactamente los datos, y es conocida como error. Por lo que y también es variable
aleatoria; x puede ser vista como un valor observado de una variable aleatoria X 0 0 como

valores fijos elegidos antes de observar la variable respuesta.

Estimacion de a, By 62 por minimos cuadrados

Supongamos que hay n pares de datos (x1, y1), ..., (xn, yn) muestrales.
La estimacion de a, B y a2 por minimos cuadrados es tal que, la suma de los
cuadrados de las diferencias entre las observaciones y: y la linea recta, sea minima.

Este método reescribe la ecuacion (3.1) como,

vi=a+ fxi+ & para i=1,..,n (3.2)
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Utilizamos la ecuacion (3.2) para obtener los estimadores de a, f y 6% que se

designan por &, B y@&,Jos cuales son:

S (= (xi — )
P= Tsn -y

‘a="y- px

1 n
?=( " D2l T (atpo))
n—2

i=1

Donde,
n
1
X==2>.x
n
i=1
n
B 1
y= =21V
n.

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)

(3.7)

Los estimadores por minimos cuadrados tienen la propiedad de que son insesgados

y tienen varianza minima.

En la TMP se aplica el modelo de regresion lineal i veces (una por cada accion). Es

decir, hacemos la regresion de la tasa de rendimiento de la accién i en el periodo t, por

lo que la ecuacion (3.1) se reescribe como,

Tit = + BiTme + €

(3.8)

Donde, a: es el coeficiente de interseccion, f: es la pendiente; ri: es la tasa de

rendimiento de la accion i en el periodo t, rm: es la tasa de rendimiento de algun indice

de mercado en el periodo t, y it es el término de error residual inexplicado para el activo

i en el periodo t.
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A la ecuacion (3.8) se le conoce como el Modelo de indice Unico!® (MIU), modelo de

un factor, modelo de mercado de factor Unico, modelo diagonal, linea caracteristica,

modelo de mercado o funcidén generadora de rendimiento.

La Figura 3.1 muestra un diagrama de dispersion hipotético, donde el criterio de

minimos cuadrados selecciona la ecuacion (3.8) de modo que la suma de los residuos

Y. €ir sea la menor posible.

Figura 3.1 Unaforma posible de la ecuacién (3.8).

Tit

T =+ BiTme

T'mt

Fuente: Elaboracion propia.

El modelo de regresién de la ecuacion (3.8) tiene cinco supuestos sobre el término de

error aleatorio.

1.

a > WD

E(eir ) = 0.

La Var(eir ) denotada por o2 es constante.
La Cov(eit,rme ) = 0.

La Cov(eir,eis ) =0 parat #s.

La Cov(eit,er ) =0 parai +j.

18 Este modelo se basa en el supuesto de que la distribucion de probabilidad conjunta entre r;, y 7., €S

estacionaria y normal bivariada (Francis y Kim, 2013).
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Si los datos muestrales cumplen con los supuestos anteriores, los estimadores de «:
y Bi obtenidos por minimos cuadrados, seran insesgados y de varianza minima.
En la TMP, la ecuacion (3.8) se interpreta a partir de dos componentes, una parte

sistematica y una parte no sistematica:

rie = @+Bm  + &, (3.82)
Rendimiento total Parte sistematica Parte no sistematica

El primer componente del rendimiento total se describe por la variable regresora rmt,
y el segundo componente es la parte restante del rendimiento total que rm: no explica.
Aplicando la varianza en ambos lados de la ecuacion (3.8), obtenemos,
Var(rid) =Var(ai+ Birme + €ir)
=Var(Birme + €ir) = Var(Birme) + Var(eir) + 2Cov(Birme, &it)
= [Var(rme) + Var(eir) + 2BiCov(rme, €it)
= BFVar(rme) + Var(eir) + 2Bi * 0

Por lo tanto,

i i m S;

Donde

Var(ri) = o?

Var(rme) = a3

Al igual que en la ecuacién (3.8a), podemos interpretar la varianza de ri: a través de

los dos términos del lado derecho de la ecuacion (3.9). Sabemos que la varianza de ri
mide el riesgo total de la accién i en el periodo de tiempo t. El primer término, 202, se
i m

conoce como riesgo sistematico, y el segundo término, 0%, como riesgo no
L

sistematico.

Para describir de mejor forma estos riesgos tomamos como base los trabajos de

Gitman y Joehnk (2009) y de Pascale (2009), asi, construimos las siguientes definiciones:
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e El riesgo sistematico, no diversificable o de mercado se define como la
variabilidad de los activos que puede ser atribuida a un factor comun; es la parte
inevitable del riesgo de una inversion.

Este riesgo esta vinculado al mercado en general, a las condiciones de la economia,

a la inflacién o a factores politicos, entre otras causas. Ademas, es el minimo nivel de
riesgo al que se llega con la diversificacion del portafolio.

e Elriesgo no sistematico, diversificable o riesgo Unico se refiere a la proporcion
de variabilidad de una accion que puede ser eliminada con una diversificacion
eficiente.

Este riesgo es el resultado de acontecimientos incontrolables o aleatorios que son

especificos de la empresa, como huelgas laborales, o demandas judiciales.

e El coeficiente beta es una medida del riesgo sistematico que indica la influencia
gue tiene el portafolio de mercado en el rendimiento de una accion.

Dado que beta es la pendiente de la recta, ésta muestra en qué medida los
rendimientos de un activo, cambian sisteméaticamente con las variaciones en los
rendimientos del mercado.

Si una accion tiene una beta de +1, la accion experimenta cambios en su tasa de
rendimiento iguales a los cambios en la tasa de rendimiento de mercado. Una accion
con una beta de -1, se mueve en direccidn contraria al mercado; sin embargo, encontrar
betas negativas es dificil ya que las acciones experimentan variaciones en su rendimiento
en la misma direccién que los cambios en el mercado de valores (Pascale, 2009).

Los conceptos de riesgo sistematico y riesgo no sistematico se utilizan ampliamente
en otros modelos que forman parte de la TMP, por ejemplo, en la medida del riesgo VaR
0 el modelo CAPM.

De la misma forma que calculamos la varianza de ri (utilizando la Teoria de

Probabilidad), también calculamos la covarianza entre ri: y rj: de la siguiente manera
Cov(rit,Tjr) = E [(ric — E(rir)) (rje — E(1j1))]
= E{[(ai + Birmt + €it) — E(ai + Birme + €it)]| [(aj + Bjrme + €jt) — E(aj + Birme + €j¢)]}
= E{[ai + Birme + it — ai + BiE(rmo)][a) + Bjrme + €jt — aj + BiE(rmd)]}
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= E{[Bi(rmt - E(Tmt)) + git] [ﬁj(rmt - E(Tmt)) + gjt]}

= E{Lifj(rme — E(Tmt))z + Bi(rmt — E(rme))€jt + €iegje + Bj(rme — E(rme))€ie}

= BBIE [(rmi — EGrm)) ]

Cov(ry,1j) = Pifjo?, (3.10)

Aplicacion del método por minimos cuadrados para estimar ai, Bi y 0%;

Sabemos que la técnica estadistica por minimos cuadrados supone que hay n pares
de datos muestrales. De la misma forma, el MIU supone que hay un conjunto de valores
muestrales en pares de la forma (rme, rit) Y encuentra los valores a: y f: que mejor se

ajusten a una linea.

Usando las formulas (3.3), (3.4), (3.5), (3.6) y (3.7) para T observaciones muestrales,

se obtienen las siguientes ecuaciones para estimar a;, i y o2

Si?

Z:__l(h't — 7)) (rmt — )
B= Z;l(rmt — Fin)? (3.11)

a=ri—p7
Lm (3.12)

1 T
2= O8Iz (athr, I
N =

i mt

1 (3.13)
Donde
,
1
ﬁZ}Zﬁt (3.14)
t=1
T
1
Tin = 71 > rme (3.15)
t=1
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Ejemplo.

La Tabla 3.1 muestra las tasas de rendimiento mensuales de la accion ALFAA del

indice S&P/IPC y los rendimientos mensuales del mismo, durante el periodo de enero a

diciembre del afio 2008.

Tabla 3.1 Rendimientos mensuales de ALFAA y del S&P/BMV IPC.

Rendimiento

Rendimiento

delaaccion i: Rendimiento ajustadodela (y;, —%) residuos
Mes t ALFan  oetmercado o ieni l(trmtl_—rm) &

T Tt a; + Birme

) ) 3 ) -3
Enero 1 -5.848 -2.516 -6.350 0.246 0.500
Febrero 2 -0.690 0.434 -0.324 11.453 -0.366
Marzo 3 7.266 6.896 12.873 112.536 -5.608
Abril 4 3.690 -2.043 -5.382 -0.157 9.072
Mayo 5 2.879 5.594 10.214 62.682 -7.335
Junio 6 -2.666 -8.069 -17.686 -16.194 15.019
Julio 7 -11.908 -6.445 -14.370 28.996 2.462
Agosto 8 -17.398 -4.399 -10.195 28.612 -7.203
Septiembre 9 -8.332 -5.333 -12.099 9.873 3.768
Octubre 10 -48.414 -17.854 -37.667 681.667 -10.747
Noviembre 11 -3.745 0.437 -0.317 3.946 -3.428
Diciembre 12 21.007 8.988 17.143 290.248 3.865
Total -64.159 -24.309 -64.159 1213.908 0.000
Promedio -5.346 -2.025 -5.346 101.159 0.000

Fuente: Elaboracion propia.
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Figura 3.2 Representacion grafica del Modelo de regresion Unico paralaaccion ALFAA y del
S&P/BMV IPC.

Fuente: Elaboracién propia.

Los resultados de las estimaciones de los parametros aavraa, faLFaa Y g% SON:

Barraa = 2.042
QLrar =Ta 1raa — B avraa epipc = —1.210
1) 3 (x  +B ’
5, =(1)% ~ (& r
ALFAA T_2 ALFAAt ALFAA ALFAA sgp/ipc)] = 60.782

t=1

El valor de B a1 pan = 2.042 nos indica que, por cada movimiento de los rendimientos
del mercado, los rendimientos de la empresa cambian 2.042 veces (Gitman y Joehnk,
20009).

[11.1 Relacion del Modelo de indice Unico con la TMP

En el Capitulo Il mostramos que podemos conformar un portafolio, p, con acciones i,
si conocemos los rendimientos de éstas. En el caso del MIU cuando los rendimientos de
las acciones siguen este modelo, el rendimiento del portafolio conformado por esas

acciones toma la misma forma, esto lo podemos verificar de la siguiente manera
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n

Tpe = 2 Wi(@; + Birme + €it)

i=1 (3.16)
n n n
=2wia; + (X BiW) Tme + 2 Wi
i=1 i=1 i=1
=y + Bplme + &t (3.16a)
Donde,
n
ap = Z Wilki
i=1
n
Br =22 Biwi
i=1
n
Ept = DI Wi
i=1
Sharpe (1963) propuso reescribir la ecuacion (3.16) como
n n
Tpe =2 wila; + £) + CCWiB) Tme (3.16Db)
i=1 i=1
Donde,
wi(ai + €i) es la proporcion invertida en la accion i.
wi(Birmt) €s la proporcién invertida en el indice de mercado.
Ademas, dividio la variable aleatoria rm: en dos, del siguiente modo
Tmt = E(rm) + Eme
Tmt = Any1 T Engie (3.17)

Donde,
E(rm) = an+1 €S una contanste que estima la tasa de rendimiento esperado del indice
de mercado. Y emt = en+1,¢ €S UN término de error aleatorio con media cero que mide las

fluctuaciones de rm: alrededor de an+1.
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Tomando la varianza en ambos lados de la ecuacion 3.17 obtenemos que 02 = g2
m

5n+1.
La relacion entre los subindices m y n + 1 de la igualdad, es que ahora considerara al

indice del mercado como una accion.
Como lo mencionamos en el MIU, el indice de mercado se trata como una accion (n +

1) en un portafolio de n acciones. Sharpe define el peso de esta accidén, denotado por
Wn+1, COMO

Wni1 =2 Wi (3.18)
i=1
Ademas, definio a an+1, en+1t Y wn+1 para simplificar la ecuacién (3.16b). Sustituyendo
las ecuaciones (3.17) y (3.18) en la ecuacion (3.16b), se obtiene

n

Tpe =2 Wi+ &) + Wpyq (@1 + Eny1,0)
i=1

n+1

Tpe =2 wila; + &) (3.19)
i=1

Tomando el valor esperado de la ecuacion (3.19),

n+1

E(rp) = E QO wi(ai + €ir))
i=1
Debido a que E(eit ) = 0, se obtiene

n+1
E(rpe) = 22 wia; (3.20)

i=1

La ecuacion (3.20) es resultado de la simplificacion bajo el MIU que hizo Sharpe.

Por otro lado, al igual que podemos calcular la varianza de ri;, también es posible

calcular la varianza del portafolio p bajo este modelo de la siguiente manera

Var(rpt) = a = Var(ap + Bprme + &pt)
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=Var(Bprme + &pe) =Var(Bprme) + Var(ey) + 2Co0v(Bprme Ept)

Debido a que Cov(eit,rmt ) = 0, entonces la Cov(Bprme, ept) = 0.

Entonces,
= Var(fprmt) + Var(ept)
=BWar(r )+ Var(e )
P mt pt
Ope = B0y, T 05, (3.21)
Donde,

Var(rmt) = o3

Var(ep) = 0z,

Con base en la ecuacion (3.9), para la varianza total de ri, el riesgo total del portafolio

p también se puede dividir en dos componentes:

(o = p2o* + o
S wpm p (3.21a)
Riesgo total Riesgo sitematico  Riesgo no sistematico

La interpretacion de la ecuacion (3.21a) se hace de la misma forma que con la
ecuacion (3.9), donde el primer componente sigue siendo el riesgo sistematico o no
diversificable y g5 se utiliza como indice de éste, midiendo la sensibilidad del portafolio p
respecto al portafolio del mercado; y el segundo componente representa al riesgo no

sistematico o diversificable.

Sharpe también simplifico la ecuacion (3.21), sustituyendo las ecuaciones (3.19) y

(3.20), de la siguiente manera

2
Var(rp) = 03 = Et pe — B p)) |

n+1 n+1 2
=E [ wilai + €ir) — Y wiai) ]
i=1 i=1
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n+1 n+1 n+1 2

= E [ wiai + D wigic — D wiai) |

i=1 i=1 i=1

n+1 2

= E[(X wigir) ]

i=1
Sabemos que E(gir) = 0

n+1 2 n+1 2

= E[(Q wigir) | — E [ wigir)]

i=1 i=1

n+1

=Var (3 wigir) (3.22)

i=1

Utilizando la ecuacion (1.7) para la varianza del portafolio, la ecuacién (3.22) es igual

a
n+1 n+1n+1
o2 = wig? + ww Cov(e ,&
p = 2 WL D D wy fov(e e) (3.23)
i=1 i=1 j=1
J#i

La ecuacion (3.23) se simplifica debido a que Cov(eit, €t ) = 0 parai # j, tomando la

siguiente forma

n+1

02 =3 wg? (3.24)

1 S
i=1

La ecuacion (3.24) en notacién matricial se ve como

gt 0 0 0O U
S1 W1
10 o2 0 0 0  w
O';=[W1 Wy ot Wy Wn+1]|0 0 0 o|| : |
0 0 0 o2 0 W (3.25)
hOo 0 0 0 o2y)yh"neD)
Sm
ol =WiZw (3.25a)
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Donde

wl =[w; w2 Wn  Wpyq]
gz 0 0 0 0
10 045 0 0 0
=40 0 =~ 0 O
0 0 0 o2 0

hOoO 0 0 0 d2)

Resulta mas facil obtener la inversa de la matriz diagonal en la ecuacion (3.25), ya
que sélo se tienen que calcular los reciprocos de cada entrada; esto evidencia que,
obtenerla, es computacionalmente mas sencillo para portafolios conformados por una

cantidad grande de acciones mediante el MIU.

I11.2 Determinacion de la frontera eficiente bajo el Modelo de Indice
Unico
Al igual que en el modelo media-varianza, para encontrar los pesos Optimos se

minimiza la varianza del portafolio, pero ahora, esta varianza esta dada por la ecuacion

(3.24). A continuacion, bajo el MIU, tenemos el siguiente problema de optimizacion

n+1
Minimizar gz => Wizaszi = WTZSW (3.26)
i=1
Sujeto a
wla = E(Rp)
P (3.27)
wil =1
(2.15)
wig =0
B (3.28)
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Donde,

w1 a1 B1 1 o4 O 0 0
W:} |,a=TA |,ﬁ=|§|,l= |,zs—il. : . 0 |
Wn an Bn 1 0 0 0 o2 O
hWna1) h®n+1) h—1)  hO) ho 0 0 o2
Recuerde que ant+1 = E(rm) y 62 = d2.
Sn+1 m

Este problema esta sujeto a tres restricciones, la primera esta dada por la ecuacion
(3.27) e indica el nivel de rendimiento que se desea obtener; la ecuacion (2.15) es la
misma restriccion presupuestaria bajo el Modelo M-V y, por ultimo, la ecuacion (3.28) es
la restriccion que define el peso del indice de mercado como la accion n + 1 en el

portafolio.

Debido a que las restricciones son de igualdad utilizamos los multiplicadores de
Lagrange para encontrar la solucion de este problema. Con las ecuaciones (3.26), (3.27),

(2.15) y (3.28) formamaos la siguiente funcion objetivo

1
Minimizar L = EWTZSW + M[E(Rp) — wla] + 12(1 — wTl) + 13(wT) (3.29)

Donde 11, 42 y 43 son multiplicadores de Lagrange, ademas a;i, i Yy @’ son valores
que se obtienen con las ecuaciones (3.11), (3.12) y (3.13) y no dependen de la solucion
obtenida a partir de la ecuacion (3.2).

El portafolio de varianza minima se encuentra al determinar las condiciones de primer

orden, es decir,

dL

—=Xw—-Adia—-AAd—-A3=0

ow (3.30)
oL E(Rp) T 0
— = —wlia = 31
FYR P (3.32)
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oL

—=1-wll=0

042 (3.32)
oL
—=wig=0
043 (3.33)

De la ecuacion (3.30) obtenemos la siguiente igualdad

Tw = A1 a+ Aol + A3

w = /1125—10( + /122;11 + A3 2;13

w=slla U Bl(h A ) (3.30a)
Donde
[o 1A
az 1 B
[ 1 B]l=, : P
| an 1 IBnl
[an—i-l 0 —1]
Para encontrar los valores de 11, A2 y A3 multiplicamos [a [ B]" por la ecuacion

(3.30a) y obtenemos,

@ 1 Bl'w=[a 1 BI'E<ia 1 Bl A A3)T

M L )T=61la 1 B'w

Donde
G=[a 1 B)Eisla 1 P]
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De las ecuaciones (3.31), (3.32) y (3.33) determinamos lo siguiente,

@ | Brw=[ERy) 1 0]

Por lo tanto,

@, 2, 2)'=GTER) 1 0] (3.34)

Para determinar a w sustituimos la ecuacion (3.34) en la ecuacion (3.30a), obtenemos,
w=3a U BIGER) 1 0f (3.35)

La varianza del portafolio la determinamos sustituyendo la ecuacion (3.35) en la
ecuacion (3.25a), de la siguiente forma

o2=[E(RR) 1 0] a I BI'E-2:a I BIGER ) 1 0]"
P p

P s s s

“[ERy) 1 0]G[ERy) 1 0]

o0 =9,ER)] +29 ER)+g,, (3.36)

Donde
gij es la entrada (i, j) de la matriz G—.
La ecuacion (3.36) es la ecuacion de la frontera eficiente bajo el MIU; ésta tiene la

forma de parabola en el plano [g, E(Rp)] € hipérborla en el plano [62, E(Rp)].

Otra forma de determinar la ecuacion (3.36) es calculando la matriz de varianzas-
covarianzas bajo el MIU, con esta matriz podemos seguir el proceso descrito en el
capitulo 11, utilizandola como si fuera la matriz de varianzas-covarianzas bajo el Modelo

M-V (en el siguiente ejemplo graficamos la frontera eficiente con ambas ecuaciones).
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Ejemplo. Portafolio de inversion mediante el MIU.

Considere los valores E(R:), o? y oij de las acciones presentadas en la Tabla 2.1,

ademas, suponga que el rendimiento del portafolio que se desea alcanzar es E(Rp) =

2.1%.
Recordamos los rendimientos, varianzas y covarianzas de las tres acciones de la

Tabla 2.1, a continuacion.

E(r1) 2.68 011 012 013 190.74 2627 44.73
E=[E(r2)]=(0.16) YE = (021 022 023)= (2627 4177 24.37)
E(r3) 1.54 031 032 033 4473 2437 64.90

Los parametros estimados del MIU de la ecuacion (3.1) para las tres acciones son las

siguientes:
a1 194 B1 123 64 57584
[@2] = (—0.31), [B2] = (0.78) y [03] = (76.56)
as 116 B 062 g% 21741

Ademas, el rendimiento promedio y varianza del portafolio de mercado son
E(rm) = 0.61y g2 = 39.82

Construiremos el portafolio de inversion bajo los modelos M-V y de indice Unico para

comparar sus resultados.
La informacion necesaria para calcular los pesos 6ptimos del portafolio utilizando la

ecuacion 3.36 es,

1.94 1.23 1 575.84 0 0 0
a=( 031, 5 _(078 ;,_ 1)y _, O 76.56 0 0 )
1.16 0.62 1 £ 0 0 217.41 0
0.61 -1 0 0 0 0 39.82
Por lo tanto,

G=[a | BYEIMa L p]
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1(.)9§L1 % (1)23 T 575.84 0 0 0 -1 194 % (1)2%
—0. 7 — 7
G=| 1¢ 0 7656 0 0 y 7031 1=
116 1 0.62 0 0 217.41 0 1.16 1 0.62
061 0 -1 0 0 0 39.82 061 0 -1
0.023 0.005 -0.011
= ( 0.005 0.019 0.015)
—0.011 0.015 0.038
Con la ecuacién 3.35 calculamos los multiplicadores de Lagrange como,
0.023 0.005 -0.011 1 102.20
(M A2 A3)T=(0.005 0019 0.015) [21 1 0]"=(5.42)
—0.011 0.015 0.038 27.78

Los pesos optimos del portafolio los calculamos con la ecuacién (3.36) como sigue,

w =
-1
575.84 0 0 0 194 1 1.23 0023  0.005 —0.011 -1 2.1
0 76.56 0 0 —-031 1 0.78
=( 0 0 217 41 ) [ 1 062]( 0.005 0.019 0.015) (1)
' 0 1.16 ' —0.011 0.015 0.038 0
v U V) 39.84 U.01 V) —1
0.41
_ —0.06
=Coes5”
0.86
La varianza bajo el MIU la calculamos utilizando la matriz de varianzas de los errores,
Xs, como,
575.84 0 0 0 0.41
0 76.56 0 0 —-0.0
2 — _ A ( =
oz =(0.41 —0.06 0.65 0.86) ( 0 0 217 41 0 0.65 220.03
0 0 0 39.82 0.86
0O,
op = 14.83

El mismo portafolio de inversién bajo el Modelo M-V lo construimos en el primer

ejemplo de la seccién 11.3.1. En la tabla 3.2 comparamos los resultados obtenidos.
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Tabla 3.2 Modelo M-V vs. MIU.

Modelo M-V MIU

" 0.34 041
Wy —0.13 —0.06

ws 0.79 0.65

E(R,) 2.10 2.10
a2 79.55 220.03

Fuente: Elaboracién propia.

Los pesos Optimos calculados con el modelo M-V y el MIU son similares, en cuanto a
cudl accién le asignan mayor peso y a la que le asighan un peso negativo, sin embargo,
aungue con ambos modelos se alcanza un rendimiento esperado de 2.1%, el MIU estima
una varianza mayor (220.03) que la estimada con el modelo M-V (79.55).

Debido a que los pesos 6ptimos obtenidos por el modelo M-V son la solucién exacta,
la varianza del portafolio con esos pesos es menor que la varianza obtenida con el MIU.

Una vez calculados los pesos éptimos, es posible encontrar la ecuacién de la gréfica
de la frontera eficiente. Siguiendo la ecuacion 3.37, tenemos:

2
02 =72.32[E(R,)]" — 99.35(R;) + 109.73

La ecuacion anterior graficada en el plano [ap, E(Rp)] Se observa en la figura 3.3.

Figura 3.3 Frontera eficiente bajo el MIU.

E(Rp)

o, = V72.32[E(R,)]" - 99.35E(R ;) + 109.73

Fuente: Elaboracion propia.
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Otra forma de calcular la ecuacion de la frontera eficiente es siguiendo los mismos
pasos descritos en el capitulo Il para la ecuacion de la frontera eficiente de n activos,
pero, en este caso la matriz de varianzas-covarianzas se construye con los parametros

del MIU descritos por las ecuaciones (3.9) y (3.10).
La matriz de varianzas-covarianzas resultante es:

635.71 3820 30.45
X =(3820 10093 19.43)
3045 1943 232.89

Una vez calculada X, continuamos con los pasos descritos por el modelo M-V para

encontrar la ecuacion de la frontera eficiente, resulta en:
02 = 72.32[E(R,) — 0.68]" + 75.61

La ecuacion anterior graficada en el plano [op, E(Rp)] resulta en la misma frontera

eficiente de la Figura 3.3.

En el Capitulo Il las estimaciones de E(R:), o y oij, se hicieron a través de los
estimadores muestrales sin asumir ninguna funciéon generadora de rendimiento, otra

forma de estimar estos datos es a través del MIU2°.

Independientemente del enfoque utilizado, los estimadores de E(R:), o7 y oij pueden
obtenerse a partir de la estadistica o de un juicio subjetivo, es decir, asignar los pesos en

el portafolio con base en las creencias del analista.

Debido a que el nimero de parametros a estimar aumenta exponencialmente en
relacion con el nUmero de acciones, Markowitz hizo ciertas sugerencias para incrementar

el uso de su modelo del analisis del portafolio. Siguiendo su sugerencia, Sharpe (1963)

19 Otro enfoque para estimar E(R;), 0% y o; es a través de proceso de generacion de rendimiento

multifactor.
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desarrollo un modelo simplificado de analisis media-varianza llamado MIU (Francis y Kim,
2013).

Como resultados de esta simplificacion tenemos:

e Menor cantidad de parametros a estimar, como consecuencia el problema del
portafolio se puede resolver en menor tiempo.

e El problema del portafolio reformulado a través del MIU facilita el trazo de la
frontera eficiente por medio de E(rm) Yy o2,

e La frontera eficiente obtenida a través de esta simplificacion difiere de la obtenida

por medio del modelo media-varianza.
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V. Construccion de un portafolio de inversion con acciones
pertenecientes al indice S&P/BMV IPC

En este capitulo ilustramos las metodologias y conceptos vistos en los capitulos
anteriores. Primero, se analizan las empresas que conforman el S&P/BMV indice de
Precios y Cotizaciones (IPC) en el periodo 3er trimestre de 2007 a ler trimestre de 2011
y se eligen las acciones que conforman el portafolio de inversion; posteriormente se
obtienen y analizan los estimadores de rendimiento y riesgo de cada accion; y finalmente

se analiza el portafolio de inversién que consta de 12 acciones.

IV.1 Elecciéon de la muestra

Para la conformacion del portafolio se analizaron las 35 empresas que conformaron
el S&P/BMV IPC del 3er trimestre de 2007 al 1er trimestre de 2011, sin embargo, solo 24
empresas tenian informacién disponible en el periodo de estudio.

En este periodo la BMV agrupaba a las empresas en seis sectores, por lo que
agrupamos las 24 empresas dentro de estos, los cuales son: industrial, productos de
consumo basico, materiales, productos de consumo no basico, telecomunicaciones y
servicios financieros.

En la tabla 4.1 se muestra la clasificacion de las empresas por sectores.

Tabla 4. 1 Empresas que conformaron el S&P/BMV IPC de julio 2007 a marzo 2011 agrupados por

sectores.

Industrial Consumo Materiales Consumo Telecomuni- Servicios

basico no basico caciones Financieros
ALFA FEMSA CEMEX ALSEA AMXL BBVA
ARA GRUMA GMEXICO ELEKTRA AXTEL GFNORTE
ASUR KIMBER PENOLES TELEVISA CITIGROUP
GAP SORIANA
HOMEX BIMBO
ICA AC
URBI

Fuente: Elaboracion propia con informacion de (Rodriguez Garcia et al., 2015).

Gitman y Joehnk (2009) sugieren que invertir en diferentes industrias es una

alternativa para disminuir el riesgo del portafolio, por lo que, con el fin de construir un
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portafolio de inversion diversificado se eligieron dos empresas por sector (debido a que
en el sector de consumo no basico solo dos empresas tenian informacion disponible); en
los sectores con mas de dos empresas se eligieron aquellas que tenian rendimientos
positivos.
Siguiendo el criterio anterior, el portafolio de inversion se conforma por las acciones
de las siguientes empresas:
- Alfa, S.A.B. de C.V. (ALFAA)
- Grupo Aeroportuario del Sureste, S.A.B. de C.V. (ASURB)
- Fomento Econdmico Mexicano, S.A.B. de C.V. (FEMSA)
- Arca Continental, S.A.B. de C.V. (AC)
- Grupo México, S.A.B. de C.V. (GMEXICOB)
- Industrias Pefioles, S.A.B. de C.V. (PE&OLES)
- Alsea, S.A.B. de C.V. (ALSEA)
- Grupo Elektra S.A.B. de C.V. (ELEKTRA)
- América Movil S.A.B. de C.V. (AMXL)
- Grupo Televisa S.A.B. (TLEVISA)
- Banco Bilbao Vizcaya Argentaria, S.A. (BBVA)
- Grupo Financiero Banorte S.A.B. de C.V. (GFNORTEO)
En el Anexo B.2 se presenta una descripcion general de cada empresa.

IV.2 Andlisis de datos

Para cada accion se estimé el riesgo y rendimiento. Primero, con sus respectivos
precios de cierre, se calcularon los rendimientos mensuales usando la férmula del
rendimiento simple.

Pi,t - Pi,t—l

Tit = & Py $ x 100

Donde, ri¢ es el rendimiento de la accion i en el mes t, y Pit—1 Y Pit Son los precios
de la accion i en el mes t — 1y t, respectivamente.
Posteriormente, utilizando los rendimientos simples mensuales se estimo el

rendimiento esperado de cada accion, asi como las varianzas y covarianzas.
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La estimacién del rendimiento esperado de cada accién se calcula como

T
1

i = } Z Tit
t=1
Donde T es el nUmero total de observaciones histdricas, en este caso T = 45.

Por otra parte, la estimacion de la varianza de los rendimientos de cada accion se

calcula como

1 T
¢=__ 3@ -7)°

¢oT-1 vt
t=

Como se menciond en el capitulo 1, la varianza muestral mide la dispersion de la tasa

de rendimiento de cada activo alrededor de la media muestral, o promedio.

Las estimaciones de la covarianza y coeficiente de correlacion entre los rendimientos

de cada par de acciones se calculan como sigue:

T
1
g = T_ 123(17”1',1: — 1) —71})

A continuacion, se muestra el vector de rendimientos promedio, la matriz de varianzas-

covarianzas y la matriz de correlaciones construidos con los estimadores mencionados.

Tabla 4. 2 Rendimiento promedio mensual de cada accion.

., Rendimiento

Accién .
promedio

ALFAA 2.44%
ASURB 1.07%
FEMSA 1.44%
AC 1.54%
GMEXICOB 2.68%
PE&OLES 3.89%
ALSEA -0.26%
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ELEKTRA
AMXL
TLEVISA

BBVA

GFNORTEO

3.61%
0.16%
0.15%
-0.74%
1.02%

Fuente: Elaboracion propia con informacion obtenida de Investing.com.

Tabla 4. 3 Matriz de varianza-covarianza de los rendimientos mensuales de las acciones.

Accién ALFAA ASURB FEMSA AC GMEXICO PE&OLES ALSEA ELEXTRA AMXL TLEVISA BBVA GFNORTE
ALFAA 211.83 81.30 69.48 43.23 82.04 108.73 10256 75.94 63.56 41.92 100.51 138.67
ASURB 81.30 12841 31.86 7.89 50.23 90.49 31.28 49.62 26.70 21.20 70.54 59.47
FEMSA 69.48 31.86 65.49 28.05 33.88 33.49 41.11 60.15 32.25 21.84 47.08 42.20
AC 43.23 7.89 28.05 64.90 44.73 1359 47.23 19.25 24.37 19.95 31.30 31.33
GMExico  82.04 50.23 33.88 44.73 190.74 111.06 72.83 32.15 26.27 29.87 56.61 96.43
pegoles  108.73  90.49 33.49 1359 111.06 238.20 50.71 79.30 29.03 21.31 64.04 113.69
ALsEA 10256 31.28 41.11 47.23 72.83 50.71 128.20 47.75 4571 3259 65.22 96.96
ELEKTRA 7594 49.62 60.15 19.25 32.15 79.30 47.75 281.53 24.64 2235 80.53 72.00
AMXL 63.56 26.70 32.25 24.37 26.27 29.03 4571 24.64 41.77 21.83 44.80 44.37
Tiisa 4192 21.20 21.84 19.95 29.87 21.31 3259 2235 21.83 40.93 27.66 41.07
Beva 10051 70.54 47.08 31.30 56.61 64.04 65.22 80.53 44.80 27.66 16550 67.79
GRNORTE 138.67 59.47 4220 31.33 96.43 113.69 96.96 72.00 44.37 41.07 67.79 156.31
Fuente: Elaboracién propia con informacion obtenida de Investing.com.
Tabla 4. 4 Coeficientes de correlacion de los rendimientos mensuales de las acciones.

Accién ALFAA ASURB FEMSA AC GMEXICO PE&OLES ALSEA ELEXTRA  AMXL TLEVISA BBVA GFNORTE
ALFAA ]_OO

ASURB 0.49 1.00

FEMSA 0.59 0.35 1.00

AC 0.37 0.09 0.43 1.00

GMEXICO 0.41 0.32 0.30 0.40 1.00

PE&OLES 0.48 0.52 0.27 0.11 0.52 1.00

ALSEA 0.62 0.24 0.45 0.52 0.47 0.29 1.00

ELEKTRA 0.31 0.26 0.44 0.14 0.14 0.31 0.25 1.00

AMXL 0.68 0.36 0.62 047 0.29 0.29 0.62 0.23 1.00

TLVISA 0.45 0.29 0.42 0.39 0.34 0.22 0.45 0.21 0.53 1.00

BBVA 0.54 0.48 0.45 0.30 0.32 0.32 0.45 0.37 0.54 0.34 1.00
GRNORTE 0.76 0.42 0.42 031 0.56 0.59 0.68 0.34 0.55 0.51 0.42 1.00

Fuente: Elaboracion propia con informacion obtenida de Investing.com.

Como se puede notar en la tabla 4.2 la accion de Industrias Pefioles es la que da un

mayor rendimiento esperado, por lo que en principio da pauta a que el mayor porcentaje
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de inversion este destinado a esta accion, mientras que se espera que se invierta menos
capital en las acciones de ALSEA y BBVA puesto que tienen rendimiento promedio
negativo.

Sin embargo, sabemos por el Capitulo Il que no basta con considerar Unicamente el
rendimiento de cada accion, es importante considerar también la volatilidad de los

rendimientos y la correlacion entre estos.

Figura 4. 1 Rendimientos mensuales de cada una de las acciones.

Rendimientos mensuales de ALFAA Rendimientos mensuales de ASURB
60.00 60.00
_ 4000 - 4000
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Z 2
E 20.00 g 20,00
o
2 o000 £ 000
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= 2000 s
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Rendimientos mensuales de FEMSAUBD Rendimientos mensuales de AC
60.00 60.00
— 2000 _ 4000
] s
E] E]
2 2
g 2000 § 2000
£ £
2 ooo £ oo0
2 g
£ £
= 2000 = -20.00
2 2
[ (7]
= 4000 = _40.00
-60.00 -60.00
0 5 10 15 20 25 30 35 40 0 5 10 15 20 25 30 35 40
Tiempo (meses) Tiempo (meses)
Rendimientos mensuales de GMEXICOB Rendimientos mensuales de PE&OLES
60.00 60.00
— 40.00 — 4000
s s
= 3
2 2
§ 2000 & 20.00
£ €
£ o000 £ o000
g k3
£ €
= 20,00 = -20.00
c c
¢ &
& _40.00 -40.00
-60.00 -60.00
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Rendimientos mensuales de ALSEA Rendimientos mensuales de ELEKTRA

60.00 60.00
— 4000 — 4000
6] s
=3 3
2 &
$ 2000 $ 2000
£ £
2 ooo £ o000
2 9
€ £
= -20.00 = -20.00
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& &
-40.00 -40.00
-60.00 -60.00
0 5 10 15 20 25 30 35 40 0 5 10 15 20 25 30 35 40
Tiempo (meses) Tiempo (meses)
Rendimientos mensuales de AMXL Rendimientos mensuales de TLEVISA
60.00 60.00
— 2000 _ 4000
5] s
E] E]
2 2
§ 2000 § 2000
£ £
2 ooo £ oo0
g k3
£ £
= -20.00 = -20.00
2 2
a O
 _20.00 = _40.00
-60.00 -60.00
0 5 10 15 20 25 30 35 40 0 5 10 15 20 25 30 35 40
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Rendimientos mensuales de BBVA Rendimientos mensuales de GFNORTEO
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Fuente: Elaboracion propia con informacion histérica de acciones del S&P/BMV IPC obtenida

de Investing.com.

Las graficas de la figura 4.1 indican que hay una mayor variabilidad de los
rendimientos de las acciones de ALFAA, GMEXICO, PE&OLES, ELEKTRA, BBVA y
GFNORTEO, mientras que, de ASURB y ALSEA en menor magnitud.

Los cambios mas drasticos se observan en los meses intermedios del periodo
analizado, este comportamiento refleja la posibilidad de que las empresas estén en un
periodo de gran volatilidad debido a la crisis de 2008. Finalmente, los rendimientos de las
acciones FEMSA, AC, AMXL y TLEVISA tienen poca variabilidad, aunque en algunos

meses se observan cambios relativamente importantes.
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Por otra parte, al examinar las estimaciones de las varianzas y covarianzas de los
rendimientos, observamos que la accién cuyo rendimiento presenta menor volatilidad es
la de TLEVISA, seguida de las acciones de AMXL, AC y FEMSA, en ese orden.

Por las magnitudes en las varianzas de cada accion, a TLEVISA y AMXL se les debe
dar mayor peso en comparacion con el resto de acciones debido a que se busca construir
un portafolio con una menor volatilidad y un mayor rendimiento esperado; los resultados
finales obtenidos al aplicar el modelo de Markowitz confirman dicha observacion.

La diversificacion de Markowitz implica combinar activos con una correlacion positiva
menos que perfecta para reducir el riesgo del portafolio. En la matriz de correlaciones de
la tabla 4.3 podemos observar que todas las correlaciones son positivas, por lo que con

dichas acciones es posible obtener una diversificacion significativa del portafolio.

IV.3 Construccién del portafolio de inversion mediante el modelo

media-varianza de Markowitz

Con el vector de rendimientos esperados y la matriz de varianzas-covarianzas
mostrados en las tablas 4.1 y 4.2 se implementé el modelo de Markowitz desarrollado en
el capitulo 1l y planteado en las ecuaciones (2.13), (2.14) y (2.15).

El problema de optimizacién de portafolios consiste en minimizar la varianza del
portafolio de inversion dado un rendimiento esperado. El rendimiento esperado, E(Rp),
debe estar entre el minimo y el maximo de los rendimientos esperados mostrados en la
tabla 4.1.

Se propone que sea E(Rp) = 1.42%, ya que 1.42% seria el rendimiento esperado del
portafolio si se invierte 1/12 en cada accion. Ademas, se asume que, en México durante

el periodo de estudio, se permiten las ventas en corto?.
La solucion del problema del portafolio se encontré utilizando algebra matricial,

siguiendo los pasos descritos en el capitulo 11.2.

20 En México, durante el periodo de estudio del portafolio de inversion (julio de 2007 a marzo de 2011) las
operaciones de venta en corto podian realizarse sobre acciones, certificados de participacion ordinarios
sobre acciones y certificados de aportacion patrimonial, que corresponden a las categorias de alta y media
bursatilidad (DOF, 1996).
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Los pesos del portafolio 6optimo mostrados en la tabla 4.5 los obtuvimos con la
ecuacion (2.24); dichas ponderaciones representan el porcentaje a invertir en cada accion

respecto al total de su presupuesto.

Tabla 4. 5 Vector de pesos 6ptimo de Markowitz para el portafolio de acciones construido.

Accion w;
ALFAA -0.096
ASURB 0.097
FEMSA 0.117
AC 0.292
GMEXICOB 0.039
PE&OLES 0.104
ALSEA -0.120
ELEKTRA 0.072
AMXL 0.401
TLEVISA 0.299
BBVA -0.129
GFNORTEO -0.077

Fuente: Elaboracién propia con informacion obtenida de Investing.com.

Los pesos dados en la Tabla 4.5 cumplen con la restriccion de que la suma de los
pesos sea igual a 1, ademas podemos observar que hay pesos negativos; esto significa
que es necesario pedir prestado capital para lograr tener una menor volatilidad con el
rendimiento esperado dado. Para las acciones ALFAA, ALSEA, BBVA y GFNORTEO se
realiza una venta en corto por el 9.60%, 12.00%, 12.9% y 7.70%, respectivamente.

Las acciones que tienen los pesos mas altos pertenecen a las empresas América
Movil y Grupo Televisa con 40.10% y 29.90%; mas de la mitad del capital se invierte en
estos dos activos, lo cual es razonable porque tienen una volatilidad minima en
comparacion al resto de los activos.

Posteriormente, para medir el riesgo calculamos la varianza del portafolio utilizando la
ecuacion (2.27), asi como la volatilidad.

En la tabla 4.6 se presenta el rendimiento esperado, varianza y volatilidad de los
portafolios, obteniendo: [1] Portafolio de varianza minima (PVM) y [2] Portafolio 6ptimo
(PO). Recordemos que el primero es llamado asi ya que en la frontera eficiente no se
encuentra ningun portafolio con varianza menor a 23.09, y el segundo, es el portafolio

gue mejor satisface las necesidades del inversionista.
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Tabla 4. 6 Resultados del PVM y del portafolio 6ptimo dado un rendimiento esperado de 1.42%.

Portafolio E(R,) o5 oy
PVM 0.50 23.09 4.81
Portafolio 6ptimo (PO) 1.42 26.59 5.16
Fuente: Elaboracion propia con informacion obtenida de Investing.com.

En la figura 4.2 podemos observar la frontera eficiente la cual fue trazada usando la
ecuacion (2.59) del capitulo Il. Esta frontera eficiente contiene todos los portafolios a los
que el inversionista podria acceder segun la combinacién de riesgo y rendimiento que

mejor satisfaga sus necesidades.

Figura 4. 2 Frontera eficiente del portafolio de inversion bajo el Modelo M-V.

E(Rp)

“— 0, = VA11[E(R,) — 0.49] * + 23.09

PO
PVM

Fuente: Elaboracién propia con informacién obtenida de Investing.com.

A partir del PVM hacia arriba, todos los portafolios son eficientes, es decir, ofrecen al
inversionista el menor riesgo dado un nivel de rendimiento; hacia abajo, todos son
portafolios ineficientes ya que como podemos observar en la figura 4.2, el rendimiento de
los portafolios es menor al rendimiento del PVM, y ademas tienen una mayor desviacion
estandar. Incluso, si continuamos la frontera eficiente por debajo del eje horizontal, nos
encontrariamos con portafolios de rendimiento negativo, lo que se traduciria en pérdidas

para el inversionista.
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IV.3 Construccion del portafolio de inversion mediante el Modelo

de indice Unico

En este apartado construiremos el portafolio de inversion bajo el MIU.

Para construir el portafolio de inversion son necesarios los rendimientos esperados de
cada accion, asi como los coeficientes a, f y las varianzas de los errores, g?; ademas
del rendimiento esperado y la varianza del mercado, para obtener estas dos medidas
utilizamos la informacion histérica del S&P/BMV IPC.

El S&P/BMV IPC es el promedio ponderado de los precios de las principales acciones
gue se negocian en el mercado, por lo que es reflejo del mismo en su conjunto. Es el
principal indicador del comportamiento del mercado en general, ya que permite medir los
avances o retrocesos que, en promedio, sufren las acciones de la BMV.

De acuerdo a lo expuesto en el capitulo lll, para obtener los pesos oOptimos del
portafolio bajo el MIU, es necesario obtener las «, B y a?. Para calcularlas ocupamos las
ecuaciones (3.12), (3.13) y (3.14), el procedimiento que seguimos es el mismo que para
los datos de la tabla 3.1. A continuacién, presentamos la tabla 4.7 con los resultados

obtenidos para cada accion, asi como para el indicador del mercado.

Tabla 4.7 Parametros del MIU de las 12 acciones que conforman el portafolio.

Coeficiente Coeficiente Varianzade Rendimiento

Accion
; beta alfa los errores esperado

Bi ai ai E(R))
ALFAA 1.839 1.324 339.630 2.442
ASURB 0.982 0.478 396.194 1.074
FEMSA 0.845 0.922 162.934 1.436
AC 0.624 1.161 217.407 1.540
GMEXICOB 1.226 1.940 575.841 2.685
PE&OLES 1.432 3.024 688.969 3.894
ALSEA 1.154 -0.961 330.769 -0.260
ELEKTRA 1.433 2.744 879.190 3.614
AMXL 0.782 -0.313 76.557 0.162
TLEVISA 0.620 -0.223 112.633 0.154
BBVA 1.233 -1.487 461.773 -0.738
GFNORTEO 1.639 0.019 217.026 1.015

Fuente: Elaboracion propia.
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El rendimiento del mercado y la varianza son:
E(rm) = 0.6077
o2 = 39.8174

Ademas, al igual que en el portafolio construido bajo el Modelo M-V, el rendimiento
esperado deseado del portafolio es E(Ry) = 1.42%, esto para poder comparar los
resultados de ambos modelos.

Recordemos que la principal ventaja del MIU es que, en lugar de utilizar la matriz de
varianzas y covarianzas, utilizamos una matriz diagonal conformada por la varianza de
los errores y la varianza del mercado; sera con esta matriz que calculemos el riesgo del
portafolio.

El vector de pesos 6ptimos lo calculamos con la ecuacioén (3.31a), y mostramos los
resultados en la Tabla 4.8.

Tabla 4.8 Vector de pesos 6ptimos de las acciones que conforman un portafolio eficiente bajo el

MIU.

Accion w;
ALFAA 0.036
ASURB 0.055
FEMSA 0.196
AC 0.189
GMEXICOB 0.064
PE&OLES 0.069
ALSEA -0.011
ELEKTRA 0.050
AMXL 0.202
TLEVISA 0.186
BBVA -0.029
GFNORTEO -0.008

Fuente: Elaboracién propia.

Los pesos de la tabla 4.8 cumplen con la restriccion presupuestaria, es decir, la suma
de las ponderaciones es igual a 1, y al igual que en el Modelo M-V, es necesario realizar
una venta en corto para las acciones de ALSEA, BBVA y GFNORTEO por el 1.1%, 2.9%
y 0.8%, respectivamente.
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A pesar de que se realizan ventas en corto en las mismas acciones que el Modelo M-
V (excepto por ALFAA), los porcentajes del MIU son menores, lo que significa que
concentra mayor capital en el resto de acciones.

En el portafolio bajo el Modelo M-V vimos que se asignaba un mayor capital a América
Movil, con un 40.10%. En el MIU, esta accion sigue siendo la de mayor ponderacion
respecto al resto de acciones, sin embargo, solo se le asigna un 20.20%, es decir, la
mitad del capital que le fue asignado en el modelo M-V.

Ahora calculamos la varianza del rendimiento del portafolio con la ecuacion (3.26a),
obteniendo

a3 = 60.85

op = 7.80

Entonces, bajo el modelo MIU, si se quiere alcanzar un rendimiento esperado del
portafolio del 1.42% se debe asumir un riesgo de 60.85. Este riesgo asumido es mucho
mayor al que se debe asumir en el Modelo M-V fijando el mismo valor de rendimiento
esperado, el cual es 26.59.

Por lo que, a pesar de que en el MIU se estima un menor nimero de parametros, el
riesgo que el inversionista deberia asumir es considerablemente mayor; incluso es mayor
al riesgo del mercado en el periodo de estudio.

La frontera eficiente bajo el MIU se muestra en la figura 4.3.

Figura 4.3 Frontera eficiente del portafolio de inversidn bajo el MIU.

E(Rp)

0, =V17.62[E(R,)]" — 20.76E(R,,) + 54.80

.

PO

\ N

Fuente: Elaboracién propia con datos de Investing.com.
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Como podemos observar, las fronteras eficientes en las figuras 4.2 y 4.3 son similares,
sin embargo, la frontera eficiente bajo el MIU estd mas alejada del eje del rendimiento
esperado, es decir, los portafolios eficientes sobre esta frontera representan un riesgo

mayor a los portafolios eficientes de la figura 4.2.
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V. Comportamiento del riesgo del portafolio durante una

crisis financiera

En este capitulo analizamos el desempenio del portafolio de inversion bajo los modelos
media-varianza y de indice Unico, durante la crisis financiera de 2008.

Para lograr este objetivo es necesario tener claro el concepto de crisis financiera, sin
embargo, antes de esto, estudiaremos el concepto de ciclo econémico ya que de éste
proviene el término crisis. Una vez definidos, podremos hacer el vinculo entre ambos
conceptos.

Posteriormente, para explicar el aumento del riesgo durante la crisis financiera de
2008 haremos uso de la correlacién promedio como un indicador del aumento de la
correlacion entre las acciones; para esto, dividiremos el portafolio construido en el

Capitulo IV en tres periodos motivado por las fases de los ciclos econdmicos.

V.1 Ciclos econdmicos

En la Teoria Macroecondémica existen diversas definiciones de ciclos econémicos, a
continuacion, mencionamos algunas:

e Samuelson y Nordhaus (2010) definen a los ciclos econémicos como:

Las fluctuaciones del producto, del ingreso y del empleo nacionales en toda la
economia, que por lo general duran de 2 a 10 afios, marcadas con una extensa expansion
0 contraccion en la mayoria de los sectores econémicos.

e Burnsy Mitchel (1946) definen a los ciclos econémicos como:

Un tipo de fluctuacion que se encuentra en la actividad econémica agregada de las
naciones que organizan su trabajo principalmente en empresas comerciales: un ciclo
consiste en expansiones que ocurren aproximadamente al mismo tiempo en muchas
actividades econdmicas, seguidas de recesiones, contracciones y recuperaciones
igualmente generales, que se fusionan en la fase de expansion del siguiente ciclo; esta
secuencia de cambios es recurrente pero no periodica; la duracion de los ciclos varia
desde mas de un afio hasta 10 o 12 afios.

En las definiciones anteriores podemos notar que en esencia contienen los mismos

elementos como son: fluctuacién, expansion, contraccién y duracion. En este trabajo
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utilizamos la definicion de Burns y Mitchel (1946) para estudiar el concepto de ciclos
econdémicos y sus elementos.

Los elementos mencionados son descritos por Abel y Bernanke (2004) de la siguiente

manera:

1. Fluctuaciones. Los ciclos econdmicos son, en términos generales, fluctuaciones
de la actividad econOmica agregada, no fluctuaciones de una Unica variable
econOmica como el PIB.

2. Expansiones y contracciones. El periodo durante el cual la actividad econémica
agregada disminuye se denomina contraccién o recesion. Si la recesion es
especialmente grave, se convierte en una depresién. El periodo durante el cual
crece es una expansion.

3. Duracion. Un ciclo econdmico completo pude durar alrededor de un afio hasta mas
de una década. Sin embargo, una vez que comienza una recesion (expansion), la
economia tiende a continuar contrayéndose (expandiéndose) durante un periodo
de tiempo, quiza durante un afio o mas. Y es el periodo transcurrido entre Cy F

(recesion) y F y C (expansion).

Figura 5.1 Ciclo econémico

Actividad . faemmT i  Senda
econémico I L i normal de
agregada, L i crecimiento

Actiyidad econémica agregada

-
-
-
-
-

Expansion ! Crecimiento i Expansion

Tiempo

Fuente: Elaboracion propia.

En la Figura 5.1 los puntos de inflexion F y C se conocen como fondo y cima,
respectivamente. Y son los puntos donde la actividad econdmica agregada comienza a

aumentar (disminuir).
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La fase mas baja de actividad de un ciclo econdmico se define como crisis y
representa la reduccion en la tasa de crecimiento de la produccion de una economia; la

medicion de esta actividad la realiza el Producto Interno Bruto (PIB) (Ruiz Ramirez, 2019).

Por lo anterior, el término crisis es utilizado para describir el periodo contractivo entre
un punto maximo de actividad econdémica y la restauracion de ese nivel; comprende dos
fases: la recesion, en la que las tasas de crecimiento del PIB son negativas, y la

recuperacion; en la que dichas tasas se vuelven positivas (Marifia Flores, 2011).

En el periodo de recesion se presenta un decrecimiento de la actividad econdmica;
disminuye el consumo, inversién y produccion, lo que provoca un aumento en el
desempleo. En la recuperacion, la economia esta estancada o crece ligeramente (Valles,
2019).

V.1.1 Crisis financiera
Mishkin (1992) define a una crisis financiera de la siguiente manera:

Una crisis financiera es una perturbacion de los mercados financieros en la que los
problemas de seleccion adversa®' y riesgo moral’? empeoran, de modo que la
participacion del mercado financiero no puede canalizar fondos de manera eficiente a

aguellos que tienen las oportunidades de inversion mas productivas.

En el caso de la inversion en bolsa, una crisis financiera se traduce como un aumento
en la dificultad para saber si la empresa en la que inviertes tiene la capacidad de pagar
los dividendos de la accién adquirida o si esta inversion generara rendimientos positivos.

Por esta razon los inversionistas no pueden canalizar su dinero a entidades mas seguras.

21 La seleccion adversa hace referencia a que, en los mercados financieros, los prestamistas
frecuentemente obtienen conocimiento incompleto o limitado de la solvencia o calidad crediticia de los

prestatarios (Sanchez Daza, 2001).

22 Riesgo moral se define como resultado de un problema de asimetria en la informacién (Sanchez Daza,
2001).
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Por lo anterior el vinculo entre los mercados financieros y el ciclo econémico esta
presente en la experiencia de una crisis financiera. Refleja la nocion de crisis financiera
como catalizador o causa inicial de una recesion severay prolongada del ciclo econémico
(Danthine y Donaldson, 2005).

V.2 Portafolio de inversién y la crisis financiera de 2008

En México, el PIB da a conocerse en periodos trimestrales o anuales. La Figura 5.2
muestra la evolucion del PIB real de México para el periodo de 3T de 2001 al 1T de 2011.
En ella podemos observar una fase del ciclo econémico del 1T de 2002 al 2T de 2009 la
cual comprende la crisis financiera de 2008, causa inicial de una recesion severa en el
ciclo econémico.

La crisis financiera de 2008 tuvo consecuencias negativas a nivel mundial, y México
no fue a excepcion. La crisis provoc6 que México se encontrard en un escenario de alta
incertidumbre y volatilidad, lo que ocasioné la contraccion de la economia y la
depreciacion del peso (Luz Juarez et al., 2015).

Esta crisis fue, por su profundidad y duracion, la méas severa que ha experimentado el
pais desde la Gran Depresion, esta severidad se debié a la ausencia de una politica

econdémica anticiclica integral (Marifia Flores, 2011).
Figura 5.2 Producto Interno Bruto real trimestral.
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3T 2006
1T 2007
3T 2007
1T 2008
3T 2008
1T 2009
3T 2009
1T 2010
3T 2010
1T 7011

Trimestre

Fuente: Elaboracién propia con informacién de la serie histérica del PIB trimestral, serie

desestacionalizada.
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Para analizar la crisis financiera de 2008 analizamos las tasas de crecimiento
anualizadas del PIB para el periodo del 3T de 2005 al 1T de 2011.

Figura 5.3 Producto Interno Bruto trimestral.

Variacion porcentual

3 T4 T1 T2 T3 T4 T1 T2 T3 T4 T1 T2 T3 T4 T1
2007 2007 2008 2008 2008 2008 2009 2009 2009 2009 2010 2010 2010 2010 2011

Trimestre
Fuente: Elaboracion propia con informacién de la serie histérica del PIB trimestral, variacién porcentual

respecto al mismo trimestre del afio anterior, serie desestacionalizada.

Como se observa en la figura 5.3, el PIB a tasas anualizadas comienza a caer durante
el 4to trimestre de 2008, presentando tasas de crecimiento negativas hasta el 4to
trimestre de 2009, por lo que éste sera considerado como el periodo de Crisis.

A partir del 1er trimestre de 2010 se distingue un aumento del PIB, con tasas positivas,
asi, desde este trimestre hasta el ler trimestre de 2011 comprende nuestro periodo
Postcrisis.

Para el periodo que denominaremos como Precrisis elegimos uno de la misma
duracion, es decir, 3er trimestre de 2007 a 3er trimestre de 2008.

En resumen, el periodo de estudio del portafolio de inversién construido en el capitulo
IV (3er trimestre de 2007 a ler trimestre de 2011) se divide en tres periodos, Precrisis,
Crisis y Postcrisis.

- Precrisis 3er trimestre de 2007 a 3er trimestre de 2008

- Crisis 4to trimestre de 2008 a 4to trimestre de 2009

- Postcrisis ler trimestre de 2010 a ler trimestre de 2011
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Debido a que el objeto de estudio de este capitulo es explicar el comportamiento del
riesgo durante una crisis retomamos la idea que Markowitz (1959) presento en su trabajo
Portfolio Selection. Efficient diversification of investments donde menciona que la
correlacion promedio puede no ser representativa para todos los activos o todas las
circunstancias, pero al menos nos da una idea de la magnitud de las correlaciones entre
los rendimientos de los activos.

Por lo que, para explicar el aumento o disminucion del riesgo se calculan las
correlaciones promedio para cada periodo; ademas, se analizan los cambios en la
volatilidad, dado que los aumentos en la volatilidad suelen estar naturalmente
relacionados con aumentos en las correlaciones (Geczy, 2014).

Para cada periodo se muestra el comportamiento del portafolio mediante los

resultados de riesgo, volatilidad y correlacién promedio.

Portafolio en el periodo de Precrisis

Tabla 5. 1 Resultados del portafolio de inversion en el periodo de Precrisis.

Periodo Riesgo Volatilidad Correlam.on
Promedio
Precrisis 24.65 4.97 0.183

Fuente: Elaboracion propia.

En la tabla 5.1 podemos observar los resultados del portafolio en el periodo de
Precrisis, 3er trimestre de 2007 a 3er trimestre de 2008, el portafolio de inversién tiene
una correlacién promedio de 0.183 y volatilidad de 4.97. Como podemos observar en la
matriz de correlacion (Tabla 5.2), la mayoria de las empresas tienen una correlacion
menor a 0.50, incluso observamos correlaciones negativas entre algunas de ellas; por lo
gue se deduce gque cuando estos activos integran un portafolio de inversion, la reduccion

del riesgo es importante.

96



Tabla 5. 2 Coeficientes de correlaciéon de los rendimientos mensuales de las acciones en el

periodo de Precrisis.

Accién ALFAA  ASURB FEMSA AC GMEXICO PE&OLES ALSEA ELEXTRA AMXL TLEVISA BBVA GFNORTE

ALFAA 1.00

ASURB

003 1.00
FEMSA 026 000 100
AC 014  -003 048 100
GMEXICO 505 005 023 062 1.00
PEROLES 35 031 005 017 056 1.00
ALSEA 027 018 o067 022 045 007 1.00
BLEKTRA 536 032 052 009 0.15 015 041 1.00
AMXL 007  -018 036 018 0.04 007 027 017 1.00
TLVISA 046 013 011 006  -013 0,09 012 041 0.49 1.00
BBVA 0.24 052 006  -0.02 022 042 004 053 0.23 0.38 1.00
GRNORTE 34 022 009 016 064 062 034 037 0.00 028 023 1.00

Fuente: Elaboracion propia.

Portafolio en el periodo de Crisis

Tabla 5. 3 Resultados del portafolio de inversidn en el periodo de Crisis.

Periodo Riesgo Volatilidad Correlam.on
Promedio
Crisis 31.38 5.60 0.391

Fuente: Elaboracion propia.

La correlacién promedio en este periodo (4to trimestre de 2008 a 4to trimestre de
2009) incremento significativamente respecto al periodo anterior, paso de 0.18 a 0.39, i.e.
aumento poco mas del doble.

En Tabla 5.4, se observa que la mayoria de las empresas tienen una correlaciéon
mayor a 0.50, incluso solo se observa una correlacion negativa entre dos empresas; por
lo que se deduce que cuando estos activos integran un portafolio de inversién, no se
alcanza una reduccion del riesgo como en el periodo Precrisis; ademas, el riesgo también
incremento, pasando de 24.65 a 31.38, por lo que la volatilidad paso de 4.97 a 5.60.

Estos resultados son coherentes con el escenario en el que se encontraban las

empresas, ya que se encontraban en el periodo de la crisis financiera lo que ocasion6
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mayor incertidumbre a causa de los tipos de cambio, el brote de influenza y el incremento

en el desempleo.

Tabla 5. 4 Coeficientes de correlacion de los rendimientos mensuales de las acciones en el

periodo de Crisis.

Accion  ALFAA ASURB  FEMSA AC  GMEXICO PEGOLES ALSEA ELEXTRA AMXL TLEVISA BBVA GFNORTE
ALFAA 100

ASURB 062 1.00

FEMSA 076 053 1.00

AC 0.44 013 047 1.00

GMEXICO 057 0.44 0.25 021 1.00

PE&OLES 064 0.74 041 -0.01 038 1.00

ALSEA 071 0.39 0.46 067 042 0.49 1.00

ELEKTRA 032 023 052 025 0.14 041 030 1.00

AMXL 083 050 074 0.66 0.30 0.38 0.76 031 100

TLVISA 066 036 053 075 063 035 0.80 026 059 1.00

BBVA 0.74 063 072 038 0.47 0.49 0.64 049 077 061 100
GRNORTE 084 048 048 041 0.52 065 0.79 037 065 069 065 1.00

Fuente: Elaboracion propia.

En este periodo el portafolio alcanz6 el riesgo mayor (31.38), y éste fue similar al riesgo

del portafolio en el periodo de estudio completo sefialado en el capitulo 1V (32.40).

Portafolio en el periodo de postcrisis

Tabla 5. 5 Resultados del portafolio en el periodo de Postcrisis.

Correlacién
Promedio
Postcrisis 25.49 5.05 0.205

Fuente: Elaboracién propia.

Periodo Riesgo Volatilidad

En este periodo, que comprende del ler trimestre de 2010 al 1er trimestre de 2011, el
portafolio de inversion tuvo una disminucion en la correlacion promedio, paso de 0.391 a

0.205, sin embargo, esta correlacion sigue siendo mayor con respecto al periodo de
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Precrisis; el riesgo y la volatilidad tuvieron el mismo comportamiento. El riesgo paso de
31.38 a 25.49 y la volatilidad disminuyo de 5.60 a 5.05.

Tabla 5. 6 Coeficientes de correlacion de los rendimientos mensuales de las acciones en el

periodo de Postcrisis.

Accibn ALFAA  ASURB FEMSA AC GMEXICO PE&OLES ALSEA  ELEXTRA AMXL TLEVISA BBVA GFNORTE

ALFAA 100

ASURB

029 1.00

FEMSA 0.24 0.25 1.00

AC 0.00 0.04 017 1.00

GMEXICO 55 048 048 025 1.00
PEEOLES (34 036 061 0.29 0.76 1.00

ALSEA 016 010 003 015 0.49 -0.06 1.00
ELEKTRA 066 0.44 007 008 0.27 0.46 -0.04 1.00

AMXL 036 041 056 002 055 048 033 0.04 1.00

TLVISA 022 033 063 022 059 054 022 012 055 1.00

BBVA 020 025 020 046 0.19 005 032 0.04 030 012 1.00

GRNORTE (45 033 052 -0.09 0.80 0.64 046 026 0.60 059 -0.06 1.00

Fuente: Elaboracion propia.

En la matriz de correlacién de este periodo (tabla 5.6), podemos observar nuevamente
correlaciones entre los activos menores a 0.50, pero mayores a las del periodo de
Precrisis y se comienzan a observar mayor numero de correlaciones negativas
comparado con el periodo de Crisis.

La Figura 5.4 muestra la evolucion de la correlacion promedio trimestral para los tres
periodos estudiados. En el caso del periodo Precrisis se observa una correlacion
promedio de 0.183.

También podemos notar que en el 3er trimestre de 2008 la correlacion pasa de ser
negativa (periodo Precrisis) a un valor maximo positivo mayor a 0.50 manteniendo alta
durante un trimestre completo (periodo Crisis). Entre estos periodos la correlacion

promedio aumenta de 0.183 a 0.398.

99



Figura 5.4 Correlacion promedio trimestral.
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Fuente: Elaboracion propia.

En el 3er trimestre del periodo Crisis se observa un ligero descenso de la correlacion,
pero hacia el 4to esta se incrementa de nuevo. Posteriormente, en el ler trimestre del
periodo Postcrisis la correlacibn comienza a descender alcanzando un promedio de

0.205, sin embargo, no regresa el mismo nivel del periodo Precrisis.

Comparacion del Modelo media-varianza'y MIU

Tabla 5.7. Riesgo del portafolio segtn los modelos M-V y de indice Unico durante los periodos

estudiados.
Model(? Media- Modelp Qelndlce S&P/BMV [PC
Varianza Unico
Periodo completo 26.21 60.85 39.82
Precrisis 24.67 25.00 18.74
Crisis 31.40 83.56 84.31
Postcrisis 25.50 18.35 15.06

Fuente: Elaboracion propia.

En la Tabla 5.7 se hace un resumen del riesgo estimado bajo los modelos media-

varianza y de indice Unico; ademas la ultima columna muestra el riesgo del mercado.
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Para el periodo de estudio completo el riesgo de mercado es de 39.82, en el caso del

Modelo M-V éste subestima es riesgo y el MIU sobreestima el riesgo.

Ademas, podemos observar lo siguiente:

En el periodo Precrisis ambos modelos sobreestiman el riesgo de mercado,
aunqgue el gue mejor ajusta el riesgo es el Modelo M-V.

En el periodo Crisis ambos modelos subestiman el riesgo de mercado, aunque el
MIU estima un riesgo muy similar al riesgo de mercado, de forma preliminar
podemos decir que el MIU es un buen estimador del riesgo en periodo de crisis
financiera.

En el periodo Postcrisis ambos modelos sobreestiman el riesgo de mercado, pero
el MIU ajusta mejor el riesgo.

La eleccién del modelo dependera de la aversion al riesgo de cada inversionista; si es

muy adverso al riesgo elegiria el MIU.

Tabla 5.8. Riesgo sistematico segun el modelo MIU durante los periodos estudiados.

Riesgo S&P/BMV
sistematico IPC
Periodo 29.89 39.82
completo
Precrisis 14.07 18.74
Crisis 63.29 84.31
Postcrisis 11.31 15.06

Fuente: Elaboracion propia.

En la Tabla 5.8 se muestra la estimacion del riesgo atribuible al indice de mercado

(riesgo sistematico), observamos que en todos los periodos éste esta subestimado. En el

periodo en el que mejor se estimo el riesgo de mercado es el Periodo Postcrisis y donde

no se consiguié una buena estimacion fue en el Periodo Crisis.
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Tabla 5.9. Riesgo del portafolio segutin los modelos M-V, de indice Unico y 1/n durante los periodos
estudiados.

Modelo Media- - Modelo de Indice 10101/ sepiBMV IPC

Varianza Unico
C':)f:;‘i?o 26.21* 60.85 59.65 39.82
Precrisis 24.67* 25.00 27.77 18.74
Crisis 31.40 83.56* 124.76 84.31
Postcrisis 25.50 18.35* 21.17 15.06

Las cantidades marcadas con un asterisco indican el modelo con la menor diferencia respecto al mercado.
Fuente: Elaboracion propia.

En la Tabla 5.9 se muestra la estimacién del riesgo del portafolio bajo tres modelos,
observando lo siguiente:
e Para el periodo completo y el periodo Precrisis el modelo que consigui6 la mejor
estimacion del riesgo fue el Modelo M-V.

e En el periodo Crisis y Postcrisis el modelo que ajusto mejor la estimacion del
riesgo fue el MIU.

Con base en lo anterior, podemos decir que los modelos que toman en consideracion

las covarianzas (Modelo M-V y MIU) son mejores estimadores del riesgo comparado con
el que hace una diversificacion aleatoria (Modelo 1/n).
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Conclusiones

En este trabajo investigamos la evolucion del riesgo de un portafolio durante la crisis
financiera de 2008, para este fin estudiamos dos modelos, el Modelo M-V propuesto por
Markowitz y el MIU. El primero considera la covarianza entre las acciones y el segundo

toma en cuenta la covarianza entre las acciones y el indice de mercado.

Mediante la construccion de un portafolio de inversion para el periodo julio 2007 a
marzo de 2011, y su analisis durante tres periodos Precrisis, Crisis y Postcrisis, obtuvimos
los siguientes resultados: en los periodos Precrisis y Postcrisis ambos modelos
sobreestiman el riesgo de mercado, mientras que en el periodo Crisis ambos subestiman

el riesgo de mercado.

Ademas, el MIU nos permitié estudiar al riesgo en dos componentes, mutuamente
excluyentes, el riesgo sistematico y el riesgo no sistematico. Observamos lo siguiente: en
todos los periodos mencionados el riesgo sistematico (0o de mercado) se subestimo; la
mejor estimacion de este riesgo se obtuvo en el periodo Postcrisis y la peor en el periodo

Crisis.

Sin embargo, el Modelo M-V ajusta mejor el riesgo para el periodo Precrisis, y el MIU
resulta ser mejor estimador del riesgo para los periodos Crisis y Postcrisis. La eleccion
del modelo dependera de la aversion al riesgo de cada inversionista; si es muy adverso
al riesgo elegiria el MIU.

También analizamos el riesgo que se estimaria sin tomar en cuenta la covarianza
entre las acciones a través de una diversificacion aleatoria, es decir, asignando pesos
1/n y podemos concluir gue los modelos M-V y MIU son mejores estimadores del riesgo

en cualquiera de nuestros periodos de estudio.

Con toda la teoria desarrollada a través del presente trabajo podemos concluir que si

bien el modelo M-V propuesto por Markowitz nos da una idea de cdmo aumenta el riesgo
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en tiempo de crisis, este modelo por si s6lo no puede explicar lo que entendemos por

riesgo en un contexto mas general.

Debido a que la varianza de un portafolio utilizada como medida del riesgo bajo el
Modelo M-V sélo nos da una idea general del riesgo de mercado, sugerimos utilizar otras
medidas que consideren distintos tipos de riesgo como el riesgo de crédito o el riesgo

operacional como son la medida VaR, CVaR.
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Apéndice Al

A1.1 Frontera eficiente con un activo libre de riesgo

Al introducir al portafolio de inversion un activo libre de riesgo, se introducen las
posibilidades de endeudamiento y otorgamiento de préstamo a una tasa de interés sin
riesgo. Por ejemplo, obtener un préstamo a corto plazo a una tasa de interés baja o
depositar dinero en un banco a cierta tasa de interés.

Definicion. Un activo libre de riesgo, es aquel que promete una rentabilidad certera,
cuya varianza o desviacion estandar es cero.

El inversionista podra combinar acciones con activos libres de riesgo, con lo cual, el
riesgo del portafolio sera menor.

Para estudiar la forma de la frontera eficiente con un activo libre de riesgo, suponga
un portafolio de inversion conformado por dos activos. Sea w: el peso de la accién y
(1 — wna) el peso del activo libre de riesgo. Entonces, el rendimiento esperado de este
portafolio se define como:

E(R,) = (1 —wi)7rs + wiE(R1) (A1.1)

Donde rr denota la tasa de rendimiento libre de riesgo y E(R1) denota el rendimiento
esperado de la accién.

Con base en la ecuacion 1.7, la varianza del rendimiento de este portafolio se define

por la siguiente ecuacion,
0; = w22 + (1 — W21)O'§C+ 2W1(1 - Wl)alf (AL1.2)

11
Donde o7 es la varianza de la tasa de rendimiento del activo libre de riesgo, y a1r es
la covarianza entre los rendimientos de la accion y el activo libre de riesgo. Por definicion,
of = 0. Y ya que no hay una asociacion entre rendimientos constantes (libres de riesgo)
y rendimientos variables (con riesgo), la covarianza también es igual con cero, o1r = 0.

Por lo que la ecuacién (A1.2) se puede reescribir de la siguiente forma,

apz = w2g? (A1.3)
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Op = W101 (Al.3a)
Tomando la raiz cuadrada positiva de la ecuacion (A1.3) y despejando para wi,
produce
—_Yp
wo="/ (AL.4)

01

Sustituyendo la expresion (Al.4) en la ecuacion (Al.1) y simplificando, resulta en,

E(R) —r
E(R,) = rs + &%& s, (AL5)

Figura Al.1 Linea de oportunidad combinando una accién y un activo libre de riesgo

E (Rp)
- Otorgamiento de
préstamo
==' Endeudamiento
-
a”’
-~
., PR
Accionl _.-
E (R1)
Ty

—O-p

01
Fuente: Elaboracion propia.

La ecuacion (Al1.5) muestra que E(Rp) esta linealmente relacionado con oy, lo que
significa que cualquier portafolio formado a partir de un activo libre de riesgo y un
portafolio riesgoso se ubicara en una linea recta que conecta esos dos puntos. La
ubicacion de los portafolios dependera de los pesos de los activos.

La accion 1 puede ser vista como un portafolio, entonces, el andlisis puede extenderse
a un caso general de combinar cualquier portafolio riesgoso, dentro del conjunto de
oportunidad, con un activo libre de riesgo. Esta combinacion resultara de nuevo en un

nuevo portafolio en algun lugar de la linea recta que conecta a los dos portafolios.
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Dadas la frontera eficiente lineal y curvas de indiferencia convexas para un
inversionista adverso al riesgo, el teorema de la frontera eficiente aun se cumple y el
inversionista elegira de manera Optima un portafolio que se encuentre en la frontera

eficiente lineal y que ademas sea un punto de tangencia con la isocuanta de mayor valor.

Figura Al1.2 Identificando el portafolio 6ptimo sobre lalinea recta de la frontera eficiente

E(Ry)

Op
Fuente: Elaboracion propia.

La figura A1.2 muestra el portafolio elegido por un inversionista adverso al riesgo. El
inversionista elige el portafolio O* ya que le proporciona mayor utilidad, /2. El portafolio

O+ implica inversiones positivas en el activo libre de riesgo y el portafolio de tangencia m.

Definicion: El portafolio de tangencia m es el portafolio de acciones en el punto de
interseccion de las dos fronteras eficientes, la de activos riesgosos y la que incluye un
activo libre de riesgo.

Los portafolios de tangencia cambian su posicién segun el nivel en que la tasa libre
de riesgo cambia. En la figura Al.3 podemos observar que conforme la tasa de
rendimiento libre de riesgo crece de ry a r'’rel portafolio de tangencia se mueve de m a
m'.

Silos inversionistas pueden prestar arys pero no endeudarse a la mista tasa, entonces,
la frontera eficiente sera la linea discontinua?,q’n(primero lineal y luego curva). Pero,
si el inversionista presta a la tasa rr y se endeuda a la tasa 7, entonces, la frontera

eficiente se convierte en mH(lineal, curva, y lineal con menor pendiente).
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Figura Al1.3 Portafolios de tangencia con dos tasas diferentes de interés libre de riesgo

E(Rp)

Tr

rf

Fuente: Elaboracién propia.

A1.2 Determinacion de la frontera eficiente con un activo libre de riesgo

Recordemos que invertir en un activo libre de riesgo consiste en pedir prestado o
prestar dinero a una tasa libre de riesgo. Entonces, cuando el conjunto de oportunidad
esta compuesto por portafolios eficientes de n + 1 activos, n acciones riesgosas y un

activo libre de riesgo, el modelo media-varianza se plantea como sigue,

1
Minimizar L = _wEw (A1.6)
2
Sujeto a
sujeto a W'E + wrrr = E(Rp) (AL1.7)

Donde L es la funcién objetivoy wy = 1 — w’1 es el peso del activo libre de riesgo. La
varianza del portafolio conformado porn + 1 activos es igual a la varianza de un portafolio
formado Unicamente por acciones, ya que, como se explico, la varianza de la tasa de
rendimiento libre de riesgo es cero, y la covarianza entre el activo libre de riesgo y los
acciones también es cero.

Por lo tanto, aunque se agregue un activo libre de riesgo al conjunto de acciones la
varianza del portafolio se calcula igual que para un portafolio conformado Unicamente por

acciones.
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Solucién al modelo media-varianza con un activo libre de riesgo

Como la restriccion del modelo (ecuacion (Al1.7)) es una igualdad, podemos utilizar
los multiplicadores de Lagrange para darle solucion al problema. La funcion objetivo se
reformula como sigue,

Minimizar L = wTSw + A[E(R ) — W'E + (1 — Wi |
p

2 (A1.8)

Ahora, obtenemos las condiciones de primer orden para dar solucién al problema.

dL
—=Iw—-—AE—-1r1)=0 (A1.9)
ow

oL

— =ERp) —WE—-(1—-w'D)ry=0 (A1.10)

oA

Como mencionamos anteriormente, ya que X es una matriz de covarianzas definida
positiva, las condiciones de primer orden son necesarias y suficientes para un 6ptimo

global. De las ecuaciones (A1.9) y (A1.10), tenemos

w = AZ-1(E — r/1) (A1.11)
E(Rp) =15 + WI'(E —171) (A1.12)

Sustituyendo la ecuacién (Al.11) en la ecuacién (A1.12) obtenemos
,
E(Rp) =17+ A(E —1rf1) Z-1(E — /1) (A1.13)

Entonces, el multiplicador de Lagrange es

E(Rp) —
2= EEn) — 17l (A1.14)
H
Donde
.
H=(E-rfl) 1(E—-1r1)
=B —2rfA+ T‘?C (A1.15)
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Debido a que X-! es definida positiva, H > 0. Por lo tanto, sustituyendo la ecuacion
(Al1.14) en la ecuacién (Al.11), obtenemos el vector 6ptimo de pesos para las n acciones
del portafolio eficiente.

wp = E-1(E — /1) [W] (A1.16)

Finalmente, el peso del activo libre de riesgo en el portafolio eficiente es
=1 —w!
wr=1-wil (A1.17)

Gréafica de la frontera eficiente con un activo libre de riesgo

La ecuacion de la frontera eficiente puede construirse formando una ecuacion entre el
rendimiento esperado, E(Ry), y la varianza, o3, del portafolio p.
Sea wy el vector de peso Optimo para el portafolio p sobre la frontera eficiente.

Entonces, la varianza del portafolio queda expresada como

o2 =witw = (E—r 1)z (E-r L )
P PP f f
2
o2 = (£ B =71, (A1.18)
P H

Entonces,
oy = [E(Ry) —7/VH], E(Rp) = 1f
~[E(Rp) —=77/VH],  E(Rp) <77 (A1.19)
Es decir, la frontera eficiente de todos los activos esta compuesta por dos lineas que
parten del intercepto rr en el plano [op, E(Rp)] con pendientes vH y —vVH,
respectivamente.
La relacion entre E(Rp) Y o» en la ecuacion (A1.18) esta representada en la figura
Al.4. La linea continua superior indica la frontera eficiente. El portafolio en el punto de
tangencia m es el denominado portafolio de tangencia, portafolio 6ptimo de riesgo o

portafolio de mercado.
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Figura Al.4 Frontera eficiente con un activo libre de riesgo

E(Ry) \.ﬁm P

Fuente: Elaboracién propia.

Como sefialamos en la seccion 11.2, la ubicacién del portafolio de tangencia cambia
segun el nivel de la tasa de rendimiento libre de riesgo. En esta seccion, describimos un
método para identificar los pesos para el portafolio de tangencia.

Los pesos del portafolio de tangencia los obtenemos usando la ecuacion (Al1.11),

dividiendo todos los términos de la ecuaciéon entre la constante A.
w
) (7) - (E-r1)=0 (A1.20)

Seaz= W/A, entonces, podemos reescribir la ecuacion (A1.20) como

>z— (E—7/1)=0 (A1.21)

La solucion de la ecuacion (A1.21) se obtiene de

z=2"1(E—11) (A1.22)
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Por lo tanto, los pesos w del portafolio de tangencia pueden ser obtenidos normalizando
los pesos transformados z. En general,
Zi
217 (A1.23)

Wi

Ejemplo. Frontera eficiente con un activo libre de riesgo

Al igual que en el ejemplo anterior, un inversionista busca un portafolio eficiente con
un rendimiento esperado de 1.8%. El inversionista quiere conformar el portafolio usando
las tres acciones de la tabla 2.1 mas un activo libre de riesgo con rf = 7.185%
(consideramos la tasa Cetes a 28 dias en el periodo julio 2007 a marzo 2011).

A continuacion, calculamos los pesos 6ptimos de las acciones y del activo libre de
riesgo para el portafolio eficiente

Los pesos 6ptimos de las acciones se encuentran utilizando la ecuacion (A1.16). Para
utilizar esta ecuacién, primero debemos calcular H.

H =B — 2rgA +12C = 0.0612 — 2(7.185)(0.0172) + (7.185)2(0.0275) = 1.23

Los pesos Optimos para el portafolio eficiente son,

190.74 26.27 44.73 -1 2.68—-7.185 1.8-—7.185 —0.0225
wp = (26.27 41.77 24.37) (0.16 — 7.185) ( 123 ) =(0.6634)
4473 2437 64.90 1.54 — 7.185 ' 0.1463

Y el peso para el activo libre de riesgoes wy =1 —Y3_;wi =1—0.79 = 0.2128.

Como podemos observar, para la construccién del portafolio eficiente, el inversionista
compra dos posiciones largas igual a los pesos del portafolio, 66.34% en la accion 2 y
14.63% en la accion 3, y también realiza una venta en corto por el 2.25% de la accion 1.
Ademas, el inversionista deberia comprar una posicién larga mas por el 21.28% en el

activo libre de riesgo (es decir, prestar el 21.28% de la inversion neta a la tasa libre de

riesgo).
La varianza del portafolio es
190.74 2627 44.73 . .—0.0225
o2 =wlyw =(-0.0225 0.6634 0.1463) (26.27 41.77 24.37)(0.6634 )
p p p
4473 2437 64.90 0.1463

= 23.52
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Op = 4.85

La siguiente figura ilustra el portafolio eficiente p con desviacion estandar de 4.85, el
cual se localiza en la frontera eficiente lineal. Este portafolio, con el activo libre de riesgo,
es comparado con el portafolio p’, que es el portafolio eficiente obtenido usando solo
acciones del ejemplo anterior. Al introducir el activo libre de riesgo, el inversionista gana
el mismo rendimiento esperado de 1.8%, pero reduce el riesgo, medido por la desviacion

estandar de g, = 7.99 a gy = 4.85.

Figura A1.5 Un portafolio eficiente con un activo libre de riesgo.

E(Rp)

E(Rp) = 18% | === == m oo oo

Fuente: Elaboracién propia con datos de las acciones presentadas en la tabla 2.1.

Ejemplo. Portafolios de tangencia
Considere los mismos acciones de la tabla 2.1 y la tasa de rendimiento libre de riesgo

igual a la del ejemplo de portafolios eficientes con un activo libre de riesgo, rf = 7.185%.

Los rendimientos esperados y la matriz de covarianzas de las acciones son:

E(r1) 2.68 011 012 013 190.74 26.27 44.73
E=[E(2)]=(0.16) YE= (021 02 023)= (2627 4177 24.37)
E(r3) 1.54 031 O3 Os33 4473 2437 64.90
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Entonces, las ecuaciones simultaneas para los pesos del portafolio de tangencia m
son
190.74z1 + 26.27z2 + 44.7333 = 2.68 — 7.185
26.27z1 + 41.77z2 + 24.37z3 = 0.16 — 7.185
44.73z1 + 24.37z2 + 64.9033 = 1.54 — 7.185

La solucién de las ecuaciones anteriores es

31 190.74 2627 44.73 -1 2.68 —7.185 0.0052
7= (32) = (2627 41.77 2437) (0.16—7.185) = (—0.1519)
33 4473 2437 6490 1.54 — 7.185 —0.0335

Asi, los pesos de las tres acciones para el portafolio de tangencia m son

31 0.0052
w1 = = = —0.0286
3,z 0.0052—0.1519 — 0.0335
22 —0.1519
w2 = = = 0.8427
¥3 .z 0.0052—0.1519 — 0.0335
33 —0.0335
w3 = = 0.1859

Y3 .z 0.0052—0.1519 — 0.0335

Basados en los pesos que recién obtuvimos, calculamos el rendimiento esperado y la

varianza del portafolio de tangencia. Los cuales son E(Rm) = 0.34% Yy o2, = 37.95
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Anexo B.1 Aproximacion del PVM

La aproximacion del PVM se puede llevar a cabo mediante un método de prueba y
error, en el que se fija el valor de la variable w, y el valor de las variables w, y w; se va
iterando. Una vez determinados estos tres valores, sustituimos en la ecuacion de la
varianza del portafolio; damos distintos valores a las variables de peso hasta encontrar

el portafolio de varianza minima.

Tabla B1.1 Aproximacion del PVM mediante un método de pruebay error

Wi w2 W3 af)

0 1 0 41.768
0 0.9 0.1 38.868
0 0.8 0.2 37.126
0 0.7 0.3 36.542
0 0.6 0.4 37.117
0 0.5 0.5 38.851
0 0.4 0.6 41.743
0 0.3 0.7 45.793
0 0.2 0.8 51.002
0 0.1 0.9 57.369
0 0 1 64.896
0.1 1 -0.1 43.811
0.1 0.9 0 40.469
0.1 0.8 0.1 38.286
0.1 0.7 0.2 37.261
0.1 0.6 0.3 37.394
0.1 0.5 0.4 38.686
0.1 0.4 0.5 41.137
0.1 0.3 0.6 44.746
0.1 0.2 0.7 49.513
0.1 0.1 0.8 55.439
0.1 0 0.9 62.523
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0.03
0.03

0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

0.6891
0.689
0.6889
0.6888
0.6887
0.6886
0.6885
0.6884

-0.02
0.08
0.18
0.28
0.38
0.48
0.58
0.68
0.78
0.88
0.98

-0.03
0.07
0.17
0.27
0.37
0.47
0.57
0.67
0.77
0.87
0.97
0.2809
0.281
0.2811
0.2812
0.2813
0.2814
0.2815
0.2816

41.910
38.922
37.092
36.420
36.907
38.552
41.356
45.318
50.439
56.718
64.155

42.032
38.999
37.125
36.409
36.852
38.453
41.21
45.130
50.207
56.442
63.835
36.4009215
36.4009117
36.400903
36.4008955
36.4008892
36.400884
36.4008799
36.4008771
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0.03 0.6883 0.2817 36.4008754

0.03 0.6882 0.2818 36.4008748
0.03 0.6881 0.2819 36.4008754
0.03 0.688 0.282 36.4008772
0.03 0.6879 0.2821 36.4008801
0.03 0.6878 0.2822 36.4008842
0.03 0.6877 0.2823 36.4008894
0.03 0.6876 0.2824 36.4008958

1 1 -1 211.764

1 0.9 -0.9 204.449

1 0.8 -0.8 198.292

1 0.7 -0.7 193.294

1 0.6 -0.6 189.454

1 0.5 -0.5 186.773

1 0.4 -04 185.249

1 0.3 -0.3 184.885

1 0.2 -0.2 185.679

1 0.1 -0.1 187.632

1 0 0 190.743

Fuente: Elaboracion propia con datos de las acciones presentadas en la tabla 2.1.

La fila marcada de gris representa a los pesos y a la varianza del PVM. Debido a que
este es un método de prueba y error no se determinan los pesos exactos. Sin embargo,
se puede comprobar con la solucién dada en Capitulo Il a través de matrices que esta es

una buena aproximacion a los valores reales.
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Anexo B.2 Descripcidon de las empresas que conforman el

portafolio

Sector Industrial

Alfa, S.A.B. de C.V.

Empresa mexicana con presencia global, creada en 1974. Alfa es una empresa que
administra un portafolio de negocios diversificado: Alpek, uno de los mas grandes
productores a nivel mundial de poliéster. Sigma, comparfia multinacional lider en la
industria de alimentos, que produce, comercializa y distribuye productos de calidad de
marca propia. Nemak, proveedor lider de soluciones innovadoras de aligeramiento para
la industria automotriz global. Axtel, compafila de Tecnologias de Informacion y
Comunicacion (TIC) que sirve a los mercados mayorista, empresarial y gubernamental
en México. Y Newpek, empresa que realiza operaciones en la industria de hidrocarburos
en EE.UU. y México.?®

Grupo Aeroportuario del Sureste, S.A.B. de C.V.

Compafiia mexicana constituida en abril de 1998, como una entidad de la
administracion publica federal para administrar, operar, explotar y, construir nueve
aeropuertos en la region Sureste de México. Los nueve aeropuertos se ubican en las
siguientes ciudades: Cancun, Cozumel, Mérida, Huatulco, Oaxaca, Veracruz,
Villahermosa, Tapachula y Minatitlan. Grupo Aeroportuario del Sureste fue el primer
grupo aeroportuario en el mundo que cotizé simultaneamente en la bolsa de valores de
Nueva York (NYSE) y en la Bolsa Mexicana de Valores (BMV); es una de las cuatro
compafiias de mercados emergentes en el sector de transporte e infraestructura incluida
en el Dow Jones Sustainability Index (DJSI EM).2*

23 Obtenido de https://alfa.com.mx/

24 Obtenido de https://www.aeropuertosgap.com.mx/es/
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Sector Productos de consumo basico

Fomento Econdmico Mexicano, S.A.B. de C.V.

Empresa de consumo de clase mundial, fundada en 1980, lider en Latinoamérica,
cuyos principios son generar valor econémico y social, generando satisfaccion en la
demanda de los consumidores a través de la produccion, distribucién y comercializacion.
Participa en comercio al detalle a través de FEMSA Comercio, que comprende la Division
Proximidad y de la que forma parte OXXO; una Division Salud que incluye farmacias; y
una Divisibn Combustibles que opera las estaciones de servicio OXXO GAS. En la
industria de bebidas participa operando Coca-Cola FEMSA; y en el sector cervecero es
accionista de HEINEKEN. A través de FEMSA Negocios Estratégicos, ofrece servicios
de logistica soluciones de refrigeracion en el punto de venta y soluciones en plasticos a

las empresas FEMSA y clientes externos.?®

Arca Continental, S.A.B. de C.V.

Arca Continental tiene una trayectoria destacada de mas de 94 afios, es una empresa
dedicada a la produccion, distribucion y venta de bebidas de las marcas propiedad de
The Coca-Cola Company, asi como botanas saladas bajo las marcas Bokados en México,
Inalecsa en Ecuador y Wise y Deep River en los Estados Unidos. Es la segunda
embotelladora de Coca-Cola mas grande de América Latina y una de las mas importantes

del mundo.26

Sector Materiales

Grupo México, S.A.B. de C.V.
Empresa fundada en 1942, aunque se le reconoce principalmente por la mineria (con
presencia en seis paises), se dedica de forma importante al transporte ferroviario (de

mercancias y personas) y a la planeacioén logistica de transporte; asi como a la creacién

25 Obtenido de https://www.femsa.com/es/

26 Obtenido de https://www.arcacontal.com/
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de macro infraestructura energética (plantas de procesamiento de energia, perforacion,
actividad edlica y construccion en general). Algunas de sus filiales son Americas Mining
Corporation, Souther Copper Corporation, Asarco, Los Frailes, Ferrosur, Ferromex,
Controladora de Infraestructura Petrolera, México Compafiia Constructora y Controladora

de Infraestructura Energética México.?’

Industrias Pefoles, S.A.B. de C.V.

Es uno de los grupos industriales mexicanos de recursos naturales mas importantes
desde su fundacion en 1887. Inicialmente dedicada a la exploracion, minado, fundicion,
afinacion y comercializacion de minerales metalicos no ferrosos y posteriormente al
sector quimico. Actualmente es el mayor productor mundial de plata afinada y el mas
importante de bismuto metalico en América; lider latinoamericano en la produccién de
oro y plomo afinados, y se encuentra entre los principales productores mundiales de zinc
afinado y sulfato de sodio. Pefioles es uno de los mayores exportadores netos del sector

privado de México.?®

Sector Productos de consumo no basico

Alsea, S.A.B.de C.V.

Alsea es el operador de restaurantes lider en América Latina y Espafia, con marcas
de reconocimiento global dentro de los segmentos de comida rapida, cafeterias, comida
casual, fast casual y restaurante familiar. Cuenta con un portafolio muti-marcas, algunas
de ellas son Domino’s Pizza, Starbucks, Burger King, Chili’s, Italianni’s, entre otras. La
comparniia opera cerca de 4,200 unidades y cuenta con operaciones en México, Espafia,
Argentina, Colombia, Chile, Francia, Portugal, Holanda, Bélgica, Luxemburgo y

Uruguay.?

27 Obtenido de https://www.gmexico.com/Pages/default.aspx
28 Obtenido de https://www.penoles.com.mx/

29 Obtenido de https://www.alsea.net/
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Grupo Elektra S.A.B. de C.V.

La compafia se funddé en 1950 como una empresa dedicada a la fabricacion de
transmisores de radio y en 1957 comenzo6 a operar como una comercializadora con la
apertura de su primera tienda Elektra. Es la compafiia de servicios financieros y de
comercio especializado lider en Latinoameérica y es el mayor proveedor de préstamos no
bancarios de corto plazo en Estados Unidos. Actualmente opera cerca de 7,000 puntos
de contacto a través de sus tiendas Elektra, Salinas y Rocha, Banco Azteca y sucursales
Purpose Financial, de los cuales, mas de 5,000 se encuentran en seis paises
latinoamericanos: México, Guatemala, Honduras, Perd y Panaméa, y mas de 1,500

sucursales en Estados Unidos.3°

Sector Telecomunicaciones

América Movil S.A.B.de C.V.

Es la empresa lider en servicios integrados de telecomunicaciones en 26 paises de
Ameérica y Europa. En América Latina, América Movil opera en los sectores de telefonia
fija, movil y servicios de internet de banda ancha, ademés de ofrecer servicios de
television en demanda. Le pertenecen las empresas Telmex, Telcel y Claro Video, que
tienen cobertura a lo largo del pais y en numerosos paises en América.3!

Grupo Televisa S.A.B.

Televisa es una empresa de medios lider en la produccion de contenido audiovisual
en espafol, un importante operador de cable en México y un sistema lider de television
de paga via satélite en México. Es un conglomerado de empresas de medios de
comunicacién productoras de material visual, teatral y de internet. Opera en cinco
unidades de negocio: (1) Televisidn abierta, el Canal de las Estrellas, Canal 5, Galavision
y FOROTyv; (2) Television de paga, SKY, Cablevision y Televisa Networks; (3) Editorial
Televisa, publica y comercializa alrededor de 156 titulos de revistas bajo 92 marcas; (4)

Televisa Interactive Media, administra contenidos del conglomerado a través de internet

30 Obtenido de https://www.grupoelektra.com.mx/

31 Obtenido de https://www.americamovil.com/
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y dispositivos moviles; y (5) Radio, resultado de la fusion de Grupo Radiopolis y Televisa

Radio.3?

Sector Servicios Financieros

Banco Bilbao Vizcaya Argentaria, S.A.

Banco Bilbao Vizcaya Argentaria (BBVA) se listo en la Bolsa Mexicana de Valores
(BMV) en agosto de 2005. Atrae depositos y ofrece servicios de banda minorista,
mayorista y de inversion. El banco ofrece préstamos hipotecarios y de consumo, banca
privada, administracion de activos, seguros, fondos mutuos y servicios de corretaje de

valores. BBVA opera en Europa, América Latina, Estados Unidos, China y Turquia.®?

Grupo Financiero Banorte S.A.B. de C.V.

Banorte fue fundado en 1899 en la ciudad de Monterrey, donde comenzé sus
operaciones como un banco regional. Grupo Financiero Banorte ofrece una amplia
variedad de productos y servicios a través de su banco, casa de bosa, compafiias de
pensiones y seguros, Afore, fondos de inversion, asi como las empresas de
arrendamiento, factoraje y almacenaje. Es el proveedor nimero uno de créditos a
gobiernos y el segundo banco mas importante en créditos hipotecarios y ha consolidado
Su posicién como uno de los bancos mas rentables en México; es el Unico banco

comercial manejado por un equipo directivo mexicano.3*

32 Obtenido de https://www.televisa.com/corporativo/
33 Obtenido de https://www.bbva.com/es/informacion-corporativa/

34 Obtenido de https://www.banorte.com/

122


http://www.televisa.com/corporativo/
http://www.televisa.com/corporativo/
http://www.bbva.com/es/informacion-corporativa/
http://www.bbva.com/es/informacion-corporativa/
http://www.banorte.com/
http://www.banorte.com/

Bibliografia

Abel, A. B., & Bernanke, B. S. (2004). Macroeconomia, cuarta edicién. Madrid: Pearson

Educacion, S.A.

Bertsekas, D., & Tsitsiklis, J. (2008). Introduction to Probability, 2nd Edition.

Massachusetts: Athena Scientific.

Burns, A., & Mitchell, W. (1946). Measuring Business Cycles. New York: National Bureau

of Economic Research.

Camara Izquierdo, S., & Marifia Florez, A. (2010). Naturaleza y perspectivas de la actual

crisis: una caracterizacion marxista de largo plazo. Politica y cultura (34), 7-31.

Danthine, J., & Donaldson, J. (2015). Intermediate Financial Theory, 3ed. Burlington:

Elsevier Science, Academic.

DOF. (1996). CIRCULAR 10-209, Disposiciones de caracter general relativas a las
operaciones de ventas en corto 25/07/1996. México, D.F: Diario Oficial de la
Federacion.

Dubova, |. (2005). La validaciéon y aplicabilidad de la teoria del portafolio en el caso
colombiano. Cuadernos de Administracion, 18(30), 441-279.

Elton, E., Gruber, M., Brown, S., & Goetzmann, W. (2014). Modern Portfolio Theory and
Investment Analysis. 9th Edition. Danvers: John Wiley and Sons, Inc.

Fabozzi, F. J., Gupta, F., & Markowitz, H. (2002). The Legacy of Modern Portfolio Theory.
The Journal of Investing, 11(3), 7-22.

Feller, W. (1973). Introduccién a la teoria de probabilidades y sus aplicaciones. Vol. 1.
México, D.F.: Limusa-Wiley, S.A.

Francis, J., & Kim, D. (2013). Modern Portfolio Theory: Foundations, Analysis, and New

Developments + website. New Jersey: John Wiley & Sons, Inc.

Fries, C. (2007). Mathematical finance: theory, modeling, implementation. Amsterdam:

John Wiley & Sons, Inc.

123



Garavito Masalias, C. (2014). Microeconomia: consumidores, productores y estructuras
de mercado. Lima, Pera: Fondo Editorial de la Pontificia Universidad Catolica del

Peru.

Geczy, C. (2014). The New Diversification: Open Your Eyes to Alternatives. The Journal
of Portfolio Management, 40(5), 146-155.

Gitman, L., & Joehnk, M. (2009). Fundamentos de Inversiones. Décima edicién. México:

Pearson Educacion.

Hoel, P., Port, S., & Stone, C. (1971). Introduction to probability theory. Boston: Houghton
Mifflin.

Investing.com. (2020). Investing.com México - Finanzas, Bolsa y Forex. Obtenido de

https://mx.investing.com/

Jaramillo Olivares, A., & Jaramillo Jaramillo, M. (2016). Crisis financiera del 2008: efecto
en las empresas listadas en la Bolsa Mexicana de Valores. Revista mexicana de
economia y finanzas, 11(3), 161-177.

Luz Juéarez, G., Sanchez Daza, A., & Zurita Gonzalez, J. (2015). La crisis financiera
internacional de 2008 y algunos de sus efectos econdmicos sobre México.
Contaduria y administracion, 60(Supl. 2), 128-146.

Marifia Flores, A. (2011). La crisis mexicana de 2008-2010 en perspectiva histérica y en
el contexto de la crisis mundial. En M. Garcia Castro, Estudios sobre México en la
crisis mundial: escenario nacional tras doce décadas de apertura y desregulacion

(pags. 27-61). México, D.F.: Universidad Autbnoma Metropolitana.

Markowitz, H. (1959). Portfolio Selection. Efficient Diversification of Investments . New
York: John Wiley & Sons, Inc.

Markowitz, H. (1999). The Early History of Portfolio Theory: 1600-1960. Financial Analysts
Journal, 55(4), 5-16.

Mishkin, F. (1992). Anatomy of a financial crisis. Journal of Evolutionary Economics, 2,
115-130.

Pascale, R. (2009). Decisiones financieras. Sexta edicién. Buenos Aires: Prentice Hall;

Pearson Education.

124



Reyes Loyola, A., & Rodriguez Calvo, R. (2010). Diversificacion eficiente versus
diversificacion aleatoria, considerando carteras de acciones de la Bolsa Mexicana
de Valores. Xl Asamblea general de ALAFEC. Modelos de Geston del

Conocimiento. Lima, Peru: Instituto Politécnico Nacional .

Rincoén, L. (2006). Curso intermedio de Probabilidad. México, D.F.: Universidad Nacional

Auténoma de México.

Rincén, L. (2014). Introduccion a la Probabilidad. Volumen 1. México, D.F.: Universidad

Nacional Autbnoma de México.

Rodriguez Garcia, M., Cortez Alejandro, K., A., M. S., & Garza Sanchez, H. (2015).
Analisis de portafolio por sectores mediante el uso de algoritmos genéticos: caso
aplicado a la Bolsa Mexicana de Valores. Contaduria y Administracion, 60(1), 87-
112.

Ross, S. (2009). A First Course in Probability, 8th Edition. New Jersey: Prentice Hall.

Ruiz Ramirez, H. (2019). Sobre el significado de crisis econémica, recesion, depresion y

contraccion. Contribuciones a la Economia.
Samuelson, P., & Nordhaus, W. (2010). Economics 19ed. New York: McGraw-Hill/Irwin.

Sanchez Daza, A. (2001). Informacion asimétrica y mercados financieros emergentes: el

analisis de Mishkin. Analisis Econdmico, vol. XVII, nim. 34, 35-66.

Sharpe, W. (1963). A simplified model for portfolio analysis. Management Science, 9(2),
277-293.

Valles Romero, J. (2019). La recesion econdmica que viene. Analisis del escenario
econdmico en México . México: Universidad Autonoma del Estado de México.

Venegas Martinez, F. (2008). Riesgos financieros y econémicos: productos derivados y
decisiones econdmicas bajo incertidumbre. Segunda edicién. México, D.F.:

Cengage Learning Editores, S.A. de C.V.

125



