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Introduccion

Sean X un espacio topoldgico, S un conjunto no vacio y {X}ses una
familia de espacios topologicos.

Dada una propiedad topoldgica P, diremos que:

(1) P es hereditaria si para cada espacio topolégico X que tiene P, cada
subespacio Z de X tiene P;
(2) P es aditiva si para cada familia de espacios topoldgicos { X }ses tal

que cada X tiene P, se cumple que @ X, tiene P;
ses
(3) P es productiva si para cada familia de espacios topolégicos { X }ses

tal que cada X tiene P, se cumple que [[ X; tiene P.
ses
Sean P una propiedad topolégica y D una clase de funciones. Diremos que:

(4) P se preserva bajo la clase D si para cada espacio topoldogico X
que tiene P y para cada (f : X — YY) € D, se cumple que Y tiene P.

En este proyecto de tesis queremos desarrollar de algunas condiciones ne-
cesarias bajo las cuales propiedades como: compacidad local, ser cosmico, ser
de Lasnev, ser Ng-espacio, ser desarrollable y ser de Moore son hereditarias,
aditivas, productivas o preservadas bajo alguna clase de funciones.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Conceptos basicos

Los simbolos R, Z y N denotan el conjunto de los ntimeros reales, el con-
junto de los niimeros enteros y el conjunto de los niimeros naturales, respec-
tivamente.

Sean X un espacio topolégico y A C X. Los simbolos cl(A), int(A) y
fr(A) denotan la cerradura, el interior y la frontera de A respectivamente.

Sean g : X — Y una funcién y Z C X. Definimos la funcién g|z : Z —
g(Z) como g|z(z) = g(z). A g|z se le llama la funcién restriccién a Z o la

funcién restringida a Z.

Consideremos (X, 7) un espacio topolégico y Y C X. Denotamos por 7|y
a la topologia de subespacio para Y.

En algunos casos usaremos el simbolo 7x para denotar la topologia de X.

Sean U C X y x € U. Decimos que U es una vecindad de z si existe un
abierto V tal que x € V C U.

Para un espacio métrico Z, el simbolo B,(p) denota a la bola abierta con
centro en p y de radio e.
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La prueba del siguiente resultado, se puede consultar en [1, Teorema 1.1.1,
p. 13].

Proposiciéon 1.1.1. Sea X un espacio topologico. Para todo A C X, las
siguientes afirmaciones son equivalentes.

1. El punto x es un elemento de cl(A).
2. Para toda vecindad U de x tenemos que U N A # ().
3. Existe una base local f(x) en x tal que para cada U € (x), UNA # ().

Definicién 1.1.2. Sean (X, 7) un espacio topoldgico, x € X y  C 7. De-
cimos que [ es una base local de © en X si se cumplen las siguientes
condiciones.

1. Para cada U € 3, x € U.
2. Para cada W € 1 tal que x € W, existe un U € B tal que U C W.

Proposicién 1.1.3. Sean X un espacio topolégico y Z un subespacio de X .
St A es compacto en Z, entonces A es compacto en X.

Teorema 1.1.4. St f : X — Y es biyectiva, entonces para todo A C X

FXNA) = (XN F(A) =Y\ f(A)

Demostracion. Primero, sea x € f(X \ A) C f(X) entonces existe y € X\ A
tal que f(y) = z. Supongamos que = € f(A) entonces existe a € A tal que
fla) =xz. Asi, f(y) =z = f(a). Como f es inyectiva a = y pero esto es una
contradiccién. Por lo tanto x ¢ f(A). Entonces z € f(X) \ f(A).

Por otro lado supongamos que z € f(X)\ f(A) entonces existe y € X tal
que f(y) = x. Supongamos que y € A entonces f(y) € f(A). Asi z € f(A)
pero esto es una contradiccién. De esta manera y ¢ A. Entonces y € X \ A.
Por lo tanto = € f(X \ A). Finalmente por la suprayectividad f(X) =Y. O

Lema 1.1.5. Sean X,Y conjuntos, g : X — Y wuna funciéon suprayectiva,
ACX,ZCY yB=g'(Z). Entonces g(AN B) = g(A) N g(B).
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Demostracion. Claramente g(AN B) C g(A) Ng(B).
Para probar la otra contencién, sea y € g(A) N g(B). Dado que g es supra-
yectiva, g(B) = Z. Sea a € A tal que g(a) = y. Como y € Z, a € g '(Z).
Asia e Ang Y (Z) = AN B. Por lo que y = g(a) € g(AN B). De donde
y € g(AN B). Por lo tanto, g(A) Ng(B) C g(AN B).
De lo anterior, g(AN B) = g(A) N g(B). O

Lema 1.1.6. Sean X un conjunto y S = {Uy,Us, ...} C P(X) un conjunto
numerable. Entonces:

1) B={ND:D CS finito no vacio} es numerable.
2) C={UD:D CS finito no vacio} es numerable.

Demostracion. Para la prueba de 1), notemos que |J N° es numerable. De-

seN
finamos la funcién ¢ : |J N* — B por
seN
U, sia €N,

p(a) =

Y

Up, sia=(xq,...,2,) €N" n>2.

=1

Claramente ¢ esta bien definida. Probaremos que ¢ es suprayectiva. Para
n

n=1yU €S8, setiene que p(i) = U;. Paran > 2y (| U;; € B, se tiene
j=1

que ©((71,...,i,)) = () Us;. Como |J N* es numerable, B es numerable.
j=1 seN

La prueba de 2), es similar a la anterior. O

Proposicién 1.1.7. Sean g : X — Y wuna funcion y Z C X. Si £ C Y,
entonces g|,'(ENg(Z)) =g YE)N Z.

Demostracion. Si E N g(Z) = ), entonces g~ (E) N Z = 0, asi, g/, (EN
9(2)=0=9g" (E)NZ.

Supongamos que g|,'(ENg(Z)) # 0. Sea a € g|,'(ENg(Z)) C Z. En-
tonces g|z(a) = g(a) € ENg(Z). Asi,a € g7 (E)N Z.
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Por otro lado, sea b € ¢g7'(E) N Z. Entonces g|z(b) = g(b) € EN g(Z).
Ast, b € g, (ENg(2)).

Por lo tanto, g/, (ENg(Z2)) =g Y(E)N Z. O

Proposicién 1.1.8. Sea X un espacio topoldgico. Se dice que D es denso en
X siy sélo si, para cada abierto U no vacio en X, se cumple que DNU # ().

Definicién 1.1.9. Sea X un espacio topolégico. Se dice que X es separable
st existe D C X tal que D es numerable y denso en X.

Proposiciéon 1.1.10. Sea X un espacio topologico. Si X es sequndo nume-
rable, entonces X es separable.

Demostracion. Sea [ ={Ui,...,U,,...} una base numerable. Sea D = {x; :
x; € U;}. Claramente D es numerable. Por otra parte, sean U un abierto en
X yx € U. Como 3 es una base, existe un ¢ € N tal que x € U; C U. Por lo
que U N D # (. Por lo tanto D es denso en X. O

Lema 1.1.11. Sean X,Y espacios topolégicos y H C X. Consideremos C'
un conjunto, A C C yg: X —Y una funcién. Si K = g~'(C)N H entonces
gK)NA=g(H)NA.

Demostracion. Primero, notemos que
9(K) =g(¢"(C)NH) C g(g7(C)) Ng(H) = C Ng(H).
Ast, g(K)NACANCNg(H)=AnNg(H).

Por otro lado, sea z € g(H)N A. Entonces existe h € H tal que g(H)
Dado que A C C'y z € A, entonces g(h) € C. De donde h € g~}(C). As1
h € K. Entonces z = g(h) € g(K). Por lo tanto z = g(h) € g(K) N A.

Por lo que g(K)N A= g(H)N A. O

Proposicién 1.1.12. Sea X un espacio métrico. Las siguientes condiciones-
son equivalentes :

1. X es separable

2. X es seqgundo numerable.
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Demostracion. La prueba de 2. implica 1., se sigue de la Proposicién 1.1.10.

Para probar que 1., implica 2., consideremos D C X numerable y den-
soen X. Sea 8 = {B(z,£) : z € D,n € N}. Claramente 3 es numera-
ble. Para probar que 3 es una base, sean ¢ > 0 y € X. Probaremos
que existen n € Ny z € D tales que = € B(z,%) C B(z,e). Por la

1 €

propiedad Arquimediana, existe n € N tal que - < $. Como D es den-

soen X, B(z,2)ND # 0. Sea z € B(z,+) N D. Entonces d(z,z) < +.
Asi, © € B(z,+). Para ver que B(z,1) C B(z,¢), sea y € B(z,+). Da-
do que d(z,y) < d(z,z) +d(z,y) < £+ + 1 < ¢ y € B(z,¢). De donde

B(z,+) C B(x,¢). Con lo anterior, B(z, ) € 8y cumple con lo requerido.

Por lo que [ es una base numerable. Por lo tanto X es segundo numerable.
m

Definicién 1.1.13. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Decimos que X es:

- Ty, si para todo x1,x9 € X con x1 # x4, existen Uy,Us € T tales que
T EUl\UQ, xQGUQ\Ul.

- Ty, si para todo x1,x9 € X con x1 # xo, existen Uy,Us € T tales que
.IlEUl,.CEQEUQ yUlﬂUQZ(ﬂ.

- T3, si X es Ty y para todo x € X y para todo cerrado C C X \ {z},
existen Uy, Uy € T tales que x1 € Uy , C C Uy y Uy NU, = 0.

- Ty, si X es T} y para cualesquiera dos cerrados A, B C X con ANB = (),
existen Uy, Uy € T tales que A C Uy, BC Uy, y Uy NU, = 0.

- Ty, si X esTy y cada subespacio abierto de X es normal.

Observaciéon 1.1.14. Directamente de las definiciones, se observa que ser
Ty tmplica ser Ty, ser T3 implica ser Ty, ser Ty implica ser Ty y ser Tiimplica
ser 1q.

Un espacio topolégico X es metrizable si existe una métrica d sobre X tal

que la topologia inducida por la métrica d coincide con la topologia original
de X.
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Sean (Z,d) un espacio métrico y M C Z. Definimos dy = d|prxnm- Es
facil probar que dj; es una métrica para M.

Sean (X, 7) un espacio topolégico metrizable y M C X. Consideremos
que d es una métrica para X tal que 7 = 7,. Se puede probar que 7|y = 74,,,
donde 7|y es la topologia relativa a M y 74, es la topologia induciva por la
meétrica dy;.

La prueba del siguiente resultado puede ser consultada en [5, Teorema
32.2, p. 230]

Teorema 1.1.15. Todo espacio topologico metrizable es Ty.

La prueba del siguiente resultado puede ser consultada en [5, Teorema
32.3, p. 231]

Teorema 1.1.16. Todo espacio topologico Ty y compacto es Ty.
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1.2. Funciones continuas, abiertas y cerradas

Sean X, Y espacios topoldgicos, {As}ses una cubierta de Xy {fs: As —
Y }ses una familia de funciones continuas. Decimos que la familia {f,}ses
es compatible si para cualesquiera sy, sy € S, se tiene fs,(x) = fs,(x) pa-
ra cada x € Az N A,,. Finalmente definamos la funcion f : X — Y como
f(z) = fs(z) para cada = € A;. A f se le llama la combinacién de las
funciones {f;}cs y es denotada por Vsesfs-

Lema 1.2.1. Sean {Us}ses una cubierta abierta de X y {fs : Us = Y }ses
una familia de funciones continuas compatible. Sea [ = \Jsesfs. Entonces
para cualquier U C 'Y,

o) = ).

seS

Demostracion. Consideremos z € f~1(U). Como |J Us = X. Entonces exis-
s€S

te s € S tal que x € U,. De donde f(z) = fo(x) € U. Asi, z € f;1(U). Por
lo tanto, f~Y(U) c U f;H(U).
seS

Por otro lado, si * € |J f;}(U), entonces existe s; € S tal que = €
ses
fSHU) € U Us. Sea s tal que « € U,. Entonces f(z) = fo,(2) y fs,(x) € U.
s€S
Dado que el dominio de fo es Uy f,'(U) C Us, « € Us,. Por definicién de

f, para z € Uy, NUg,, fs,(x) = fs,(x) = f(x). Asi, f(z) € U. Por lo que
z € f~Y(U). Por lo tanto, J f71(U) C f~1(U).
s€S
Ast f7H(U) = U f1(U). O
s€S
Proposicién 1.2.2. Si {Us}ses es una cubierta abierta de X y {fs : Us —
Y }ses es una familia de funciones continuas compatible, entonces la combi-

nacion de las funciones { fs}ses, f = Vsesfs, €s una funcion continua de X
aY.

Demostracion. Sea U un subconjunto abierto de Y, por el Lema 1.2.1

)= ).

seS
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Sea s € S. Dado que el dominio de f, es U, el conjunto f;}(U) es un abierto
en U, y dado que U; es abierto en X, f;1(U) es abierto en X. Asf, f~1(U)
es un abierto en X. Por lo tanto, f es continua. O]

La prueba del siguiente resultado puede ser consultada en [5, Teorema
18.2 (f), p. 122]

Lema 1.2.3. Sean XY espacios topologicos, f : X — Y wuna funcion y
{Uq}aen una cubierta abierta de X . Si cada funcidn restriccion f|U, es con-
tinua, entonces [ es continua.

La prueba del siguiente teorema se puede encontrar en [15, Teorema 12.3,
p. 88

Teorema 1.2.4. Sean f: X — Y yg:Y — X funciones continuas tales
que go f = 1x y fog = 1y. Entonces f es un homeomorfismo y ademds

g=/"

A continuacion presentamos algunos resultados sobre funciones abiertas
y cerradas.

Teorema 1.2.5. Sean X,Y espacios topologicos. Si f : X — Y es biyectiva,
entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

1. f es abierta.
2. f es cerrada.

Demostracion. Supongamos que f es abierta. Sea F' C Xun conjunto cerra-
do, demostraremos que f(F') es un conjunto cerrado. Sabemos que f(X\F) =
Y\ f(F)y X\ F es un conjunto abierto. Dado que f es abierta, entonces
f(X \ F) es un conjunto abierto de Y. Por lo que Y\ f(F) es un conjunto
abierto. Asi, f(F') es un conjunto cerrado.

Por otro lado, supongamos que f es cerrada. Sea U C X un abierto.
Demostraremos que f(U) es un conjunto abierto. Sabemos que f(X \ U) =
Y\ f(U)y X\ U es un conjunto cerrado. Dado que f es cerrada entonces
f(X\U) es un conjunto cerrado de Y. Por lo que Y\ f(U) es un conjunto
cerrado. Asi f(U) es abierto. O

El siguiente resultado lo podemos encontrar en [15, Teorema 12.2, p. 8§]
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Teorema 1.2.6. Sea f : X — Y es biyectiva. Entonces las siquientes con-
diciones son equivalentes

1. f es un homeomorfismo;
2. f es continua y abierta;

3. f es continua y cerrada.
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1.3. Espacios cociente

Sea (X, 7) un un espacio topolégico y R un relacién de equivalencia sobre
X. El conjunto cociente Y = X/R es el conjunto de clases de equivalencia
de los elementos de X; es decir, Y = {[z| : + € X}, donde [z] denota una
clase de equivalencia.

Sean X un espacio topoldgico, Y un conjunto y ¢ : X — Y una funcién
suprayectiva. Consideremos la coleccién

7, = {G C Y|g7'(G) es abierto en X}.

Claramente 7, es una topologia para Y, la cual llamaremos la topologia
cociente inducida en Y por g, y cuando no haya confusion, simplemente
nos referiremos como la topologia cociente. A la pareja (Y, 7,) es llamado es-
pacio cociente. A la funcién g se le conoce como la funcién cociente. Todo
lo anterior quedard denotado como sigue (X, (Y, 7,),9).

Proposicién 1.3.1. Sean X un espacio topologico y A C X cerrado. En-
tonces la funcion cociente p : X — X/A dada por p(x) = [z] es cerrada.

Demostracion. Sea K C X cerrado. Para probar que p(K) es cerrado en X /A
es suficiente ver que p~!(p(K)) es cerrado en X. Consideremos los siguientes
Ccasos.

Caso I. Supongamos que K N A = ().

Dado que p es inyectiva de X \ A sobre X/A\ {A}, p~(p(K)) = K. Por lo
que p~1(p(K)) es cerrado en X.

Caso II. Supongamos que K N A # ().

Probaremos que p~'(p(K)) = AUK.

C| Sea z € p~'(p(K)). Entonces p(z) € p(K). Asi, existe a € K tal que
p(a) = p(x). Supongamos que x ¢ AUK. Sia€ A, pla) =A=p(z) = {z}.
De donde = € A, una contradiccién. En el caso de que a € K\ A, p(a) =
{a} = p(z) = {x}. De donde x = a € K, contradiccién. Por lo que x € AUK.
D] Dado que KN A#0, p(A) ={A} C p(K). De donde p(AU K) C p(K).
Por lo que AU K C p~(p(K).

De esta manera p~!(p(K)) = AUK y p~(p(K)) es cerrada.
Por lo tanto, p es cerrado. O
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1.4. Suma de espacios topoldgicos

Para esta seccién consideremos una familia { X }scs de espacios topologi-
cos disjuntos dos a dos, es decir, si s # ', X; N Xy = (). Veamos algunos
resultados que usaremos a lo largo del trabajo.

Lema 1.4.1. Sea A C | X, y s’ € S. Entonces
s€S

((U Xs) \ A) N Xs’ - Xs’ N (Xs’ \ A)

ses

Demostracion. Notemos que:

(Jxo\nXe = ((JX)\ (XsnA)n X,
= (JXx\ (x.nA))n X,

= Jx\ (Xen ) n X).

seS

De lo anterior y dado que X, \ (X;NA) C X,y X, N Xy = ) para cada
SGS\{S,},(UXS\A>HXS/:XS/Q<XS/\A>. ]
sES

Si {X;}ses es una familia de espacios topoldgicos disjunto dos a dos.
Definamos 74 = {U C |J X, : U N X, es abierto en X para cada s € S}.

seS

Lema 1.4.2. La familia de conjuntos 14 es una topologia para ) X;.

i€s
Demostracién. 1) Vamos a probar que ) € 75. Tenemos que ) C X y
DN X, =0 para todoi € S. Asi, ) € 7.

Hagamos X = (J X;. Ademds X; N X, = () para todo i # j. Sea i € S.
i€S
Tenemos que X N X; = X, es un abierto en X;. Por lo tanto X € 7.

2) Sean U,V € 74. Demostraremos que U NV € 74. Sea i € S. Tenemos
que demostar que (U NV) N X; es un abierto en X;. Notemos que

UnNnV)NX,=UnX;)N(VNX,;).
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Dado que U N X; y V N X; son abiertos en X;, (UN X;) N (VN X;) es un
abierto en X;. Por lo tanto (U N'V) N X; es abierto en Xj.

3) Sean {U,}aexr C Tg € i@ € S. Demostraremos que (|J U,) N X; es un
aEA
abierto en X;. Notemos que

(U(Ua) NX; = U(UaﬂXi).

aEA a€el

Por hipétesis tenemos que U, € 74; esto es U, N X; es un abierto en X; para
todo o € A. Por lo que |J (U, N X;) es un abierto en X;. Asi, (|J U,) N X;

a€eA aEA
es un abierto en X;.

De las condiciones 1), 2) y 3), podemos concluir que 74 es una topologia
para |J X;. O
i€s

La unién |J X; con la topologia 74, se llama suma topolégica de los

i€s
espacios { X}ses v es denotada por @ X.
seS

Dada una familia de espacios topoldgicos { X }scs los cuales no son disjun-
tos dos a dos, le podemos asociar una familia { X! }cs de espacios disjuntos
a pares tales que X! es homeomorfo a X, para cada s € S.

Iniciamos con dicha construccién, por cada s € S, consideramos al singu-
lar {s} con la topologia discreta y por cada s € S, sea X! = X, x {s} con
la topologia producto. Sea s € S. Probaremos que X/ es homeomorfo a Xj.
Definamos p; : X, — X, por pi((z, s)) = x. Veamos que p; es un homeomor-
fismo. Dado que p; es la proyeccion en el primer factor, p; es continua,abierta
y suprayectiva. Ahora veamos que p; es inyectiva. Sean (z, s), (y, s) € X ta-
les que pi((z,s)) = pi1((y,s)). Entonces @ = pi((z,s)) = p1((y,s)) = y. Por
lo que = = y. Asi (x,8) = (y, s). Por lo que p; es inyectiva. Por lo tanto p;
es un homeomorfismo. Finalmente, obtenemos la familia de espacios { X! }ses
con las condiciones requeridas.

Con lo anterior, a lo largo de la tesis supondremos que la familia de los

espacios {X;}ses son disjuntos dos a dos y usaremos el simbolo @ X para
seS
denotar la suma topoldgica de los espacios { X}ses -
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Proposicién 1.4.3. Sea s € S. Si U C X, es abierto, entonces U € Tg.

Demostracién. Dado que U =UN X,y X,N Xy = () para todo s’ € S\ {s},
tenemos que U N Xy = () para todo s’ € S\ {s}. Asi, como U es abierto en
X, vy 0 es abierto en cada Xy, U € 7. O

Proposicién 1.4.4. Un conjunto A C @ X es cerrado si y solo si AN X
seS
es un conjunto cerrado en X, para cada s € S.

En particular X es un congunto cerrado en @ X para cada s € S.
ses

Demostracion. = | Sea A C @ Xs. Supongamos que A es cerrado en @ X;.
s€S s€S
Entonces @@ X\ A es abierto en @@ X;. Sea s’ € S. Por definicién, (€ X;)\
seS s€S s€S

A)NXy es abierto en Xy. Porel Lema 1.4.1, (D X,)\A)NXy = Xo\ (XsN
sesS
A). Asi, X\ (XyNA) es abierto en X Por lo que Xy N A es cerrado en X
< | Sea s’ € Sy supongamos que Xy NA es cerrado en Xy. Por definicién
Xo \ (Xg¢ NA) es abierto en Xy. Por el Lema 1.4.1, (60 X5) \ 4) N Xy =
ses
Xo \ (Xg NA). Asi, (D Xs) \ A) N Xy es abierto en Xy. Asi, @ X\ A es

ses ses
abierto en @@ X;. Por lo tanto A es cerrado en @ X;.
ses ses
Sea s € S. Dado que X, N X, = X, y X, es cerrado en X, X es cerrado
en P X.. O

seS

Proposicién 1.4.5. Para cada s € S, X, es abierto y cerrado en @ Xs.
seSs

Demostracion. Por la Proposicién 1.4.4, X es cerrado en @ X. Que X sea
seS
abierto en €@ X se sigue de la Proposicién 1.4.3. [
seS

Consideremos a cada X como subespacio de la suma € X. La funcién
seS
inclusién de X, en @ X, se denotard por is.
seS

Si {Xs}ses es una familia de espacios topoldgicos disjuntos a pares y A
es un subespacio de X, para cada s € S. Por cada s € S, denotemos por 7



CAPITULO 1. PRELIMINARES 15

la topologia para Xj.

Definamos pg = {U C |J A5 : U N A es abierto en A, para cada s € S}.
ses

Proposicion 1.4.6. Si { X }ses es una familia de espacios topoldgicos dis-
juntos a pares y Ay es un subespacio de Xg para cada s € S, entonces

Po = Tes| U As-
sES

Demostracion. Primero demostraremos que pg C Tg| j 4,- Sea U C |J A
s€S ses
tal que U N Ay es abierto en A, para toda s € S. Asi, por cada s € S, existe
W € 15 tal que UN Ay = WiN A, Sea W = |J W;. Claramente W € 4. Ne-
seS
cesitamos probar que WN |J A; =U.Seaz e WN Y A= J Wsn U As.
seS seS seS seS
Entonces z € Wy para algiin s’ € S'y x € Ay para algun s” € S. Asi, dado
que Wy C Ay y la familia de {A,}scs son ajenos a pares, s’ = s”. Por lo que
reWyNAy =UnNAy. Concluimos, x € U. Por lo tanto, pg C 7| | 4,

seS

Ahora demostraremos que 7g|(j 4, C pe. Sea L € 75|y a,. Entonces
seS seS

existe U € 74 tal que UN |J Ay = L. Necesitamos probar que L € pg. Como
seS
U € 1g, por definicién U C |J X, y UN X € 75 para toda s € S. Hagamos
seS

W, =UnN X, para toda s € S. Dado que, para toda s € S, W, es un abierto
en X,, tenemos que W, N A, es un abierto en A, para toda s € S. Notemos

que JWsnAy) C JAsyparas €8, (UW,NA)NAy =Wy N Ay.

seS seS ses
Ast, | (Wi N As) € pg. De lo anterior y de que
ses

L=Un|JA=JUnA, =

ses ses
Junx)na, =Jw.nA,),
s€S seS
tenemos que L € pg. Por lo tanto, pg = 7a| | a.- O

seS

Proposicién 1.4.7. Sean (X, p) un espacio topolégico y {Xs}ses C p dis-

Juntos a pares. St X = |J X, entonces p = 7gy.
s€S
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Demostracion. Sea U € p. Entonces U C |J X5 y U N X es un abierto en
ses

X, para cada s € S. De donde U € 7g;.

Por otro lado, tomemos V' € 7g. Claramente V C X y VN X, es un
abierto en X, para cada s € S. De esto y de que cada X, es un abierto en
X, VN X es un abierto en X para cada s € S. Asi, como V = |J (V N Xj),

ses
V' € p. Por lo tanto, p = 7gy O

Lema 1.4.8. Sean Y un espacio topolégico y f : @ Xs — Y una funcion.
seS
Entonces f = \Jsesf 0 is.

Demostracion. Notemos que para @ X, la familia { X }scg es una cubierta

abierta de @ X;. Dado que los eléfrfentos de la familia {X;}ses son ajenos

dos a dos,sleaktg familia {f ois; : Xy — Y}ses es compatible. Por lo que el

dominio de la funcién Vses(f o i) es @ Xs. Para probar la igualdad, sea

x € G%Xs. Entonces existe s € S tal quseei € X;. De donde ses(fois)(x) =
ES

(fois)(z) = f(is(x)) = f(z). Por lo tanto f = Vses(f o is)- O

Proposicién 1.4.9. Sean Y un espacio topolégico y f : @ Xy — Y una
ses
funcion. Entonces f es continua si y solo si fois: Xy — Y es continua para

cada s € S.

Demostracion. Dado que f y i, son continuas, cada f o i, es continua.

Para la suficiencia, notemos que para @ X, la familia { X, }scs es una cubier-
ses
ta abierta de @ X;. Dado que los elementos de la familia { X, }scs son ajenos
sesS
dos a dos, la familia {f oi5 : Xy — Y}scg es compatible. La continuidad de

f se sigue del Lema 1.4.8 y de la Proposicién 1.2.2. [

Proposicién 1.4.10. Sean {X }ses una familia de espacios topolégicos e
i <5. 50 cada X, es T;, entonces @ X, es T;.

seS

Demostracion. Sélo demostraremos la propiedad para espacios T}.
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Primero, supongamos que cada X es 7). Vamos a probar €@ X; es T7.
seS
Sean 1,2 € € X;. Entonces 21,29 € |J X;s. Consideremos dos casos.
ses seS
Caso 1 Supongamos que existen s € S tal que z1, x5 € X.

Dado que X es Tj, existen dos abiertos U;, Uy C X, tales que x; € Uy \ Us

y o € Uy \ Uy. Por la Proposicién 1.4.5, Uy, U, son abiertos en € X,. Asi,
ses
Uy y U son los abiertos en @ X, requeridos.
seS
Caso 2 Supongamos que existen si,s9 € S tal que 7 € X, y 22 € X,,.

Dado que X, N X,, = 0, por la Proposicién 1.4.5 se tiene que X, y X, son
los abiertos en @ X requeridos.

seS
Por lo tanto @ X, esT;.
seS
Para probar que @ X es Ty, sean A, B C @ X cerrados ajenos. Sea s € S.
sesS seS

Claramente AN X, y BN X, son ajenos. Por la Proposicién 1.4.4, AN X,y
B N X, son cerrados. Dado que X es T}, existen dos abiertos U7, Us C X
tales que AN X, C Uy, BN X, C U5 y Ui NU; = (. Hagamos Uy = |J U}
ses
y Uy = |J U;. Claramente U;, U, son abiertos ajenos en @ X;. Finalmente
ses SES
probaremos que A C Uy y B C Us. Sea z € A. Dado que A C |J Xj, existe
ses
un s € S tal que x € X;. Asi, € U7. Por lo que x € U;. De esta forma

A C U;. De la misma manera se prueba que B C Us,. O

Teorema 1.4.11. Sea {X,}ien espacios topoldgicos separables ajenos dos a

dos. Entonces @ X; es separable.
ieN

Demostracion. Sea D; un denso numerable de X;. Demostraremos que | J D;
ie€N
es numerable y denso en @ X;. Sea U € 745\{0} entonces UNX; € 7x,. Dado
ieN
que D; es denso en X; tenemos que (U N X;) N D; # .
Ast, D =X;NnUND, CcX;Nn(UnY D) =X;nU)nUD; cUN U D..
ieEN ieN ieN

Por lo tanto subespacios abiertos de un espacio separable son separables .
Asi, @ X; es separable. ]

1€N

Teorema 1.4.12. La suma @ X, es metrizable si y solo si cada espacio X
ses
es metrizable.
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Demostracion. =] Supongamos que la suma @ X es metrizable. Dado que

s€S
cada X es un subespacio de () X5, 70) vy € X; es metrizable, cada X es
ses seS

metrizable.

< | Supongamos que cada X es metrizable. Sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que para cada s € S la topologia en X, es inducida por
una metrica d; acotada por 1, es decir, ds(a,b) < 1 para cada a,b € X,. Sean
z,y € @ X;. Definimos la funcién d : @ X x @ X; — [0, 00) como

SES SES SES

ds(x,y), siz,y€ X, paraalgin s € 5,

d(z,y) =
1, en otro caso .

Veremos que d es una métrica sobre X.

Sean z,y € @ X;. Probaremos que d(z,y) = 0 siy sélo si z = y.
ses
Primero, supongamos que d(z,y) = 0. Entonces existe s € S tal que z,y €

Xs. Asi, 0 =d(z,y) = ds(z,y). Dado que dg es una métrica, = = y.

Ahora si x = y, por definicién de suma, existe s € S tal que x,y € X,. Asi,
d(z,y) = ds(x,y). Dado que dg es una métricay z = y, 0 = ds(z,y) = d(z,y).

Para probar la condicién de simetria, sean z,y € @ X;.
sesS
Caso I. Supongamos que existe s € S tal que z,y € X;.

Asi d(z,y) = ds(z,y) y dado que d, es una métrica d(x,y) = dy(x,y) =
ds(y, x) = d(y, ). Por lo que d(z,y) = d(y,z).

Caso II. Sean s1,s9 € S tales que z € X, y y € X,.

Asi, d(z,y) = 1 =d(y, x).

Para probar la desigualdad del tridngulo. Sean z,y,z € @ X;. Demos-
seS
traremos que d(x, z) < d(x,y) + d(y, z). Consideremos los siguientes casos.

Caso 1. Supongamos que x, z € X, para algin s € S.
Entonces d(z, z) = ds(z, z). Para la otra parte de la desigualdad, tenemos los
siguientes dos subcasos.

Subcaso i. Si y € X, entonces dy(z, 2) < ds(x,y) + ds(y, ). Por lo que
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d(z,z) = ds(z,2) < (d(z,y) = ds(z,y)) + (d(y,2) = ds(y,2)). De donde
d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2).

Subcaso ii. Siy ¢ X, entonces d(z,y) =1 = d(y, z). De donde d(z, z) =
ds(z,2) <1< 2=d(z,y) +d(y, 2).
Caso II. Supongamos que existen s; # so € S tales que x € X, y 2 € X,
Entonces d(x, z) = 1. Ahora consideremos los siguientes subcasos.

Subcaso i. Supongamos que y ¢ X, oy ¢ X, .
Entonces d(z,y) = 1 o d(y,z) = 1. Por lo que 1 < d(z,y) + d(y, z). Asi
d(z,z) =1<d(z,y) +d(y, 2).

Subcaso ii. Supongamos que y € X, U Xj,.
Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que y € X, . Entonces d(y, z) =
1. Por lo que 1 < d(x,y) + d(y, z). De donde d(z, z) < d(x,y) + d(y, 2).

De lo anterior, d es una métrica para @ X.
seS
Finalmente probaremos que 74 = 74.

Primero, sean U € 7y x € U C |J X,. Asf, existe ¢ > 0 tal que Bé(x) C U.
seS

Sea s € S tal que z € X,. Claramente Bd(x) N X, C B%(z). Necesitamos
probar que Bd(x) N X, = B (z).

Sea y € Bl(z) N X, tenemos que d(y,r) = ds(y,x) < e. Por lo tanto,
y € B%(x). Asf, B4(x) N X, C B%(x). Por otro lado, sea z € B%(x) C X,.
Entonces € > d,(z,2) = d(z, 2). Por lo que z € B%(x). Asi, z € B4(x) N X,.
Por lo tanto B4(x) N X, = B% ().
Asi, Bd(z) N X, € 74,. Por la Proposicién 1.4.3, Bd(z) N X, € 7g.

Concluimos que para cada x € U, B4(x) N X, es un abierto en @ X, que
seS
contiene a z y esta contenido en U. Por lo tanto U € 7.

Para ver la otra contencién, sean U € 75, x € U y s € S tal que z € X,.
Por la definicién de 75, U N X es abierto en X,. Dado que la topologia de
X, coincide con la topologia inducida por d;, existe ¢ > 0 tal que Bf,s (x) C
UN X, Sea 0 < ¢ < ¢ tal que e < 1. Entonces B%(z) C B%(z) c UN X,.
Necesitamos probar que B%(z) = B%(z). Sea y € B (x). Como y € X, y
ds(z,y) = d(z,y) < ¢,y € Bl(z).

Por otro lado, sea y € B%(z). En el caso de que y € X, para algin s’ €
S\ {s'}, entonces 1 = d(z,y) < € < 1, una contradiccién. Por lo que y € X.
De donde d(z,y) = dy(x,y) < €. Asi, y € B (x). Por lo tanto Bi(x) C
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UnX,cCU.
Esto termina la prueba de que 7 = 75 vy que @ X es metrizable. O]
s€S
Sean X un conjunto y S una familia de indices. Por cada s € S, sea X
= X x {s}. Claramente {X;}scs es una familia de conjuntos ajenos dos a

dos y X xS = |J X x {s}. Sean 7 la topologia para X, 74 la topologia
ses
discreta para S y 7 la topologia discreta para {s} para cada s € S. Dado

que X x S = [J X x {s}, es facil probar que la topologia producto para
seS
X x S coincide con la topologia 7. Sin embargo, nosotros elegimos probar

el siguiente lema.

Lema 1.4.13. Entonces X x S es homeomorfo a @ X;.
s€S

Demostracion. Es facil probar que, para U C |J X, tenemos que . Ob-

ses
servemos que, para V. C X y L C S, se tiene que V x L = |J V x {s}.
seL
Sea id : X x S — @ X, la funcién identidad la cual esta definida como
ses

id(z,s) = (x,s). Claramente id es biyectiva. Veremos que id es continua y
abierta.

Ahora sea U € 7g. Entonces U N X € 7x, para todo s € S. Dado que
cada X x {s} es abierto en X xS, UNX X {s} es un abierto en X x S para
todo s € S. Deestoyde que i '(U)=U = JUNX,, i Y(U) =U es un

ses
abierto en X x S. Esto prueba la continuidad de id.

Ahora, veamos que id es abierta. Sea V' x L un abierto basico de X x S.
Dado que id(V x L) =V x L = |J V x {s} y cada V x {s} es abierto en

selL
Xs, V x L es abierto en @ X;. Por lo que id es abierta. Por lo tanto id es
ses
un homeomorfismo. ]

El conjunto de los niimeros naturales N sera considerado como espacio
topoldgico con la topologia discreta. Los espacios [ = [0,1] y H = {0} U {% :
n € N} seran considerados como espacios topoldgicos con la topologia usual.
Para cada ¢ € N, sea X; = I x {i}. Por el Lema 1.4.13, I x N es homemorfo

a@XZ

1€N
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Analogamente, para cada s € N consideremos X = H x {s}. Por el Lema
1.4.13, H x N es homeomorfo a @ X.

seN

A los espacios cocientes I x N/({0} xN) y H x N/({0} x N) los denotaremos
como J(N) y S(N) respectivamente.

Proposicién 1.4.14. Los espacios I x N y H x N son métricos y separables.

Demostracién. Unicamente haremos la prueba para I x N. Notemos que para
cada i € N, X; = I x {i} es homeormofo a /. Entonces cada X; es métrico y
separable. Por lo Teoremas 1.4.11 y 1.4.12 , I x N es métrico y separable. []

Sean {X;}ses v {Zs}ses dos familias de espacios topolégicos y { fs : Zs —

X;s}ses una familia de funciones. Definamos la funcién Agesfs : @ Zs —
SES

P X como Agesfs(2) = fs(2) siz € Z;. Claramente Agcg fs estd bien defi-

sesS
nida.

En el siguiente resultado probamos algunas propiedades que cumple la
funcién Agegfs.

Lema 1.4.15. Sean {X,}ses y {Zs}ses dos familias de espacios topoldgicos
y{fs 1 Zs — Xs}tses una familia de funciones. Entonces se cumplen lo
stguiente:

1. Para todo s € S, (Nyesfs) N X,) = Z,.

2. Si cada fs es continua, cerrada y suprayectiva, entonces Ngeg fs €s con-
tinua, cerrada y suprayectiva.

Demostracion. Para probar 1., sean s € S'y z € Z,. Entonces Agegfs(z) =
fs(2) € X, Asl, 2 € (Dgesfs) H(Xy).

Ahora, por otro lado, sea z € (Asesfs) 1 (Xs). Entonces A,egfs(2) € X,. Si
z & Zg, entonces existe s € S\ {s} tal que z € Zy, por lo que Aesfs(2) €
X, N Xy, contradiccion. Por lo tanto z € Z,.

De lo anterior (Agesfs) HXs) = Z,.

Para la segunda parte, notemos que {Z,}scs es una cubierta abierta de
@ Zs (ver Proposicion 1.4.5).
seS
De la definicion de Agegs fs, se sigue que Ageg fs

z. = fs paratodo s € S. Por
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el Lema 1.2.3, Aycsfs es continua.
De la definicion de Ascsfs v de que cada fs es suprayectiva, Ascsfs €s su-
prayectiva.

Para probar que Ay g fs es cerrada, sean K un cerradoen @ Z;y s € S.
ses
Por el Lema 1.4.4, es suficiente ver que Agesfs(K) N X es cerrado en X.
Dado que K es cerrado en @ Zs, por el Lema 1.4.4, K N Z; es cerrado en
ses
Zs. Asi, como f, es cerrada, fs(K N Z,) es cerrado en X,. Por definicién

de Ngesfs, Dsesfs(KNZg) = fs(K N Zs). Asi, por 1. y por el Lema 1.1.5,
fs(Kst) - ASEst(Kst) = AsGst(f()ﬂ‘Xs . Por lo que ASGst(K)ﬂXs
es cerrado en X,. Esto prueba que A s f, es cerrada. O
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1.5. Producto topolégico

En esta seccién veremos algunos resultados de espacios producto que usa-
remos a lo largo del trabajo.

Sea X un conjunto, {(Ys, 7y,)}ses una familia de espacios topolégicos y
{fs : X — Y,}ses una familia de funciones. Se puede definir una topologia
7 en X que esta generada por la base que consiste de todos los conjuntos

k
de la forma () f;'(V;), donde sq,...,5, € S'y V; es un abierto de Y;, pa-

=1
ra cada i € {1,...,k}. Ademds 7 es la minima topologia que contiene a
{fSH(Vs) s €8, Vs €y}

Regularmente se dice que 7 es la topologia topologia generada por la fa-
milia de funciones { f;}ses-

Sea {X;}ses una familia de espacios topoldgicos. Definamos el producto
cartesiano de la familia {X,}ses como:

HXS ={z:5— UXS : z(s) € X, para cada s € S}.
seS seS
Por cada s € S, definimos la funcién p, : [[ X5 — X como ps(z) = z(s).

seS
Hagamos 7.4 la topologia generada por las funciones {p;}ses la cual se de-

nomina topologia de Tychonoff o topologia producto sobre [] Xj; la funcién
seS
ps es llamada la proyeccion de [ X en X.
seS

El producto cartesiano de una familia finita de espacios {X;}*_; es de-
notada por X x --- x X;. Si X; = X para toda i € {1,...,k}, entonces el
producto cartesiano X; x --- x X} es denotado por X*.

Para toda i € {1,---,k}, sea W, C X,,. Definamos W(W,,..., W, ) =
[1Ys, donde Y; = X, para toda s € S\ {s1,...,s,} v Y, = W, para toda

seS

ie{l,... .k}

Lema 1.5.1. Si Wy, C X, para todai € {1,...,k}, entonces W(Ws,,..., Wy, ) =
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k
ﬂ ps_il(WSi)'
i=1
Demostracion. Sea x € [] Ys. Entonces z : S — |J Y;. Claramente x tie-
ses ses
ne contradominio |J X;. Asi, x € [[ Xs. Dado que ps,(z) = x(s;) € Wy,
ses ses

k
z € p;'(Wy,) para toda i € {1,...,k}. Por lo tanto x € () p;'(W,). Asi
i=1
k
WO,y W) € (25100

k
Por otro lado, sea x € () p;'(W,,). Entonces x(s) € X, para toda
=1

s € S\ {s1,...,sx} v Ps,(x) = z(s) € W, para toda i € {1,...,k}. Por
lo que z es una funcién cuyo contradominio es |J Y;, x € [] Y, v asi

seS sES
r e WWs,,...,Ws,).

k
Por lo tanto, W(W,,,..., W, ) = N p;. (Ws,). O
i=1
Proposicién 1.5.2. La familia {W(Ws,,...,Ws,) : s1,...,s, € S,k €
N, (Wey, ..o, We,) € Tx,, X -+- X 7x_ } es una base para el producto carte-
siano ] Xs.
sesS

Demostracion. Consideremos = {W(W,,..., W) : s1,...,s, € S,k €

k
N?(Wsp"'?Wsk) GTXSI x"'XTXSk}ayB/:{ﬂp;-I(‘/i) D81, 8K €
=1

S,k eN,V; € 7x, paracadai € {1,...,k}}. Por el Lema 1.5.1, 8 = . Asi,
dado que (' es una base para la topologia producto, S es una base para la
topologia producto. O

La base  para [][ X es llamada la base candnica para el producto car-
ses
tesiano.

Lema 1.5.3. Sean {X;}ses una familia de conjuntos y Ay C X para toda
seS. SiA=1]] As y W C X, entonces

seS

pS|ATl(W NA)=A ﬂps’l(W).
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Demostracion. Sea x € Ps’Zl(W N As) € A. Dado que cada Ay C X, el

contradominio de la funcién z es |J X;. Asi, como ps|a(z) = ps(z) = 2(s) €
ses

WnNnA, CW,zepY(W). Porlo que z € AN p;L(W).

Para probar la otra contencién. Sea y € AN p;'(1W). Entonces y € A y

y € p;H(W). Asi, psla(y) = ps(y) = y(s) € W. De donde p,|a(y) = y(s) €
W N A, C A, Porloquey € p|'(WNA,).

Por lo tanto, p,| ;' (W N A,) = AN p;H(W). O

Por cada s € S, sea Ay C X,. Denotemos por 7, md a la topologia producto

para A = [] As. Observemos que si x : S — J AS y x(s) € As, dado que
seS seS
cada Ay C X, el contradominio de = es |J X5 y x(s) € X;. Por lo que
sES
[T As € [] Xs. Recordemos que 7,04/ €s la topologia subespacio para A.
SES seS
Proposicién 1.5.4. Sea {X}ses una familia de espacios topolégicos. Si Ag

es un subespacio de X para toda s € S, entonces:

A
Tprod | A= prod

Demostracion. Primero, sea W € Tp,0q tal que WNA € 7,04 4. Queremos ver
que WNAer Sea x € WN A. Como W € 7,44, existen s1,...,s, € S

TOd

k
y Wi, € 7x,, para todo i € 1,...,n tales que x € (] p; (W) C W. En-

i=1
tonces x € (ﬂ P (Ws,))NAC W NA. Porel Lema 1.5.3, p; ' (W) N A =
(W, NA,) €

(WslﬂA ) paratodoi € 1,...,n. Asi, dado que py, |,

Ds;la

TOd

k
para todo i € 1,...,n, z € ﬂpsilgl(Wsi N As,) € Wn A. Por lo tanto
i=1

WNAeT).,

Por otro lado, sea U € T‘iod y © € U. Por definicién de 7 pmd, exis-

ten $1,...,8, € Sy Vs € 7x, para todo i € 1,...,n tales que z €

ﬂ Ps;la

2 (Vi MA,) C U. Por el Lema 1.5.3, py,| 3 (Vi, N As,) = p; 1 (Vi,) N A

para todo i € 1,...,n. De donde x € ﬂ (p;'(Vs,)NA) C U. De lo anterior y

1=
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k k
de que (N p;'(Vs,)) NA € Tproala, z € (N p; (Vs,)) VA C U. Por lo tanto
i=1 i=1

U e Tprod|A-

, _ A
Aty Tprod|a = Tipoa- O

Proposicién 1.5.5. Sea {X}ses una familia de espacios topolégicos. Si Ag
es un subespacio de X para toda s € S, entonces

c(J T As) = [ cl(As).

seS seS

Demostracion. Primero, sea x € cl([] As). Queremos ver que z € [] cl(As).

Notemos que z € [] X. Queremossejer que para toda s € S,x(s)sees cl(Asy).

Seans € Sy W es:js tal que z(s) € W. Probaremos que W N A, # (). Note-

mos que x € p; (W) € Tpoq. Por definicién de cerradura, p; 1 (W) N [ As #

0. Seay € p;{(W)N HgAs. Entonces p,(y) = y(s) € Wy ps(y) = y(S;)SE A,.
se

Ast, y(s) € W N A,. Por lo tanto, W N Ag # 0. Asi 2(s) € cl(Ay). De donde
el contradominio de z es |J cl(As) y por lo que x € [] cl(As). Por lo tanto,

sesS seS
cl(J] As) € ] cl(As).

ses seS

Por otro lado, sea x € [] cl(4s). Dado que z(s) € cl(A,) C X, para toda
seS
s € S, x tiene contradominio |J X . Por lo que z € [] X;. Queremos ver
seS s€S
que ¥ € cl(J] As). Sean s1,...,s, € Sy Wy, € 7x, paratodoi € {1,...,n}
seS

tales que x € () p;'(W,,). Vamos a demostrar que (| p; ' (W,,) N [T As # 0.
i=1 i=1 ses
Sabemos que p, (z) = x(s;) € Wy, v x(s;) € cl(As,) para todo i € {1,...,n}.
Entonces Wi, NA,, # O paratodoi € {1,...,n}.Seaa; € Wy,NA,, C Xj,. Por
el Axioma de Eleccion, [] As # 0. Sea z € [] As. Definamos y : S — |J A,

SES seS seS
como

a;, si SE€{s1,...,8.},

2(s), si s¢{s1,...,5n}

n
Claramente y € [] As. Queremos ver que y € ) p;.'(W,). Notemos que
seS i=1

y(s) =
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ps;(y) = y(s;) = a; € W, N A, para todo ¢ € {1,...,n}. Por lo que
y € p;'(W;) para todo i € {1,...,n}. De donde y € () p;,'(W,,) N [T As.

i=1 ses
Concluimos que x € cl([] As) y que [] cl(As) C cl(J] As)-

seS s€S s€S
Por lo tanto cl( ][] 4s) = [] cl(As). O
seS seS

Proposicién 1.5.6. Sean {As}ses y{Bs}ses familias de conjuntos no vacios.
Entonces ] As = [ Bs si y sdlo si As = Bs para toda s € S.
ses seS

Demostracion. = | Sea sy € S. Probaremos que Ay, = By,. Para probar que
B,, C As,, sea b € By,. Tomemos = € [[ As. Dado que [[ As = [] Bs,

s€S sesS seS
x € [] Bs. Definamos y : S — |J Bs como
seS seS
b, st s = S,

y(s) =
x(s), si s # so.
Asi, y € [] Bs. De donde y € [] As. Por lo que y(sg) = b € Ag,. Por lo

ses sesS
tanto B, C A,,.

Andlogamente se puede probar que Ay, C By, .
Por lo tanto A,, = B,, para toda s € S.

< | Esta implicacién es inmediata. O]

Corolario 1.5.7. Sean {X,}scs una familia de espacios topoldgicos y As C

X para toda s € S. Entonces [| As es cerrado en [[ X siy solo si As es
seS seS
cerrado en X, para toda s € S.

Demostracion. Supongamos que Ag es cerrado en X para toda s € S.
Entonces [] cl(4s) = ][ As. Asi, por la Proposicién 1.5.5, tenemos que

ses ses
cl([T As) = I] cl(As) = [ As. Por lo tanto, [] As es cerrado.
ses ses ses ses

Por otro lado, supongamos que [] As es cerrado. Entonces [[ As =
seS seS
cl(]] As). Por la Proposicién 1.5.5, tenemos que [[ As = ][] cl(As). Por

ses seS ses
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la Proposicién 1.5.6, tenemos que Ag = cl(Ay) para toda s € S. Por lo tanto,
Ay es cerrado en X, para toda s € S. n

La prueba del siguiente resultado se puede consultar en [1, Teorema
2.3.11, p. 80]

Teorema 1.5.8. Cualquier producto de espacios T; es un espacio T; para

toda i < 3. Si el producto cartesiano [[ Xs es un espacio T; para toda i <5,
seS
entonces cada X, es un espacio T; para toda i < 5

Demostracion. Soélo haremos la demostracion para espacios T .

Sea {X;}ses una familia de espacios T1, consideremos =,y € [ X tales que
seS

x # y. Entonces existe so € S tal que x5, # ys, € X;,- Dado que X, es 77,

entonces existen abiertos Uy, Vo C X, tales que zs, € Ug\ Vo v ys, € Vo \ Ub.

Definamos U,V C [] Xs como

seS
Xs st j# 50 X5 st J# 50
Us = R V; =

Up st j=sg Vo st j=s

Donde U,V son abiertos en [[ X, por definicion y x e U\ V yy € V \ U.
s€S
Por lo tanto, [] X, es T} O
seS

Lema 1.5.9. Sea {X;: s € S} una coleccion de espacios topolégicos.

1. SilU es una vecindad de x en [] X, entonces existe {s1...,s,} C S
seS
tal que p;(U) = X; para cada i € S\ {s1,...,5n}.

2. Sean F C S finito y no vacio y x € [] Xs. Supongamos que para
ses
todo s € S\ F, X5 es compacto. Si para cada s € F, Ky es una

vecindad compacta de z(s) en X, entonces (| p; ' (K,) es una vecindad
sEF
compacta de x en [] Xs.
s€S

Demostracion. Para 1., sea Y’ un abierto en [[ X tal que z € U’ C U.
ses
Consideremos {s;...,s,} C Sy abiertos Ug,,...,Us, en X, ,..., X, , res-
n

) Sn

pectivamente, tales que z € () p;'(Us,) CU'. Sea s € S\ {s1,...,s.}.
=1

1=
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Dado que W(Uy,, ..., U, ) = ( p;,' (Us,), se tiene que
i=1

Xs = ps(W<Us1v SR Usn» = ps(n ps_il(USi)) C ps(ul) C ps(u) - Xs-

De donde ps(U) = X;. O

La prueba del siguiente resultado se puede consultar en [7, Teorema 17.8,
p. 120]

Teorema 1.5.10. Sea {X; : s € S} una coleccion de espacios topoldgicos.

Entonces || X es compacto si y sdlo si X es compacto para toda s € S.
seS

Es conocido el siguiente resultado.

Proposicién 1.5.11. Sean {(Xs, 75)}ses familia no vacia de espacios to-

polégicos no vacios y X = [] Xs. Entonces X es primero numerable si y
seS
solo si se cumplen las siquientes condiciones:

(1) X, es primero numerable, para cada s € S,
(2) el conjunto A = {s € S : 74 tiene por lo menos tres elementos} es nume-
rable.
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1.6. Estrella de un conjunto y refinamientos

Sean X un conjunto no vacio, M C X, x € X,y B = {Bhier, A =
{A}ses dos cubiertas de X.
Decimos que B es un refinamiento de A o que B refina a A si para toda
t € T existe s € S tal que B; C A,.
La estrella de M con respecto a A es el conjunto St(M, A) = [J{A4s :
M N A, # 0}
La estrella de {z} con respecto a A le llamaremos la estrella del punto z
con respecto a A y la denotaremos por St(z, A) en lugar de St({z},A) .
Decimos que B es un refinamiento estrella de A si para cada t € T existe
s € S tal que St(By, B) C As.
Decimos que B es un refinamiento baricéntrico de A si para cada z € X
existe s € S tal que St(z,B) C As.

Observemos que la estrella de {x} con respecto a A contiene al singular
Claramente, cada refinamiento estrella es un refinamiento baricéntrico y cada
refinamiento baricéntrico es un refinamiento.

Para el caso en que B = {{z} : x € X}, por cada x € X, la estrella del
punto x con respecto a B es St(x, B) = {z}.

Ahora, si consideremos A = {A;}scs una cubiertade X y B = {{z} :z €
X}, notemos que B es un refinamiento estrella de A pues si x € X, existe
s € S tal que z € A,. Asi, St(z,B) = {z} C As. De esta manera B es un
refinamiento estrella de A.

A continuacién presentamos dos resultados importantes.

Lema 1.6.1. Sean X un conjunto no vacio y A = {As}ses una cubierta de
X. Si N C M, entonces St(N, A) C St(M,A)

Demostracién. Dado que N C M, {As: NN A #0} C{As: M N A # 0}
Asi | {As : NN A; # 0} c U{As : M N Ay # 0}
Por lo tanto St(N, A) C St(M,A) O

Lema 1.6.2. Sean X,Y conjuntos no vacios tal que Y C X. Sixz € Y,
A = {As}tses una cubierta de X y H = {ANY : A € As}ses. Entonces
St(x,H) C St(z, A)NY
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Demostracion. Claramente H es una cubierta de Y. Sea z € St(z,H). En-
tonces existen A € A tal que 2,z € ANY. Asi z,2 € A C St(z,A).
Por lo tanto z € St(x,A)NY. O

Proposicién 1.6.3. Sean X un conjunto, B = {B;}ier y A = {As}ses dos
cubiertas de X. Entonces:

1. Si B es un refinamiento estrella de A, entonces B es un refinamiento
baricéntrico de A.

2. 5i B es un refinamiento baricéntrico de A, entonces B es un refina-
miento de A.

Demostracion. Para probar 1, sea x € X. Como B es una cubierta de X,
existe t € T tal que x € B;. Como B es un refinamiento estrella, existe s € S
tal que St(B:, B) C As. Por el Lema 1.6.1, St(z, B) C St(B;, B) C As.

Por lo tanto, B es un refinamiento baricéntrico de A

Para probar 2, sean t € T'y x € B;. Por hipdtesis, existe s € S tal que
St(z,B) C As. Asi, B, C St(x,B) C A,.
Por lo tanto, B es un refinamiento de A. n



Capitulo 2

Propiedades del tipo
hereditario

En este capitulo se mostraran resultados bajo los cuales algunas propie-
dades son hereditarias, aditivas, productivas o preservadas bajo funciones.

A continuacién presentamos la notaciéon necesaria para el desarrollo de
este capitulo.

Dada una propiedad topoldgica P, diremos que:

(1) P es hereditaria si para cada espacio topolégico X que tiene P y
cada subespacio Z de X, se cumple que Z tiene P;
(2) P es aditiva si para cada familia de espacios topoldgicos { X }ses tal

que cada X tiene P, se cumple que @ X tiene P;
sesS
(3) P es productiva si para cada familia de espacios topolégicos { X }ses

tal que cada X tiene P, se cumple que [] X, tiene P.
ses
Sean P una propiedad topoldgica y D una clase de funciones. Diremos que:

(4) P se preserva bajo la clase D si para cada espacio topolégico X
que tiene P y para cada f: X — Y € D, se cumple que Y tiene P.

32
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Definamos las siguientes clases de funciones:

Sea C la clase de las funciones continuas y suprayectivas;

Sea A la clase de las funciones abiertas, continuas y suprayectivas;

Sea S la clase de las funciones cerradas, continuas y suprayectivas;

Sea H la clase de homeomorfismos.

2.1. Espacios localmente compactos

En esta seccion probamos que la propiedad de ser localmente compacto
es aditiva y se preserva bajo la clase A, sin embargo no es hereditaria ni
productiva.

A continuacion presentaremos la definicién de localmente compacto que
trabajaremos a lo largo de la tesis.

Definicién 2.1.1. Decimos que un espacio topoldgico (X, ) es localmente
compacto si cada uno de sus puntos tiene una vecindad compacta, es decir
st para cada punto x € X, existen un conjunto compacto K y U € 7 tales
quex €U C K.

Ejemplo 2.1.2. Sean X un espacio discreto. Entonces X es localmente com-
pacto

Demostracion. Dado que todo subconjunto finito de X es compacto y abier-
to, X es localmente compacto. O]

Ejemplo 2.1.3. Todo espacio compacto es localmente compacto.

Demostracion. Dado que un espacio topolédgico es vecindad de cada uno de
sus puntos, este es localmente compacto. ]

Existen espacios localmente compactos que no son compactos. Mostrare-
mos un ejemplo de un espacio localmemnte compacto que no es compacto.

Ejemplo 2.1.4. Consideremos a R con a topologia usual. Entonces R es un
espacio localmente compacto que no es compacto.
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Demostracion. Es conocido que R no es compacto. Para probar la compa-
cidad local de R, sea z € R. Dado que [z — 1,z + 1] es compacto en R y
re€(rx—1lz+1) Clr—1,z+1], [r — 1,z + 1] es una vecindad compacta
de x. Por lo que R es localmente compacto. O

Lema 2.1.5. Sea X wun espacio topologico Ty. Entonces X es localmente
compacto si y solo si para todo x € X, existe un abierto U tal que v € U y
la cerradura de U es un compacto en X.

Demostracion. =| Sean x € X y V una vecindad compacta de z. Como
V' es una vecindad de x, existe un abierto U en X tal que x € U C V.
Como X es T y V es compacto en X, V es cerrado en X. Dado que
Clx(U) C Clx(V) = V y V es compacto de X, Clx(U) es compacto de
V. Por el Lema 1.4.12, Clx(U) es compacto de X.

< | Esta implicacién es inmediata de la definicién de compacidad local.
O

A continuaciéon mostraremos con un ejemplo que la propiedad de ser lo-
calmente compacto no es hereditaria.

Ejemplo 2.1.6. Sea R con la topologia usual. Entonces Q como subespacio
de R no es localmente compacto.

Demostracion. Notemos que R es localmente compacto. Supongamos que Q
es localmente compacto. Sea ¢ € Q. Entonces existe una vecindad compacta
K de g en Q. Como K es compacto en Q, K es compacto en R. Asi, K es
cerrado en R. Sea (a, b) un intervalo abierto de R tal que ¢ € (a,b)NQ C K.
Veamos que cualquier punto y € (a,b) \ Q es un punto de acumulacién de K
en R que no pertenece a K. Sean x € (a,b) \ Qy U € 7x tales que z € U.
Por la densidad de Q en R, existe w € ((a,b) NQ)NU. Asi, U —{z}NK # 0.
De donde x es punto de acumulacién de K en R. Como K es cerrado x € K,
esto es una contradiccién. Por lo tanto Q no es localmente compacto. O

Sin embargo, para un subespacio cerrado se tiene el siguiente resultado.

Lema 2.1.7. Sean X un espacio y 'Y un subespacio cerrado de X. Si X es
localmente compacto, entonces Y es localmente compacto.
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Demostracion. Sea y € Y. Como X es localmente compacto, existen un
abierto U en X y un compacto K en X tales que y € U C K. Entonces
yeUNY C KNY. Es claro que UNY es abierto en Y. Veamos que K NY
es compacto en Y. Consideremos {U,}acr C Tx|y una cubierta abierta de
YNK.Sea{V,}aer C 7x tales que U, = V,NY para todo o € I. Ahora bien,
dado que Y es cerrado en X, {V, }aerU{X —Y} es una cubierta abierta de K
en X. Dado que K es compacto en X, existe {Vi,, ..., Vo, } C {V,}aer tal que
K cV,U...,V, UX-Y). Notemos que la familia {V,,,NY,...,V, NY} C
Tx |y es una cubierta abierta de K’ NY". De lo anterior Y N K es compacto en
Y. Por lo tanto Y es localmente compacto. O

Teorema 2.1.8. La propiedad de ser localmente compacto se preserva bajo
la clase A.

Demostracion. Sean X un espacio localmente compactoy f: X — Y € A.
Veremos que Y es localmente compacto. Sea y € Y. Como f es suprayectiva,
existe z € X tal que f(z) = y. Dado que X es localmente compacto, existe
una vecindad compacta K de z en X. Consideremos U abierto en X tal que
z € U C K. Notemos que y € f(U) C f(K). Dado que f es una funcién
continua y abierta, f(K') es un subconjunto compacto de Yy f(U) es abierto
en Y. De lo anterior, f(K) es una vecindad compacta de y en Y.

Por lo tanto Y es localmente compacto. O

Para probar que la propiedad de ser localmente compacto no es produc-
tiva, necesitamos demostrar el siguiente resultado.

Proposicién 2.1.9. Sea {X; : s € S} una coleccion no vacia de espacios

topoldgicos no vacios. Entonces [[ X es localmente compacto si y sélo si
ses
(1) X, es localmente compacto para toda s € S, y

(2) todos los espacios X, son compactos salvo un niumero finito.

Demostracion. =] Como cada proyeccién ps : [[ Xs — X, es una funcién
ses
continua, abierta y suprayectiva, entonces por el Teorema 2.1.8, cada espacio

X, es localmente compacto.

Tomemos x € [[ Xs. Como [ X es un espacio localmente compacto, exis-
seS seS
te una vecindad compacta W de x en [[ Xs. Por el Lema 1.5.9, existen
seS
S1,..., 8, € S tales que ps(W) = X, para cada s € S\ {s1,...,s,}. Ahora,

dado que W es compacto, X es compacto para todo s € S\ {si,...,s,}. Lo
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cual demuestra (2).

< | Sea F' un subconjunto finito. Supongamos que para todo s € S\ F,
X, es compacto. Supongamos que F' es no vacio. Para probar que [ X es
localmente compacto, tomemos = € [[ X,. Ahora, para cada s € F ,Sglsijamos
una vecindad compacta K de :C(s)seeil X,. Por el Lema 1.5.9, (N p;'(K,)
es una vecindad compacta de = en [] Xs. Por lo que [] X, esslecfcalmente

ses seS
compacto.

En el caso de que F' sea vacio, por el Teorema 1.5.10, tenemos que [] X es
seS
compacto y localmente compacto. O

A continuacion mostraremos con un ejemplo que la propiedad de ser lo-
calmente compacto no es productiva.

Ejemplo 2.1.10. Consideremos la familia de los espacios { Z,, }nen. Entonces
cada Z, es localmente compacto y [[ Z, no es localmente compacto.

neN
Demostracion. Consideremos a R con la topologia usual. Para cada n € N,
sea Z, = R. Claramente cada Z,, es localmente compacto pero no compacto
(ver 2.1.4). Supongamos que [] Z, es localmente compacto. Entonces por la

neN
Proposicién 2.1.9, todos los espacios Z,, son compactos salvo un niimero finito
de estos, contradiccién. Por lo que [] Z, no es localmente compacto. ]

neN

Del siguiente resultado se desprende que la propiedad de ser localmente
compacto es aditiva.

Proposicién 2.1.11. Sea {X; : s € S} una coleccion no vacia de espacios

topoldgicos no vacios. Entonces @ X, es un espacio localmente compacto si
ses
y solo si X, es localmente compacto para toda s € S.

Demostracion. = | Por el Lema 1.4.4, cada X es cerrado en @ X;. Dado
ses
que P X, es localmente compacto, entonces por el Lema 2.1.7, X es local-
seS
mente compacto para toda s € S.
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«<| Sea © € P X, entonces © € X, para algin so € S. Como Xj,
es localmente coni%icto, existen un compacto K en X, y un abierto U de
X, tales que x € U C K. Por la Proposicién 1.4.3, U es abierto en @ X.
Dado que X, es un subespacio de € X, K es compacto en P Xs.szii K
es una vecindad compacta de = en SET}SXS. Por lo tanto @ X, SeGSS un espacio
localmente compacto. < < O

Corolario 2.1.12. La propiedad de ser localmente compacto es aditiva.

Demostracion. La prueba se sigue de la Proposicion 2.1.11 O]
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2.2. Espacios de Lasnev

En esta seccién probamos que la propiedad de ser Lasnev se preserva bajo
la clase S, es aditiva y hereditaria pero no es productiva.

Definicién 2.2.1. Sea Y un espacio topologico. Decimos que Y es de Lasnev
st existen un espacio métrico X y una funcion continua, cerrada y suprayec-
tiva f : X =Y.

Ejemplo 2.2.2. Todo espacio métrico es de Lasnev.

La prueba del siguiente resultado se puede consultar en [3, Teorema B,
p. 109].

Teorema 2.2.3. Si X,Y son espacios topologicos no discretos y X x Y es
de Lasnev, entonces X XY es metrizable.

A continuacién probaremos que ciertos espacios cocientes son de Lasnev.

Proposicién 2.2.4. Si X es un espacio métrico y A C X es cerrado, en-
tonces X/A es de Lasnev.

Demostracion. Notemos que la funcién cociente p : X — X /A es continua
y suprayectiva. Por el Lema 1.3.1, p es cerrada. Asi, X/A es un espacio de
Lasnev. [

El siguiente ejemplo muestra un espacio de Lasnev que no es metrizable.

Ejemplo 2.2.5. Sea R con la topologia usual. Consideremos Y = R/Z, el
espacio cociente obtenido de R identificando los enteros a un punto. Entonces
Por la Proposicion 2.2.4, Y es de Lasnev. Para probar que Y no es métrico
es suficiente ver que Y mo es primero numerable.

Vamos a probar que no existen bases locales numerables de Z. en'Y . Supon-
gamos que {V,}nen €s una base local de Z en'Y . Notemos que Z. C p~*(V,)
para cada n € N. Dado que Z no es abierto en R, Z # p~'(V,) para toda
n € N. Por cada n € N, podemos tomar z,, € p~*(V,) \ Z. Consideremos
U=R \ {ajn}neN
Necesitamos probar que p~*(p(U)) = U. Claramente U C p~*(p(U)). Para la
otra contencidn, sea x € p~*(p(U)). Dado que ZN{zp}nen =0, Z C U. En
el caso de que x € Z, x € U. Para el caso de que x ¢ Z, p(x) = {z} = p(u)
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para algin w € U. Veamos que uw ¢ 7. Siu € Z, p(u) =7Z = {x} yx € Z,lo
cual es una contradiccion. Ast, uw ¢ 7 y p(x) = {z} = p(u) = {u}. Por lo
que u =z € U. Esto prueba que p~*(p(U)) C U.

De lo anterior, p(U) es un abierto en'Y que contiene a Z. Entonces, eriste
n € N tal que Z € V,, C p(U). De donde x, € p~*(V,) C p~H(p(U)) = U,
contradiccion. Por lo tanto, Y no es primero numerable.

Teorema 2.2.6. La propiedad de ser Lasnev es hereditaria.

Demostracion. Sean X un espacio de Lasnev y Y un subespacio de X. Ve-
remos que Y es de Lasnev. Dado que X es de Lasnev, entonces existe un
espacio métrico Z y una funcién g : Z — X continua, cerrada y suprayec-
tiva. Sea Z' = g~ }(Y). Claramente, Z’ es métrico y g|z : Z/ — Y es una
funcién continua y suprayectiva. Para probar que g|z es una funcién cerrada.
Sean K un cerrado en Z’' y A un cerrado en Z tales que K = Z'N A. Usando
que g(A) es cerradoen X y g(K) =g(Z'NA)=g(g'(Y)NA) =Y Ng(A)
(ver Lema 1.1.5), g(K) = g|z (K) es cerrado en Y.

Por lo tanto Y es de Lasnev. [

Teorema 2.2.7. La propiedad de ser Lasnev se preserva bajo la clase S.

Demostracion. Sean X un espacio de Lasnevy f: X — Y € S. Veremos
que Y es de Lasnev. Como X es de LaSnev, existe un espacio métrico Z
y una funciéon g : Z — X continua, cerrada y suprayectiva. Consideremos
fog:Z — Y. Entonces fog es una funcion continua, suprayectiva y cerrada.
Por lo tanto Y es de Lasnev. O

Como consecuencia del siguiente resultado se tiene que la propiedad de
ser LasSnev es aditiva.

Proposicién 2.2.8. @@ X, es de Lasnev si y solo si X, es de LaSnev para

ses
todo s € S.

Demostracion. = | Como cada X es de Lasnev y cada X es un subespacio

de @ X, entonces por el Teorema 2.2.6, cada X es de LaSnev.
seS
< | Para cada s € S, consideremos un espacio métrico Z y una funcién

continua, cerrada y suprayectiva f, : Z, — X,. Sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que los elementos de la familia {Z;}cs son ajenos a pares.

Como cada Z4 es métrico, entonces por el Lema 1.4.12, @ Z, es métrico.
sesS
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Asi, dado que la funcién Agesfs © @ Zs — @ Xs es continua, cerrada y
ses seS
suprayectiva (ver Lema 1.4.15), @ X es de Lasnev. ]
seS

Corolario 2.2.9. La propiedad de ser Lasnev es aditiva.
Demostracion. La prueba se sigue de la Proposicion 2.2.8 O

A continuacién mostraremos con un ejemplo que la propiedad de ser
Lasnev no es productiva.

Ejemplo 2.2.10. Eziste un espacio topologico Y de Lasnev tal que Y XY
no es de Lasnev.

Demostracion. Sea R con la topologia usual. Consideremos Y = R/Z. En el
ejemplo 2.2.5 se prob6 que Y es de Lasnev y no es primero numerable. Dado
que la propiedad de ser primero numerable es una propiedad hereditaria bajo
subespacios, Y X Y no es primero numerable. Asi, Y X Y no es metrizable.
De esta manera por el Teorema 2.2.3, Y X Y no es de Lasnev. ]
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2.3. Espacios Cdésmicos

En esta seccién probamos que la propiedad de ser cdsmico se preserva
bajo la clase C, es productiva y hereditaria pero no es aditiva.

Definicién 2.3.1. Sean X un espacio topoldgico y N una familia de sub-
conjuntos de X . Decimos que N es una red en X si cada abierto U en X y
para todo x € U, existe N € N tal que x € N C U.

Ejemplo 2.3.2. Sea X un espacio topoldgico.
1. Cualquier base en X es una red en X.
2. Bl conjunto potencia de X es una red en X.
3. El conjunto de los unipuntuales de X forman una red en X.

Definicién 2.3.3. Decimos que un espacio topologico X es cosmico si tiene
una red numerable.

Ejemplo 2.3.4. Todo espacio numerable es cosmico.
Ejemplo 2.3.5. Todo espacio sequndo numerable es cosmico.
Ejemplo 2.3.6. La linea de Sorgenfrey, (R, Tsorg), no es cdsmico.

Demostracion. Sea B una red en R. Probaremos que B no es numerable.
Para cada a € R, existe B, € B tal que a € B, C [a,a + 1). Consideremos
la funcién f : R — B dada por f(a) = B,. Veamos que f es una funcién
inyectiva. Sean a # b € R. Supongamos sin pérdida de generalidad que a < b.
Entonces a ¢ [b,b+1). Asi f(a) = [a,a+ 1) # [b,b+ 1) = f(b). Por lo tanto
f es inyectiva y B tiene al menos tantos elementos como los niimeros reales.
De donde B es una red no numerable. Por lo que (R, Tsorg) 10 €s césmico. [

Proposicién 2.3.7. Sean X un espacio y AC X, 0 #A#X. Si X\ A es
cdsmico, entonces el espacio cociente X /A es cdsmico.

Demostracion. Sea B una red numerable en X \ A. Sea p : X — X/A la
funcién cociente. Sea Q = {{A}} U {p(B) : B € B}. Veremos que Q es una
red numerable en X/A. Dado que B es numerable, Q es numerable. Tomemos
un abierto U en X/Ay x € X tal que p(x) € U. Consideremos los siguientes
Ccasos.
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Caso I. x € A.

El elemento de @ que cumple con lo requerido es {p(z) = A}.

Caso II. = ¢ A.

Como U es un abierto en X/A, p~!(U) es un abiertoen X y z € p~ 1 ({U)N(X\
A). Dado que p~H(U)N (X \ A) es abierto en X \ Ay X \ A es cdsmico, existe
BeBtalquex € BCp {U)YNX/AC p~Y(U). Asi, p(x) € p(B) CU.

De los anteriores dos casos, concluimos que Q es una red.

Por lo tanto X/A es un espacio césmico. ]

A continuacién presentamos ejemplos de
espacios que son césmicos y no segundo numerables.

Ejemplo 2.3.8. Eziste un espacio cosmico Y que no es sequndo numerable.

Demostracion. Consideremos a R con la topologia usual y Z C R . Hagamos
Y = R/Z. Veremos que Y es césmico y que no es segundo numerable. Primero
veremos que R\ Z es un espacio césmico. Como todo subespacio de un espacio
segundo numerable es segundo numerable, R \ Z es césmico. Asi, por la
Proposicién 2.3.7, Y es un espacio cosmico.

Por otra parte, por el Ejemplo 2.2.5, Y no es primero numerable y asi ¥ no
es segundo numerable. O]

Consideremos los espacios J(N) y S(N) lo cuales fueron definidos en la
péagina 21.

Ejemplo 2.3.9. Los espacios J(N) y S(N) son espacios césmicos.

Demostracion. Por el Lema 2.3.7, J(N) y S(N) son espacios césmicos. Por
[5, Ejemplo 2.3, p.123 |, J(N) y S(N) no son primero numerables y por lo
tanto tampoco son segundo numerables. O]

Teorema 2.3.10. La propiedad de ser un espacio cosmico es hereditaria.

Demostracion. Sean X un espacio césmico y Y C X un subespacio de X.
Veremos que Y es cédsmico. Sea N una red numerable en X . Hagamos NNY =
{NNY :N €N} Veremos que N NY es una red numerable en Y.

Sean U un abiertoen X y y € UNY. Dado que NV es red de X, existe N € N
talquey € N CU.Deaqui, NNY e NNY estalqueye NNY CcUNY.
Por lo tanto, N NY es una red de X. Claramente N’ NY es numerable.
Por lo tanto, Y es cosmico. O
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Teorema 2.3.11. La propiedad de ser cosmico se preserva bajo la clase C.

Demostracion. Sean X un espacio cosmicoy f: X — Y € C. Veremos que Y
es césmico. Sea N una red numerable en X. Hagamos f(N) = {f(N): N €
N}. Veremos que f(N) es una red numerable en Y. Sean U un abierto en Y’
vy y € U. Tomemos = € X tal que f(z) =y. Como [ es continua, f~'(U) es
un abierto en X tal que x € f~1(U). Dado que X es césmico, existe N € A
tal que x € N C f~Y(U). De lo anterior f(z) = y € f(N) C U. Por lo
que f(N) es una red. Es claro que f(N) es numerable. Por lo tanto, Y es
césmico. ]

Veamos que ser césmico no es una propiedad aditiva.

Ejemplo 2.3.12. FEziste una familia {X}ses de espacios topoldgicos cada
uno de los cuales es cdsmico pero la suma @ X no lo es.
seR

Demostracion. Consideremos a R con la topologia usual. Para cada s € R,
sea Xy = R x {s}. Claramente {X;}scs es una familia no numerable de con-
juntos ajenos dos a dos. Para toda s € S, X; es considerado con la topologia
producto, donde {s} tiene la topologia indiscreta. Claramente cada Z es
homeomorfo a R. Asi, dado que R es segundo numerable, Z, es césmico para
todo s € R.

Ahora, supongamos que @ X es césmico. Consideremos B una red de @@ X.
seR seR
Por cada s € R, tomemos x5 € X,. Como cada X es abierto en @@ Xj, existe
seR
B, € B tal que 2z, € By C X, para toda s € R. Dado que {X }ss es una

familia no numerable de conjuntos ajenos dos a dos, se tiene que el conjunto
{Bs}ses es no numerable. Asi, cualquier red en B no puede ser numerable.

Por lo tanto @ X no es césmico. O
seR
Sin embargo, cuando el conjunto de indices es numerable tenemos el si-
guiente resultado.

Proposicién 2.3.13. @ X,, es cdsmico si y sélo si X, es cosmico para todo
neN
n € N.

Demostracion.

=| Dado que cada X,, es subespacio de @@ X, por el Teorema 2.3.10, X,
neN
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es cosmico para todo n € N.
< | Para cada n € N, consideremos una red numerable B,, de X,,. Sea B =
|J B.,. Es claro que B es numerable. Probaremos que B es una red de € X,,.

neN neN
Sean U un abierto en @ X,, y z € U. Entonces x € X,, para algin n € Ny
neN
existe B, € B, tal que x € B, CUNX,, C U. Asi, B es una red en @ X,,.
neN
Por lo tanto @ X, es césmico. ]
neN

Veamos que la propiedad de ser césmico no es productiva.

Ejemplo 2.3.14. FEziste una familia {Xs}ses de espacios topoldgicos cada
uno de los cuales es césmico pero el producto [[ Xs no lo es.

ses
Demostracion. Consideremos N como subespacio del espacio R (con la topo-
logia usual). Sea S = R. Para cada s € S, consideremos X; = N x {s}. Dado
que N es un espacio discreto, X, es un espacio discreto numerable para toda
s eR.

Supongamos que existe B una red de [[ X,. Por cada s € S, tomemos
ses
xs € X,. Observemos que xy # xy siempre que s # s'. Consideremos

A = {p;'({zs}) : s € S}. Vamos a probar que A es una familia no nu-

merable de abiertos distintos dos a dos [] Xs. Por cada s € S, definamos
seS
as : S — |J X5 como a4(t) = x5 para cada t € S. Claramente, por cada
seS

s €S, a, € p;*({zs}). Ahora, sean s,s" € S con s # s'. Como p,(as) =
as(s) = x4, se tiene que o, & p,' ({zy}). Por lo que p;t({zs}) # po' ({zs}).
Finalmente vamos a probar que B es no numerable. Sea s € S. Como B es
una red, existe L, € B tal que a, € Ly C p;'({zs}). Dado que a, € Ly y
Ly C p,'({wy}) para toda s’ € S\ {s}, a, ¢ Ly para toda s’ € S\ {s}.
Por lo que £ = {Ls}ses es una familia no numerable de conjuntos distintos

dos a dos. Concluimos que B es no numerable. Por lo tanto [[ X, no es
ses
césmico. [

Sin embargo tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 2.3.15. Sea {X; : s € N} una familia de espacios topoldgicos.

Entonces [] Xs es césmico si y sélo si X es cosmico para todo s € N.
seN
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Demostracion.

= | Dado que cada X, es homeomorfo a un subespacio de [ Xj, entonces,
seN
por el Teorema 2.3.10, X, es césmico para todo s € N.

< | Por cada s € N, consideremos una red numerable B, de X;. Sea S =
{m71(A) : A€ B,y s € N}. Sea B la familia de las intersecciones finitas de
elementos de S. Por el Lema 1.1.6, B es numerable.

Veamos que B es una red de [[ Xs. Sean x = (zq,...,2p,...) € [[ Xs ¥
seN seN
U un abierto bésico de [] X, tales que x € U. Sin pérdida de generalidad,
seN

i

podemos suponer que U = () Wjjl(Uj ) para algun {ji,...,jn} C Ny donde
=1

1=
cada Uj, es un abierto en Xj,. Sea j; € {j1,...,Jn}. Dado que z;, € U}, y B,
es una red de Xj,, existe B;, € B;, tal que x;, € B;, C U;,. Entonces:

Esto prueba que B es una red de ] X;.
seN
Por lo tanto [] X es césmico . O
seN
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2.4. Ny-Espacios

En esta seccion probamos que la propiedad de ser Ny-espacio se preserva
bajo la clase S y es hereditaria, sin embargo no es aditiva ni productiva.

Definicién 2.4.1. Sea X un espacio topologico. Una familia P de subcon-
juntos de X es una pseudobase en X si para cada compacto C' de X y cada
abierto U en X tales que C' C U, existe P € P tal que C C P C U.

Lema 2.4.2. Sean X un espacio topologico yY subespacio de X. Si X tiene
una pseudobase, entonces Y tiene una pseudobase. Si la pseudobase para X
es numerable entonces la pseudobase para 'Y es numerable.

Demostracion. Sea B una pseudobase de X y consideremos BNY = {BNY :
B € B}. Veremos que BNY es pseudobase de Y. Notemos que en el cado
de que B sea numerable, es claro que BN Y es numerable. Para probar que
BNY es pseudobase, sean C' compacto en Y y W un abierto en X tales que
C cWnY. Dado que C es compacto en X y C C W, existe B € B tal que
CcBCW.AsiCcCcBNnY CcWnY. Por lo tanto BNY es pseudobase de
Y. m

Lema 2.4.3. Sea X un espacio topoldgico.

(1) Si B es una base para la topologia de X tal que es cerrada bajo uniones
finitas, entonces 3 es una pseudobase en X.

(2) Si B es una base numerable para la topologia de X, entonces la familia
de las uniones finitas de elementos de 3 es una pseudobase numerable
en X.

(3) Si B es una pseudobase numerable, entonces la familia de las uniones
finitas de elementos de B es una pseudobase numerable en X.

(4) La familia de los subconjuntos compactos de X es una pseudobase.

Demostracion. (1) Sean C' un compacto de X y U un abierto en X tales que
C C U. Para cada = € C, existe B, €  tal que z € B, C U. Entonces

{B, : « € C} es una cubierta abierta de C'. Dado que C' es un compac-
m

to, existen xi,...,z, € C tales que C C |J B,,. Entonces |J B,, € 8y
i=1 i=1

ccUB,cU.
=1

1=
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Por lo tanto § es una pseudobase en X.

(2) Sea [’ la familia de las uniones finitas de elementos de . Por el Lema
1.1.6, /' es numerable. Dado que (3 es cerrada bajo uniones finitas, entonces
por (1), B’ es una pseudobase en X. Por lo que 4’ es una pseudobase nume-
rable.

(3) Sea (3’ la familia de las uniones finitas de elementos de 3. Claramente
B C (. Por el Lema 1.1.6, 5’ es numerable. La prueba de que ' es una
pseudobase se sigue directamente de la definicion.

(4) Se sigue de la definicién de pseudobase. O

Corolario 2.4.4. Todo espacio topologico sequndo numerable tiene una pseu-
dobase numerable

Definiciéon 2.4.5. Sea X wun espacio topoldgico. Decimos que X es un k-
espacio st para cada EE C X tal que E N K es cerrado en K para todo
subconjunto compacto K de X, implica que E es cerrado en X.

Proposicién 2.4.6. Consideremos (X, (Y, 7,),9). Si X es un k-espacio, en-
tonces para cada compacto K C X y para cada E CY tal que ENg(K) es
cerrado en g(K), se tiene que E es cerrado en'Y .

Demostracion. Sea E C Y tal que ENF es cerrado en F' para todo compacto
F de Y. Probaremos que E es cerrado en Y. Dado que (Y, 7,) es un espacio
cociente, es suficiente probar que g !(E) es cerrado en X . Para probar esto,
sea K un compacto en X. Como ¢ es continua, g(K) es compacto en Y.
Veamos que ¢ 7' (E) N K es cerrado en K.

Por la Proposicién 1.1.7, g| ' (ENg(K)) = g~ (E)NK. Dado que por hipétesis
ENg(K) es cerrada en g(K), g/ (ENg(K)) = g~ '(E) N K es cerrado en
K.

De lo anterior y de que X es un k-espacio, g~ !(E) es cerrado en X. O

Corolario 2.4.7. Consideremos (X, (Y, 7,),q). Si X es un k-espacio, enton-
ces (Y, 1,) es un k-espacio.

Proposicién 2.4.8. Consideremos (X, (Y, ,),g). Supongamos que X es un
k-espacio con una pseudobase numerable. Si (Y, ;) es un espacio Hausdorff,
entonces (Y, 7,) es un k-espacio con una pseudobase numerable.
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Demostracion. Por el Corolario 2.4.7, (Y, 7,) es un k-espacio.

A continuacién, demostraremos que (Y, 7,) tiene una pseudobase numerable.
Sea P una pseudobase numerable de X que es cerrada bajo uniones finitas
(ver Lema 2.4.3,(3)). Sea R = {g(P) : P € P}. Claramente R es numerable.
Ahora, mostraremos que R es una pseudobase para Y.

Para ello, necesitamos probar la siguiente afirmacion.

Afirmacién. Si C' es compacto en (Y, 7,) y A C C infinito, entonces existe
un compacto K C X tal que g(K) C C'y g(K) N A es infinito.

Como C' es compacto, A tiene un punto de acumulacién y € C. Por lo que
A" = A —{y} no es cerrado en C, ni es cerrado en Y. Asi, dado que X es
un k-espacio, por la Proposicion 2.4.6, existe un compacto H C X tal que
g(H) N A" no es cerrado en g(H). Si g(H) N A’ es finito, como (Y, 7,) es
Hausdorft, g(H) N A’ es cerrado, una contradiccion. Por lo que g(H) N A’ es
infinito. Dado que g(H) N A" C g(H) N A, g(H) N A es infinito.

Finalmente, hagamos K = ¢~!(C') N H. Claramente g(K) C C. Como C' es
cerrado en (Y, 7,), K es cerrado en H. Asi, dado que H es compacto, K es
compacto en H. Por lo que K es compacto en X. Ahora, dado que A C C
por el Lema 1.1.11 tenemos que g(K) N A = g(H)N A. De donde g(K)N A
es infintio. Esto prueba la afirmacién.

Para demostrar que R es una pseudobase para Y, sea C' C Y compacto
y un abierto U en Y tal que C' C U. Consideremos los siguientes casos:

Caso 1. Supongamos que C' es finito.
Como P es pseudobase, por cada z € ¢g~1(C), existe P, € P tal que z € P, C
g~ *(U). Supongamos que {P, : x € g~ }(C)} = {P,, P»,...}. Por cada i € N,
sea R, = g(P). Dado que C' es finito, sin pérdida de generahdad podemos

suponer que C' C U R;, para algin n € N. Claramente U R, CU.

171
n

Dado que P es cerrada bajo uniones finitas y U R, = U 9(P) =g9(U P),

i=1 i=1 i=1

U R € R.
=1

Caso II. Supongamos que C' es infinito.
Como P es pseudobase, por cada x € g~!(C), existe P, € P tal que x € P, C
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g~ *(U). Supongamos que {P, : x € g~ }(C)} = {P,, P»,...}. Por cada i € N,
sea R; = g(P;). Claramente R; C U para cada i € N. Necesitamos probar
que la familia {R;, Ry, ...} es una cubierta de C. Sean z € C'y z € g~ '(2).
Entonces existe P, € P tal que z € P,. Asi, g(z) = z € g(P,). Claramente
P, = P, para algtin i € N. Esto prueba que { Ry, Ry, ...} es una cubierta de C'.

Por cada n € N, sea R, = |J R;. Dado que P es cerrada bajo uniones
i=1

fnitas v 1, = U R, = U(P) = o(U P). R, € R.

Ademas, observemos que R, Cc U par; cadan € N.
Finalmente, probaremos que C' C R para alguna n.

Dado que C' es infinito, podemos suponer que, para todan € N, C'\ R}, #
(. Dado que C'\ R} # (), seay; € C\ R} y ny = 1. Como {Ry, Ry, ...} es una
cubierta de C existe ny € N tal que y; € R,,,. Entonces y; € R’nz. Dado que
C\ R, # 0, consideremos y, € C'\ R, . Claramente y; # y,. Continuando
con este proceso, existen dos sucesiones:

a) {nr}e, CNtalquen; <ny <---y
b) {v:}2, C C tal que:

- Yi # Y SLLFE
- paracadai €N, y; ¢ R, ;
- para cadai > 2, y;1 € R}, .

Hagamos A = {y;}3°,. Claramente A es infinito. Necesitamos probar que
R, NA = {y,...,yr1} Para k = 1, se tiene R, NA = RiNA =0
Ahora, sean k > 2yl > k. Como y,, ¢ R, v R, C R, yo, &€ R, . Asi
R, NA={y1, ..., Y1}

Usando la Afirmacion, existe un compacto K C X tal que g(K) C C'y
g(K) N A es infinito.

Por otra parte, dado que K C ¢~ %(C) c ¢ }(U), K € P C g }(U) para
alguna P € P. Por lo que ¢g(K) C ¢g(P) C U. Entonces g(P) = R, para
alguna m. Por a), existe k € N tal que m < ny.

Asi g(K) C R, C R, C R}, . De donde, g(K)NA C R, NA. Porlo que
R;, N A también es infintio, contradiccion.

Por lo tanto C' C R],. Asi, R es una pseudobase para Y O
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Proposicion 2.4.9. Todo espacio métrico es un k-espacio.

Demostracion. Sea X un espacio métrico con métrica d. Consideremos E C
X mno vacio tal que para todo compacto K, se cumple que K N E es cerrado
en K. Probaremos que F es cerrado en X. Dado que E C cl(FE), es suficiente
probar que cl(E) C E. Seap € cl(FE). Supongamos que p ¢ E. Entonces para
toda n € N, existe x, € Bi(p) N E. Entonces 0 < d(p,z,) < % para toda
n € N. Asf, 2, — p. Por lo que cd({x,}22) = {x,}22, U {p}. Claramente
K = {z,}>°, U{p} es compacto en X. Por hipétesis, K N E = {z,}22, es
cerrado en K. Asi, dado que K es cerrado en X, {z,}>°, es cerrada en X,
contradiccion. Concluimos que p € E'y E es cerrado en X.

Por lo tanto, X es un k-espacio. O

Definiciéon 2.4.10. Sea X un espacio topolégico. Decimos que X es un Ng-
espacio st X es T3 y tiene una pseudobase numerable.

Proposicién 2.4.11. Todo Ny-espacio es un espacio cosmico.

Demostracion. Se sigue de que toda pseudobase numerable es una red nu-

merable. O
Proposicién 2.4.12. 1. Todo espacio T3 y sequndo numerable es un Ng-
espacio.

2. Todo espacio métrico y separable es un Ng-espacio.

3. Todo espacio de Hausdorff, compacto y sequndo numerable es un Ng-
espacio.

4. Todos los espacios cocientes Ty de un espacio métrico separable son
No-espacios.

Demostracion. Para 1., sea X un espacio T3 y segundo numerable. Dado que
X es segundo numerable, entonces por el Corolario 2.4.4, X tiene una pseu-
dobase numerable. Por lo tanto X es un Ry-espacio.

Para 2., sea X un espacio métrico y separable. Por la Proposicion 1.1.12, X
es segundo numerable. Por el Corolario 2.4.4, X tiene una pseudobase nume-
rable.

Por otra parte, por el Teorema 1.1.15, X es T4. Entonces X es T5;.



CAPITULO 2. PROPIEDADES DEL TIPO HEREDITARIO o1

Por lo tanto X es un Ny-espacio.

Para 3., sea X un espacio de Hausdorff, compacto y segundo numerable. Por
el Teorema 1.1.16, X es Ty. Entonces X es T5.

Ahora, por el Corolario 2.4.4, X tiene una pseudobase numerable.

Por lo tanto, X es un Nyp-espacio.

Para 4., consideremos (X, (Y, 7,), g) tal que X es un espacio métrico separable
y (Y, 7,) es T5. Dado que X es métrico, entonces por 2., X es un Ny-espacio,
y por la Proposicién 2.4.9, X es un k-espacio. Asi, dado que (Y, 7,) es T3,
entonces por la Proposicién 2.4.8, (Y, 7,) es un k-espacio con una pseudobase
numerable.

Por lo tanto, (Y, 7,) es un Xg-espacio. ]

Teorema 2.4.13. La propiedad de ser un Ng-espacio es hereditaria.

Demostracion. Sean X un Np-espacio y Y es subespacio de X. Veremos que
Y es un Np-espacio. Dado que la propiedad de ser Tj es hereditaria, Y es T5.
Por el Lema 2.4.2, Y tiene una pseudobase numerable. Por lo tanto Y es un
Np-espacio. O

Lema 2.4.14. Si C' es compacto en @ X, entonces C' N X es compacto en
ses
X, para cada s € S.

Demostracion. Sea s € S. Probaremos que C'N X es compacto en X;. Su-
pongamos que C'N X, es no vacio. Consideremos U una cubierta abierta de
C' N X en X;. Dado que cada X, es un abierto en @ X, y cada elemento

ses
de U es un abierto en @ X, la familia Y U{X; : i € S\ {s}} es una cu-
ses
bierta abierta de C' en @ X;. Dado que C' es compacto en @ X, existen
ses ses
{U,...;Uy c Uy {ir, . yim) C S\ {s} talesque C C U, U U X;,.
=1 k=1

Veamos que CNX; C |J U;. Sea c € CNX,. Entonces ¢ ¢ |J X;,, de donde
=1 k=1
c € |J U,. Por lo tanto C'N X, es compacto en Xj. O
=1

A continuacién mostraremos con un ejemplo que la propiedad de ser Ng-
espacio no es aditiva.
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Ejemplo 2.4.15. FEziste una familia {Xs}ses de espacios topoldgicos cada
uno de los cuales es un Rg-espacio pero la suma @ X no lo es.

ses
Demostracion. Consideremos un conjunto de indices arbitrario. Para cada
s € R, consideremos X; = R x {s}. Como R es segundo numerable, regular y
cada X, es homeomorfo a R, X, es Nyp-espacio para todo s € R. Probaremos
que @@ X, no es Ng-espacio. Si @ X, tiene una pseudobase B y C es un

seR seR
compacto en P X, tenemos por el Lema 2.4.14, que C'N X es compacto en
seR
X, para todo j € R. Como cada X es abierto en @ Xj, existe By € B tal

seR
que CN X, C By C X,. Notemos Bs; N Bj = ) para s # j. De lo anterior

By # B; para s # j. De donde {B; : s € R} C B es no numerable. Por lo
tanto B no puede ser numerable .
Por lo que @ X no es Ng-espacio. O
seR
Sin embargo, tenemos el siguiente resultado para la suma numerable de
Np-espacios.
Proposicién 2.4.16. @@ X, es un Rg-espacio si y sélo si X, es un Rg-espacio

seN
para todo s € N.

Demostracién. Notemos primero que por 1.4.10, @ X es regular si y sélo
seN
si X es regular para todo s € N.

= | Dado que cada X es un subespacio de @ X, entonces por el Teorema
seN

2.4.13, X, es Ng-espacio para todo s € N.
< | Para cada s € N, consideremos B, una pseudobase numerable de X.
Sea B={B C @X,: B= |JBrycada B, € B}. Es claro que B

seN keN
es numerable. Probaremos que B es una pseudobase de € X;. Sean C' un
seN
compacto en @ X y U un abierto en @ X tales que C' C U. Por el Lema
seN seN

2.4.14, CN X, es compacto en X, para todo s € N. Por cada k € N, tomemos
B e B talque CNX, C B, CUNX,. Asi, C = U CNnX, C U B, CU.
kEN keEN
Por lo que B es pseudobase numerable de @ X.
seN
Por lo tanto @ X es Wy-espacio
seN
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]

Definicién 2.4.17. Sea U una coleccion de subconjuntos abiertos de un es-
pacio X. Entonces la coleccion P de subconjuntos de X es llamada una
U-pseudobase si, para C C U con C' un compacto y U € U, tenemos
C c PcU paratodo PP

Proposicion 2.4.18. Sea S una sub-base de un espacio X Hausdorff. Enton-
ces X tiene una pseudobase numerable si y solo si, tiene una S-pseudobase.

Demostracion.

= | Claramente cualquier pseudobase de X es una S-pseudobase.

< | Por otro lado, supongamos que P es una S-pseudobase de X. Sea R la
coleccién de uniones de intersecciones finitas de elementos de P. Entonces
P C Ry R es cerrada bajo la formacion de uniones finitas e intersecciones.
Demostraremos que R es una pseudobase para X. Entonces, sea C' C U,
con C' compacto y U abierto en X, y debemos encontrar R € R tal que
CCRcCU.

Primero, supongamos que U € B, donde B es la base para X generada por
S. Entonces U = S1N...NS,, donde cada S; € S. Por hipdtesis, existen
Py,...,P, € P tales que C C P, C S; para todo ¢ = 1,...,n. Ahora, si
R=PN...P,,entonces ReERyCCRCU.

Ahora, sea U un conjunto abierto arbitrario. Cubramos a C con un ntmero
finito de elementos Bi, ..., B, de B, todos los cuales son subconjuntos de U.
Como C' es normal, es la unién de subconjuntos cerrados C1, . .., C, tales que
C; C B; para toda i. Aplicando el resultado del parrafo anterior, podemos
encontrar Ry,..., R, € R tal que C; C R; C B; para toda i. Ahora, si
R=R U...UR,, entonces R € Ry C C R C U. Por lo tanto R es una
pseudobase de X. O

Definicién 2.4.19. Sea X un espacio topoldgico y U una familia de subcon-
juntos de X. Decimos que U es una familia localmente finita si y solo st
cada x € X posee una vecindad que intersecta a lo mas una coleccion finita
de elementos de U.

Definicién 2.4.20. X un espacio topoldgico es paracompacto si cualquier
cubierta abierta de X tine un refinamiento abierto localmente finito.

Definicién 2.4.21. Una funcion continua f : X — Y es llamada cober-
tura compacta si cada subconjunto compacto de y es la imagen de algin
subconjunto compacto de x.
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Las Proposiciones 2.4.22, 2.4.23 y 2.4.24 se prueban en [4, (7), p. 987].

Proposicién 2.4.22. 5i X es un N,-espacio, entonces X es un espacio pa-
racompacto.

Proposicion 2.4.23. Si X es un espacio paracompacto y f : X — Y es
continua, cerrada y suprayectiva, entonces f es una cobertura compacta.

Proposicién 2.4.24. St f : X — Y es compactamente cubierta y X tiene
una pseudobase numerable, entonces Y tiene una pseudobase numerable.

Proposiciéon 2.4.25. Todo producto numerable de Ng-espacios es un Rg-
espacio.

Demostracion. Sea X = ][ X, donde cada X, es Ng-espacio. Como cada
seN
X, es regular, entonces X es un espacio regular por el Teorema 1.5.8. Sea

S la subbase para X formada por todos los subconjuntos 7 *(Uy), donde U,
es abierto en X, para todo s € N. Por la Proposicion 2.4.18, es suficiente
encontrar una S-pseudobase numerable.

Para cada s € N consideremos P, pseudobase numerable para X, y P =
{m;1(P,) C X : P, € Py,s € N}. Probaremos que P es una S-pseudobase.
Sean C compacto de X y U, abierto en X, tales que C' C w;'(U). En-
tonces 7s(C) C U y m5(C) es compacto de X;. Dado que Ps es pseudo-
base numerable para X, existe Py € Pg tal que my(C) C Py C Us. De
aqui, C C w;Y(P,) C w7 (Uy). Por lo tanto, P es S-pseudobase y X un
Np-espacio. O

Teorema 2.4.26. La propiedad de ser Ng-espaciose preserva bajo la clase S.

Demostracion. Sean X un Np-espacioy f: X — Y € §. Veremos que Y es
un Ng-espacio. Como X es un N,-espacio se sigue de la Proposicion 2.4.22, X
es paracompacto y por lo tanto X es normal. Dado que toda imagen continua
y cerrada de un espacio normal es normal, Y es normal y por lo tanto regular.
Por las Proposiciones 2.4.23 y 2.4.24, Y tiene una pseudobase numerable. Por
lo tanto, Y es un N,-espacio. O
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2.5. Espacios Desarrollables y de Moore

En esta seccion probamos que la propiedad de ser desarrollable se preserva
bajo la clase H, es hereditaria y aditiva pero no es productiva. Ademas
veremos que la propiedad de ser de Moore es hereditaria y aditiva pero no se
preserva bajo la clase S y no es productiva.

Definicién 2.5.1. Un espacio topologico X es desarrollable si existe una
sucesion {Gn}50_, de cubiertas abiertas de X tal que para cada x € X,
{St(x,Gn)}°_, es una base local de x. Llamaremos desarrollo de X a la
familia {Gn Yo,

Es claro de la Definicion 2.5.1 que todo espacio desarrollable es primero
numerable.

Proposicién 2.5.2. Todo espacio métrico es desarrollable.

Demostracion. Sea X un espacio métrico con métrica d. Por cada n € N,
sea W,, = {Bi(z) : z € X}. Claramente cada W,, es una cubierta abierta

de X. Sea x € X. Para probar que {St(z, W,,)}°_, es una base local de z,
consideremos € > 0 y n € N tal que % < §. Demostraremos que St(x, W,,) C
B.(x). Sea y € St(x,W,) = U{Bzx(2) : * € Bi(z),z € X}. Entonces
existe z € X tal que z,y € B1 (z).nVeremos que g; € B.(z). Notemos que

d(z,y) < d(z,z) +d(z,y) < ++ 1 =2 < e Porloquey € Be(z). Asi

n

St(x, W,,) C B.(x). Por lo tanto {W,, },en es un desarrollo de X. O

En el siguiente teorema probaremos que la propiedad de ser desarrollable
es hereditaria.

Teorema 2.5.3. La propiedad de ser un espacio desarrollable es hereditaria.

Demostracion. Sean X un espacio desarrollable y Y un subespacio de X.
Probaremos que Y es desarrollable. Dado que X es desarrollable, existe una
sucesion {G,,}5°_, de cubiertas abiertas de X tal que para cada = € X,
{St(z,Gn)}°_, es una base local de x. Para cada m € N, consideremos
Hn ={GNY : G € G,,}. Claramente {#,,}5°_; es una sucesién de cubiertas
abiertas de Y. Sea y € Y. Probaremos que {St(y, H.,)}5°_, es base local de
y en Y. Para ello, tomemos un abierto W en X tal que y € WNY. Entonces
existe m € N tal que y € St(y,G,,) C W. De aqui, existe G € G, tal que

yeG. Asi, ye GNY € H,,. Por lo que y € St(y, Hu).
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Finalmente, veremos que St(y, H,,) C W NY. Dado que St(y,G,,) C W'y
St(y, Hm) C St(y,Gn)NY (ver Lema 1.6.2), se tiene que St(y, H,,) C WNY.
Concluimos que {St(y, H)} oo, es base local de y en Y.

Por lo tanto Y es un espacio desarrollable. O

Ahora, consideremos una sucesién {V,,}>°_; de familias de subconjuntos
de X. Definamos las siguientes familias como sigue. Para m = 1, hagamos:

G =W

Y para cada m > 2, definimos:

m

Bm—{ﬂvj;(vl,...,vm>eﬁvj}.

j=1
Lema 2.5.4. Sean X un espacio topoldgico.

1. Si{Vn}5o | es una sucesion de cubiertas abiertas de X, entonces cada
B, es una cubierta abierta de X;

2. Si{Vn}o_, es un desarrollo de X, entonces la sucesion {B,,}5°_; es
un desarrollo de X.

Demostracion. Para probar 1., observemos que B; es una cubierta abierta
de X. Sean m > 2 y x € X. Probaremos que B,, es cubierta abierta de X.
Dado que todo elemento en B, es una interseccion finita de abiertos en X,
se tiene que cada elemento en B3, es un abierto en X.

Como Vi, ..., V,, son cubiertas de X, por cada j € {1,...,m}, existe V; € V;

m

tal que x € V;. Asi, x € () V} € B,,. Por lo tanto B,, es una cubierta abierta
j=1

de X.

Para ver 2., se tiene por 1. que {B,,}5°_; es una sucesién de cubiertas
abiertas de X. Ahora, sea © € X. Veremos que {St(x, B,,)}>°_, es una base
local de x. Sea W un abierto en X tal que z € W. Como {St(x, Vi) 100, es
una base local de z, existe m € N tal que = € St(z,V,,) C W. Claramente
x € St(x,B,,). Para probar que St(z, B ) C W.Seay € St(z, B,,). Entonces

existe (V1,..., V) € HV tal que y € ﬂ V;. Asi, dado que z € V;,, € V,,,
y € Vi C St(x, V). De lo anterior y de que St(z,V,,) C W se tiene que
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y € W. Por lo que, St(z,B,,) C W.
Concluimos que {St(z, B,,)}>°_; es una base local de z en X.
Por lo tanto {B,,}5°_, es un desarrollo de X. O

Teorema 2.5.5. La propiedad de ser desarrollable se preserva bajo la clase

H.

Demostracion. Sean X un espacio desarrollable y f: X — Y € H. Veremos
que Y es un espacio desarrollable. Sea {G,,}5°_; un desarrollo de X. Para
cada m € N consideremos f(G,,) = {f(G) : G € G,,}. Como f es abierta,
{f(Gm)}_; es una sucesiéon de cubiertas abiertas de Y. Ahora, sea y €
Y. Probaremos que {St(y, f(Gm))}5o_, es base local de y en Y. Para ello,
tomemos W un abierto en Y tal que y € W. Sea x € X tal que f(x) = y.
Usando que {St(x,G,,)}°_, es base local de z en X, f~!(W) es un abierto en
X yz e f~YW), se tiene que existe m € N tal que z € St(x,G,,) C f~H(W).
Claramente y € St(y, f(Gy)). Finalmente probaremos que St(y, f(Gn)) C
W. Sea z € St(y, f(Gn)). Entonces existe G € G, tal que y,z € f(G).
Tomemos w € G tal que f(w) = z. De donde w € St(x,G,,) C f~1(W). De
lo anterior f(W) € f(f~Y(W)). Por lo que z € W. Asi, St(y, f(Gm)) C W.

Concluimos que {St(y, f(Gm))}>>_, es base local de y en Y. Por lo tanto YV
es un espacio desarrollable. O

Para probar que la propiedad de ser desarrollable es aditiva necesitamos
introducir la siguiente terminologia.
Sea {X;}ses una familia de espacios topoldgicos. Para cada s € S, consi-
deremos {G? }°°_, una sucesién de cubiertas de X,. Para cada m € N, sea

G = U G, Es claro que {&,}>°_, es una sucesién de cubiertas de € X.
ses s€S

Observemos que si {G5 }7°_, una sucesién de cubiertas abiertas de Xj, en-
tonces {Bn, 100, es una sucesion de cubiertas abiertas de @@ Xj.
ses

Para s € S,z € X; y m € N, el simbolo St(z,G?,) denota la estrella del pun-
to & con respecto a G, en X, lo mismo sucede para el simbolo St(z, B,,), el

cual denotara la estrella del punto = con respecto a &, en € X;.
seS
Con lo anterior enunciaremos el siguiente lema.

Lema 2.5.6. Sean s € S y x € X,. Para toda m € N,

St(x, g;;) = St(l’, QSm)'
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Demostracion. Sea w € St(x,G?,). Entonces existe G € G5, tal que z,w € G.

Dado que G, C |J G, = By, v, w € G € &y Asi w € St(x, By,). Por lo que
seS

St(x,G:) C St(x, By).

Para probar la otra contencién, sea w € St(x, ). Entonces existe D €
B, tal que 2,w € D. Como X,NXy = () para toda s’ € S\ {s}, G5NGZ = 0.
Dado que x € D, se tiene que D € G5 . Por lo tanto z,w € D C St(z,G?)).
De donde w € St(z,G?,). Por lo que St(x, &) C St(x,GE).

Por lo tanto St(z,G:,) = St(z, By). O

El siguiente resultado es de nuestra autoria. Desconocemos si se encuentra
en la literatura.

Proposicién 2.5.7. Sea {X; : s € S} una familia de espacios topoldgicos.

Entonces @ X es desarrollable si y sélo si cada X es desarrollable.
seES

Demostracion.

=| Sea s € S. Dado que X, es un subespacio de @@ X, por el Teorema
ses
2.5.3, X, es un espacio desarrollable.

<] Para cada s € S, consideremos {G?, }2°_; un desarrollo de X. Entonces
{®n}°_, es una sucesién de cubiertas abiertas de @ X;.
seS

Sean x € @ Xy U un abierto en @@ X. Probaremos que {St(x, &) }2_,
ses ses
es base local de x en @@ X;. Sea s € S tal que x € X,. Como U N X es
ses
abierto en X y {G2}°°_, es un desarrollo de Xj, existe m € N tal que

x € St(z,G:) C UnN X, Dado que St(x,G:) = St(z, &) (ver 2.5.6), se
tiene que x € St(z,®,,) C UN X, C U. Por lo tanto, {St(x, &) }5o_, es una

base local de z en @ X y @ X, es un espacio desarollable. O
seS seS

Corolario 2.5.8. La propiedad de ser desarrollable es aditiva.
Demostracion. La prueba se sigue de la Proposicion 2.5.7 O

A continuacién mostraremos con un ejemplo que la propiedad de ser de-
sarrollable no es productiva.
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Ejemplo 2.5.9. FEzxiste una familia no numerable de espacios topoldgicos
desarrollables tal que su producto topologico no es desarrollable.

Demostracion. Sea S = R. Para cada s € 9, consideremos X, = Ry 75 la
topologia usual de R. Notemos que para cada s € S, X, es desarrollable.
Ahora, dado que cada 7, contiene mas de tres elementos, por la Proposicién

1.5.11, J] X; no es primero numerable. De donde [] X no es desarrollable.
seS seS
O

Sin embargo tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 2.5.10. Sean X1,..., X, espacios topoldgicos. Entonces || X;
i=1
es desarrollable si y solo si cada X; es desarrollable.

Demostracion. =] Sea i € {1,...,n}. Es facil ver que X; se puede encajar

en [] X;. Asi, por el Teorema 2.5.3, X; es desarrolllable.
i=1

n
< | Sea (z1,...,x,) € [[ X;. Por cada i € {1,...,n}, sea {G }>°_, una
i=1
sucesion de cubiertas abiertas de X; que satisface la Definicion 2.5.1. Sean
ie{l,...,n} y me N. Consideremos

@in:{ﬂGz:Gz € G! para todo j € {1,...,m}}.

j=1
Entonces por el Lema 2.5.4, {&? }°°_ es un desarrollo de X; para todo

i € {1,...,n}. Es claro que &, C &' y St(z,®! ) C St(z,®!) para
cada m € N. Por cada m € N, sea

Hp = {H, x -+ x H,: H € ®' paracadaic {l,...,n}}.
Probaremos que {H,,}o_; satisface la Definicién 2.5.1. Primero veamos

n
que {H,,}°°_; es una sucesién de cubiertas abiertas de [] X;. Sean m € N
i=1

v (x1,...,1,) € [[ Xi. Sea i € {1,...,n}. Dado que &’ es una cubierta de
i=1
X;, existe H; € & tal que x; € H;. De donde (x4,...,x,) € Hy X --+ X H,.

Por lo que {H,,}>°_, es una cubierta abierta de [] X;.
=1
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Ahora, sea (x1,...,x,) € [[ X;. Probaremos {St((x1,..., ), Hm) 5

m=1
=1

es una base local de (z1,...,x,). Tomemos U; X --- x U, abierto en [] X;

i=1
tal que (z1,...,2,) € Uy X ... x U,. Por cada i € {1,...,n}, sea m; € N tal
que z; € St(z;, ®, ) C U;. Sean m = max{m, : i € {1,...,n}}. Veamos que
St((z1, ... 20), Him) C UL XX Up,. Sea (21,...,2,) € St((x1, ..., 2n), Hm)-
Entonces existe H; x --- x H, € H,, tal que

(.1’1,...,1’”),(21,...,Zn>€H1X"'XHH.

Ahora, sea ¢ € {1,...,n}. Dado que z; € H; € &' 2 € St(x;,&") C

St(x;, 8., ) C Us. Por lo que (z1,...,2,) € Uy X -+ x Up,.
Por lo tanto [] X; es desarrollable. ]
i=1

Definicién 2.5.11. Decimos que un espacio topologico X es un espacto de
Moore si es un espacio reqular y desarrollable.

Lema 2.5.12. Todo espacio métrico es un espacio de Moore.

Demostracion. Como todo espacio métrico es regular y desarrollable (Lema
2.5.2), entonces todo espacio métrico es un espacio de Moore. O

Ejemplo 2.5.13. Sea X la linea de Sorgenfrey. Es sabido que X es separable,
normal y no metrizable. Entonces la linea de Sorgenfrey no es un espacio de
Moore y no es desarrollable.

Teorema 2.5.14. La propiedad de ser un espacio de Moore es hereditaria

Demostracion. Sean X un espacio de Moore y Y un subespacio de X. Vere-
mos que Y es un espacio de Moore. Claramente Y es regular. Por el Teorema
2.5.3, Y es desarrollable. Asi, Y es un espacio de Moore. O

A continuacion mostraremos con un ejemplo que la propiedad de ser un
espacio de Moore no se preserva bajo la clase S.

Ejemplo 2.5.15. Los espacios cociente J(N) y S(N) son imagenes cerradas
bajo funciones cociente de los siguientes espacios métricos I X N y H x N,
respectivamente (ver Proposiciones 1.4.14 y 1.53.1). Notemos que I x N y
H x N son espacios de Moore (Lema 2.5.12). Dado que J(N) y S(N) no son
primero numerables, estos no son desarrollables y consecuentemente J(N) y
S(N) no son espacios de Moore.
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Ahora, con el siguiente resultado tenemos que la propiedad de ser Moore
es aditiva.

Proposicién 2.5.16. Sea { X : s € S} una familia de espacios topoldgicos.

Entonces @ X es un espacio de Moore si y sdlo si cada X, es un espacio

seS
de Moore.

Demostracion.
=| Sea s € S. Dado que X es un subespacio de @ X, por la Proposicién

ses
2.5.7, X, es un espacio desarrollable. Claramente X, es un espacio regular.

Por lo tanto X es un espacio de Moore.

< | Por la Proposicién 2.5.7, @ X es un espacio desarrollable. Por la Pro-
ses
posicién 1.4.10, @ X, es un espacio regular. Asi, @ X, es un espacio de
seS seS

Moore. O]
Corolario 2.5.17. La propiedad de ser Moore es aditiva.
Demostracion. La prueba se sigue de la Proposicion 2.5.16 O

A continuacién mostraremos con un ejemplo que la propiedad de ser es-
pacio de Moore no es productiva.

Ejemplo 2.5.18. La familia de espacios topolégicos presentada en el Ejemplo
2.5.9, muestra que el producto topologico no numerable de espacios de Moore
no es un espacio de Moore.

Sin embargo tenemos el siguiente resultado.

n
Proposicién 2.5.19. Sean X1,..., X, espacios topolégicos. Entonces [ X;
i=1
es un espacio de Moore si y solo si cada X; es un espacio de Moore.

Demostracion. =| Sea i € {1,...,n}. Como X; puede encajarse en [] X,
=1
X, es regular. Por la Proposicién 2.5.10, X; es desarrollable. Asi, X; es un

espacio de Moore.
n

<] Es claro que [] X; es regular (ver 1.5.8). Por la Proposicién 2.5.10, [ X;
i=1 i=1
es desarrollable. Por lo tanto [] X; es un espacio de Moore. ]
i=1
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