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Autdmatas y Lenguajes Formales

Objetivos de la Unidad de la Unidad de Aprendizaje

* Aplicar las estructuras algebraicas fundamentales en el manejo de
estructuras de datos.

* Disenar y simplificar circuitos logicos.

 Manejo de automatas y su relacion con los lenguajes de
programacion.

 Representar en modelos formales de computo explicando su
importancia desde puntos de vista tedricos y practicos.
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Unidad IV: Conocer, utilizar y diseilar gramaticas de libre
contexto.

Contenido:

« Gramaticas regulares y gramaticas libres de contexto.
« Arboles de derivacion.
« Autémata con pila.

« Equivalencia entre gramaticas y autOmatas con pila.
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Objetivo de la Unidad de Competencia IV

* Eldiscente disenara las gramaticas libres de contexto,
asi como el diano de autdmatas de pila y sus
conversiones.
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Conocer, utilizar y disenar
gramaticas de libre contexto.
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Gramaticas regulares y gramaticas libres de contexto

*Los Lenguajes Libres de Contexto (abreviado LLC) forman una clase
de lenguajes mas amplia que los Lenguajes Regulares, de acuerdo
con la Jerarquia de Chomsky.

*Estos lenguajes son importantes tanto desde el punto de vista
teodrico, por relacionar las llamadas Gramaticas Libres de Contexto
con los Automatas de Pila, como desde el punto de vista practico, ya

gue casi todos los lenguajes de programacion estan basados en los
LLC.

*Por otra parte, el analisis automatico de los LLC es
computacionalmente mucho mas eficiente que el de otras clases de
lenguajes mas generales.
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Gramaticas regulares y gramaticas libres de contexto
*Una gramadtica es basicamente un conjunto de reglas.

Por ejemplo, consideremos, la siguiente gramatica para producir un
pequeno subconjunto del idioma espanol:

Donde el simbolo
varias alternativas.

llI”

separa

1.-<frase> = <sujeto> <predicado>
2.-<sujeto> -2 <articulo> <sustantivo> En esta gramatica se supone que

. las variables son <frase>,
3.-<articulo> 2> el | la

<sujeto>, <articulo>,
4.-<sustantivo> = perro | luna <sustantivo>, <predicado> y
5.-<predicado> = <verbo> <verbo>, mientras que las
constantes son el , la, perro y
6.-<verbo> -2 brilla | corre Juna. La variable <frase> sera

considerada el simbolo inicial.
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Gramaticas regulares y gramaticas libres de contexto

Ejemplo, consideremos, el siguiente arbol de una oracion en
espanol:

O > FNFV

FV > VERBO FN| VERBO
FN - SUST |

ART SUT |

SUST ADI |
,:N| ART SUST AD! |

SUST VERBO ART SUST SUST = cosa | arbol | nombre
ADJ - azul | grande

VERBO - tiene | estudia
ART 2> la|los | el | un

Juan Perez usa un sombrero
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Gramaticas regulares y gramaticas libres de contexto
DEFINICION FORMAL DE GRAMATICA

Definicion.- Una gramatica regular es un cuadruplo (V, 2,R, S) en donde:
V es un alfabeto de variables,

> es un alfabeto de constantes,

R, el conjunto de reglas, es un subconjunto finito de V x (Z U 2 ).

S, el simbolo inicial, es un elemento de V.

Por ejemplo, la gramatica que presentamos arriba se representaria
formalmente como:

({S, A,B}, {a, b}, {(S, aA), (S, bA), (A, aB), (A, bB), (A, a), (B, aA), (B, bA)}, S)
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Gramaticas regulares y gramaticas libres de contexto
Ejemplo.- Sea una gramatica con las siguientes reglas:

1.5 aA »La idea para aplicar una gramatica es que se parte de

. d una variable, llamada simbolo inicial, y se aplican

2.S > bA repetidamente las reglas gramaticales, hasta que ya no

haya variables en la palabra.

3.A > aB

4. A - bB >En ese momento se dice que la palabra resultante es

5 A generada por la gramatica, o en forma equivalente,
. d qgue la palabra resultante es parte del lenguaje de esa

6. B =2 aA gramatica.

7.B 2 bA
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Gramaticas regulares y gramaticas libres de contexto
({S, A,B}, {a, b}, {(S, aA), (S, bA), (A, aB), (A, bB), (A, a), (B, aA), (B, bA)}, S)

V es un alfabeto de variables, Lo &= 814

Ifab q 2.S 2> bA

2 es un alfabeto de constantes, 3 AS aB

R, el conjunto de reglas, es un subconjunto 4. A bB
fintodeVx (U 2). 5,A>a

S, el simbolo inicial, es un elemento de V. 6.B > aA

7. B 2 bA

Lenguaje Generado

Definicion.- El lenguaje generado por una gramatica G, L(G), es igual al
conjunto de las palabras derivables a partir de su simbolo inicial.

Esto es L[:{__,‘] s {g.r_' £ E“|H :*‘* 'H‘}
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Gramaticas regulares y gramaticas libres de contexto

Lenguaje Generado

Definicion.- El lenguaje generado por una gramatica G, L(G), es igual
al conjunto de las palabras derivables a partir de su simbolo inicial.

Estoes > L(G) = {w € ¥*|S = w)

Nota: Mas adelante veremos como probar rigurosamente que una
gramatica efectivamente corresponde a un lenguaje dado.
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Gramaticas regulares y gramaticas libres de contexto

Ejemplo.- Proponer una gramatica que genere el lenguaje de las
palabras en {a, b} que contienen la subcadena bb, como:

abb, ababba, etc.

Se proponen las siguientes reglas:
Prop & & En efecto, con tales reglas

podemos producir, por ejemplo, la
1. A= aA palabra abba, mediante la
' derivacion siguiente:

2.A~> bB

3.B— aA A = aA = abB = abbC = abba
4.B =2 bC Y

5 C- aC A = aA = abB = abbC = abbb
6.C > bC
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Gramaticas regulares y gramaticas libres de contexto

El arbol generado queda de la siguiente manera:

a B abba

/ abbb
b

Sk

oo

7
a b
|
b
I
b

O““‘O‘\
m\o/
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Gramaticas regulares y gramaticas libres de contexto

Ejemplo.- Verificar que lenguaje se genera con las siguientes reglas.

Dado:

S -2 aSb

S—>ab




Universidad Autébnoma
del Estado de México

Gramaticas regulares y gramaticas libres de contexto
Ejemplo.- Verificar que lenguaje se genera con las siguientes reglas.

Dado: q
55> ash 3/5‘ \h
p=
S—2>ab ;_L E{ \h ]L

¢ Esta reglas son recursivas?

S = aSb = aabb
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Graméticas regulares y gramaticas libres de contexto

Lenguaje generado por una gramatica:

El lenguaje generado por una gramatica es el conjunto de palabras
hechas exclusivamente de constantes que son derivables a partir
del simbolo inicial.

Se define: L(G) = {w e X7
Dado:

S - aSb

—

S—>ab
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Gramaticas regulares y gramaticas libres de contexto

Dado: B S= aSh
S =2 aSb = aaSbb

—

S 9 ab = an—ls bn—l

= a1 ab b1

= a" b

/ ‘ \ Lenguaje generado

‘ f( \ ‘ L(G) = {a" b" | n>0}
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Gramaticas regulares y gramaticas libres de contexto
Dado las siguientes reglas gramaticales, generar el lenguaje:

S =2 bS
S =2 ax
S= bS
X =2 bx S b ax
X=>b = b abx
= b ab™

Generar arbol de derivaciones. L(G) ={bab™| m>0}
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Gramaticas regulares y gramaticas libres de contexto
GERARQUIA DE GRAMATICAS.

Noam Chomsky establecio la siguiente jerarquia de gramaticas:

Gramaticas regulares, o de tipo 3: |las reglas son de |la forma

A - aB o bien A = a, donde A y B son variables y a es constante.
Estas gramaticas son capaces de describir los lenguajes regulares.

Gramaticas Libres de Contexto (GLC), o de tipo 2: las reglas son de
la forma X =2 o, donde X es una variable y es una cadena que
puede contener variables y constantes. Estas gramaticas producen
los lenguajes Libres de Contexto (abreviado “LLC”).
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Gramaticas regulares y gramaticas libres de contexto
GERARQUIA DE GRAMATICAS.

Gramaticas sensitivas al contexto o de tipo 1: |las reglas son de la
formaa A B8 2 al 68, donde A es una variabley , a, 6 y I son
cadenas cualesquiera que pueden contener variables y constantes.

Gramaticas no restringidas, o de tipo 0, con reglas de la forma

a = B, donde a no puede ser vacio, que generan los lenguajes
llamados “recursivamente enumerables”.
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Gramaticas regulares y gramaticas libres de contexto

»Desde el punto de vista de el diseno de construccion de
compiladores solo las gramaticas de tipo 2 y 3 pueden ser tomadas
en la practica como fundamento formal.

»Las gramaticas de tipo 3 son el fundamento del analisis léxico
mediante la utilizacion de expresiones regulares.

»Las gramaticas de tipo 2 son el fundamento del analisis sintactico.
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Gramaticas regulares y gramaticas libres de contexto

»Aungue los lenguajes de programacion pueden ser sensibles al
contexto, la construccion de un analizador para una gramatica de
tipo 1 es mucho mas compleja que la de tipo 2, por ello la
dependencia del contexto se resuelve en el analisis semantico.

EJERCICIO

Como un ejercicio adicional, generar la gramatica con reglas que
permitan generar expresiones aritméticas con sumas y
multiplicaciones de enteros. Funcion a derivar: 25 + 3 * 2.

?
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Graméticas regulares y gramaticas libres de contexto

]

EJERCICIO

Solucion:

La gramatica con las reglas siguientes permite generar expresiones
1.E2E+T

2.E>T

3.T2>T*F

4.T>F

5.F > CF

6.F>C

7.C—>0]|1]2|3|4|5|6]|7]|8|9 aritméticas con sumas y
multiplicaciones de enteros:
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Gramaticas regulares y gramaticas libres de contexto
EJERCICIO: Derivar:

25 + 3 * 2. El simbolo inicial aqui es E, las
constantes son +, * ylas cifras 0-9; E, T, F,C son variables.

EXPRESION

JUSTIFICACION

F

= FE4+T
=T +7T
= F+T

= CF+T
= 2F +T
=204 T
=204+ T
=2 +Tx*F
=2+ F*xF
=4+ C*xF
=25+ 3 F
=25+ 3 CF
=25+3+1F
=25+ 3= 1C
=254 312

Simbole mcial, micia denivacién
Aplicacion la. regla

2a.
da.
-

Ha.
Ta.
Ga.

-

ia.

3a.

regla,
regla.
regla,
regla
regla
regla

regla

4a. regla
. regla,
a. regla
a. regla
a. regla
a. regla
a. regla

sobre la E
sobre la T 1zquierda
sobre F

sobre la F uzquierda

Generar el arbol
de derivaciones
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Gramaticas regulares y gramaticas libres de contexto
FORMALIZACION DE LAS GLC

Definicion.- Una gramatica libre de contexto es un cuadruplo (V, Z,R,
S) en donde:

V es un alfabeto de variables, también llamadas no-terminales.

> es un alfabeto de constantes, también llamadas terminales.

R, el conjunto de reglas, es un subconjunto finitode V x (Z U 2 )*.
S, el simbolo inicial, es un elemento de V..

Por ejemplo, tenido las siguientes reglas gramaticales:
1.S 2> aSb
2.S—>ab
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Arboles de derivacién
ARBOLES DE DERIVACION

Las GLC tienen la propiedad de que las derivaciones pueden ser
representadas en forma arborescente.

Por ejemplo, considérese la gramatica siguiente para producir el
lenguaje de los paréntesis bien balanceados, que tiene palabras

como (()), ()(), ()())(), pero no a (() ni )(:

1.S->SS
2.S2(S)
3.S2)
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Arboles de derivacion
FORMALIZACION DE LAS GLC
Por ejemplo, tenido las siguientes reglas gramaticales:
1.S > aSb
2.S2>ab

La gramatica de {a"b"} que presentamos antes se representa
formalmente como:

V es un alfabeto de variables
2 es un alfabeto de constantes
R, el conjunto de reglas

({S}, {a, b}, {(S, aSb), (S, ab)}, S) S, el simbolo inicial, es un
elemento de V .
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Arboles de derivaciéon
ARBOLES DE DERIVACION

1.S->SS

2.5 (S)
3.5 ()

Usando la gramatica anterior como podemos derivar la palabra

(O0)0):
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Arboles de derivaciéon

ARBOLES DE DERIVACION: Usando esta gramatical, la palabra (()())() puede
ser derivada de la siguiente manera:

»En dicha figura se puede apreciar la
estructura que se encuentra implicita en la /

palabra (()())(). /R .
> A estas estructuras se les llama drboles de

derivacion, o también drboles de ( A) ()

compilacion (por usarse extensivamente en
los compiladores) y son de vital importancia -
para la teoria de los compiladores de los ﬂ

lenguajes de programacion.
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Arboles de derivaciéon
ARBOLES DE DERIVACION
Soluciones:

Para el arbol de la figura anterior, hay al menos las derivaciones siguientes
(anotamos como subindice de = el niumero de regla aplicado):

1. 8 =185 =5 (9)S =3 (9)) =i (85)() =3 (SO =3 (00)().

-

T A

2. S=185=380)=9(8)()=1(89)() =3 ()9 =3 (OD)O.

Ejercicio.
Realizar el arbol de derivaciones.
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Arboles de derivaciéon

ARBOLES DE DERIVACION: Formalmente, un arbol de derivacion es
un grafo dirigido arborescente; definido de la manera siguiente:

Definicion.- Sea G = (V, },R, S) una GLC. Entonces un “arbol de
derivacion cumple las siguientes propiedades:

1. Cada nodo tiene una etiqueta.
2. La raiz tiene etiqueta S.

3. La etiqueta de los nodos que no son hojas debe estaren V, y las
de las hojasen S U {¢ }.

4.Si un nodo n tiene etiqueta A, y los nodos n,, ..., n_ son sus
hijos (de izquierda a derecha), con etiquetas respectivamente A, . .
.,A_,entoncesA2> A, ... A ER.
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Arboles de derivacioén
ARBOLES DE DERIVACION. Definicion teodrica.

Definicion.- La cadena de caracteres que resulta de concatenar los
caracteres terminales encontrados en las etiquetas de los nodos
hoja, en un recorrido en orden del arbol de derivacion, se llama el
producto del arbol.

Es decir, al efectuar un recorrido en orden del arbol de derivacion
recuperamos la cadena a partir de la cual se construyo dicho arbol.

Asi, el problema de “compilar” una cadena de caracteres consiste
en construir el arbol de derivacion a partir del producto de éste.
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Arboles de derivacioén
AMBIGUEDAD

Hay GLC en las cuales para ciertas palabras hay mas de un arbol de
derivacion. Sea por ejemplo la siguiente GLC, para expresiones
aritméticas sobre las variables x y y.

Con esta gramatica, para la expresion
1.E=E+E X + y * x existen los dos arboles de
2 EE*E derivacion. Verificar cuales son esos dos

arboles.
3.E=>X
4.E>vy
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Arboles de derivaciéon

AMBIGUEDAD
Solucion:

Con esta gramatica, para la expresion x + y * x existen los dos
arboles de derivacion las cuales se muestran a continuacion.

1.E=>E+E
2.E=>E*E \
3.E=>x

= NN /AN

+-‘—

(a) (b)
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Arboles de derivaciéon

Ambiguedad: En este ejemplo, el hecho de que
existan dos arboles de derivacion para

una misma expresion es indeseable,

pues cada arbol indica una manera

distinta de estructurar la expresion.
3 .Ix 5 X En efecto, en el arbol superior, al

resultado de la suma (x + y) se
multiplica con x, mientras que en el
inferior sumamos x al resultado de

\ multiplicar x con y; por lo tanto el
significado que se asocia a ambas

expresiones puede ser distinto.

aited gL
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AMBIGUEDAD:

»Se dice que una gramdtica es ambigua si alguna palabra del
lenguaje que genera tiene mas de un arbol de derivacion.

»Notese que la ambigiiedad, como la estamos definiendo, es una
propiedad de la gramatica, no de su lenguaje generado.

»Para un mismo lenguaje puede haber una gramdatica ambigua y
una no ambigua.
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Arboles de derivacioén
AMBIGUEDAD:

Existen técnicas para eliminar la ambigiuedad de una GLC; en
general estas técnicas consisten en introducir nuevos  no-
terminales de modo que se eliminen los arboles de derivacion no
deseados.

Para nuestro ejemplo de los operadores aritméticos, es clasica la
solucion que consiste en introducir, ademas de la categoria de las
Expresiones (no-terminal E), la de los términos (T) y factores (F),
dando la gramatica con las reglas siguientes:
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Arboles de derivacion
AMBIGUEDAD: Dando la gramética con las reglas siguientes:
1.E2>E+T

2.E>T \

3.T>T*F
4.TSF /J\ \\

5.F 2 (E)
6. F 2 x
7.F2>y

Con esta nueva GLC, el arbol de derivacion de la figura (a) se elimina,
quedando finalmente una adaptacién del arbol de (b) a la GLC con
términos y factores, lo cual se deja como ejercicio.
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Automatas con pila

La pila funciona de manera que el Ultimo caracter que se almacena
en ella es el primero en salir (“LIFO” por las siglas en ingles), como si
empilaramos platos uno encima de otro, y naturalmente el primero
que quitaremos es el "ultimo que hemos colocado.

*Un aspecto crucial de la pila es que sélo podemos modificar su
“tope”, que es el extremo por donde entran o salen los caracteres.
Los caracteres a la mitad de la pila no son accesibles sin quitar antes
los que estan encima de ellos.

La pila tendra un alfabeto propio, que puede o no coincidir con el
alfabeto de |la palabra de entrada. Esto se justifica porque puede ser
necesario introducir en la pila caracteres especiales usados como
separadores, segun las necesidades de diseno del automata.
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Automatas con pila

*Al iniciar la operacion de un AP, la pila se encuentra vacia. Durante
la operacion del AP, la pila puede ir recibiendo (y almacenando)
caracteres, segun lo indiquen las transiciones ejecutadas. Al final de
Su operacion, para aceptar una palabra, la pila debe estar
nuevamente vacia.

*En los AP las transiciones de un estado a otro indican, ademas de
los caracteres que se consumen de la entrada, también lo que se
saca del tope de la pila, asi como también lo que se mete a la pila.
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Automatas con pila

*Al iniciar la operacion de un AP, la pila se encuentra vacia. Durante
la operacion del AP, la pila puede ir recibiendo (y almacenando)
caracteres, segun lo indiquen las transiciones ejecutadas. Al final de
Su operacion, para aceptar una palabra, la pila debe estar
nuevamente vacia.

*En los AP las transiciones de un estado a otro indican, ademas de
los caracteres que se consumen de la entrada, también lo que se
saca del tope de la pila, asi como también lo que se mete a la pila.
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Automatas con pila

*Antes de formalizar los AP, vamos a utilizar una notacion grafica,
parecida a la de los diagramas de los automatas finitos. Para las
transiciones usaremos la notacion “w/a/6”, donde w es la entrada
(secuencia de caracteres) que se consume, a es lo que se saca de la
pila, y 8 lo gue se mete a la pila.

a/e/a
a/e/a :
bla/e b/a/ e
¥(a) Y a,F (o)
N/ "V bare N\
(a) Incorrecto (b) Correcto

AP para el lenguaje a™b"
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Automatas con pila

Al igual que los AF, los AP tienen estados finales, que
permiten distinguir cuando una palabra de entrada es
aceptada.

De hecho, para que una palabra de entrada sea aceptada
en un AP se deben cumplir todas las condiciones
siguientes:

*La palabra de entrada se debe haber agotado
(consumido totalmente).

°E| AP se debe encontrar en un estado final.
L a pila debe estar vacia.
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Automatas con pila

Al igual que los AF, los AP tienen estados finales, que
permiten distinguir cuando una palabra de entrada es
aceptada.

De hecho, para que una palabra de entrada sea aceptada
en un AP se deben cumplir todas las condiciones
siguientes:

*La palabra de entrada se debe haber agotado
(consumido totalmente).

°E| AP se debe encontrar en un estado final.
L a pila debe estar vacia.
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Automatas con pila
Formalizacion de los AP.

Un autdomata de pila es un séxtuplo (K, 2, T, A, S, F),
donde:

*K es un conjunto de estados,

> es el alfabeto de entrada,

[ es el alfabeto de la pila,

S € K es el estado inicial,

*F C K es un conjunto de estados finales,

e NC (Kx2* x[*)x (K XT[*)eslarelacion de transicion.
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Automatas con pila
Ahora describiremos el funcionamiento de los AP. Si

tenemos una transicion de la forma ((p, v, B), (g, Y)) € A,
el AP hace lo siguiente:

*Estando en el estado p, consume v de la entrada;
*Saca B de la pila;

L lega a un estado q;

*Mete Y en la pila
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Autdomatas con pila

Ejemplo.- Formalizar el AP de la siguiente figura, que
acepta el lenguaje {ww”}, w € {a, b}.

//'- ///A/- i \
a/s/a "'l b/a/ €/ ‘.';
/--\“_“_,// 2 ) f\\ _/

7,

\ q / | 2/
v Biale i
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Automatas con pila

Ejemplo.- Formalizar el AP de la siguiente figura, que
acepta el lenguaje {ww”}, w € {a, b}.

*Solucion.- El AP es el séxtuplo (K, 2, T, A, S, F), donde:

K={s, f}, F={f},2={a, b, c}, [ ={a, b}

A esta representada en la siguiente tabla:

(s.a,g) | (s,a)
(s.b,c) | (s,b)
(s.2.2) | (f.0)
(f,a.a) | (f.€)
(£,0,0) | (f.€)
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Equivalencia entre GLCy AP
Relacion entre AP y GLC
*Ahora vamos a establecer el resultado por el que

iniciamos el estudio de los AP, es decir, verificar si son
efectivamente capaces de aceptar los LLC.

Teorema.- Los automatas de pila aceptan exactamente los
LLC.
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Equivalencia entre GLCy AP

*\Vamos a examinar la prueba de esta afirmacion, no
solamente por el interés por la rigurosidad matematica,
sino sobre todo porque provee un método de utilidad
practica para transformar una GLC en un AP. La prueba de
este teorema se puede dividir en dos partes:

*1.Si M es un AP, entonces L(M) es un LLC
*2.SiLesun LLC, entonces hay un AP M tal que L(M) =L
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Equivalencia entre GLCy AP

Sea una gran atica G = (V, Z,R, S). Entonces un AP M que
acepta exactamente el lenguaje generado por G se define
como sigue:

M=({p,ql2,VUZ,p, {q})
donde A contiene las siguientes transiciones:
1. Una transicion ((p, €, €), (g, S))
2. Una transicion ((q, €,A), (g, x)) paracada A 2> x €ER
3. Una transicion ((q, o, 0 ), (g, €)) para cada o € 2.
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Equivalencia entre GLCy AP

*Ejemplo.- Obtener un AP que acepte el LLC generado por
la gramatica con reglas:

1.S = aSa
2.S =2 bSb
3.S2>c
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Equivalencia entre GLCy AP

Las transiciones del AP correspondiente estan dadas en la
tabla siguiente:

L (peje) | (9;5)
1.5 aS3 2.1 lqg. €. 8) [{g, aSa)
5 S S bsh 3 (qhb) (q.bSH)

4| (¢,€,9) | (g,¢)
3.S2>c 5 | (g.a,a) | (g,€)

6| (g.0,0 (q,<)

e s (gq,€)




Universidad Autébnoma
del Estado de México

Equivalencia entre GLCy AP

El funcionamiento de este AP ante la palabra abcba
aparece en la siguiente tabla:

Estado | Falta leer | Pila
P abcba £

q abcba >

q abcba aSa
q beba Sa
q beba bSba
q chba Sba
q cha cha
q ba ba

q a a

q £ 5
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Equivalencia entre GLCy AP

°La equivalencia de los AP y de las GLC permite aplicar
todas las propiedades de los LLC para resolver problemas
de diseno de AP.
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