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Presentacion

El presente material didactico tiene como objetivo reforzar el
aprendizaje obtenido en las aulas ayudando a los estudiantes a
comprender y utilizar el calculo.

Cada tema contiene un grupo de ejercicios complementarios con
sus soluciones.
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1. ALGEBRA VECTORIAL

Un vector en el espacio es una cantidad que tiene magnitud y direccion.
Los vectores se representan geometricamente por segmentos rectos dirigidos (flechas).

1.1 OPERACIONES CON VECTORES

1.1.1 Suma:
Sean @y b dos vectores cuyos valores son:
a 7 a a E
=bi+bj+bk

J+
o+

La suma de los vectores es:

—_ =

G+b=ila,+b, )+ j(a,+b,)+ka,+b,)

1.1.2 Resta:

Tomando los vectores anteriores nos basta sumar el primero con el opuesto del 2° o
sustraendo:

La resta de los vectores es:

a+b=ila -b )+ jla,-b )+ka,-b,)

1.1.3 Multiplicacion:
Hemos de considerar los casos siguientes:

a) Multiplicar un escalar por un vector:




El resultado es un valor escalar.

Ejercicio demostrativo:

€ 9

Sea el vector 4= @i +a,j +ak  muyltiplicamos por el niimero “g” a ambos miembros de
g
laigualdad;: &4~ 8°&lTgea,jTge ak

Vemos que el producto de un vector por un numero se obtiene multiplicando cada
componente del vector por dicho namero.

Comprobamos:

si V=034

Multiplicamos por 2 a ambos miembros de la igualdad:
207 =2(2,3.4);2V =(4.6,8)

Hallamos el médulo:
27 =42 + 6% +8* =./116 =10,76

El médulo de:

9] = (2.3.4) vale [§| =22 +3* +4* =20 = 5,38

Donde comprobamos que 2®|¥| =205,38=10,76

b) Producto de dos vectores:

1) Suponemos que los vectores pertenecen a la base ortogonal (forman entre ellos 90°):

Sean @ y b dos vectores cuyos valores son:




Quitando paréntesis:

deb=abi’ +abij+abik+abij+abj +bbjk+

+ab, ik + azb},ﬁc’ +ab k’

Nota*

Los vectores unitarios »J Yk al ser ortogonales tienen por coordenadas:
i=(1,00),7=(01,0yk=(001)
Hay que tener en cuenta:

f07=100=0
jek=100=0
ek =100=0
lel=1
—lel=1
=lel=1

-~
2
5
2

k

Todos los términos que contienen productos unitarios de ejes perpendiculares son iguales a
cero, por lo que podemos escribir:

deb=apbi’+0+0+0+ab j’+0+0+0+ab, =

=@Q+%Q+@Q

El resultado es un escalar que puede ser positivo, negativo o cero.




1.2 PRODUCTO ESCALAR

Ejercicio demostrativo
¢Qué angulo aproximado forman los vectores? U=(13)y v=(3.3.2)
Solucién

Haciendo uso del producto escalar de dos vectores:

uev =[ue[v|ecos(u,v)

Sustituyendo por los valores numéricos que conocemos:

(1.1,3)#(3,3,.2)=3,31604,795 ecos(1, V)

12=15,9 ecos(u,V)

cos(ui,V) = £ =175
15.9

Respuesta: 41°

1.3 PRODUCTO VECTORIAL

El producto vectorial de dos vectores produce un vector Ux V perpendicular a los dos
vectores.

Ejercicio demostrativo

Calcula el valor del médulo del vector U X V sabiendo que el modulo del vector [G] =3 el

modulo  del  vector |V|=3=93 y el ‘éngulo que forman los dos

vectores (@, V) =60°  Estos datos los tienes en la siguiente  figura:




Solucién:

Sabemos que UxV=|i|e |V|osen(g_, v);
UxV=3e393esen60°=33,93e0,86=10,1

Respuesta; 10,1 u?

1.4 AREA DE UN PARALELOGRAMO

El area de un paralelogramo puedes calcular a partir del valor de los modulos de los
vectores de sus lados:

Vemos que

sena=—; h=vVesena=vesen(ti v)




El area del paralelogramo lo calculamos, =[] e [ e sen(&, ¥)o bien, hacemos uso

del modulo del vector producto |u o VI.

Ejercicio demostrativo

Calcula el area del paralelogramo que determinan los vectores U = (2.3.4) y v=(.1.2)

Solucién:

e Area del paralelogramo =|T|e [¥|e sen(&. %)

[|=o[v]@sen(&.9); [§] =2% +32 +4%; [§|=v/3* + 1" + 27
[G]=+29=5,3851 ; [ = ¥14=3,7416
Calculamos la altura del paralelogramo:

sen32°=%;h = /14 esen32°=3,7416 00,536 =2
A%

Conocemos la base del paralelogramo, [ij=v29=5.4 y la altura que es 2, el area
serq: S.492=10,8u’

Respuesta: 10,8 u?
e Haciendo uso del modulo del vector producto |u X V|_
Solucion

Se calcula el vector |u X V| :




_'.‘3 4 -;'2 4

=1 -
32"12

‘ :

1% 3
k
)

=1 =
JI 2

'.‘3 4 -;2 4
1 2

2 3
+k
&7 ]

SR 2 2 i 2
El médulo del vector T xV es: [0X¥]=v2" +8 +(-7)°= 117 =10.8u*

M
Respuesta: 10,8 v




1.5 PRODUCTOS TRIPLES

Hablamos de producto mixto porque intervienen el productoescalar y el
producto vectorial y esto ya nos orienta a que deben intervenir 3 vectores.

U=u, +u +u,

V=V, +V 4V,

W=W,+W,+W,

=0, [V,W, -V, W_[-U_[V,W,_ —vzwx] +U,[V,W, —V W,

Ejercicio demostrativo

El volumen de un ortoedro, como la de cualquier otro paralelepipedo se obtiene

multiplicando el area de la base por la altura. Sabiendo que los vectores que forman la base
v=(2,—14)

corresponden a: % =(2.4.3) y las componentes de la altura son: U =135

¢Cual es el valor de este ortoedro?

Solucién

Dibujamos la figura y colocamos los datos que conocemos:

Lo resolvemos:




1 3 5
Ge(¥x®)=[2 -1 4|=1(-3-16)-3(6-8)+5(8+2)=—-19+6+50 =37
2 4 3

Respuesta: 970"

1.6 FUNCIONES VECTORIALES

- — , 5
a) Demuestre que la curva descrita por T (£) = (teost.tsint.t) oo oncyentra sobre la
superficie de un cono. Dibuje la curva.

b) Si una particula parte del origen siguiendo la trayectoria anteriormente descrita,
determine en qué punto impacta la esfera:

? +yt 427 =2

c) Calcule la longitud de la curva desde el origen al punto de impacto.
Solucion
A partir de las ecuaciones paramétricas tenemos:
t*(cos” t + sin” 1)
tsint T #

¢ : 2 +y°

a) Que corresponde a la ecuacién de un cono, cuyo sector superior, se dibuja en el
grafico adjunto




b) Calculemos para que valor del parametro t la particula impacta la esfera, sustituyendo las

. » 9.2 2 _ 52 _ _
ecuaciones parameétricas en laesfera &~ ¥~ +2° =217 =2 = t =1 | yeqo, la

- —_— g + 3
posicion del punto de impactoes ' (1) = (cos1,sinl, 1)

c) La longitud de la curva es:

1
[ = f |77 ()| du con |7 ()] = /7' (t) - T(¢)
0

con T (t) (cost — tsint,sint + tcost, )

1 .
17" ()| L) - T = VE = z=/ﬂ m:—%

EJERCICIOS PROPUESTOS
1. Halla la suma de los vectores; ¥ = 51 +2j - 3k y i =-6i +j+5k

2. Halla la resta de los vectores: % ==-6i +j +5k menos ¥ =351 +2j -3k
3. Tenemos los vectores % =(1,2,3),v=(6,2,4)
¢Cuanto vale el angulo que forman estos vectores?

4. Calcula el valor del médulo del vector producto a x ‘5, si las componentes

de 3=(2.3.4) ylasde b=(.12).

5. Calcula el area de un triangulo a partir del paralelogramo y conociendo los vectores

a=(41-2) yb=03~%.2)

6. Tenemos tres vectores cuyas componentes son:
i=(2,-11),v=(3,-2,5 y w=(3,5.1).

Responde, tras comprobar, si el valor escalar de Ue(VXW)es igual a
Ve(Wxl)ya wWe(UxV):

7. Dada la ecuacion paramétrica de la trayectoria
T (t) = (27 =312, t—2arctan(t))

Encontrar todos los valores de t para los cuales la curva

(i) Tiene tangente horizontal.

(i) Tiene tangente vertical.
(iii) No es regular.




2 COORDENADAS CURVILINEAS

2.5 COORDENADAS CILINDRICAS

Ejercicio demostrativo

Dado el siguiente campo eléctrico £ = X&: +Ya,+ Za: realice la transformacion

al sistema de coordenadas cilindricas.

Lo primero que debemos realizar es colocar todas las variables y vectores unitarios

en funcién del sistema de coordenadas hacia el cual se quiere realizar la transformacion.

X =7 cos@l, = Cosg @ —singd,
Y = rsingly = sing @ +cos@a;

————

Z=Za,= a,
E= (r ccrsqu][ccrs:p E;—sinc;:lr‘i;)—i- [rsinqu][:sincp b, tcospd, ]—I—Eﬁ;

Multiplicando término a término

E = (r cosg)(cos¢ )@ — (r cos @)(sind)a, + (rsing) (sing)a; +
+(rsing)(cosg )a, + Za;

Ahora, solo queda agrupar los términos en funcién de los vectores unitarios: en “rnos va

. Pl i .
quedando r como factor comin de (cos2 “+ sen2 ¥=1), los términos en " “se eliminan al

e

ser iguales y de signo contrario, el término en “zno varia, quedando:

—

E=ra,+Za;



http://www.monografias.com/trabajos13/electmag/electmag.shtml#CAMPO
http://www.monografias.com/trabajos11/teosis/teosis.shtml
http://www.monografias.com/trabajos12/guiainf/guiainf.shtml#HIPOTES
http://www.monografias.com/trabajos35/vectores/vectores.shtml
http://www.monografias.com/trabajos7/mafu/mafu.shtml

2.6 COORDENADAS ESFERICAS

Ejercicio demostrativo

Dado el siguiente campo vectorial £ = X@, + Y@, + Z&. realice la transformacion al
sistema de coordenadas esféricas.

Lo primero que debemos realizar es colocar todas las variables y vectores unitarios en
funcién del sistema de coordenadas hacia el cual se quiere realizar la transformacion.

X=rsinBcospa, = sinfcosg E;+cnsﬁcosgnﬁg—sinq:@
Y=rsinﬁsin@5;: sin f sin @ E;—i-cosﬁsinq:l&g—i-cnsgnfi;
Z=rcost a_= cosfa; —sinfay

F=(r sin 6 cos @) (sin @ cosg &, + cosﬂcosqnﬁﬁg—sin@&;)-i-
-I-(rsinﬁ'sincpj(sinﬁ'sinq:&”;+cosﬁ'sin¢:c‘i”§+coscpri;:]-l-

+rcosf (cosfa;. —sinfiag)
Multiplicando término a término

F= r(sin8)?(cos@)?a, + rsin b cosB (cosg) d; — rsinf cos g sin g d,
+r(sinf)*(sing)*a; + v sin 8 cos  (sin @)@, +rsin 6 cos@ sin @

+r (cosf)*a; — r cos B sin B &y)
Agrupando términos en funcion de los vectores unitarios:

F=r[(sin#)*(cos@)® + (sin8)*(sing)? + (cos@)? Ja;
+r[sin @ cosf (cosg)” + sin B cosf (sing)® — sinf cos B]a;
+r[—siné cos g sin ¢ —sin 6 cos @ sin p]a,

F = r{(sin 8)*[(cos ¢)? + (sinp)?] + (cos#)? }a;

+rsinf cos@ [ [(cosg)® + (sin@)?] — 1 Ja;
tr[—sinfsingpcosg +sinfsingcosp ]a,

Los términos que multiplican a los vectores unitarios en direccion de @ay % se anulan y

e

los términos dentro de la llave para la direccion @ se hacen igual a 1 por identidades
trigonométricas, quedando finalmente:

=2 ————
F=ra,



http://www.monografias.com/trabajos15/direccion/direccion.shtml

EJERCICIOS PROPUESTOS
1.- Expresar en coordenadas rectangulares el punto (1, e, z) = (4,51/6,3).

2.- Hallar ecuaciones en coordenadas cilindricas para las superficies cuyas ecuaciones
rectangulares se especifican a continuacion:

Q) x*+y*=47?
b) y?=x

3.-Hallar una ecuacion en coordenadas esféricas parar las superficies cuyas ecuaciones en
coordenadas rectangulares se indican.

a).- cono: X2 + y? = 72
b).- esfera: -4z =0

4.- Hallar la ecuacion en coordenadas rectangulares de la grafica determinada por la
ecuacion en cilindricas:

r’cos?0 + z2+1=0

5.-Dado un punto en cartesianas (-3,-4,5) Hallar las coordenadas cilindricas que
corresponden al punto dado.




3 CALCULO DIFERENCIAL

3.1 DERIVADAS PARCIALES

Ejercicio demostrativo

Dada la funcién f definida por . (% % z)=exp (x* »* 2°) . Halla sus derivadas parciales en

el punto P (1, 1,1).

Solucién:

Podemos elegir entre aplicar la definicion de derivada en el punto P(1, 1, 1). o lo que es
mas facil, calculamos las derivadas parciales y en ellas sustituimos.

ﬂ=ex‘y'x"|{

345
dx :I

Ixty z

_=é‘x1y'x"|{ I 35

5x3y4z4:|

—

4x_y‘zj_}

0L (1,1, 1)=[e" # (32® * 2%V} p =30

— dx

27 P NP B B
7 (L1 =le7 (4 2 = 4

a7 Ay P 3 4 4
E“:l:lj=[ Py z :'}1,1,1]=5‘3




3.2 DIFERENCIAL DE VOLUMEN
Ejercicio demostrativo

Dentro de un cono cuyo apex coincide con el origen de coordenadas y cuyo eje coincide
con el eje z, tal como se muestra en la figura, se encuentra una distribucion de masa por
unidad de volumen dada por

2!"22;;;” |
5: '323 43.

El radio basal del cono es roy la altura del mismo es h.

Calcule la masa total contenida en el cono.

<

X

Solucién

Como la distribucion de masa por unidad de volumen es una funcion, entonces se puede
plantear la ecuacion integral:

szﬁdv
¥

Dado que la figura es un cono, se puede encontrar una relacién simple entre el radio y la
coordenada z en la superficie del manto que delimita el cono.




Cuando se una el diferencial de volumen en coordenadas cilindricas la integral queda:

mlkg)= [ & rdpdrdz
¥

Poniendo los limites de integracion

mikg) =
Resolviendo

227y
T 15k

EJERCICIOS PROPUESTOS

2z 2z
. Dada la funcion Z definida por z=x"=3y"+ 5y +x—Iy+5 Halla 0% y 85,

. Calcular el volumen del solido comprendido entre las superficies -~ “tyt =1 y
yxt +y* = 2%

. Determine la ecuacion del plano tangente a la superficie x2y+2xy=4 en el plano (2,
-2,3)




4 CALCULO INTEGRAL

4.1 INTEGRACION VECTORIAL

Ejercicio demostrativo

Obtenga el trabajo realizado por una fuerza F=(x*—y*)i+ 2xyj, para mover una
particula desde el punto 4(1,0) al B(Z,2) 3 |o largo de la curva ¥ = x* — x.

Solucion
W= J Fedr= J (x* —yH)dx + 2xydy

Intervalos:y =x* —x,1 £x =2 =>dy = (2x — 1)dx

2 2
j{xz —(x? — x))d'x + 2x(x? — x)(2x — 1)dx = J_(Bx" — 4x? + 2x%)dx
=1

x=1

x
]

B 3x7 4+2x3 16
“\5 T T3 .15

4.2 INTEGRAL DE LINEA

Ejercicio demostrativo

Demuestre que la integral de linea dada es independiente de la trayectoria y evalule la
integral.

jgfz:q:sin ydx + (x* cosy — 3y* )dy
N




Donde C es cualquier trayectoria que va desde (-1,0 ) hasta (5,1)
Solucion

Sea F = (2xsiny) 1 + (x% cosy — 3y?) f
P Q

0P _00 4

apP aqQ
— =2xcosy; —=2xcosy=>—=— .
dx dy dx €S Un campo conservativo

Se tiene ¥

Es decir, existe f con F=Vf. Asila integral es independiente de la trayectoria se tiene:

df df
é=2xsiny;a—;=xzmsy—3y2

Integrando con respecto a x se tiene:

F

flx,v) = 25inyr%+ G(y) = x*siny 4+ G(y)

EZJt’zEGS}'-FG'I:}')_ of
Luego dy igualando los 9»

xcosy+G'(y) =x%cosy -3y =>Gy)=—yvI+C
2 flxy) =x%siny—y  +C

Se tiene: C{;fZI siny)dx + (x* cosy — 3y%)dy = [x*siny —y? + EJEE',}IL] =25sin1—-1

4.3 AREA DE UNA REGION

Ejercicio demostrativo

2, ¥v=4x

Hallar el &rea de la region limitada por las graficas de las funciones ¥ = x°,




Igualamos las funciones y resolvemos la ecuacion para conocer los limites de integracion.

¥ = =t —x =t -x=0=xx" -1)=0 = Limites de integracién: 0y 1. Un
recinto.

i . -2
Calculamos la funcidn diferencia; ¥ = * W

. s . ’ G —
Hallamos una primitiva de la funcion diferencia: =l

TR

X 1
3 3 3
0

G(1) =

Hallamos G(1) y G(0): G(0) =

. \ G(1
Area del recinto:

EJERCICIOS PROPUESTOS

I ve™ dy+xe™ dy

. Calcule la integral de linea =
siguientes segmentos de rectas:
Punto Inicial

(2.1) > (L2) > (-L2) > (-2.]) = (-2,-1) = (-1.-2) =» (1,=2) = (2.-1)

donde C es la curva formada por los




. Calcule Jo ¥ydx + (x+¥)dY. gonde C es la frontera de la region situada entre las
graficas de X + ¥* = 9yx® + y* = 16.

. Utilice el Teorema de Green para evaluar la integral de linea a lo largo de la curva
orientada de manera positiva:

/rﬁ (xy+ e‘z) dx + (x* —In(1+ y))dy

'S
Donde C consiste del segmento de recta que va desde (0,0) a (m,0) y de la curva

y=sinx con0=x=m.

. Hallar el area de la region limitada por las graficas de las funciones ¥ =z%4-2xz e
y=—x2 +4x,

. Hallar el area de la region limitada por las graficas de las funciones ¥ =X~ 3y
y=—x2+3x

Respuestas a los ejercicios propuestos

ALGEBRA VECTORIAL

1. Halla la suma de los vectores; v =31 +2j -3k y 1 =-6i +j+5k
Respuesta: #+V = -i +3j+2k

2. Halla la resta de los vectores: % ==6i + ] +5k menos V=31 +2j -3k

Solucién:
61+ ] +5k+ (-5)T+(-2)f +(+3k =-11T- + 8k

Respuesta: u-v=-11i - j+8k

3. Tenemos los vectores 4 =(1,2,3),v=(6,2,4)




¢Cuanto vale el angulo que forman estos vectores?

uev, +u,ev, +u; ev;

Solucién: En ~ €OS(&, V)= ————ees —_—
\/ul‘ + uz‘ +u," e \/Vl‘ — Vz‘ — V3‘

Sustituimos los valores conocidos:

le6+202+304 22 2:0,78

VP22 13 o6l 122+ 47 lae 56 28

cos(g; V)=
Respuesta: 38° aproximadamente.

4. Calcula el valor del médulo del vector producto a xb, si las componentes
de @=(2.3.4) ylasde b=(.12).

Solucion

=61 +12j +2k-4j-4i -9k =2i + 8 -7k

[axB| =2’ +8" +(=7)" =4 +64+49 =117

Respuesta; V117 u’

5. Calcula el area de un tridngulo a partir del paralelogramo y conociendo los
vectores a=(4,1.-2) yb =(3.-4.2):

Solucion




Calculamos primeramente el vector producto:

-2
a 2

+k

3 -4

axb=i(2-8)-j(8+6)+k(-16-3)=-6i-14j- 19k

Ahora calculamos el moédulo de este vector:

]ax E] = J(-6)* +(~14)* + (-19)* =593 = 24,352
Como la mitad de un paralelogramo equivale al triangulo tendremos que el area sera:

%35: 12,17a?

Respuesta: 12,17 u?

6. Tenemos tres vectores cuyas componentes son:
i=(2,-11).v=(3-25 y w=(3.5.1).

Responde, tras comprobar, si el valor escalar de Ue(VXW)es igual a
Ve(Wxl)ya We(UxV):

Solucion

B i 4 3 25 305 1
Ge(Tx®)=|3 -2 5|=ve(®Fxi)=P3 5 1l=w®e(@x¥)=R -1 1|=-45
3 5 1 9 =i 1 3 2 5

La permutacion exige que el factor que tomamos lo coloquemos por detras “empujando”
hacia la izquierda a los otros dos.




Si no se respeta el sentido del giro produciremos un error.

Respuesta: Si, son iguales a |'45|

7. Dada la ecuacion paramétrica de la trayectoria
T (t) = (2t3=3t%, t—2arctan(t))
Encontrar todos los valores de t para los cuales la curva
(i) Tiene tangente horizontal.
(i) Tiene tangente vertical.
(i) No es regular.

Solucion:

El vector tangente a la curva T(f) = (2t3 — 32t - 2arctan(t)) es T”[:f) =
6t il 1)
T2 41

y' (t)

(6t2 :
cuya pendiente es:

y'(t) _  t+1
' (t)  6t(t2+1)

= m(t) =

— —F
(i) Para que la tangente sea horizontal, Esta tiene que existir, es decir " (t)# 0

y ademas m(t) = 0. por tanto, *=—1.

= Nt
(i) Para que la tangente sea vertical, Esta tiene que existir, es decir ' (&) # 0 y
ademas

m(t) = co. Por tantot = (.

=iy = T 4 = o (1) —
(ili)  Para que la curva sea no regular " t)=0 = 2()=y()=0

t=1.

' es decir,




COORDENADAS CURVILINEAS

1.-Expresar en coordenadas rectangulares el punto (t, o, z) = (4,51/6,3).

Solucion:

Con las formulas de conversion de cilindricas a rectangulares obtenemos.

X=4cos5n/6=4(-\3/2)=-2{3).

Y=4senS5n/6=4(1/2)=2
Z=3

Asi pues, en coordenadas rectangulares ese punto es (x, y, z) = (-2)(\ 3, 2, 2).

2.- Hallar ecuaciones en coordenadas cilindricas para las superficies cuyas ecuaciones
rectangulares se especifican a continuacion:

Q) x*+y*=47?
b) y?=x

Solucién a)

Por la seccion procedente sabemos que la grafica de x? +y? =4z2 es un cono <<de dos
hojas>> con su eje en el eje z. si sustituimos x? + y? por r?, obtenemos su ecuacion en
cilindricas.

X% +y? =47° ecuacion en coordenadas rectangulares.

r2 = 4z2 ecuacion en coordenadas cilindricas.




Solucion b)

La superficie y? = x es un cilindro parabélico con generatrices paralelas al eje z.
Sustituyendo y? por r? sen? e y x por r cos e, obtenemos:

y? =X ecuacion rectangular.
r>sen’ e =r cos © sustituir y por sen e, X por rcos e.
r(rsen? e —cos ©) =0  agrupar términos y factorizar
rsen’ e —cos e =0 dividir 16s dos miembros por r
r =cos @ / sen” o despejar r

r cosec e ctge ecuacion en cilindricas.

Notese que esta ecuacion incluye un punto con r = 0, asi que no se ha perdido nada al
dividir ambos miembros por el factor r.

3.-Hallar una ecuacion en coordenadas esféricas parar las superficies cuyas ecuaciones en
coordenadas rectangulares se indican.

a).- cono: X% + y? = 72

b).- esfera: -4z =0

Solucioén:

a).-haciendo las sustituciones adecuadas para X, Y, z en la ecuacién dada se obtiene:

X2 + Y2 = 22

p? sen? @ cos?e + p? sen’d sene =p? cOs*D




p? sen? @ (cos?e + sen?e) =p? cos’d
p? sen® @ = p? cos? @

sen’ @/ cos’ ® =1 p>0

tg? d=1 d=n/4 0 ®=3m/4

La ecuacion @ = n/4 representa la mitad superior del cono y la ecuacion @ = 37/4 su
mitad inferior.

b).-como p? = x? +y? + 22 y z=p cos D, la ecuacion dada adopta la siguiente forma en
coordenadas esféricas.

P2—4pcos®=0 — p(p-4cosPD) =0

Descartando por el momento la posibilidad de que p = 0, obtenemos la ecuacion en
esféricas.

P-4cos®=0 o0 p=4cosd

4.- Hallar la ecuacion en coordenadas rectangulares de la grafica determinada por la
ecuacion en cilindricas:

rPcose+z°+1=0

Solucion:

rPcose+z2+1=0 ecuacion en cilindricas




r? (cos’e —sen®e) +z2 =0 identidad trigonométrica.

r? cos? e —r2sene +z% = -1

X2 —y?+7% = -1 sustituir r cos © por X y r sen e por y

YZ_x?-72=1 ecuacion rectangular.

Es un hiperboloide de dos hojas cuyo eje es el eje y.

5.-Dado un punto en cartesianas (-3,-4,5) Hallar las coordenadas cilindricas que
corresponden al punto dado.

Solucion
De la Ecuacién

A Cosg  Seng U A,
A |=|-RNemg Cosg 0 A,

&

4 0 0 14

i

x=rllosyp y=r Seng

CALCULO DIFERENCIAL




Az 2z
1. Dada la funcion 2 definida por z=x"—3y"+5y+x—2y+5Halla 8% y 8 .

Solucién:

gz 2
_ —=3r"+3y+1
Considerando ¥ como una constante, tenemos: dx

92yt 2

Considerando * como una constante, tenemos: & ¥

. . - 2 2 _
2. Calcular el volumen del solido comprendido entre las superficies <~ 4~ = 1y

yz? 4y = 22

Solucién

Se trata de calcular el volumen del recinto situado fuera de la superficie conica
2, .2 _ .2 o e T 2y 2

r®+y” = 2" ydentro de la superficie cilindrica *~ + ¥~ = 1.

Utilizando las simetrias del solido el volumen es ocho veces el volumen de la parte situada
en el primer octante

Utilizando método de integracion triple

Considerando coordenadas cilindricas se tiene

V=8 [/f dl =8 [/:/ drdydz: -Hf][ pdpdfids.
S ol T o e




2.9 2 . .
Como es LAY = 7= 2= P para la superficie conica y por lo tanto el volumen
pedido es:

v i- 3| s
V=28 /// pdpdbdz = 8/ / / dz pdpdf =
D-
- / / [z]6p dpd8 = f / prdpdf =

. 8 T 47
=8 —|p7| df = 1 —-0)df = === —.
_/“ 2 [lhe 3[( g =32 -4

3. Determine la ecuacion del plano tangente a la superficie x2y+2xy=4 en el plano
(2,-2,3)

SOLUCION
Aplicando el operador diferencial vectorial NABLA

Vx2y+2xy=0x2y+2xyoxi+0x2y+2xy0yj+0x2y+2xy0zk=2xy+2yi+x2+2xj+0k

La normal a la superficie en el punto 2, -2, 3 es 22(-2)i+22+2(2)j+0k=
-8i+8j+0k

La ecuacidén de un plano que pasa por un punto cuyo vector posicion es r0 y es
perpendicular a lanormal N es r-r0-N=0

Finalmente la ecuacion pedida es
Xi+yj+zk-2i-2j+3k-(-8i+8j+0k)=0
(X-2)i+y+2j+(z-3)k-(-8i+8j+0k)=

-8x-2+8(y+2)=0

CALCULO INTEGRAL




I ve dx+xe™ dy
1. Calcule laintegral de linea ©
siguientes segmentos de rectas:

donde C es la curva formada por los

Punto Inicial (2:1) = (12) = (=12) = (=2,]) = (=2,-1) = (=1,-2) = (1,-2) = (2,-1)

Solucion

a 2. .
—(xe¥)=e +xye® =—(ye™)
Como el campo asociado al diferencial es conservador, ya que éx v ,

se tiene que la integral de linea es independiente de la trayectoria, y por lo tanto:

J-J.»E' “dx + xe™ dt—jme dx + xe™dy

C+

1
% ].
= —IEEJETT =—e" +—
o2

Donde C*: y(r)=(2,1),—-1=t=1

2. Calcule Jo *ydx + (x +¥)4Y. gonde C es la frontera de Ia region situada entre las
gréaficas de X +¥* =9y x* +y* = 16.

Solucion

fxydx + (x + v)dy

2w 4 2w

_}'U(l—x)a',d_ J-J-(l—rmsﬂ]rdrdﬂ f(;—z—%smsﬂ):dﬂ

27

J' —df — f—msﬂd-ﬂ‘ [ E] [—blnﬂ' =7




3. Utilice el Teorema de Green para evaluar la integral de linea a lo largo de la curva
orientada de manera positiva:

‘:ﬁ (xy+ e‘z) dx + (x* —In(1+ y))dy
rC

Donde C consiste del segmento de recta que va desde (0,0) a (7, 0) y de la curva

y=sinx con 0 < x = m.
Solucion

Se tiene, usando el teorema de Green en el plano:

Jj‘de+@dy+cj;de+@dy=-ﬂ(§—g)dﬂ

Aqui
aQ
ax

=l er) =
3y~ 3y xv+et |=x

d
= — 2—1 1 . =2
ﬂx{x ni{l + x)) x

Se tiene

x:;l'r}'=!ii.l'.|x =

d ar
ﬂ (—Q——)dd = f j xdydx = j xsinxdx = |[—xcosx +sinx|] =m
dx dy .
x= y= x

R ={)

4. Hallar el rea de la region limitada por las graficas de las funciones ¥ =z2-2z e
y=—x%+4x.




Limites de integracion: x? - 2x=-x? +4x = 2x* -Bx=0 = Zxx-3=10.
Los limites son : 0 y 3 Un recinto.

Funcion diferencia y primitiva

3
Yoo - D - dx =y =B -Bx = G[X]:I(QXE—EK:I = %—SXE

G _2)’(3 > _
- G@E)YG(0) =6(@)="-3x =9 6(1)=0

5. Hallar el area de la region limitada por las graficas de las funciones ¥ =%~ 3y
y=—x2+3x




Limites de integracion:
x-3=-x"+3x = x*-2x-3=0 = Los limites son : -1 y 3. Un recinto

Funcion diferencia y primitiva

3
Y= xf +qx+d = G(x]:j'(—xz +2><+3) dx:-%+><2+3x

3
- G(3y Gl =0G(3) :-%+><2+3><=+9 G(-1) =-

EJ 32
=—u.s




BIBLIOGRAFIA

ANALISIS VECTORIAL. Murray Spiegel. Editorial Mc. Graw Hill. 2da. Edicion.
CALCULO VECTORIAL Y APLICACIONES. Octavio Estrada. Editorial
Iberoamerica. lera Edicion.

CALCULO CON GEOMETRIA ANALITICA. Earl Swokowski. Editorial
Iberoamérica. 2da Edicion.




