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Presentaciéon

El presente material responde a la necesidad de que los alumnos dispongan de apuntes de la unidad de aprendizaje
de Control I. Esta asignatura es amplia y normalmente se termina con el tiempo justo al final del semestre, dejando
muchas veces el deseo de haber realizado mas ejemplos y ejercicios.

Esta asignatura se ubica en el sexto periodo del mapa curricular de la carrera de Ingenierfa en Electrénica, esté
seriada previamente con la unidad de aprendizaje de Sistemas Lineales y Sefiales, y tiene seriacién subsecuente con la
unidad de aprendizaje de Control II.

Este material comprende todos los temas del curso, proporcionando la teorfa correspondiente a ellos y sugiriendo
algunos ejemplos. Sin embargo, no se desarrollan dichos ejemplos debido a que se pretende que sean desarrollados
paso a paso en clase, para de esa forma poder resolver dudas al respecto. Al final del material se incluye una serie de
referencias que pueden ser consultadas para ampliar el conocimiento de los temas.

Se sugiere que estos apuntes se les vayan facilitando a los alumnos segiin los vayan requiriendo y de manera previa
a la clase, es decir que dispongan del apunte del tema antes de verlo en clase, para que asf los alumnos tengan la
oportunidad de revisar y estudiar esa informacién. De esta manera, el dia de la clase de ese tema se iniciaria con una
discusién breve de la informacién y el resto del tiempo de clase se le dedicarfa a la resolucién de ejemplos y ejercicios.
De esta forma se pretende obtener un mejor aprovechamiento del tiempo clase y mejorar el aprendizaje de los alumnos.



1 Fundamentos de teoria de control

1.1 Conceptos bésicos

Sistema: es un conjunto de componentes y/o elementos que interactian entre si para lograr un objetivo o fin comin
(senal de salida) a partir de algunas condiciones de inicio dadas (sefal de entrada).

Clasificacién y propiedades de sistemas.
La clasificacién de un sistema se realiza de acuerdo a si cumple o no cierta caracteristica o propiedad. Un listado
de los diferentes tipos de sistemas, asi como de la propiedad correspondiente, es el siguiente:

1. De acuerdo a su Naturaleza fisica: como su nombre lo indica, depende del tipo de fenémeno en el que se define
el sistema, por ejemplo:

e Sistemas eléctricos: son los de fenémenos eléctricos. Ejemplos: circuito RC, circuito RLC, etc.

e Sistemas mecdnicos: son los de fenémenos mecdnicos. FEjemplos: sistema masa-resorte-amortiguador, sis-
tema de péndulo invertido, etc.

e Sistemas térmicos: son los de fenémenos térmicos. Ejemplos: intercambiador de calor, horno, etc.

e Sistemas electronicos: son los de fendmenos electrénicos. Ejemplos: circuito impreso,circuito contador, etc.

2. De acuerdo a su Numero de entradas y salidas: como su nombre lo indica, depende de cudntas entradas y salidas
tiene la senal:

o Sistemas SISO (Single Input-Single Output): tienen una tunica entrada y una unica salida. Este es el caso
miés sencillo, por lo que de aqui en adelante las definiciones y el anilisis se acotaran a este caso. Ejemplo:
circuito RC donde la entrada es el voltaje de la fuente y la salida es el voltaje en el capacitor).

o Sistemas MIMO (Multiple Input-Multiple Output): tienen dos o més entradas y/o dos o mds salidas. Ejem-
plo: un automovil.

3. De acuerdo a su Tipo de respuesta: depende de cémo se estd generando la asignacién de valores de la salida del
sistema al darle valores a la entrada del mismo.

e Sistemas deterministicos: el valor de la salida en un instante de tiempo dado es asignado de forma tnica a
partir de la entrada. Ejemplo: circuito RC.

e Sistemas estocdsticos, probabilisticos o aleatorios: el valor de la salida en un instante de tiempo dado es
asignado en forma arbitraria a partir de la entrada. Ejemplo: bolsa de valores.

4. De acuerdo a su Continuidad en el tiempo: depende de si el sistema tiene un comportamiento continuo en el
tiempo.

o Sistemas continuos (en el tiempo): el sistema trabaja con senales de entrada y salida continuas en el tiempo.
Ejemplo: circuito RC.

o Sistemas discretos (en el tiempo): el sistema trabaja con senales de entrada y salida discretas en el tiempo.
Ejemplos: computadora, circuito digital, etc.

5. De acuerdo a su Invariancia en el tiempo: depende de si la respuesta del sistema es independiente o no del
instante de tiempo t en que se aplica la entrada. Esta propiedad también se puede conceptualizar como la
independencia o invariancia temporal de los pardmetros del sistema.

o Sistemas invariantes en el tiempo (IVT): la salida es independiente del instante de tiempo ¢ en que se aplica
la entrada.

o Sistemas variantes en el tiempo (VT): la salida depende del instante de tiempo ¢ en que se aplica la entrada.

6. De acuerdo a su Linealidad: depende de si la salida del sistema es funcién lineal de la entrada, esto es si el
sistema cumple el principio de superposicién o linealidad.

o Sistemas lineales (L): la salida si es funcién lineal de la entrada (si se cumple el principio de superposicion).



o Sistemas no lineales (NL): la salida no es funcién lineal de la entrada (no se cumple el principio de super-
posicién).

7. De acuerdo a su Causalidad: depende de si la respuesta del sistema en un instante de tiempo ¢, depende (es
resultado o efecto) de la entrada en tiempos t < t,, es decir si la entrada y la salida cumplen una relacién
causa-efecto en el tiempo.

e Sistemas causales, no anticipativos o predictivos: la salida en un instante de tiempo ¢, depende tinicamente
de valores de la entrada en instantes t < ¢, (la entrada y la salida si cumplen una relacién causa-efecto en
el tiempo).

e Sistemas mo causales, anticipativos o no predictivos: la salida en un instante de tiempo t, depende de
al menos un valor de la entrada en un instante ¢ > ¢, (la entrada y la salida no cumplen una relacién
causa-efecto en el tiempo).

8. De acuerdo a su Capacidad de memoria: depende de si la respuesta del sistema en un instante ¢, depende
tnicamente del valor de la entrada en ese mismo instante t,, es decir si la salida es capaz de "recordar" lo que
pasa con la entrada.

e Sistemas dindmicos o con memoria: la salida en un instante ¢, depende de al menos un valor de la entrada
en un instante t # t, (la salida si es capaz de "recordar" lo que pasa con la entrada).

e Sistemas instantdneos o sin memoria o estdtico: la salida en un instante ¢, depende unicamente del valor
de la entrada en ese mismo instante ¢, (la salida no es capaz de "recordar" lo que pasa con la entrada).

9. De acuerdo a su Invertibilidad: depende de si es posible recuperar (determinar o conocer) la entrada a partir
de una salida dada. Si esto es posible, el sistema que lo hace se llama sistema inverso del sistema original.
Esta propiedad también se puede conceptualizar como la capacidad que tiene el sistema para producir diferentes
salidas a diferentes entradas.

e Sistemas invertibles: si es posible recuperar la entrada a partir de una salida dada.

e Sistemas no invertibles: no es posible recuperar la entrada a partir de una salida dada.

10. De acuerdo a su FEstabilidad: depende de si la salida del sistema no diverge cuando su entrada es "pequena"
(acotada).

o Sistemas estables: la salida no diverge para toda entrada acotada.

e Sistemas no estables o inestables: la salida si diverge para al menos una entrada acotada.

11. De acuerdo a su Concentracion de pardmetros: depende de si los pardmetros del sistema son concentrados o
distribuidos.

e Sistemas con pardmetros concentrados: los parametros del sistema se consideran concentrados en un punto
del sistema. Ejemplos: circuito RC, sistema masa-resorte-amortiguador.

e Sistemas con pardmetros distribuidos: los pardmetros del sistema se consideran que estdn distribuidos
uniformemente a lo largo del sistema. Ejemplos: lineas de distribucién de energfa eléctrica, intercambiador
de calor.

En este curso y en los subsecuentes de control se utilizardan los sistemas SISO deterministicos, con pardmetros
concentrados, dindmicos, continuos, causales, lineales e invariantes en el tiempo (para abreviar se les llamard sistemas
LIVT), debido a que son los mds importantes y son la base para entender otros tipos de sistemas, ademds de que son
los més sencillos matematicamente hablando.

El modelo matematico de un sistema depende de las propiedades que tenga éste, por ejemplo: un sistema IVT
tendrd coeficientes constantes; un sistema VT tendrd al menos un coeficiente variante en el tiempo; un sistema lineal
no tendrd términos independientes de la entrada y de la salida; un sistema no lineal tendrd al menos un término
independiente de la entrada y de la salida; un sistema dindmico continuo serd una ecuacién diferencial ordinaria; un
sistema dindmico discreto serd una ecuacién en diferencias; un sistema continuo con pardametros constantes serd una
ecuacién diferencial ordinaria; un sistema continuo con pardmetros distribuidos serd una ecuacién diferencial parcial;
etc.



Conceptos basicos de sistemas de control.

Control o controlar (definicion bdsica): es la accién que se efectia sobre un sistema para lograr que éste tenga
el resultado (comportamiento) deseado. Generalmente, para lograr este cambio de comportamiento de un sistema se
requiere conectarle otro sistema.

Sistema de control o controlador: es el sistema que se conecta a otro sistema para hacer que éste cambie su
comportamiento a uno deseado.

Sistema a controlar: es el sistema que se desea que cambie su comportamiento a uno deseado. En otras palabras,
es la planta y/o proceso a controlar.

Proceso: es la operacion o desarrollo de una serie de cambios continuos y progresivos que conducen a un resultado
o propdsito determinado. En otras palabras, es la operacién a controlar.

Planta: es el conjunto fisico que efectia una operacién determinada. En otras palabras, es el objeto fisico a
controlar.

Es muy comiin encontrar textos donde se le llama sistema de control no tinicamente al controlador, sino a la unién
del controlador y del sistema a controlar. De forma similar, se encuentran textos que usan indistintamente planta,
proceso o sistema para referirse al sistema a controlar. En este curso se hard uso de este lenguaje.

Adema3s, es importante definir los siguientes términos:

Variable controlada o variable a controlar, ¢ (t): es la sefial (valor o condicién) de un sistema que se mide y se desea
modificar a un valor deseado (controlar). Generalmente es la salida del sistema a controlar.

(Senal de) referencia, r (t): es el valor (deseado) que se quiere tome la variable controlada.

Variable manipulada o de control, u (t): es la senal (valor o condicién) de un sistema que el controlador modifica
directamente para afectar el valor de la variable controlada.

Error (del sistema), e (t): es la diferencia que existe entre la referencia y el valor verdadero de la variable controlada
del sistema.

Perturbacion, d (t): es una sefial (valor o condicién) que afecta negativamente el comportamiento de un sistema.
Las perturbaciones pueden ser: internas (cuando se generan dentro del sistema) o externas (cuando se generan fuera del
sistema), predecibles (cuando se puede prever con anticipacién su existencia y valor, por lo que pueden ser compensadas
dentro del sistema) o impredecibles (cuando no se puede pever con anticipacién su existencia y valor, por lo que se
deben compensar con control retroalimentado).

La siguiente figura muestra los elementos de un sistema de control:
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Fig.1: Elementos bésicos de un sistema de control.

Control o controlar (definicion técnica): es la accién de medir el valor de la variable controlada de un sistema,
determinar el error del mismo (comparacién de la referencia con la variable controlada medida), decidir cudl serd el
nuevo valor de la variable manipulada a partir del error existente, y aplicar el nuevo valor de la variable manipulada
al sistema para lograr que la variable controlada se acerque lo més posible al valor deseado. En otras palabras, es la
accién que se utiliza para disminuir, compensar o minimizar el error de un sistema.

Ley, accion o modo de control: es la forma en que se decide el valor de la variable manipulada a partir del error
del sistema.

Control automdtico: es el control que se efectiia sin que intervenga el hombre, es decir el sistema de control por si
sélo toma las decisiones y acciones necesarias para reducir el error del sistema.



Configuraciones basicas de un sistema de control.

Existen dos configuraciones bésicas de un sistema de control dependiendo de cémo se conectan el controlador y la
planta:

Sistema de control de lazo abierto o de feedforward: el controlador se conecta en serie a la planta de tal forma
que no hay "retorno" de la salida hacia la entrada. Este tipo de control tiene un funcionamiento que depende del
conocimiento preciso de la planta, de la calibracién del sistema y de la seleccién cuidadosa de sus componentes (que
respondan con exatitud), ademds es sencillo, barato, consume poca energia y ficil de construir, pero las perturbaciones
externas le afectan mucho. La siguiente figura muestra un sistema de control de lazo abierto:

Tt} i) it}
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Fig.2: Sistema de control de lazo abierto.

Sistema de control de lazo cerrado, retroalimentado o de feedback: el controlador se conecta en retroalimentacion
con la planta de tal forma que la salida "retorna" a la entrada. Este tipo de control es més complicado, mas costoso,
consume més energia y es mds dificil de construir que un control de lazo abierto, pero las perturbaciones externas
le afectan menos. Ademds, los componentes usados en el sistema pueden ser menos exactos y el conocimiento de la
planta puede ser menos preciso. La siguiente figura muestra un sistema de control de lazo cerrado:
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Fig.3: Sistema de control de lazo cerrado.

Por simplicidad, en teorfa de control iinicamente se consideran la planta y el controlador, es decir no se consideran
los elementos auxiliares (amplificadores, sensores, transductores, actuadores, transmisores, receptores, DAC, ADC,
etc.) que se utilizan para aplicar, medir y/o adecuar las senales de un sistema, ya que estos elementos al ser bien
seleccionados y calibrados no afectan de manera significativa al comportamiento del sistema. Este tipo de elementos
se estudian en los cursos de Instumentacién, Proyectos de Instrumetacién y Control de Procesos Industriales.

Baésicamente, los problemas en control se pueden agrupar en dos grupos: seguimiento de trayectoria o tracking y
rechazo de perturbaciones. Implicitamente van incluidos los problemas de estabilizacién e identificacién del sistema.

1.2 Funcion de transferencia de un sistema

Representacién de un sistema LIVT.

Como ya se mencioné en el tema anterior, en los cursos de control se considerardn exclusivamente sistemas SISO
LIVT deterministicos, con pardmetros concentrados, dindmicos, continuos, causales. Para esta clase de sistemas se
tienen las siguientes posibles representaciones posibles :

1. Representacion matemdtica: es la funcién matemética que describe el comportamiento (dindmica) del sistema.
En esta categoria se encuentran:

e Ecuacién Diferencial Ordinaria (EDO): Z a;y® (t) = Z biz™ (t) , a;,b; €R , m<n ,dondey(t)es
i=0 i=0
la salida del sistema y  (t) es la entrada, junto con sus derivadas correspndientes ¥ () y 29 (t).

e Funcién de Respuesta al Impulso (FRI): g (t) = H [§ (¢)].

e Funcién de Respuesta a la Frecuencia (FRF): G (jw) = Flg (¢)] =




e Funcién de Transferencia: G (s) = L[g (t)] =

z(t) = Az (t) + Bu(t)
y(t) = Cz(t) + Du(t)
, m<mn ,donde y(t) € R™*! es el vector de salida del sistema, x (t) € R™! es el vector de estado del
sistema y u (t) € R™! es el vector de entrada del sistema. Este modelo se verd a detalle en el curso de
Control Avanzado.

e Matriz de Transferencia: G (s) = C(sI — A) ' B+ D , donde G (s) € R™*" I € R"™". Este modelo se
vers a detalle en el curso de Control Avanzado.

e Ecuacién de Espacio de Estado:{ , AecR¥™" B eR™ CeR™™ D ecR™"

2. Representacion grifica: es el diagrama gréfico que describe el comportamiento (dindmica) del sistema. En esta
categorfa se encuentran:
e Diagrama de bloques: esta representacion se verd a detalle en el tema 1.3 de este curso.
e Diagrama de flujo de sefiales: esta representacion se verd a detalle en el tema 1.4 de este curso.
e Diagramas de respuesta en frecuencia: estas respresentaciones se veran a detalle en el curso de Control II.

(a) Diagramas de Bode
(b) Diagrama de Nyquist
(¢) Diagrama de Black-Nichols

Respuesta a escalén unitario: esta representacién se verd a detalle en la tercera unidad de este curso.

Lugar de las raices: esta representaciéon se verd a detalle en la cuarta unidad de este curso.

Clasificacién del modelo matemadtico de un sistema.
El modelo matemdtico de un sistema se puede clasificar:

1. De acuerdo a su dominio de definicion:

e Modelo en el dominio del tiempo o temporal: como su nombre lo indica va a ser una funcién en el tiempo.
En el caso de sistemas LIVT se tienen por ejemplo: EDO, FRI.

e Modelo en el dominio de la frecuencia o frecuencial: como su nombre lo indica va a ser una funcién en la
frecuencia. En el caso de sistemas LIVT se tienen por ejemplo: FRF, funcién de transferencia.

2. De acuerdo a su nivel de conoctmiento del sistema:

e Modelo externo: como su nombre lo indica sélo proporciona informacion al exterior del sistema, esto es solo
de la entrada y salida del sistema. En el caso de sistemas LIVT se tienen por ejemplo: EDO, FRI, FRF,
funcién de transferencia.

e Modelo externo: como su nombre lo indica si proporciona informacién de lo que sucede dentro del sistema
ademds de la informacién externa. FEn el caso de sistemas LIVT se tiene por ejemplo: ecuacién de espacio
de estado.

Una consideracién importante cuando se modela un sistema es la condicién de reposo inicial del mismo, que implica
que todos los elementos del sistema que almacenan energia tengan una energfa almacenada inicial de valor 0 y que,
en la EDO de orden n correspondiente, la variable independiente y todas sus derivadas sean 0 antes del instante ¢, en
que comienza a trabajar el sistema.

Otro aspecto importante cuando se da solucién a una EDO son las llamadas condiciones auxiliares o iniciales del
sistema, no se confunda con la condicién de reposo, que son los valores de la salida y sus derivadas en el instante t,
en que comienza a trabajar el sistema.

Ademsds, es importante cuidar la consistencia dimensional (utilizar unidades de un mismo sistema de unidades,
preferentemente usar las unidades del Sistema Internacional de Unidades) y la consistencia de magnitudes (utilizar los
valores numéricos en el mismo rango de magnitud) de los pardmetros de un sistema cuando se realiza el modelado del
mismo.

Dado un sistema LIVT, se dice que el sistema es causal LIVT cuando la salida del sistema en reposo (con entrada
cero y condiciones iniciales cero) es cero. Se dice que el sistema es incremental lineal cuando las condiciones iniciales



del mismo no son cero, debido a que la salida del sistema serd la suma de un componente debido a la entrada y otro
componente debido a esas condiciones iniciales. Se dice que es lineal si las condiciones iniciales son cero.

Ecuacién diferencial ordinaria de un sistema LIVT.
Como se sabe, el primer modelo que se obtiene de un sistema LIVT es la EDO, misma que se obtiene aplicando
el siguiente procedimiento:

1. Determinar el diagrama fisico del sistema.

2. Determinar la férmula o ecuacién bésica de cada elemento fisico del sistema y la de la relacién o interconexién
de los elementos en el sistema.

3. Obtener una sola ecuacién que contenta tinicamente las variables de la entrada y de la salida, partiendo de las
ecuaciones anteriores.

4. Dar la forma de una EDO causal, lineal e invariante en el tiempo a la ecuacién anterior.

Funcién de transferencia de un sistema LIVT.

Funcion de transferencia (definicion basica), G (s): es un modelo matemético frecuencial, en el dominio de Laplace,
de un sistema LIVT que describe el comportamiento (respuesta o salida) del sistema con respecto a la entrada.

Para definir matemadticamente la funcién de transferencia se considerara un sistema LIVT y(¢) = G|z (¢)] con
entrada z (t) y con c.i. cero. Entonces, del curso de Sistemas Lineales y Sefiales se sabe que la salida del sistema estd
dada por la convolucién de la FRI y de la entrada, esto es y (t) = g (¢) x 2 (). Luego, al aplicar la transformada de
Laplace a esta ecuacién se obtiene Y (s) = G (s) X (s) (ecuacién de la salida en Laplace), donde X (s) = L{z (¢)},

Y
Y(s)=L{y({#)} vy G(s)=L{g(t)}. Ademds, de la ecuacién de la salida en Laplace se obtiene que G (s) = X EZ))
Funcion de transferencia (definicion matemdtica): la funcién de transferencia de un sistema es la transformada de
o]

Laplace de la FRI del sistema, esto es G (s) = L{g (t)} = /g (t) e=5tdt.

— 00

Ademas, al comparar la definicién anterior de la funcién de transferencia con la de la funcién de respuesta a la
[e ]

frecuencia, que es g (jw) = F{g(t)} = / g (t) e 7¥tdt, se concluye que ambas funciones estdn relacionadas por el

— 00
cambio de variable s = jw.
Funcion de transferencia (definicion matemdtica alterna): la funcién de transferencia es la relacién en el dominio
Y (s)
X (s)

Obtencién directa de la funcién de transferencia a partir de la EDO del sistema LIVT.
Por otro lado, dado que el sistema es LIVT, se tiene que el sistema se puede representar mediante una EDO LIVT,

de Laplace de la salida entre la entrada con c.i. cero, esto es G (s) =

esto es Z a; y(l Z [bix(l (t )] , a;,b; € R , m < n. Entonces, al aplicar la transformada de Laplace con
i=0
c.i. cero a esta ecuacién se obtiene Z a;s'Y (s Z b st X (s , que se puede escribir como lz a;s'| Y (s) =
1=0 1=0 i=0
. >
. Y
Zbisl X (s), porlo que G (s) = () _ , a;,b; eR |, m<n.
= X(s)

E a;s’

Cabe mencionar que si se tiene la fun(:lon de transferencia en su forma polinomial, entonces se puede aplicar el
procedimiento inverso al anterior para obtener la EDO del sistema.

Propiedades de la funcién de transferencia.
De la forma matematica de la funcién de transferencia, obtenida previamente, se desprenden las siguientes propiedades
de la funcién de transferencia:

1. Es una funcién compleja en la variable (de Laplace) "s".



Es una funcién racional de polinomios, es de orden n y es propia (m < n).
Es tnica para un sistema especifico.

Es un modelo matemadtico externo.

DA S

Es una propiedad del sistema independiente de la magnitud y naturaleza de la entrada y salida que se tengan,
es decir que no cambia si la entrada y salida cambian.

6. No incluye informacién acerca de la estructura fisica del sistema, sélo contiene informacién o descripciéon completa
de las caracteristicas dindmicas del sistema.

7. Si es conocida, entonces permite estudiar la salida a diferentes entradas para comprender la naturaleza del
sistema.

8. Si es desconocida, entonces por métodos experimentales introduciendo una entrada conocida y estudiando la
salida producida se puede detemrinar la funcién de transferencia del sistema. Esto se conoce como identificacién
de sistemas.

Ademas, por ser una funcién racional compleja, se tienen los siguientes elementos asociados a la funcién de trans-
ferencia:

Ceros de la F'T o del sistema: son los valores de s tales que hacen cero a la FT, esto es hacen G (s) = 0. Por lo
tanto, son las raices del polinomio del numerador de la FT.

Polos de la FT o del sistema: son los valores de s tales que hacen infinito a la FT, esto es hacen G (s) = oco. Por
lo tanto, son las raices del polinomio del denominador de la FT.

Polinomio caracteristico de la FT o del sistema, p(s): es el polinomio del denominador de la FT y describe las
principales caracteristicas del sistema.

Ecuacion caracteristica de la FT o del sistema: es el polinomio caracteristico de la FT igualado a cero, esto es

p(s)=0.

Ejemplos: Obtener la EDO y la funcién de transferencia de los siguientes sistemas:
a) Circuito RC serie con salida en el capacitor.

b) Circuito CR serie con salida en el resistor.

¢) Circuito RLC serie con salida en el capacitor.

d) Sistema masa-resorte-amortiguador.

Formas de escribir una funcién de transferencia.
En control a veces es conveniente escribir una funcién de transferencia de diferentes maneras para facilitar el
andlisis, teniendo las siguientes formas de escribir una funcién de transferencia G (s):

m
Z biSi
i=0

n
Z a; s
i=0

e Forma polinomial de G (s): es la forma de cociente de polinomios: G (s) = , a;, b €R  oa, #0,
bm #0, m < n.
e Forma de ceros y polos de G (s): es la forma explicita de los polos, ceros y la ganancia del sistema: G (s) =

1=0

. . b .
— , donde —z; son los ceros del sistema, —p; son los polos del sistema, y k = — es la ganancia del
a

H(s+pi) "

i=0
sistema.

e Forma de constantes de tiempo de G (s): es la forma explicita de las constantes de tiempo del sistema: G (s) =

ko ﬁ (Tis +1)
1=0

[[@s+1)
i=0
trayectoria directa o de baja frecuencia o de dc del sistema.

, donde T; son las constantes de tiempo del sistema, y k, = lin%) G (s) es la ganancia de la
S§—



Funciones de transferencia en un sistema de control.
Para definir las diferentes funciones de transferencia utilizadas en control se considerard, como ejemplo, el siguiente
sistemas:

Ris) . E{s} Tis)
— TGE) ; L

Bis}

His)

Fig.4: Sistema de control retroalimentado.

Ahora si, en el andlisis y disefio de un sistema de control se definen las siguientes funciones de transferencia:
Funcion de transferencia de lazo abierto, Go (s): es la funcién de transferencia que se define cuando en el sistema

se abre el lazo de control, esto es entre la entrada R(s) del sistema y la sefial de retroalimentacién B(s) del sistema.
. . . B(s
En el sistema mostrado en la figura anterior se tiene que Go (s) = RE ; = G(s)H(s).
5
Funcion de transferencia de la trayectoria directa, Gp (s): es la funcién de transferencia que se define directamente
(en linea recta) entre la entrada R(s) y la salida C(s) del sistema sin pasar por lazos de control. En el sistema mostrado
. . C(s
en la figura anterior se tiene que Gp (s) = EE8; = G(s).
Funcion de transferencia de lazo cerrado, Gp, (s): es la funcién de transferencia que se define cuando el lazo de
control estd cerrado, esto es entre la entrada R(s) y la salida C(s) del sistema con el lazo de control cerrado. En el

Cls) Gy
R(s) 1+ G(s)H(s)

sistema mostrado en la figura anterior se tiene que Gy, (s) =

1.3 Diagramas de bloques

Diagrama de bloques: es una representacién gréafica de las funciones que lleva a cabo cada componente de un
sistema, asi como muestra el flujo de senales del mismo.

Elementos de un diagrama de bloques.
Un diagrama de bloques tiene los siguientes componentes:

e Bloque: es un simbolo que representa la operacién matemdtica que realiza un componente sobre su senal de
entrada para producir su salida. Gréficamente es un rectdngulo y dentro de él se indica la funcién matemética
del componente (si se estd trabajando en Laplace es la funcién de transferencia del componente, si se estd tra-
bajando en el tiempo es la EDO o funcién similar). La siguiente figura muestra un elemento bloque:

Gis)

Fig.5: Elemento bloque.

e Flecha: es un simbolo que representa la direccién de flujo de una sefial. Graficamente es una flecha y sobre ella
se indica la senal de que se trate, ya sea en el tiempo o en Laplace. La siguiente figura muestra un elemento flecha:

Ris)

Fig.6: Elemento flecha.

e Punto suma: es un simbolo que representa la suma algebraica de dos o més senales que entran a él, produciendo
una salida que es dicha suma de sefiales. Graficamente es un circulo con la indicacién de los signos de las senales
con los que se realizard la suma. La siguiente figura muestra un elemento punto suma:

10



Ris) B Efs) = Ris) — Bl
—

Bl

Fig.7: Elemento punto suma.

e Punto de ramificacion o de bifurcacion: es un simbolo que representa la derivacién de una sefial que entra a él,

produciendo dos o mds senales de salida exactamente iguales a la senal de entrada. Graficamente es un punto.
La siguiente figura muestra un elemento punto de ramificacion:

Fig.8: Elemento punto de ramificacion.

Propiedades de un diagrama de bloques.
Un diagrama de bloques tiene las siguientes propiedades:

1.

Es tnico para un conjunto de ecuaciones especifico que represente a un sistema. Si las ecuaciones se escriben en
forma diferente se obtiene un diagrama de bloques diferente, pero que representa al mismo sistema.

Permite apreciar facilmente las operaciones funcionales del sistema. En Laplace, la senal de salida de un bloque
es igual al producto de la funcién de transferencia el bloque y de su senal de entrada, como se muestra en la
siguiente figura:

i) Cls) = GEIRIS)
—» Gy —»

Fig.9: Relacién fundamental de un bloque y sus senales.

Contiene informacion del comportamiento dinamico del sistema, pero no contiene informacién de su construccién
fisica.

No se muestra la fuente de energia del sistema.

En un bloque, las dimensiones (unidades) de la senal de salida es igual al producto de las dimensiones de la sefial
de entrada y de la funcién de transferencia del bloque.

En un punto suma todas las senales, tanto entrantes como saliente, tienen las mismas dimeniones.

Obtencién del diagrama de bloques por componentes de un sistema.
Para obtener el diagrama de bloques por componentes de un sistema se siguen los pasos siguientes:

1.
2.

Determinar el diagrama fisico del sistema.

Determinar la férmula o ecuacién bésica (operacién funcional) de cada componente fisico del sistema y la de la
relacién o interconexién de los componentes en el sistema.

Dibujar, usando la simbologia de diagrama de bloques, todas las ecuaciones anteriores, e interconectarlas entre si
de tal forma que muestren la conversién de funciones y el flujo de sefiales que transforman la entrada del sistema
en la salida.

11



Para facilitar la lectura de un diagrama de bloques siempre se debe dibujar en un sentido de izquierda a derecha
(entrada a salida) y que tenga el menor nimero posible de entrecruzamientos.

Ejemplos: Obtener el diagrama de bloques por componentes de todos los sistemas de los ejemplos del tema anterior.

Reduccién o simplificacién de un diagrama de bloques.

La reduccién o simplificacién de un diagrama de bloques consiste en obtener la funcién de transferencia de lazo
cerrado del sistema. Esta reduccién se realiza utilizando unas tablas que contienen las reglas de simplificacién de
diagramas de bloques. La siguiente figura muestra una tabla de reglas de reduccién de diagramas de bloques:

T e »
[iagramas de blogue originales Diagramas de blogue equivalentes

a A-8 < A—B+C a :g A+4C :—_Z:A_EH
—-H+_ —— 2 Val
% cl ct s}

o
\n
L
|
I
ik
o
I
a)
—{
n
s
-
3
S
1
m
+
-

AG, [ AG,6, F AG\G3

— AGy 5 AG1+AG;

)
o

of

(e AG
8 AG
A AG

A=g
i . A—8
8
A AG, . AG,+AG,
G, 9' —_—
1 T%j
G
L2 TG,

y g
= G‘

L)

L S
13 =

| G2

Fig.10: Reglas de diagramas de bloques.

Las reglas de simplificacién de diagramas de bloques son relaciones grificas que se utilizan en forma andloga a
unas tablas de integrales, y estas reglas son obtenidas en base a la aplicacién de reglas algebraicas de la relacién
entre las senales y bloques de un sistema. De lo anterior, se deduce que un diagrama de bloques se puede reducir
algebraicamente (a través de las ecuaciones o relaciones algebraicas de sus elementos) y graficamente (a través de las
tablas de simplificacién), pero al utilizar la simplificacién grafica el tiempo de solucién es menor.

Al ir simplificando un diagrama de bloques es conveniente indicar entre un paso y otro que regla se estd utilizando,
y ademds entre un paso y otro se cumple que el valor del producto de las funciones de transferencia en la trayectoria
directa se mantiene y también se mantiene el valor del producto de las funciones de transferencia en un lazo.
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Ejemplos: Obtener la reduccién grifica de los siguientes sistemas en diagrama de bloques:

a)
Hals)
Rls ) : Cis)
— &) —h@—b Gyl B G0 >
Hyis)
b)
B+ GE
Ris) 1 G
—P o0 o | o .
1 ¥
e Tet
L Fol5)
H1{s,-
His)
c)
Edis;u
Ris} cis)
— i He) B, i Byf3) =C)—> ) P
X X
H.'1{s;-
H_ls)
-
d)
D)
(=)
b

Rish 3
— Gyl —r@—» G
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1.4 Diagramas de flujo de senales

Diagrama o grafo de flujo de senales: es una representacién grafica de las sefales que se presentan en un sistema,
mostrando la relacién y flujo entre ellas.

Elementos de un diagrama de flujo de senales.

Un diagrama de flujo de senales tiene los siguientes componentes:

e Nodo: es un simbolo que representa una sefial existente en un sistema. Graficamente es un punto y sobre él
se indica la sefial de que se trate, ya sea en el tiempo o en Laplace. La siguiente figura muestra un elemento nodo:

R(s)
.

Fig.15: Elemento nodo.

e Rama: es un simbolo que representa la unién o flujo entre dos nodos que va en una sola direccién. Graficamente
es un segmento lineal dirigido (enmedio tiene una flecha que indica la direccién del flujo). La siguiente figura
muestra un elemento rama:

[ ) @

Fig.16: Elemento rama.

e Transmitancia: es un valor que representa la ganancia o relacién entre dos nodos. Este valor se indica sobre la
rama que une dos nodos y consiste en la funcién matemdtica que relaciona los dos nodos (si se estd trabajando
en Laplace es la funcién de transferencia, si se estd trabajano en el tiempo es la EDO o funcién similar). La
siguiente figura muestra un elemento transmitancia:

Gls)
o—’—'.

Fig.17: Elemento transmitancia.

e Nodo de entrada o nodo fuente: es aquel nodo que sélo tiene ramas salientes de él, y corresponde a la sefial de
entrada del sistema.

e Nodo de salida o nodo sumidero: es quel nodo que sélo tiene ramas entrantes a él, y corresponde a la senal de
salida del sistema.

e Nodo mixto: es aquel nodo que tiene tanto ramas entrantes a él como ramas salientes de él, y corresponde a una
senal "interna" del sistema.

e Camino: es un recorrido que une dos nodos siguiendo las ramas que los conectan en el sentido de la flechas.
e Camino abierto: es aquel camino que no pasa por ningtin nodo mds de una vez.

e Lazo o camino cerrado: es aquel camino cuyo nodo de inicio coincide con el nodo final y que no pasa por cualquier
otro nodo mds de una vez.

e Camino directo o trayectoria directa: es aquel camino abierto que une el nodo de entrada con el nodo de salida
del sistema.

e Ganancia o transmitancia de un camino o de un lazo: es igual al valor del producto de las transmitancias de las
ramas que recorre el camino o lazo.
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e Lazos que no se tocan o camino y lazo que no se tocan: es cuando los lazos, o el camino y lazo, no poseen ningin
nodo en comun, esto es que no coinciden en ningin nodo.

En el siguiente diagrama de flujo de sefiales se muestra el resto de los componentes definidos anteriormente:

M L

Fig.18: Elementos de un diagrama de flujo de senales.

Propiedades de un diagrama de flujo de senales.
Un diagrama de flujo de senales tiene las siguientes propiedades:

1. Es unico para un conjunto de ecuaciones especifico que represente a un sistema. Si las ecuaciones se escriben en
forma diferente se obtiene un diagrama de flujo de seniales diferente, pero que representa al mismo sistema.

2. Una rama indica la dependencia funcional de una senal con respecto a otra, si se estd en Laplace la senal del
nodo final de la rama es igual al producto de la transmitancia de la rama por la senal del nodo de inicio de la
rama. Una seflal pasa sélo a través de la direccién especificada por la flecha de la rama. Esto se ilustra en la
siguiente figura:

“ i) GEE) Eis) = GERE
& b @

Fig.19: Relacién fundamental de una rama y sus nodos.

3. Un nodo mixto realiza la suma algebraica de todas las senales de las ramas entrantes a €él, y envia este valor
suma a todas las ramas salientes de él.

a 1 czab 1 d=c=a-b

b e=c=a-b

Fig.20: Funcién de un nodo mixto.

4. Un nodo mixto se puede trata como nodo de salida al agregarle una rama saliente de transmitancia unitaria sin
modificar el comportamiento del sistema, ya que esto es como medir el valor de una sefial interna del sistema.
Esto no se puede hacer para considerar un nodo mixto como si fuera nodo fuente, ya que esto si alteraria el
comportamiento del sistema debido a que se le agregraria una entrada que antes no existia.

5. Permite apreciar facilmente el flujo de senales del sistema.

6. Contiene informacién del comportamiento dinamico del sistem, pero no contiene informacién de su construccién
fisica.

7. No se muestra la fuente de energia del sistema.

8. Las dimensiones (unidades) de un nodo (senal) es igual al producto de las dimensiones de la transmitancia de la
rama entrante a ¢l y del nodo (sefial) en que comienza dicha rama.
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Obtencién del diagrama de flujo de senales por componentes de un sistema.
Para obtener el diagrama de flujo de sefiales por componentes de un sistema se siguen los pasos siguientes:

1. Determinar el diagrama fisico del sistema.

2. Determinar la férmula o ecuacién bésica (operacion funcional) de cada componente fisico del sistema y la de la
relacién o interconexién de los componentes en el sistema.

3. Dibujar, usando la simbologia de diagrama de flujo de sefiales, todas las ecuaciones anteriores, e interconectarlas
entre si de tal forma que muestren el flujo de sefiales y la conversién de funciones que transforman la entrada
del sistema en la salida.

Para facilitar la lectura de un diagrama de flujo de sefiales siempre se debe dibujar en un sentido de izquierda a
derecha (nodo de entrada a nodo de salida) y que tenga el menor nimero posible de entrecruzamientos.

FEjemplos: Obtener el diagrama de flujo de senales por componentes de todos los sistemas de los ejemplos del tema
1.2.

Reduccién o simplificacién de un diagrama de flujo de senales.

La reduccién o simplificaciéon de un diagrama de flujo de sefiales consiste en obtener la funcién de transferencia
o transmitancia de lazo cerrado del sistema. De forma similar a la reduccién de diagramas de bloques, se utilizan
unas tablas que contienen las reglas de simplificacién de diagramas de flujo de senales. Sin embargo, estas reglas, a
diferencia de las de diagramas de bloques, sélo son cinco reglas gréficas que estdn basadas en las ecuaciones o relaciones
entre las senales del sistema, y se usan de manera similar a las de las tablas de reduccién de diagramas de bloques.
En la siguiente figura se muestra la tabla de las reglas de reduccién de diagramas de flujo:

' a
wal ———
Xy Xz
a b ab

2 ) 3 k. e R =0 )

oc

Fig.21: Reglas de diagramas de flujo.

De lo anterior, se deduce que un diagrama de flujo de senales se puede reducir algebraicamente (a través de las
ecuaciones o relaciones algebraicas de sus elementos) y graficamente (a través de las tablas de simplificacién), pero
la simplificacién algebraica toma mucho tiempo y la simplificacién grafica no es fécil de realizar, a diferencia de la
simplificacién grafica de diagramas de bloques.

Al ir simplificando un diagrama de flujo de senales es conveniente indicar entre un paso y otro que regla se estd
utilizando, y ademds se cumple entre un paso y otro que el valor del producto de las transmitancias en la trayectoria
directa se mantiene al igual que el valor del producto de las transmitancias en un lazo.
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FEjemplos: Obtener la reduccién gréfica de los diagramas de flujo de sefiales obtenidos en la serie de ejemplos
anterior.

Relacién entre diagrama de bloques y diagrama de flujo de senales.

Al comparar las reglas de simplificaciéon de un diagrama de flujo de sefiales con su contraparte en las reglas de
simplificacién de un diagrama de bloques se observa que son similares, siendo el inico cambio la simbologfa utilizada.
Por ello es posible transformar un diagrama de bloques en su equivalente diagrama de flujo de sefiales, y viceversa,
facil y directamente sin necesidad de ecuaciones. En la siguiente figura se ilustra la relacién entre los diagramas de
bloques y los diagramas de flujo:

RIs) = Cls) &ls)
—_— Mis Cis)
fls) (ST perry | s1 Sls
(S e _
\ GGk — R8 Els) Cis)
His) | -H(s)

s < Els) el o, Cls) 1 Gis) 1
o e Gl . —— —~ - .
= | R — Aisl £is) Cls] cis)
Hig)

ish [G,,I_ﬂ 5 y G is)

Fals) =i T als) Gapls)
Rals) s 2
Fzlsl] «} Fals) Cals)

Fig.22: Relacion entre diagramas de bloques y diagramas de flujo.

FEjemplos: Obtener el diagrama de bloques por componentes equivalente de todos los diagramas de flujo de senales
por componentes obtenidos anteriormente.

FEjemplos: Obtener el diagrama de flujo de senales por componentes equivalente de todos los diagramas de bloques
por componentes obtenidos en el tema 1.3.

De lo anterior, se deduce que también es posible simplificar un diagrama de flujo de sefiales transformandolo a su
equivalente diagrama de bloques y simplificindolo cono diagrama de bloques. Obviamente, lo contrario también es
posible: simplificar un diagrama de bloques transforméndolo a diagrama de flujo de senales y simplificindolo como
tal.

Simplificacién de un diagrama de flujo de senales por férmula de Mason.

Hasta ahora, los métodos vistos para simplificar un diagrama de flujo de sefiales son poco précticos, por lo que
hace falta un método realmente funcional. La férmula de ganancia de Mason es un método semigrédfico que permite
obtener la transmitancia de lazo cerrado de un diagrama de flujo de senales fdcil y rapidamente. El procedimiento a
seguir es el siguiente:

1. Determinar la ganancia o transmitancia de todos los caminos directos que haya en el diagrama de flujo de sefniales.
Estos valores se denotan como P, , donde k indica el k-ésimo camino directo.

2. Determinar la ganancia de todos los lazos que haya en el diagrama de flujo de sefiales. Estos valores se denotan
como L, , donde a indica el a-ésimo lazo.
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3. Determinar la ganancia de todos los pares de lazos que no se toquen en el diagrama de flujo de sefiales. Estos
valores se denotan como L,L. , donde el b-ésimo lazo no se toca con el c-ésimo lazo.

4. De forma similar al paso anterior, determinar la gananacia de todas las tercias, cuadrupletas,... de lazos que no
se toquen en el diagrama de flujo de senales.

5. Obtener el determinante del diagrama de flujo de senales utilizando la férmula: A =1 — Z L, + ZLbLC -
a b,c

ZLdLeLf+"‘
d.e,f

6. Obtener el cofactor de todos los caminos directos que haya en el diagrama de flujo de senales utilizando la
férmula: A, = A sin todos los lazos, pares, tercias,... de lazos que toquen al k-ésimo camino directo.

1
7. Obtener la transmitancia de lazo cerrado del sistema aplicando la férmula de Mason: P = A Z PLA.
k

Ejemplos: Obtener la reduccién por férmula de Mason de todos los diagramas de flujo de senales obtenidos en este
tema.
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2 Anadlisis de error y modos basicos de control

2.1 Error de un sistema

Para las siguientes definiciones y para todo el andlisis que se verd en esta unidad se considerard un sistema de
control con retroalimentacién unitaria como el que se muestra en la siguiente figura:

Rish . Els} Ci5)
—_— Giys) -

Fig.23: Sistema con retroalimentacién unitaria.

También es necesario recordar los siguientes conceptos sobre la dindmica de un sistema.

Estado de equilibrio de un sistema: es la condicién o valor (estado) en que se mantiene o permanece la salida de
un sistema en ausencia de entradas externas y sin c.i.

Estabilidad absoluta de un sistema: es la propiedad o capacidad que tiene el sistema de regresar a su estado de
equilibrio cuando sélo existe c.i. sin entradas externas.

Un sistema es inestable (no estable) absoluto cuando no tiene la capacidad de regresar a su estado de equilibro
cuando sélo existe c.i. sin entradas externas.

Como consecuencia de la definicién de la estalidad absoluta se tiene que un sistema estable absoluto tiene la
caracteristica de que su respuesta transitoria, cuando sélo existen c.i. sin entradas externas,se hace cero cuando el
tiempo tiende a infinito.

Condicion necesaria y suficiente para la estabilidad (absoluta) de un sistema: el sistema es estable si y sélo si todos
los polos de su funcién de transferencia de lazo cerrado tienen parte real estrictamente negativa, esto es si graficamente
sus polos se ubican en el semiplano izquierdo abierto del plano complejo.

Error (absoluto) de un sistema, e (t): es la desviacion del valor real de la variable controlada (salida) del sistema
¢ (t) con respecto al valor deseado o de referencia r (t), esto es e (t) = (t) — c(t).
Error en estado estacionario de un sistema, ez si el sistema es estable, es el valor que toma el error cuando el
tiempo es muy grande, esto es egs = tlim e (t).
— 00
Dado el sistema con retroalimentacién unitaria de la figura anterior se tiene que la funcién de transferencia de

C(s) __G(s)
R(s) 1+G(s)
R (s) — C(s). Por lo tanto, el error en Laplace es E (s)
E(s) 1

R(s) 1+G(s)
Por otro lado, usando el teorema de valor inicial de la transformada de Laplace se tiene que el error de estado

. . . . . . . sR(s
estacionario se puede obtener como e , = hn}) sE (s), y sustituyendo el resultado anterior se tiene e, = hn}) TC(J())
Ss— Ss— S

A continuacién se considerard que la funcién de transferencia del sistema estd escrita en la forma de constantes de

ko ﬁ (T15 + 1)
=0

, v que el error en Laplace (en el dominio de la frecuencia) es E (s) =

__R()
C1+G(s)

lazo cerrado es Gy, (s) =

, es decir la funcién de transferencia del error con

respecto a la entrada es

tiempo, esto es G (s) = ——+

sV H (Tis+1)

i=0

Clase o tipo de un sistema: es la caracteristica o propiedad de un sistema con retroalimentacién unitaria que
describe la capacidad del mismo para seguir entradas singulares: escalén, rampa, pardbola, etc., es decir permite
conocer el error de estado estacionario del sistema a diferentes entradas singulares.

Para determinar el tipo de un sistema se utiliza un sistema de control con retroalimentacién unitaria y la forma
de constantes de tiempo anterior de G (s), teniéndose los siguientes tipos:

e Tipo 0: es cuando G (s) no tiene integradores en la trayectoria directa (polos en el origen), esto es cuando N = 0.
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e Tipo 1: es cuando G (s) tiene un integrador en la trayectoria directa (polos en el origen), esto es cuando N = 1.

e Tipo 2: es cuando G (s) tiene dos integradores en la trayectoria directa (polos en el origen), esto es cuando
N =2.

e Tipo N: es cuando G (s) tiene N integradores en la trayectoria directa (polos en el origen).

Ejemplos: Determinar el tipo de los siguientes sistemas:

) G(s):% CH(s) = 1.

b) G(s)—fjj;s CH(s) =

2 G(S)753+4352+3’ () =1
d) G(s) = igiég (5) =1

e) G(S):253+§2+2s’ () =1
2 G(S)ZSQis’H(S):SiQ'

2.2 Constantes de error estaticas

En este tema se considerard un sistema de control estable con retroalimentacién untaria, como el de la Fig.23, y la
funcién de transferencia de la planta en forma de constantes de tiempo ya presentados en el tema anterior.

Constantes de error estiticas para sistemas con retroalimentacién unitaria.

Constantes de error estdticas: son unos valores constantes asociados a un sistema que describen la capacidad de un
sistema con retroalimentacién unitaria para disminuir el error de estado estacionario del sistema a diferentes entradas
singulares: escalén, rampa, pardbola, etc. y que se determinan a través de la funcién de transferencia del sistema.

Para definir las constantes de error estdticas se considerard el siguiente andlisis por entrada singular:

1. Entrada escalén unitario: r(t) =1, Vt > 0.

. . . . N . . . sR(s)
Como el sistema tiene retroalimentacién unitaria el error en estado estacionario es ezs = hn}) TG()’ y como
S— S
1 1
la entrada en Laplace es R (s) = — se tiene que ess = lim ————. Por lo que, aplicando el limite se obtiene
S s—014+ G (S)

1

Cos = 1+linéG(s)'

Constante de error estdtica de posicion, ky: es el valor que permite determinar el error de estado estacionario de
un sistema con retroalimentacién unitaria a una entrada escalén unitario, es adimensional y se obtiene usando
la féormula k, = lim G (s).

s—0
Con la definicién anterior, el error de estado estacionario de un sistema con retroalimentaciéon unitaria a una

entrada escalén unitario se obtiene como ezs = Trr
P

Ahora bien, al considerar diferentes tipos de sistema se obtiene lo siguiente:

m

ko [ [ (Tis + 1)
e Sistema tipo 0: G(s) = ZZO . Entonces la constante de error estatica de posicién es k, = k,, y
H (T;s+1)
i=0
. . , o 1 .
el error de estado estacionario a una entrada escalén unitario es e,, = Trh De lo anterior se concluye
o

que un sistema tipo 0 con retroalimentacién unitaria sigue con un error de estado estacionario finito a una
entrada escalén, y que para miniminar este error se debe aumentar lo més posible su k.
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m
ko [[ (Tis +1)
o Sistema tipo 1: G (s) = =0 . Entonces la constante de error estdtica de posicién es k, = oo, y

n—1
s H (Tis+1)
1=0

el error de estado estacionario a una entrada escalén unitario es ess = 0. De lo anterior se concluye que un
sistema tipo 1 con retroalimentacién unitaria sigue a la perfeccién a una entrada escalén.

m
ko [[ (T3s +1)
o Sistema tipo 2: G (s) = ;:(; . Entonces la constante de error estdtica de posicién es k, = o0, y
s2 H (TiS + 1)
i=0

el error de estado estacionario a una entrada escalén unitario es e;s = 0. De lo anterior se concluye que un
sistema tipo 2 con retroalimentacién unitaria sigue a la perfeccién a una entrada escaldn.

2. Entrada rampa unitaria: r (t) =t , ¥Vt > 0.

. . . . N . . . sR(s)
Como el sistema tiene retroalimentacién unitaria el error en estado estacionario es ezs = hn}) m, y como
S§—
1 1 . .
la entrada en Laplace es R (s) = — se tiene que ess = lim —————. Por lo que, aplicando el limite se obtiene
s2 s—0 5+ sG (s)
1
€ss = T
* 7 lim sG (s)
s—0

Constante de error estdtica de velocidad, k,: es el valor que permite determinar el error de estado estacionario
de un sistema con retroalimentacién unitaria a una entrada rampa unitaria, sus unidades son seg~! y se obtiene
usando la férmula k, = lim sG (s).

s—0
Con la definicién anterior, el error de estado esltacionario de un sistema con retroalimentacién unitaria a una
ky
Ahora bien, al considerar diferentes tipos de sistema se obtiene lo siguiente:

entrada rampa unitaria se obtiene como ezs =

ko ﬁ (Tis+ 1)
1=0

H(Es+1)

i=0
el error de estado estacionario a una entrada rampa unitaria es e;s = 00. De lo anterior se concluye que un
sistema tipo 0 con retroalimentacién unitaria no es capaz de seguir (diverge) a una entrada rampa.

ko ﬁ (Tis+1)
=0

o Sistema tipo 0: G(s) = . Entonces la constante de error estdtica de velocidad es k, =0, y

o Sistema tipo 1: G (s) = . Entonces la constante de error estédtica de velocidad es k, = k,, y

n—1
s H (T;s+1)
1=0

. . L 1 .
el error de estado estacionario a una entrada rampa unitaria es ess = T De lo anterior se concluye que un
(0]

sistema tipo 1 con retroalimentacién unitaria sigue con un error de estado estacionario finito a una entrada
rampa, y que para miniminar este error se debe aumentar lo mds posible su k,.

ko [ [ (Tis + 1)
o Sistema tipo 2: G (s) = ::02 . Entonces la constante de error estdtica de velocidad es k, = oo,
2 H (Tis+1)

i=0

y el error de estado estacionario a una entrada rampa unitaria es ess = 0. De lo anterior se concluye que
un sistema tipo 2 con retroalimentacién unitaria sigue a la perfeccién a una entrada rampa.
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t2
. Entrada pardbola unitaria: r (t) = 5 vt > 0.

. . . . N . . . sR(s)
Como el sistema tiene retroalimentacién unitaria el error en estado estacionario es ezs = hn}) m, y como
S—
1 1 . .
la entrada en Laplace es R(s) = — se tiene que egs = lim ——————. Por lo que, aplicando el limite se

s3 s—0 52 + 52G (s)
. 1

obtiene €gs — m

s—0

Constante de error estdtica de aceleracion, k,: es el valor que permite determinar el error de estado estacionario
de un sistema con retroalimentacién unitaria a una entrada pardbola unitaria, sus unidades son seg=2 y se
obtiene usando la férmula k, = liné s2G (s).
S§—
Con la anterior definicién, el error de estado estacionario de un sistema con retroalimentacién unitaria a una
entrada pardbola unitaria se obtiene como e, = P
a

Ahora bien, al considerar diferentes tipos de sistema se obtiene lo siguiente:

ko ﬁ (T;s+1)
i=0

H(Ti8+ 1)

i=0
y el error de estado estacionario a una entrada pardbola unitaria es ess = 0o. De lo anterior se concluye que
un sistema tipo 0 con retroalimentacién unitaria no es capaz de seguir (diverge) a una entrada parébola.

ko ﬁ (T;s+1)
i=0

o Sistema tipo 0: G (s) = . Entonces la constante de error estdtica de aceleracién es k, = 0,

o Sistema tipo 1: G (s) = . Entonces la constante de error estdtica de aceleracién es k, = 0,

n—1
s H (Tis+1)
=0

y el error de estado estacionario a una entrada pardbola unitaria es ess = 0o. De lo anterior se concluye que
un sistema tipo 1 con retroalimentacién unitaria no es capaz de seguir (diverge) a una entrada parédbola.

ko, ﬁ (Tis+1)
i=0

o Sistema tipo 2: G (s) = . Entonces la constante de error estdtica de aceleracién es k, = ko,

n—2
2 H (Tis+1)
=0

. . o 1 .
y el error de estado estacionario a una entrada pardbola unitaria es e, = P De lo anterior se concluye

o
que un sistema tipo 2 con retroalimentacién unitaria sigue con un error de estado estacionario finito a una
entrada pardbola, y que para miniminar este error se debe aumentar lo més posible su k,.

Los resultados del anélisis anterior se pueden resumir en las siguientes tablas:

Tabla 1: Constantes de error estédticas de acuerdo al tipo de sistema.
kp | ky | ke
Sistema tipo 0 | k, | O 0
Sistema tipo1 | co | k, | O
Sistema tipo 2 | oo | oo | ko

Tabla 2: Error de estado estacionario de acuerdo al tipo de sistema.

Escalén unitario | Rampa unitaria | Pardbola unitaria
1
Sistema tipo 0 00 00
P 1+ k, .
Sistema tipo 1 0 T 00
N T
Sistema tipo 2 0 0 T
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De la tabla anterior se concluye que a mayor tipo de sistema: mayor cantidad de entradas puede seguir y mejor es
la precisién con que sigue las entradas. Sin embargo, a mayor tipo de sistema aumentan los problemas de estabilidad
y se complica el disefio del mismo. Es por ello que en la préctica se recomienda sélo disenar sistemas maximo de tipo
2. Ademis, se observa que para disminuir lo més posible el error de estado estacionario se requiere aumnetar lo més
posible k,, pero hacer esto aumenta la dificultad para obtener una estabilidad relativa razonable.

Sistema con retroalimentacién no unitaria.

En el caso de tener un sistema que no tiene retroalimentacién unitaria, lo que se debe hacer es transformar el
sistema a su equivalente con retroalimentacién unitaria para asi poder aplicar los resultados anteriores de anélisis de
€ITOr.

Considere el siguiente sistema con retroalimentacién no unitaria:

Rz ) Esfs) - Cls)
1 Gz} P

His}

Fig.24: Sistema con retroalimentacién no unitaria.

Para transformarlo observe que en el sistema original (con retroalimentacién no unitaria) se tiene el error pon-
derado E, = R(s) — H (s)C (s), pero lo que se desea es el error E(s) = R(s) — C(s) del sistema. Entonces,
para obtener la transformacién deseada es necesario escribir F, (s) en funcién de F (s) de la siguiente manera
E,(s) = R(s) —H(s)C(s) £ C(s) = E(s) — [H(s) —1]C(s). Con lo anterior se obtiene el siguiente sistema
equivalente:

Ris)

¥ 2

Fig.25: Sistema intermedio equivalente de transformacion.

Finalmente, sl sistema equivalente con retroalimentacién unitaria es el siguiente:

A=) . Ef=) Ciz)
i G4 -

Fig.26: Sistema final equivalente con retroalimentacién unitaria.

_ G(s)
Donde Gy (s) = T5G() H (5) = 1]
G (s), en lugar de G (s).

Fjemplos: Obtener el error en estado estacionario de los siguientes sistemas:

, v los resultados anteriores de anédlisis de error se utilizan con este valor

2) G(s):% CH(s)=1,7r(t) =5
b) G(s):%,H(s):l,r(t):tQ.
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C) G(S)W,H(S)I,T(ﬂ2+3t.
_ 1Ys _ o942
d) G(s)f83+4482,H(5) 1,r()=2t-5.
e) G(S)72s3+52+25’ (i):l,r(t):0.5t—2.
f) G(S):325+5’H(8):F’T(t):3
g) G(s) ﬁ,H(s):s+2,r(t):3
h)
Dys)
Rz} Efs ) = i ; Cisl

:
i
I

242 5+2

E""1 ] Gzlﬁj

tiy=t diti=01

2.3 Constantes de error dindmicas

En este tema se considerard un sistema de control estable con retroalimentacién untaria, como el de la Fig.23, y la
funcién de transferencia de la planta en forma de constantes de tiempo tal y como se presentaron en el tema 2.1.

Constantes de error dindmicas para sistemas con retroalimentacién unitaria.

Constantes de error dindmicas: son unos valores constantes asociados a un sistema que describen el error de estado
estacionario del sistema a diferentes entradas y que se determinan a través de la funcién de transferencia del error del
sistema.

. . . ) . . E(s)

Para definir las constantes de error dindmicas se considerard la funcién de transferencia del error: =

R (s)
1

1+ G(s)

E(s) 1 1 1,

R(s) ki kRO

Constante de error dinamica de posicion: es el valor ki de la serie de potencias de la funcién de transferencia del
error del sistema.

Constante de error dindmica de velocidad: es el valor ko de la serie de potencias de la funcién de transferencia del
error del sistema.

Constante de error dindmica de aceleracion: es el valor k3 de la serie de potencias de la funcién de transferencia
del error del sistema.

, ¥ que por medio de la divisién polinomial se escribe como una serie de potencias:

Para calcular el error de estado estacionario del sistema se considera la serie de potencias de la funcién de trans-

1 1 1

ferencia del error y se obtiene la serie de potencias del error en Laplace F (s) = k_R (s)+ k_SR (s)+ k—SQR (s)+---.
1 2 3

Ahora considerando que esta serie es convergente alrededor de s = 0, al aplicar la transformada inversa de Laplace a

1 1 1
esta expresion se obtiene que el error en el tiempo es e (t) = T (t) + k—r (t) + k—r (t) +---. Por lo que el error en
1 2 3
1 1 1
estado estacionario se calcula como egs = lim |—r (¢) + —7 (t) + —7F () + -+
oo | by ko ks

Relacién entre las constantes de error dindmicas y estdticas.
Para poder observar esta relacion se realizardn los siguientes anélisis:

k
e Sea el sistema tipo 0 de la forma G (s) = Ts 11 con retroalimentacién unitaria. Entonces la funcién de
s
E (s) 1+Ts E (s) 1 kT

transferencia del error es = la serie de potencias queda como = +
R(s) 1+k+Ts’ P d R(s) 1+k  (1+k)

25~
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kT2 (14 k)

WSQ +---. Por lo tanto las constantes de error dindmicas para este sistema son: k1 = 1+k , ko = T
+
(1+k)° . . » .
, ks = Tz Por otra parte, si se obtienen las constantes de error estédticas de este sistema y se comparan
con las dindmicas, la tinica relaciéon que se encuentra es ky = 1 + k.
e Sea el sistema tipo 1 de la forma G (s) = m con retroalimentacién unitaria. Entonces la funcién de
E(s) s+Ts? E(s) 1 kT-1
transferencia del error es = la serie de potencias queda como =—-s+ s2 4.,
R(s) k+s+Ts2” P d R(s) k =
k2

Por lo tanto las constantes de error dindmicas para este sistema son: k1 = oo , ko = k , k3 = o1 Por

otra parte, si se obtienen las constantes de error estéticas de este sistema y se comparan con las dindmicas, las
relaciones que se encuentran son: ki =k, , ky = k.

e Sea el sistema tipo 2 de la forma G (s) = m con retroalimentacién unitaria. Entonces la funcién de

E(s)  s2+Ts la serie de potenci d E(s) 1, kKI'—1
RGs) ki1 y la serie de potencias queda como Ris) Es + 2
Por lo tanto las constantes de error dindmicas para este sistema son: ki = 0o , ko = o0 , k3 = k. Por otra parte,
si se obtienen las constantes de error estéticas de este sistema y se comparan con las dindmicas, las relaciones
que se encuentran son: k; =k, =00 , ko =k, =00 , k3 = k.

$ e

transferencia del error es

De los resultados anteriores se concluye que las constantes de error dindmicas no se pueden calcular por medio de
férmulas generales. como sucede en el caso de la constantes de error estdticas, sino que se deben calcular por medio
de la serie de potencias de la funcién de transferencia del error. Ademds, se puede concluir la siguiente relacién:

Para sistemas tipo N > 1 se tiene que k,41 = co paran < N |, kypp1 = il_l}(l) sNG(s) paran = N,y k,y1 de

acuerdo a la serie de potencias para n > N.

FEjemplos: Obtener el error en estado estacionario de los sistemas usados en los ejemplos del tema anterior:

2.4 Criterios de error

Indice de desemperio, J (1): es un valor que indica que tan bueno es el comportamiento de un sistema, y es usado
para elegir el "mejor" sistema de un conjunto de sistemas de acuerdo a este valor.

Los indices de desempefio deben elegirse de acuerdo a su selectividad, su unicidad de valor, su utilidad practica (fcil
cdlculo andlitico o numeérico), y su funcién maximizable o minimizable de pardmetros del sistema (frecuentemente es
una integral). Ademds, debido a su definicién, los indices de desempeiio son utilizados en control 6ptimo y generalmente
se minimizan para determinar el sistema éptimo de acuerdo a ese indice de desempeno.

Criterios de error: son unos indices de desempenio muy bésicos basados en la funcién de error del sistema.

A continuacién se definen algunos criterios de error:

oo

1. Criterio Integral del Error Cuadratico (CIEC): se define como J (-) = / e? (t) dt. Este criterio se minimiza, es
. . . . 0 . ~

de facil cdlculo, da mayor importancia a los errores grandes y menor importancia a los errores pequenos, no es

muy selectivo, se tiene una respuesta rdpida y oscilatoria con una estabilidad relativa pobre a una disminucién

del error inicial elevado, y fisicamente estd relacionado con el consumo de potencia (por ejemplo en aeronaves).

o0

2. Criterio Integral del Error Absoluto (CIEA): se define como J () = /|e(t)|dt. Este criterio se minimiza,

se tiene una respuesta a escalén unitario ante un error inicial grande dOe poco peso, los errores posteriores en
respuesta transitoria son castigados severamente. tiene mejor selectividad que el CIEC, es uno de los de més
facil aplicacién, no se recomienda para sistemas altamente subamortiguados o altamente sobreamortiguados, se
tiene una respuesta satisfactoria y amortiguamiento razonable, no es de fécil cdlculo analitico, y fisicamente estéd
relacionado con el consumo de combustible (por ejemplo en aeronaves).
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oo

3. Criterio Integral del Error Cuadrdtico por el Tiempo (CIECT): se define como J () = / te? (t) dt. Este criterio

0
se minimiza, es similar al CIEA, y fisicamente estd relacionado con el consumo de potencia (por ejemplo en
aeronaves).

o]

4. Criterio Integral del Error Absoluto por el Tiempo (CIEAT): se define como J (-) = / tle(t)|dt. Este criterio
0

se minimiza, mejora al CIEA, se tiene una restesta con sobreimpulso pequeno con oscilaciones bien amor-
tiguada, tiene buena selectividad, es muy dificil de calcular analiticamente, se puede medir con relativa facilidad
experimentalmente, y fisicamente estd relacionado con el consumo de combustible (por ejemplo en aeronaves).

Selectividad de los criterios de error.
Para tener una mejor claridad de este concepto se considerard el sistema G (s) = ————= con retroalimentacién

s(s+2¢)

L ., ) ) C (s) 1 .,

unitaria. Entonces la funcién de transferencia de lazo cerrado del sistema es = y la funcién de
R(s) s2+2s+1

E 242

() S & . Al calcular el error en el tiempo a una entrada escalén unitario y
R(s) s2+4+2s+1
calcular los criterios de error anteriormente vistos se obtiene la gréfica siguiente:

JT ® ®

transferencia del error es

6

wn
r—

- . L il
o o5 5 z T
@ u=[ e?at @ J=[ leldt
“0 )
e ] =]
= = 2, 22 oy & "
= e+ ec)dt =) =| tleldt
ka) v "IO [ ] O o o
L w . o0 )
@ J=[ tetdt ® J=[ tlel+lélat
W 2/
(o] “0

Fig.28: Selectividad de diferentes criterios de error.

En la grafica anterior se observa que el valor 6ptimo (que minimiza los criterios) se encuentra alrededor de £ = 0.7,
en la siguiente unidad se verd que con este valor se obtiene una respuesta rapida con un sobreimpulso méximo de
alrededor de 5%. Adem4s, se observa que en algunos casos es mas dificil discriminar ese valor 6ptimo, esto se debe a que
las curvas tienen diferentes "picos": hay unas maés planas que otras. Las curvas que tienen un pico mas pronunciado
son aquellas que corresponden a los criterios més selectivos, pero también corresponden a los criterios més dificiles de
calcular analiticamente.

Calculo del criterio CIEC por Laplace.

Para realizar el cdlculo en Laplace, lo que se requiere es reescribir el criterio. El criterio CIEC se puede escribir
T

como J (+) = / f@®)dt = Tlim ft)dt con f(t) = €%(t). Entonces, aplicando el teorema del valor final de la
0 0
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T T
transformada de Laplace se obtiene Tlim f@)dt = lin}) sL / f(@)dt 3. Por lo que, de acuerdo al teorema de
0

0
T

F
integracion en el tiempo de la transformada de Laplace, se obtiene lin}) sL / f@dty = lin%) s [ is)] = lin%) F(s).

0
Por lo tanto, el cdlculo en Laplace del criterio CIEC estd dado por J () = lin%) F(s) con f(t)=e2(t).

Calculo del criterio CIECT por Laplace.

Para realizar el célculo en Laplace, lo que se requiere es reescribir el criterio. El criterio CIECT se puede escribir
[e ]

como J (1) = /tf (t)dt = lin%) /tf (t)e=stdt con f(t) = e?(t). Entonces, por definicién de la transformada
0 0

de Laplace tiene que lin}) / tf (t) e stdt = lin%) L{tf(t)}. Por lo que, de acuerdo al teorema de derivacién en la
0
d
frecuencia de la transformada de Laplace, se obtiene lin}) L{tf{t)} = lin%) [d_F (s)] Por lo tanto, el célculo en
S— S— S

Laplace del criterio CIECT estd dado por J () = lin}) [%F (s)] con f (t) = €2 (t).

Ejemplos: Determinar el sistema 6ptimo, y el valor 6ptimo de &, para el sistema G (s) = W con retroali-
s(s

mentacién unitaria utilizando la minimizacién de los criterios CIEC y CIECT.

2.5 Sensibilidad de un sistema

Sensibilidad de un sistema: es la propiedad que describe la dependencia de las caracteristicas de un sistema respecto
a cualquiera de sus pardmetros, es decir describe cudnto cambian las caracteristicas del sistema cuando se produce un
cambio en uno de sus pardmetros.

Como se puede deducir, entre mds grande sea el valor de la sensibilidad mds grande es el cambio en el sistema
cuando se da un cambio en el pardmetro de interés. Por lo anterior, una baja sensibilidad se obtiene para valores muy
pequenos y la insensibilidad serfa para un valor de cero.

El concepto de sensibilidad en un sentido amplio, es decir sensibilidad de cualquier pardmetro del sistema con
respecto a cualquier otro pardmetro del mismo, es muy utilizado en control robusto para determinar la robustez del
sistema a perturbaciones o variaciones pequenas (incertidumbre) de sus pardmetros.

(Funcion de) Sensibilidad de 0 (s) con respecto a I (s): es una funcién en Laplace que describe la sensibilidad del

dO(s
o) 1(s) dO(s)

%gﬁ)ﬁ O(s)dI(s)”

Sensibilidad estdtica, S§ (0): describe la sensibilidad en el dominio del tiempo en estado estacionario que tiene el
sistema a entradas de cambio de nivel. En Laplace se calcula con la funcién de sensibilidad de la salida con respecto
a la entrada evaluada en s = 0.

Sensibilidad dindmica, S§ (jw): describe la sensibilidad en el dominio de la frecuencia que tiene el sistema a
entradas senoidales. En Laplace se calcula con la funcién de sensibilidad de la salida con respecto a la entrada
evaluada en s = jw. De hecho, lo que interesa en esta funcién es la magnitud de la misma, ya que ésta contiene la
informacién de la sensibilidad del sistema. Ademads, observe que esta sensiblidad se puede graficar: es la gréfica de la
magnitud de la funcién de sensibilidad dindmica.

También es posible obtener la sensibilidad estética y la sensibilidad dindmica de cualquier pardmetro de un sistema
con respecto a cualquier otro de sus pardmetros, aunque las definiciones anteriores son las mds importantes.

Ademas, como se puede deducir, puede ser que un sistema tenga una sensibilidad alta para algunas frecuencias y
una sensiblidad baja para otras frecuencias.

pardmetro O (s) de un sistema con respecto a su pardmetro I (s) y esta dada por S¢(s) =

Funciones de sensibilidad en un sistema de control.

Uno de los principales objetivos de un sistema de control es la capacidad para seguir referencias con precisién y
la capacidad de anular perturbaciones en estado estacionario. Los errores en estado estacionario son un pardametro
importante de diseno en sistemas de control vinculado a la capacidad de respuesta o sensibilidad del sistema ante

27



estimulos dominados por las bajas frecuencias. Por lo tanto, un diseno orientado a la consecucién de errores aceptables
en estado estacionario puede ser establecido en términos del estudio de la sensibilidad del sistema a bajas frecuencias.

Por otro lado, en el diseno de sistemas de control afecta la dindmica de las perturbaciones y el ruido, que a menudo
se halla dominado por energias en altas frecuencias. Un elemento especialmente sensible al ruido es el sensor. Un
sensor, en general, maneja senales y magnitudes fisicas de muy baja potencia, y tiene constantes de tiempo répidas,
siendo especialmente sensible a ruidos (de medida, interferencias, etc.) que pasan a formar parte de la cadena de
control, pudiendo afectar a la salida o generar acciones de control inadmisibles. El estudio de estos efectos, por tanto,
debe tener en cuenta la sensibilidad del sistema a altas frecuencias.

Como se puede deducir de lo anterior, en un sistema de control es necesario definir varias funciones de sensibilidad
que son importantes al momento de realizar un anilisis de: rechazo de perturbaciones, seguimiento de referencias,
dindmica de la accién de control, estabilidad relativa y/o robustez del mismo. Estos tipos de andlisis estdn fuera
del alcance del tema, pero se recomienda que los alumnos los consulten en las referencias. Sin embargo, para mejor
comprensién de este tema si se van a definir estas funciones de sensibilidad, y para ello se va a considerar un sistema
con retroalimentacién unitaria y con perturbacién de entrada o de carga D; (s), perturbacion de salida D, (s) y ruido
de medicién N (s), como el que se muestra en la figura siguiente:

s D sl

i) Efs o)

Wiz . . s s
— ol W o ) 3 >

Nis)

Fig.29: Sistema de control con retroalimentacién unitaria, perturbaciones de entrada y salida, y ruido de medicién.

Para definir las funciones de sensibilidad asociadas al sistema anterior primero se obtiene la salida y la sefial de
control del sistema, que son:

G (s)G(s) G (s) _ 1 G ()G (s)
C()1+%((5))G(8) (5”12(;(52?;@ *SHH% <Ea>)G<s>D"(S) 1+%<5>)G<>N(5)
c\Ss c\Ss S c\Ss cl\S
Ve =1 e mae Y  TTamen Y TTamen ™ TTamam ™ @

Ahora si, las funciones de sensibilidad asociadas al sistema anterior son:
Sensibilidad del lazo, S, (s): es la sensibilidad de la salida C'(s) del sistema con respecto a la perturbacién de salida
D, (s).

1

5o = TG G ()

Sensibilidad complementaria del lazo, T, (s): es la sensibilidad de la salida C (s) del sistema con respecto a la
entrada de referencia R (s). También es equivalente a la sensibilidad sin signo de la salida C (s) con respecto al ruido
de medicién N (s), y a la sensibilidad sin signo de la senal de control U (s) con respecto a la perturbaciéon de entrada
Di (S)

_ G (s)G(s)
L) =1 e ()G ()

Sensibilidad de entrada del lazo, F, (s) o S;(s): es la sensibilidad de la salida C (s) del sistema con respecto a la
perturbacién de entrada D; (s).
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Sensibilidad de control lazo, Q, (s) 0 Sy (s): es la sensibilidad de la sefial de control U (s) con respecto a la entrada
de referencia R (s). También es equivalente a la sensiblidad sin signo de la sefial de control U (s) con respecto a la
perturbacion de salida D, (s), y a la sensibilidad sin signo de la sefial de control U (s) con respecto al ruido de medicién
N (s).

B G.(s)
R E NPT

Las cuatro funciones anteriores S, (s), T, (s), F, (s) y Q. (s) son llamadas colectivamente funciones de sensibilidad
del lazo, y tienen un papel fundamental a la hora de analizar y sintetizar lazos de control.

Las funciones de sensibilidad del lazo condensan la informacién esencial sobre el desempeno del sistema, incluyendo
seguimiento de referencias, efecto de las perturbaciones en cualquier punto y dindmica de la accién de control, todo ello
tanto desde el punto de vista estédtico (bajas frecuencias) como desde el punto de vista dindmico (altas frecuencias).

Por otra parte, observe que la senal de error del sistema de la Fig,29 es:

1 G (s) 1 1

FO= e men Y ramen Y e oY v maem

Por lo que las funciones de sensibilidad del lazo y de entrada del lazo también se pueden definir a través de la senal
de error.

Ademas, observe que estas funciones de sensibilidad del lazo estdn algebraicamente relacionadas de la siguiente
forma:

S, (s) + T, (s) =1

Fy(s) = G (s) S, (s) = g((ss))
Qo (3) = Gc (3) So (3) = zé)((ss))

Por lo anterior, las funciones de sensibilidad del lazo no pueden ser moldeadas de forma arbitraria mediante
la eleccién de un controlador G, (s), lo que demuestra que el diseno de sistemas de control tiene sus limitaciones,
requiriendo a menudo soluciones de compromiso entre distintos objetivos, en los que el disenador debe ponderar los
més importantes en funcién del contexto.

FEjemplos: Considere el sistema que se muestra en la figura siguiente y obtenga lo que se pide:

Ris) . LEfs) Cis)
2 g gl 2 gl 9 .
=3 2548
Gels) Gis)
1
5
Hi=)

a) La sensibilidad de la salida con respecto a la entrada.

b) La sensibilidad de la salida con respecto al error.

¢) La sensibilidad del error con respecto a la entrada.

d) La sensibilidad del sistema (funcién de transferencia de lazo cerrado) con respecto a la entrada.

e) La sensibilidad de la entrada con respecto a la salida.

f) La sensibilidad del sistema (funcién de transferencia de lazo cerrado) con respecto a la funcién de transferencia
del controlador.

g) La sensibilidad del sistema (funcién de transferencia de lazo cerrado) con respecto a la funcién de transferencia
de la retroalimentacién.

h) La sensibilidad estética y la gréfica de sensibilidad dindmica.
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2.6 Efectos de la retroalimentaciéon en un sistema

En la primera unidad ya se comentaron algunas caracteristicas de un sistema retroalimentado, dichas caracteristicas
son "obvias" y se deben justamente a la presencia de esa retroalimentacién. En este tema se verdn otros efectos, a
través de un pequeno andlisis de ejemplos en lazo abierto y lazo cerrado, de la existencia de una retroalimentacién en
un sistema. Dichos efectos son los siguientes:

1. Disminucion de la sensibilidad del sistema a variaciones de sus pardmetros y a perturbaciones no deseadas.

C
Considere el sistema en lazo abierto % = G/ (s) mostrado en la figura siguiente. Ahora bien, al calcular la
s
sensibilidad de la salida del sistema con respecto a la planta se obtiene S& (s) = 1, lo que significa una alta

sensibilidad a las variaciones de los pardmetros de la planta.

A=) “Cis)
—» G —»

Fig.31: Sistema en lazo abierto.

Una vez que se considera el sistema anterior con una retroalimentaciéon H (s), como se muestra en la figura

Cls) _ G (s) ,
R(s) 1+G(s) H () Ahora bien,

al calcular la sensibilidad de la salida del sistema con respecto a la planta se obtiene S& (s)

siguiente, se tiene que la nueva funcién de transferencia de lazo cerrado es

TI1+G)H(s)
lo que significa que la sensibilidad depende del valor de G (s) H (s). Por lo tanto, si |G (s) H (s)| > 1 entonces la
sensibilidad del sistema a variaciones de los pardmetros de la planta disminuye.

Ris) ) - Clsi
—i Gis) B

His)

Fig.32: Sistema con retroalimentacion H (s).

Se puede realizar un anslisis similar para demostrar que la sensibilidad del sistema a las perturbaciones también
disminuye con la presencia de una retroalimentacién en el sistema.

2. Disminucion de la constante de tiempo del sistema.

. . . C(s k . .
Considere el sistema en lazo abierto RE ; = Terl’ k> 0,T > 0 mostrado en la figura siguiente. Obviamente
s s
el sistema es estable y su constante de tiempo es T' y su ganancia es k.
Ris) = Cfs)
- L
T=+1

Fig.33: Sistema tipo 1 en lazo abierto.

Una vez que se considera el sistema anterior con una retroalimentacién H (s) = a > 0, como se muestra en la
C (s) k

fi iguient ti 1 funcién de t f ia de 1 d = . Ah
gura siguiente, se tiene que la nueva funcién de transferencia de lazo cerrado es - (5) ~ Ts+1+tak ora
k
C(s
bien, al darle la forma de constantes de tiempo se tiene RE ; = 111+ ak , por lo cual la nueva constante de
5 s+1
14 ak
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> 0)

. . . . . . T
tiempo es y la nueva ganancia del sistema es < k. El sistema sigue siendo estable (1 n

ak

< k). La importancia de

1+ ak

< T), pero su ganancia disminuy6 (

1+ ak

con una constante de tiempo menor (

k
o i 1+ak ] 1+ak
disminuir la constante de tiempo de un sistema radica en que menor valor de ésta el sistema tiene una respuesta

mads rapida.

Ris) s

T 5+1

Fig.34: Sistema tipo 1 con retroalimentacién H(s) = a.

Otra forma de disminuir la constante de tiempo del sistema es considerar una retroalimentacién positiva H (s) =

bs , b >0, como se muestra en la figura siguiente. Con esta retroalimentacién se tiene que la nueva funcién de
C(s) k

transferencia de lazo cerrado es = , por lo cual la nueva constante de tiempo es T'— bk y la
R(s) (T—bkys+1 P P Y

ganancia sigue siendo del mismo valor k. La constante de tiempo disminuy6 (7' — bk < T') y se mantuvo el valor

de la ganancia del sistema. Con este método se pueden lograr constantes de tiempo muy pequenas (casi cero),

pero se puede tener inestabilidad: si T'— bk > 0 el sistema es estable, pero si T'— bk < 0 el sistema es inestable.

=]

RS
—

¥ o

T =5+1

Fig.35: Sistema tipo 1 con retroalimentacion positiva.

. Incremento de la ganancia de lazo del sistema.
C(s)
R (s)
ganancia de lazo de este sistema depende del valor de G (s).

Considere el sistema en lazo abierto = G (s), como se muestra en la figura siguiente. Obviamente la

i ol
— GE e

Fig.36: Sistema en lazo abierto.

Una vez que se considera el sistema anterior con una retroalimentacién como la que se muestra en la figura
Cls) _ G(s)
R(s) 1—-Gy(s)+G(s)H(s)

, esto significa que se estd "eliminando"

siguiente, se tiene que la nueva funcién de transferencia de lazo cerrado es

Cls)
R(s) ~ H(s)
el efecto de la planta de tal forma que la salida sélo depende la retrolimentacién. Por ejemplo, si H (s) = 1
entonces la salida es casi igual a la entrada. Este efecto es lo que conoce como tener una ganancia de lazo
elevada: la funcién de transferencia de lazo cerrado se equipara a la inversa de la funcién de transferencia de la
retroalimentacién "eliminando" la planta.

Ahora bien, si se toma un valor de Gy (s) =~ 1, entonces
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— 5, e

Gls)

Hiz)

Fig.37: Sistema con retroalimentacién interna.

4. Eliminacion de integradores del sistema.

C(s)

Considere el sistema en lazo abierto = —, como se muestra en la siguiente figura. Obviamente este sistema
S

R(s)
es un integrador, es decir tiene un polo en el origen, por lo que no es estable.
Ris) Sl
1
—» - —»
- |

Fig.38: Sistema con un integrador.

Una vez que se considera el sistema anterior con una retroalimentaciéon H (s) = k > 0 , como se muestra en la

- . . . C (s 1
figura siguiente, se tiene que la nueva funcién de transferencia de lazo cerrado es RES; =Sk Esta nueva
funcién de transferencia de lazo cerrado tiene un polo en s = —k, por lo que el sistema ya no tiene integrador y

ademads es estable.

Rz} ) Cis
— ; = I

Fig.39: Sistema "integrador" con retroalimentacién H(s) = k.

5. Otros efectos: la existencia de la retroalimentacién en un sistema hace que aumente la cantidad de componentes
del mismo, por lo cual aumenta su complejidad (tanto de andlisis y disefio asi como de construccién) y aumenta
la posibilidad de inestabilidad del mismo.Normalmente, pero no necesariamente, en la retroalimentacién se
encuentran los elementos de control. Cuando los elementos de control estdn en la retroalimentacién se tiene que
aumenta la linealidad del amplificador y el rango de sensibilidad proporcional. Al tener la retroalimentacién ya
se vié que disminuye la sensibilidad del sistema a variaciones de sus pardmetros, es decir que disminuyen los
efectos de las variaciones en las ganancias de la trayectoria directa que son debidas a variaciones en la presion,
voltaje, temperatura, etc. del sistema.

2.7 Modos basicos de control

Como ya se mencioné en la primera unidad, un modo, accion o ley de control es la forma matemédtica en que se
determina el valor que debe tener la variable o senal de control, a partir del valor de la senal de error, para lograr el
comportamiento deseado de un sistema.

Un controlador, en general, se puede conectar de diversas maneras al sistema: en serie o en cascada, en paralelo
o en retroalimentacion, con retroalimentacién de estado, con compensacién en serie-retroalimentada (que es de dos
grados de libertad), en compensacién directa con compensacion en serie (también es de dos grados de libertad), y con
compensacién en prealimentacién (también es de dos grados de libertad), para realizar el control del sistema, pero la

32



mayoria de ellos estdn fuera del alcance de este tema, por lo que se recomienda a los alumnos que los consulten en las
referencias.

Para conectar un controlador de los modos bésicos de control se utiliza la conexién en serie, como la que se muestra
en la siguiente figura, y que es la que se va a emplear en este tema para analizar y describir cada modo de control

bésico.

RSy oo Elsl _ U Sis!
— Bls) &

Fig.40: Sistema con un controlador en serie.

Clasificacién de los controladores.
Los controladores industriales analégicos se pueden clasificar de la siguiente manera:

1. De acuerdo al modo de control bésico que emplean:

e Control de dos posiciones: también llamado intermitente, de encendido-apagado, todo-nada, on-off, es aquel
que sélo puede asignar dos valores a la senal de control.

e Control proporcional (P): es aquel que asigna valores a la senal de control en forma proporcional al error
del sistema.

o Control integral (1), de reposicion, de restablecimiento o de atraso: es quel que asigna valores a la sefial de
control en forma integral al error del sistema.

e Control derivativo (D), de velocidad, anticipativo, anticipatorio o de adelanto: es quel que asigna valores a
la senal de control en forma derivativa al error del sistema.

e Control proporcional-integral (PI): es quel que asigna valores a la senal de control en forma proporcional e
integral al error del sistema.

o Control proporcional-derivativo (PD): es quel que asigna valores a la sefial de control en forma proporcional
y derivativa al error del sistema.

o Control proporcional-integral-derivativo (PID): es quel que asigna valores a la sefial de control en forma
proporcional, integral y derivativa al error del sistema.

2. En cuanto al tipo de fuente de potencia de alimentacion que emplean:

o Controlador electrénico: utiliza energia eléctrica como fuente de poder y puede operar cargas relativamente
bajas.

e Controlador hidrdulico: utiliza fluidos incompresibles como fuente de poder, normalmente usa algin tipo
de aceite, y puede operar cargas medianas.

e Controlador neumdtico: utiliza aire comprimido como fuente de poder y puede operar cargas elevadas.

A continuacion se describirdn cada uno de los modos de control béasicos.

1) Control de dos posiciones.
Como ya se menciond, este controlador sélo puede asignar dos valores a la sefial de control. Mateméaticamente esté

dado por:

uz , e(t) <0
La siguiente figura muestra el simbolo en bloques que tiene este controlador y la salida ideal del mismo ejemplifi-
cando el caso mostrado en la ecuacién anterior de w(t) para este controlador.

>
u(t) = { ur 5 e(t) 20 , donde uy, us son valores constantes (generalmente us = 0 o bien us = —uy).
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Fig.41: Simbolo y ejemplo de la respuesta ideal de un controlador de dos posiciones.

En cuanto a su funcionamiento real se tiene el comportamiento que se muestra en la siguiente grafica, en donde
se observa que hay una zona muerta o de transicién entre un valor y otro de la salida, as{ como también se puede
considerar un tiempo muerto en la conmutacién del controlador.

Ee) 1 us) ‘ b

: 5 — .
- ‘ t.D\/ t LI ! fo T
“ i |
Uy

P s e - -

[

e(t) il
tiempa  uft)
muerto

Fig.42: Simbolo y ejemplo de la respuesta real de un controlador de dos posiciones.

Este tipo de controladores son simples y econémicos y en general son dispositivos eléctricos, por ejemplo un interrup-
tor, una vélvula electromagnética (accionada por un solenoide eléctrico). Los controladores neuméticos proporcionales
con muy altas ganancias también tienen un comportamiento similar al de un controlador de dos posiciones.

Las desventajas que tiene este controlador son que no permite un control fino (ya que sélo admite dos valores
de salida), a mayor nimero de conmutaciones su vida ttil disminuye, a menor zona muerta aumenta el nimero de
conmutaciones por minuto, requiere un mantenimiento constante. Se tiene que buscar el equilibrio entre exactitud y
tiempo de vida 1til, ya que a mayor exactitud menor tiempo de vida util.

2) Control P.
Como ya se menciond, este controlador asigna en forma proporcional los valores a la sefial de control, por lo que
esencialmente es un amplificador con ganancia ajustable. Matematicamente estd dado por:

u(t) = kpe(t) , donde k, es la ganancia proporcional del controlador (k, > 0)

U
La funcién de transferencia del controlador P es: G, (s) = z Ez; = k,, y el simbolo en bloques es:
Es) U{s}
—» k, —

Fig.43: Simbolo de un controlador P.

En la siguiente gréfica se muestra la respuesta de este tipo de controlador, en donde se observa que si e (t) = 0
entonces u (t) = 0.

e -
-+

&(t) ult)

Fig.44: Ejemplo de respuesta de un controlador P.
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Obviamente al conectar este controlador a un sistema se modifican sus caracteristicas tanto estructurales como
dindmicas. En general, los cambios estructurales que se producen son:

e Funcién de transferencia de lazo abierto: la nueva funcién de transferencia de lazo abierto es G.(s) G (s) =
kyG (s) , por lo que no cambian ni se agregan ceros ni polos de lazo abierto, y el tipo de sistema tampoco se

modifica.
. . . . G.(s)G(s)
e Funcién de transferencia de lazo cerrado: la nueva funcién de transferencia de lazo cerrado es —————— =
1+ G (s)G(s)
k,G
Hpk—gz) , por lo que no cambian ni se agregan ceros de lazo cerrado, no agrega nuevos polos de lazo cerrado
G (s

pero si los cambia de valor, y no cambia el orden del sistema.

A través de los siguientes ejemplos se analizardn algunos efectos en la dindmica del sistema que provoca este
controlador.

Sistema tipo 0 con control P.

En la siguiente figura se muestra el sistema considerado:

R{z) Eis Lgz) Cig)
— A > :

¥

Ts+1

Fig.45: Sistema tipo 0 con control P.

La funcién de transferencia de lazo cerrado del sistema es Z(S) Rk

(s) Ts+kyk+1’
E(s) 1
R(s) Ts+kyk+1
1
estacionario del sistema a una entrada escalén unitario (R(s) = —) es ess = lin%) sE(s) = Tk Con esto se
S S— D
concluye que va a existir un error de corrimiento, ya que el error de estado estacionario va a ser constante diferente
de cero, y que a mayor valor de k, este error serd menor.
Sistema con un par de perturbacion en el elemento de carga con control P.
En la siguiente figura se muestra el sistema considerado:

iri{if'
Ris) . EfE TiE Cis)

. . 1 ; )
: " - S s{ls+b) L4

, y como T' > 0, k,k > 0 entonces

el sistema es estable y la funcién de transferencia del error es Por lo tanto, el error de estado

Fig.46: Sistema con un par de perturbacién en el elemento de carga con control P.

Para el andlisis se considerard que la entrada de referencia es cero (R(s) = 0). Por lo anterior, la funcién de
1

N (s) - Js? +bs + kp
b > 0, k, > 0 entonces el sistema es estable y la funcién de transferencia del error con respecto a la perturbacién

V3
~—

transferencia de lazo cerrado del sistema con respecto a la perturbacién es , y como J > 0,

E C 1
es (s) = — () = — . Por lo tanto, el error de estado estacionario del sistema a una perturbacién
N (s) N (s) Js? +bs+k,
T, . n
escalén de valor T,, (N (s) = ?) es €gs = hn}) sE(s) = 7 Con esto se concluye que a mayor valor de la
S§— D

perturbacién T, el error de estado estacionario serd mayor, claro que si se aumenta k£, este error disminuye, pero como
la respuesta de este sistema es subamortiguada, si k, es muy grande con respecto a b el sistema se comportard como
oscilatorio puro (de hecho, entre més grande sea k, mas grandes seran las oscilaciones de la salida el sistema).
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Sistema de carga inercial con control P.
En la siguiente figura se muestra el sistema considerado:

Riz) ... Eis s} - Cis)
—.:. kg

¥
|
¥

Fig.47: Sistema de carga inercial con control P.

C(s) Kk
R(s) Js2+k,
sistema es oscilatorio puro por lo que no tiene sentido calcular el error de estado estacionario, ya que la salida a una
entrada escalén unitario es una senoidal.

En conclusién, el control P tiene los siguientes efectos sobre el sistema: mejora el comportamiento de estado
estacionario de un sistema (disminuye e, de sistemas tipo 0 pero no lo elimina), puede provocar sistemas oscilatorios
o sistemas con oscilaciones muy grandes, para un error cero produce una senal de control cero, el tiempo de crecimiento
experimenta una pequena reduccion, el sobreimpulso maximo se incrementa, el amortiguamiento se reduce, el tiempo de
establecimiento cambia en pequena proporcién, el error de estado estacionario disminuye con incremento de ganancia,
el tipo de sistema permanece igual.

3) Control 1.
Como ya se menciond, este controlador asigna en forma integral los valores a la senal de control, por lo que
esencialmente es un amplificador en configuracién de integrador. Matema&ticamente estd dado por:

La funcién de transferencia de lazo cerrado del sistema es , y como J > 0, k, > 0 entonces el

t

w(t) =k; / e(A)d\ , donde k; esla ganancia integral del controlador (k; > 0)
0

U(s

(s)

Es) u(s)

o [ m—

~—

La funcién de transferencia del controlador I es: G. (s) = = ;1, y el simbolo en bloques es:

=

Fig.48: Simbolo de un controlador I.

En la siguiente gréfica se muestra la respuesta de este tipo de controlador, en donde se observa que si e(t) = 0
no necesariamente u (t) = 0, de hecho w (t) permanece estacionario (mantiene su valor previo). También es posible
deducir que si e (t) duplica su valor entonces u (t) varia al doble su velocidad de cambio.

[l I

o

eft) uft)

Fig.49: Ejemplo de respuesta de un controlador I.

Un efecto importante que se presenta debido a que es un integrador es que se puede presentar la saturacién del
actuador, es decir el controlador fisicamente puede llegar al méximo valor que puede proporcionar.

Obviamente al conectar este controlador a un sistema se modifican sus caracteristicas tanto estructurales como
dindmicas. En general, los cambios estructurales que se producen son:
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e Funcién de transferencia de lazo abierto: la nueva funcién de transferencia de lazo abierto es G.(s) G (s) =

—G (s) , por lo que no cambian ni se agregan ceros de lazo abierto, se agrega un nuevo polo de lazo abierto en
S

s = 0 sin cambiar los demds polos de lazo abierto, y el tipo de sistema se incrementa en uno.
g . iy . Ge(s) G (s)
e Funcién de transferencia de lazo cerrado: la nueva funcién de transferencia de lazo cerrado es —————— =
1+ G (s)G(s)
m , por lo que no cambian ni se agregan ceros de lazo cerrado, se agrega un nuevo polo de lazo cerrado
1

y se cambian los demds polos de lazo cerrado, y el orden del sistema se incrementa en uno.

A continuacién se considerardn los ejemplos usados en el control P para analizar algunos efectos en la dindmica
del sistema que provoca este controlador.

Sistema tipo 0 con control I.

En la siguiente figura se muestra el sistema considerado:

ks L) " o s
g

Lo

¥

5 Ta+1

Fig.50: Sistema tipo 0 con control I.

C kik
La funcién de transferencia de lazo cerrado del sistema, es (s) = ,ycomoT >0, k;k > 0 entonces
R(s) Ts?>+s+kik
. y . E(s) Ts? +s
el sistema es estable y la funcién de transferencia del error es = . Por lo tanto, el error de estado
R(s) Ts?>+s+kk

estacionario del sistema a una entrada escalén unitario (R (s) = —) es egs = lin}) sE (s) = 0. Con esto se concluye que
S§—

se elimina el error de corrimiento.
Sistema con un par de perturbacion en el elemento de carga con control 1.
En la siguiente figura se muestra el sistema considerado:

Hish
Righ Eis) : Tis) Cis)

; i ) C I 1
E S E g J+b

4

Fig.51: Sistema con un par de perturbacién en el elemento de carga con control I.

Para el andlisis se considerard que la entrada de referencia es cero (R(s) = 0). Por lo anterior, la funcién de

. . .. C(s) s .
transferencia de lazo cerrado del sistema con respecto a la perturbacién es === 5 , ¥ como no existe
N(s) Js3+bs2+k;
el término correspondiente a la potencia s entonces el sistema es inestable, por lo cual no tiene sentido calcular el
error del sistema ni el error de estado estacionario del mismo.
Sistema de carga inercial con control I

En la siguiente figura se muestra el sistema considerado:

Riz) ... Ei# Lz} el

it ot — —

Fig.52: Sistema de carga inercial con control I.
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C(s) k;
R(s)  Js3+k;
correspondientes a s> y s entonces el sistema es inestable, por lo cual no tiene sentido calcular el error del sistema
ni el error de estado estacionario del mismo.

En conclusidn, el control 1 tiene los siguientes efectos sobre el sistema: elimina el error de corrimiento en sistemas
tipo 0, puede provocar sistemas inestables, puede provocar saturacién del actuador, para un error cero se tiene una
senal de control no necesariamente cero, el tipo de sistema se incrementa en uno.

4) Control D.
Como ya se menciond, este controlador asigna en forma derivativa los valores a la sefial de control, por lo que
esencialmente es un amplificador en configuracién de derivador. Matemé&ticamente estd dado por:

La funcién de transferencia de lazo cerrado del sistema es

, ¥ como no existen los términos

de (t
u(t) =kq ilg ) , donde kg4 es la ganancia derivativa del controlador (kg > 0)
. . U (s) .
La funcién de transferencia del controlador D es: G. (s) B (s) = kgs, y el simbolo en bloques es:

E(s) u(s)
—® ks

Fig.53: Sfmbolo de un controlador D.

En la siguiente gréfica se muestra la respuesta de este tipo de controlador, en donde se observa que si e (t) = k
entonces u (t) = 0. También se puede deducir que u (t) varia proporcionalmente a la velocidad de cambio de e (t).

L

d

a(t) uft)

Fig.54: Ejemplo de respuesta de un controlador D.

Un efecto importante que se presenta debido a que es un derivador es que es sensible al ruido que exista en e (),
es decir que amplifica el ruido. También, debido a que es un derivador, se tiene que este control trata de anticiparse al
error, es decir que como responde al ritmo de variacién del error entonces puede producir una correccién significativa
antes de que la magnitud del error sea excesivamente grande.

Obviamente al conectar este controlador a un sistema se modifican sus caracteristicas tanto estructurales como
dindmicas. En general, los cambios estructurales que se producen son:

e Funcién de transferencia de lazo abierto: la nueva funcién de transferencia de lazo abierto es G.(s) G (s) =
kqsG (s) , por lo que se agrega un nuevo cero de lazo abierto en s = 0 sin cambiar los demds ceros de lazo
abierto, no se cambian ni se agregan polos de lazo abierto, y el tipo de sistema disminuye en uno.

G.(s)G (s
e Funcién de transferencia de lazo cerrado: la nueva funcién de transferencia de lazo cerrado es M =
1+G.(s)G(s)
kqsG (s) . . )
————— _ por lo que se agrega un nuevo cero de lazo cerrado en s = 0 sin cambiar los demds ceros de lazo
1+ kqsG (s)

cerrado, no se agregan polos de lazo cerrado pero si se cambian, y el orden del sistema disminuye en uno.

A continuacién se considerardn los ejemplos usados en el control P para analizar algunos efectos en la dindmica
del sistema que provoca este controlador.

Sistema tipo 0 con control D.

En la siguiente figura se muestra el sistema considerado:
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Fig.55: Sistema tipo 0 con control D.

C kak
La funcién de transferencia de lazo cerrado del sistema es () = drvs , ycomo T > 0, kgk > 0
R (s) (T +kgk)s+1
. . . E(s) Ts+1
entonces el sistema es estable y la funcién de transferencia del error es = Por lo tanto, el error

R(s) (T+ksk)s+1

de estado estacionario del sistema a una entrada escalén unitario (R (s)

=) es egs = lin}) sE (s) = 1. Con esto se
S§—
concluye que siempre existird un error de corrimiento de valor 1 independientemente del valor de kq.
Sistema con un par de perturbacion en el elemento de carga con control D.
En la siguiente figura se muestra el sistema considerado:

ims:l
Fi.%ﬁ E-{g.:u =iz

Tis) '
. 1
_ k. —.,C }_.,.
i an s{Is+b)

¥

Fig.56: Sistema con un par de perturbacién en el elemento de carga con control D.

Para el andlisis se considerard que la entrada de referencia es cero (R(s) = 0). Por lo anterior, la funcién de
) 1
) Js+b+kg

b > 0, kq > 0 entonces el sistema es estable y la funcién de transferencia del error con respecto a la perturbacién es
E (s) C (s) 1

. . ) C(s
transferencia de lazo cerrado del sistema con respecto a la perturbacion es N(( , y como J > 0,
s

=— =— . Por lo tanto, el error de estado estacionario del sistema a una perturbacién escalén
N(s) N(s)  Jstb+ ke P
T
de valor T;, (N (s) = =) es €55 = lin}) sE(s) = — 2 +”k . Con esto se concluye que a mayor valor de la perturbacién
S s— d

T, el error de estado estacionario serd mayor, y para disminuir este error se debe aumentar lo mas posible el valor de
kq.

Sistema de carga inercial con control D.

En la siguiente figura se muestra el sistema considerado:

Rig) Efs) Lis)

. ] . 1 e
—_— ks 2 :

¥

Fig.57: Sistema de carga inercial con control D.

C (s k
La funcién de transferencia de lazo cerrado del sistema es (s) = d , y como J > 0, kg > 0 entonces
R (s) Js +kq
. . . E (s) Js
el sistema es estable y la funcién de transferencia del error es = Por lo tanto, el error de estado

R(s) Js+kq
. . . o 1 .
estacionario del sistema a una entrada escalén unitario (R (s) = —) es egs = hn}) sE (s) = 0. Con esto se concluye que
S s—
se elimina el error de corrimiento del sistema.
En conclusién, el control D tiene los siguientes efectos sobre el sistema: tiene una accién anticipativa al error,

es sensible al ruido, para un error constante se tiene una sefial de control cero, no afecta directamente el error de
estado estacionario, anade amortiguamiento al sistema permitiendo usar valores de ganancia mds grandes lo que
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mejora la exactitud en estado estacionario. Debido a sus desventajas, este control generalmente no se usa sélo sino en
combinacién con otro tipo de control.

5) Control PI.
Como ya se menciond, este controlador asigna en forma prporcional e integral los valores a la sefial de control.
Matemdticamente estd dado por:

t t
1
u(t) = kpe(t) + ki/e N dh=k, |e(t) + T/e (M) d\| , donde T; es el tiempo integral del controlador
0 ‘0 .
T, =-2>0
(T = >0)

U k; 1 T; 1
La funcién de transferencia del controlador Pl es: G, (s) = (s) =k, + 5 kp (1 + T-s) =k, ( i ), y el
sfmbolo en bloques es:

Fig.58: Simbolo de un controlador PI.

El valor — se llama frecuencia de reposicién del controlador e indica el nimero de veces por minuto que se repite

la accién inteéral.
Como este control combina las acciones P e I, entonces también se combinan los efectos de estas acciones de control.
En la siguiente gréfica se muestra la respuesta de este tipo de controlador, en donde se observa que si e (t) = 0 no
necesariamente u (t) = 0.

uft}

Fig.59: Ejemplo de respuesta de un controlador PI.

Un efecto importante que se presenta debido a la accién integral es que se puede presentar la saturacién del
actuador.

Obviamente al conectar este controlador a un sistema se modifican sus caracteristicas tanto estructurales como
dindmicas. En general, los cambios estructurales que se producen son:

e Funcién de transferencia de lazo abierto: la nueva funcién de transferencia de lazo abierto es G.(s) G (s) =

T;s i
de lazo abierto, se agrega un nuevo polo de lazo abierto en s = 0 sin cambiar los demds polos de lazo abierto, y
el tipo de sistema se incrementa en uno.

Tis+1 ) 1 . .
kp ( i5 + ) G (s) , por lo que se agrega un nuevo cero de lazo abierto en s = —— sin cambiar los demds ceros

G G
e Funcién de transferencia de lazo cerrado: la nueva funcién de transferencia de lazo cerrado es M =
1+ G (s)G(s)
k, (T; 1)G 1 . .
p (Tis + 1) G (5) , por lo que se agrega un nuevo cero de lazo cerrado en s = —— sin cambiar los demds

Tis+ky (Tis + 1) G (5) T,
ceros de lazo cerrado, se agrega un nuevo polo de lazo cerrado y se cambian los demds polos de lazo cerrado, y
el orden del sistema se incrementa en uno.
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A continuacién se considerardn los ejemplos usados en el control P para analizar algunos efectos en la dindmica
del sistema que provoca este controlador.

Sistema tipo 0 con control PIL.

En la siguiente figura se muestra el sistema considerado:

Ris) : Efs) E L) k Bkl
— e 7 i

v

e
o o4 —— Ll

T g Ts+

Fig.60: Sistema tipo 0 con control PI.

C(s) kpk (Tis +1)
R(s)  T,Ts®+ (T; + Tikpk) s + kyk

La funcién de transferencia de lazo cerrado del sistema es , y como T >

E (s)
R (s)

0, k >0, k, > 0, ki > 0 entonces el sistema es estable y la funcién de transferencia del error es
T,Ts* 4+ Tys
TiTs? + (T; + Tikpk) s + kpk’

tario (R(s) = —) es ess = lin}) sE (s) = 0. Con esto se concluye que se elimina el error de corrimiento del sistema.
S—

Por lo tanto, el error de estado estacionario del sistema a una entrada escalén uni-

Sistema con un par de perturbacion en el elemento de carga con control PI.
En la siguiente figura se muestra el sistema considerado:

iN{sj
Ris) ... Eis) T X Cis)

2 i
e ot ————

K =
F 5 s{ls+h)

k4

Fig.61: Sistema con un par de perturbacién en el elemento de carga con control PI.

Para el andlisis se considerard que la entrada de referencia es cero (R(s) = 0). Por lo anterior, la funcién de
transferencia de lazo cerrado del sistema con respecto a la perturbacién es Cls) Lis
Vs — _
P P N (s)  TjJs? +Tibs? + Tikys + kp
,ycomoJ >0,b>0,k, >0, T; >0 entonces el sistema puede ser estable al elegir correctamente

E C
los valores k, y T; , y la funcién de transferencia del error con respecto a la perturbacién es (5) = — (5) =
N (s) N (s)
S

IR b sk Por lo tanto, el error de estado estacionario del sistema a una perturbacién escalén de valor
S S »S + kK

s
Js3 4+ bs? + kps+ k;

T
T, (N(s) =) es €55 = lin}) sE (s) =0. Con esto se concluye que se elimina el error de corrimiento del sistema.
S—

Sistema de carga inercial con control PI.
En la siguiente figura se muestra el sistema considerado:

Riz) . Ef)
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Fig.62: Sistema de carga inercial con control PI.

C(s) ky (Tis+1)
R(s)  TiJs3+ ks +k,
término correspondiente a s% entonces el sistema es inestable, por lo cual no tiene sentido calcular el error del sistema
ni el error de estado estacionario del mismo.

La funcién de transferencia de lazo cerrado del sistema es , ¥ como no existen el

41



El propésito del control PI es mejorar la exactitud de estado estacionario del sistema sin degradar la estabilidad.

En conclusién, el control PI tiene los siguientes efectos sobre un sistema: elimina el error de corrimiento en sistemas
tipo 0, mejora la estabilidad del sistema, puede provocar sistemas inestables, puede provocar saturacién del actuador,
para un error cero se tiene una sefial de control no necesariamente cero, el amortiguamiento se reduce, el sobreimpulso
méximo se incrementa, el tiempo de crecimiento disminuye, el ancho de banda disminuye, los margenes de ganancia
y de fase mejoran, el pico de resonancia mejora, filtra el ruido de alta frecuencia, el tipo de sistema se incrementa
en uno, el error de estado estacionario mejora por el incremento del tipo de sistema, el problema de seleccién de los
valores de las ganancias del controlador (para no tener un capacitor en la implementacion del circuito excesivamente
grande) es mas agudo que en el caso del control PD.

6) Control PD.
Como ya se menciond, este controlador asigna en forma proporcional y derivativa los valores a la senal de control.
Matemdticamente estd dado por:

u(t) = kpe(t) + kq dedgt) =k [e (t) + TddeTgt)] , donde Ty es el tiempo derivativo o de adelanto del controlador
(Tq = :—Z > 0)
La funcién de transferencia del controlador PD es: G, (s) = ggz; = ky + kas = k, (1 +Tys), y el simbolo en
bloques es:
Efs) U(s)

] ks |

Fig.63: Simbolo de un controlador PD.

Como este control combina las acciones P y D, entonces también se combinan los efectos de estas acciones de
control.

En la siguiente gréfica se muestra la respuesta de este tipo de controlador, en donde se observa que si e (t) = k
entonces u (t) # 0.

uft}

Fig.64: Ejemplo de respuesta de un controlador PD.

Un efecto importante que se presenta debido a la acccién derivativa es que es sensible al ruido. También, debido a
la accién derivativa, se tiene que este control trata de anticiparse al error.
Obviamente al conectar este controlador a un sistema se modifican sus caracteristicas tanto estructurales como
dindmicas. En general, los cambios estructurales que se producen son:
e Funcién de transferencia de lazo abierto: la nueva funcién de transferencia de lazo abierto es G.(s) G (s) =
. 1. .
ky, (14 Tys) G (s) , por lo que se agrega un nuevo cero de lazo abierto en s = —— sin cambiar los demads ceros

d
de lazo abierto, no se cambian ni se agregan polos de lazo abierto, y el tipo de sistema no se modifica.

G G
e Funcién de transferencia de lazo cerrado: la nueva funcién de transferencia de lazo cerrado es M =
1+G.(s)G(s)
k, (1 +Tys)G (s . .
2 ( 48) G (s) , por lo que se agrega un nuevo cero de lazo cerrado en s = —— sin cambiar los demads

1+ky(1+Tus)G(s) Ty
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ceros de lazo cerrado, no se agregan polos de lazo cerrado pero si se cambian, y el orden del sistema no se
modifica.

A continuacién se considerardn los ejemplos usados en el control P para analizar algunos efectos en la dindmica
del sistema que provoca este controlador.

Sistema tipo 0 con control PD.

En la siguiente figura se muestra el sistema considerado:

Rzl . Eis) s : o
— ks |

T+

Fig.65: Sistema tipo 0 con control PD.

C(s) kpk (14 Tqys) B kpk (14 Tqys)

R(s) (T +Tikpk)s+kpk+1 (T + kak)s+kpk+1
ycomo T >0,k >0, k, > 0, T; > 0 entonces el sistema es estable y la funcién de transferencia del error es
E (s) Ts+1

= . Por lo tanto, el error de estado estacionario del sistema a una entrada escalén unitario
R(s) (T'+ksk)s+kk+1

1
(R(s) = g) es g5 = lil% sE (s) = 1. Con esto se concluye que siempre existird un error de corrimiento de valor 1
S§—

La funcién de transferencia de lazo cerrado del sistema es

independientemente del valor de kg .
Sistema con un par de perturbacion en el elemento de carga con control PD.
En la siguiente figura se muestra el sistema considerado:

inls:. _
Bis) .. Ef Tis) . : Gis)
; ko + ks £
—"- g *@ 5 s{Tasb) 5

Fig.66: Sistema con un par de perturbacion en el elemento de carga con control PD.

Para el andlisis se considerard que la entrada de referencia es cero (R(s) = 0). Por lo anterior, la funcién
C (s) 1
N(s) Js2+(b+kTy)s+k,

,ycomo J >0,b>0, kg >0, k, > 0 entonces el sistema es estable y la funcién de transferencia

de transferencia de lazo cerrado del sistema con respecto a la perturbacién es

1
Js? + (b+ ka) s+ ky

. E (s) C (s) 1
del error con respecto a la perturbacién es = =— . Por lo tanto, el error de estado
P P N(s) N(s) Js2+(b+ka)s+hk
T, . T,
estacionario del sistema a una perturbacién escalén de valor T, (N (s) = —) es ess = hn}) sFE (s) = ——. Con esto
S 5—

se concluye que a mayor valor de la perturbacién T, el error de estado estacionario serd mayor, y para disminuir este
error se debe aumentar lo mds posible el valor de k,.

Sistema de carga inercial con control PD.

En la siguiente figura se muestra el sistema considerado:

Ris) . Eils) =) Cis)

Fig.67: Sistema de carga inercial con control PD.
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C(s)  ky(I4+Tys)  ky(14Tys)
R(s)  Js?+kyTus+k, Js®+kes+k,

E Js?
0, kp > 0, Ty > 0 entonces el sistema es estable y la funcién de transferencia del error es () = i .
R(s) Js?+kqs+kp

(
1
s

La funcién de transferencia de lazo cerrado del sistema es y como J >

Por

lo tanto, el error de estado estacionario del sistema a una entrada escalén unitario (R (s) = —) es e55 = lin%) sE(s)=0.
S§—

Con esto se concluye que se elimina el error de corrimiento del sistema.

El propésito del control PD es mejorar la respuesta transitoria del sistema al mismo tiempo que mantiene la
estabilidad deseada.

En conclusién, el control PD tiene los siguientes efectos sobre un sistema: tiene una accién anticipativa al error,
es sensible al ruido, para un error constante se tiene una senal de control diferente de cero, el amortiguamiento se
incrementa, el sobreimpulso maximo se reduce, el tiempo de crecimiento experimenta pequenas reducciones, el tiempo
de establecimiento se reduce, el ancho de banda se incrementa, los mérgenes de ganancia y de fase mejoran, el pico
de resonancia mejora, el error de estado estacionario presenta pequenos cambios, el tipo de sistema permanece igual,
puede acentuar el ruido en altas frecuencias, no es efectivo para sistemas ligeramente amortiguados o inicialmente
inestables, puede requerir un capacitor muy grande en la implementacién del circuito.

7) Control PID.
Como ya se menciond, este controlador asigna en forma proporcional, integral y derivativa los valores a la senal de
control. Mateméticamente estd dado por:

t t
1
u(t) = kpe (t) +ki/e () dr+ k2D _ ky |e(t) + —/e(A) i+ 1,20
dt T; dt
0 0
s s . U (S) k; 1
La funcién de transferencia del controlador PID es: G, (s) = B (s) =k, + 5 +kgs = ky | 1+ Ts +Tys | =
TTys* + Tis + 1 1
kp (CZS;SH), y el simbolo en bloques es:
Efs) - u(s)

‘P
—.'kp}TL-I-k'ds—b

Fig.68: Sfmbolo de un controlador PID.

Como este control combina las acciones P, I y D, entonces también se combinan los efectos de estas acciones de
control.

En la siguiente gréfica se muestra la respuesta de este tipo de controlador, en donde se observa que si e (t) = k
entonces u (t) # 0.

FID

uft)

Fig.69: Ejemplo de respuesta de un controlador PID.

Debido a la accién integral puede presentarse saturacién del actuador.
Un efecto importante que se presenta debido a la acccién derivativa es que es sensible al ruido. También, debido a
la accién derivativa, se tiene que este control trata de anticiparse al error.
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Obviamente al conectar este controlador a un sistema se modifican sus caracteristicas tanto estructurales como
dindmicas. En general, los cambios estructurales que se producen son:

e Funcién de transferencia de lazo abierto: la nueva funcién de transferencia de lazo abierto es G.(s) G (s) =
L TiTys* + Tis +1 T, +/T? — AT, T,
P Tis 21Ty
sin cambiar los demds ceros de lazo abierto, se agrega un nuevo polo de lazo abierto en s = 0 y los demés polos
de lazo abierto no se cambian, y el tipo de sistema se incrementa en uno.

G (s) , por lo que se agregan dos nuevos cero de lazo abierto en s; 5 =

G.(s)G(s)

e Funcién de transferencia de lazo cerrado: la nueva funcién de transferencia de lazo cerrado es —————~— =

1+G.(s)G ()
ky (TiTys* 4+ Tys 4+ 1) G (s)

~T, + \/T? —4T,T,

Tis + by (DT, + Tos + G (5) por lo que se agregan dos nuevos cero de lazo cerrado en 51 2 = ST/ T,

sin cambiar los demds ceros de lazo cerrado, se agrega un nuevo polo de lazo cerrado y se cambian los demds
polos de lazo cerrado, y el orden del sistema se incrementa en uno.

Nétese que los ceros que agrega este control se pueden escribir como s; 5 =

1142
VI
2T,

coinciden en s; o = o7 esta eleccion se utiliza a menudo para simplificar el sintonizado del PID, como se verd en
d

2Ty 2Ty

. Claramente se observa que estos ceros son reales si T; > 4T, , y que si T; = 4Ty entonces los ceros

el siguiente tema.

Los ejemplos que se han venido usando para analizar algunos efectos en la dindmica del sistema que provoca el
control PID se dejan como ejercicio para los alumnos.

En conclusién, el control PID contiene las mejores caracteristicas del control PD y del control PI: mejora la
estabilidad del sistema, tiene una respuesta anticipatoria al error, disminuye el error de estado estacionario, pero
puede causar saturacién en el actuador y es sensible al ruido.

Otros aspectos importantes sobre los controladores tipo PID.

Desde el punto de vista de filtrado, el control PD es un filtro pasa altas, el control PI es un filtro pasa bajas, y el
control PID es un filtro pasa banda en funcién de los valores de los pardmteros del controlador. Por otro lado, se sabe
que un filtro pasa altas introduce fase positiva al sistema en algin intervalo de frecuencias, mientras que el filtro pasa
bajas introduce fase negativa. Como se puede deducir, en general, el disefio de controladores en sistemas de control se
puede ver como un problema de diseno de filtros, por lo que existe un gran nimero de esquemas posibles. Estas ideas
relacionadas con el filtrado y el corrimiento de fase son titiles si los disefios se realizan en el dominio de la frecuencia.

En los siguientes casos no se recomienda usar controladores tipo PID:

e Cuando el sistema tiene un tiempo muerto muerto alto.

e Cuando el sistema tiene una dindmica complicada (es de orden alto).

e Cuando el sistema es variante en el tiempo.

e Cuando el sistema es no lineal.

En cambio, en los siguientes procesos industriales se recomienda usar los controladores tipo PID:
e Para control de nivel se recomienda usar control P.

e Para control de temperatura se recomienda usar conrol PID.

e Para control de flujo o control de presion de liquidos se recomienda usar control PI.

En la siguiente figura se muestra un resumen con las principales caracteristicas que tienen los controladores tipo
PID:
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Los controladores tipo PID que se han analizado son los que se pueden considerar como diddcticos o ideales, como

es el caso del controlador PID con funcién de transferencia

figura:

Funcion de

Funcién Compensador Crahsfarencia

Caracteristicas

Mejorar  PI K%
error en '
estado

estable

Mejorar  Atraso i

. ¥
error en de fase i
estado
estable

Mejorar PD K(s +z.)
respuesta

transitoria

Mejorar  Adelanto K

respuesta  de fase
transitoria

1% (5 + Zairaso) (5 + Zadelanto)

Mejorarel PID :

BITOT en
estado
estable

y respuesta
transitoria

(5 Zatraso) (5 + Zadetunio)

Mejorar el Adelanio-
(5 + Paraso) (5 + Padelanto)

2ITor en atraso de fase
gstado

estable

y respuesta

Iransitoria

1. Aumenta tipo de sistema

2. Error se hace cero

3, El cero en -z, es pequeiio y negativo

4. Se requieren circuitos activos para implementar

1. Error mejorado pero no llevado a cero

2. El polo en —p, es pequefio ¥ negativo

3. El cero en —, estd cerca y a la izquierda del polo en —p,
4. No se requieren circuitos activos para implementar

1. Se selecciona un cero en —z,. para poner el punto
de disefio sobre lugar geométrico de las raices

2. Circuitos activos requeridos para implementar

3. Puede causar ruido y saturacién; implementar con
realimentacion de velocidad o con un polo (adelanto)

1. Se seleccionan cero en —z,. y polo en —p, para poner
el punto de disefio sobre el lugar geométrico de las raices
2. El polo en —p, es mds negativo que cero en -z,
3. No se requieren circuitos activos para implementar

1. El cero de atraso en —Zy,., ¥ polo en el origen
mejoran el error en estado estable

2. El cero de adelanto de fase en —2 40,00 Mejora la
respuesta transitoria

3. El cero de atraso de fase en —z,,,, €std cerca y
a la izquierda del origen

4. Se sclecciona un cero de adelanto de fase en
—Zadelanto PATA poONET punto de disefio sobre el
lugar geométrico de las raices

5. Circuitos activos requeridos para implementar

6. Puede causar ruido y saturacidn; implementar con
realimentacion de velocidad o con un polo adicional

1. Se usan un polo de atraso de lase en —p,.. vV un
cero de atraso de fase en —z,,,,,, para mejorar el
error en estado estable

2. Se usan un polo de adelanto de fase en —pgepan ¥
un cero de adelanto de fase en —Z,ge140 para
mejorar la respuesta transitoria

3. El polo de atraso de fase en —p ., €5 pequeno y negatse

4. El cero de atraso de fase en —z,,,,, estd cerca v
a la izquierda del polo de atraso de fase en -p,..,

5. Se seleccionan el cero de adelanto de fase en — 4.
y el polo de adelanto de fase en —p ;). para poner
el punto de disefio sobre el lugar geométrico de las raices

6. El polo de adelanto de fase en —p,.14n0 €5 mds
negativo que el cero de adelanto de fase en —2 ...

7. No se requieren circuitos activos para implementar

Fig.70: Caracteristicas de los controladores tipo PID y de los compensadores.

U (s)
E(s)

E{ ] 1

¥

2 T.=

L)

Fig.71: Estructura de un PID ideal o tradicional.
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En la préctica, al usar un PID como el que se estudié se pueden presentar otros efectos indeseables en el sistema, es
por eso que continuamente se estan desarrollando variantes de PID que eliminen o reduzcan esos efectos indeseables. A
estos PID se les puede llamar précticos o reales. A continuacién se muestran algunos de estos PID reales o modificados,
aunque no se analizardn a detalle porque estdn fuera del alcance del tema, pero se recomienda que los alumnos los

consulten en las referencias:

1
T,L' S

o Control PI-D: U (s) = k, [(1 +

Efs) 1

¥

) E (s)—TysB (s)] , donde B (s) es la senal de retroalimentacién:

. i Ut
.—p b
T.=

TE s}

Fig.72: Controlador PI-D.

1
o Control I-PD: U (s) =k, Ts

Efs) 1

%

K2

E(s)—(1+1Tys)B (s)] , donde B (s) es la senal de retroalimentacién:

Uis)

Bz}
Fig.73: Controlador I-PD.

1
o Control PI-PD: U (s) = kp1 (l + T_s> E(s) —kp2 (1 4+Tys)B(s) , donde B (s) es la sefial de retroalimentacion.

Este es un control de dos grados de libertad. (Los grados de libertad se refieren al nimero de funciones de
transferencias de lazo cerrado independientes que tenga el sistema):

R 5 . Efs)
— Bl

) s

Gis) |

P

Bis)

Fig.74: Controlador PI-PD.
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1
o Control PID-PD: U (s) = kp (1 + T + les> E(s) —kp2 (14 Ty2s) B(s) , donde B (s) es la senal de retroal-

imentacién. Este también es un control de dos grados de libertad:

=0

Hs)

Riss Eis) .
— PID

Gis) e

_Bis)

Fig.75: Controlador PID-PD.

2.8 Sintonizacién de PID’s mediante los métodos de Ziegler-Nichols

Sintonizacion de un PID: consiste en la eleccién de las ganancias de un PID para lograr un comportamiento deseado
en el sistema.

Meétodos de sintonizacién de PID’s.

Los métodos de sintonizacién generalmente son métodos experimentales o de simulacién dindmica en donde se
utiliza una entrada de prueba, se obtiene la salida y ésta es analizada de acuerdo a las reglas del método usado para
obtener los valores de las ganancias del PID. También es posible aplicar estos métodos en forma analitica siempre y
cuando se conozcan matemédticamente el sistema y su respuesta.

Algunos métodos de sintonizacidn son los siguientes:

1. Métodos de Ziegler-Nichols.

2. Método de Chien-Hrones-Reswick.

Método de Astrom-Hdagglund o de autoajuste.
Método de lugar de las raices.

Meétodo de optimizacion.

Metodos de dimensionamiento en la frecuencia (usando diagramas de Bode).

I T o

Meétodo de Cohen-Coon.

A continuacién sélo se presentaran los métodos de Ziegler-Nichols debido a que el resto de los métodos estan fuera
del alcance de este tema, pero se recomienda a los alumnos que los consulten en las referencias.

Ziegler y Nichols propusieron reglas para determinar los valores de las ganancias de un PID basdos en las carac-
teristicas de respuesta transitoria de una planta dada. En ambos métodos que propusieron se intenta lograr un 25%
de sobreimpulso méximo en la respuesta al escalén unitario del sistema. Generalmente, los métodos de Ziegler-Nichols
no se recomiendan cuando el sistema tiene integradores debido a que se obtienen efectos no deseados.

1) Primer método de Ziegler-Nichols o de la curva de reaccién o de la curva tipo "S".
Para este método se emplea la configuracién de lazo abierto del sistema, como se muestra en la figura siguiente:

Fit] et
—_— G

Fig.76: Configuracién del primer método de Ziegler-Nichols.

El sistema en lazo abierto se alimenta con una entrada 7(¢) de prueba escalén unitario, es decir se genera un cambio
en la entrada que corresponda a un escalén unitario. Desptes se obtienen los datos de la salida correspondiente a
esta entrada escalén unitario y se grafica dicha salida. Si la salida tiene una forma de "S", como se observa en la
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figura siguiente, entonces si es posible aplicar este método de sintonizacién, sino es asi se debe buscar otro método de
sintonizacion.

Una vez que se tiene la curva sigmoide o de forma "S" de la salida se toman los datos que requiere el método.
Estos datos se obtienen a partir de la tangente a la curva en el punto de inflexién de la curva, tal como se indica en
la siguiente figura:

* tangente

punto de.

inﬂexién'\ ;

<<} gi=
L T

Fig.77: Mediciones de la curva "S" de la salida en el primer método de Ziegler-Nichols.

Con estos datos L (tiempo de atraso del sistema), T' (constante de tiempo del sistema) y k (valor final del sistema),
se puede aproximar la funcién de transferencia de lazo cerrado del sistema como un sistema de primer orden con atraso
de transporte:

C(s) kels
R(s) Ts+1

Finalmente, con los datos obtenidos anterioremente se utiliza la siguiente tabla para obtener las ganancias del

controlador deseado:

Tabla 3: Valores del primer método de Ziegler-Nichols.

kp E Td
Control P l 0
ontro oL 00
T L
trol PI 9— | —
Contro 0 gkL 03 0
Control PID 1.2% 2L | 0.5L

Con los valores obtenidos se sustituyen en el controlador deseado y ya se procederia a su implementacién. Por
ejemplo, con este método la funcién de transferencia del control PID queda

1 2
+ —
T 1 (5 )
Gpip (s) = Uls) _y, T (1 +—+ 0.5L5> = 0.6%78L

E (s) kL 2Ls
1
por lo que los ceros que agrega este control son s; 5 = A

2) Segundo método de Ziegler-Nichols o de maxima ganancia o de resonancia.
Para este método se emplea la configuracién de lazo cerrado del sistema con una ganancia variable, como se muestra
en la figura siguiente:

o it)

rit) - [ .
— / - Gs) >

Fig.78: Configuracion del segundo método de Ziegler-Nichols.
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El sistema en lazo cerrado se alimenta con una entrada 7(¢) de prueba escalén unitario, es decir se genera un cambio
en la entrada que corresponda a un escalén unitario. Despuies se varfa la ganancia variable k£ hasta que el sistema
entre en resonancia, es decir hasta que la salida sea oscilatoria (senoidal) pura, como se observa en la figura siguiente.
Si la salida es oscilatoria, entonces si es posible aplicar este método de sintonizacién, sino es asi se debe buscar otro
método de sintonizacion.

Una vez que se tiene la respuesta oscilatoria del sistema se toman los datos que requiere el método. Estos datos
(T, periodo de la senal oscilatoria) se obtienen a partir de la curva oscilatoria de la salida, obtenida con el valor de la
ganancia de resonancia o de méxima ganancia k, ajustada, tal como se indica en la siguiente figura:

e —

\

Fig.79: Mediciones de la respuesta resonante en el segundo método de Ziegler-Nichols.

Finalmente, con los datos obtenidos anteriormente se utiliza la siguiente tabla para obtener las ganancias del
controlador deseado:

Tabla 4: Valores del segundo método de Ziegler-Nichols.

kp T; Td
Control P 0.5k, ) 0
T
Control PI 0.45k, T ; 0
Control PID | 0.6k, | 0.57, | 0.1257,

Con los valores obtenidos se sustituyen en el controlador deseado y entonces se procederia a su implementacion.
Por ejemplo, con este método la funcién de transferencia del control PID queda

(7)
4
Uls) n 0.125T05> - 0.075k0T0+

Gpip (s) = B (s)

— 0.6k, (1
( T 05T,

por lo que los ceros que agrega este control son s; 5 = ,i_

Como se puede observar, los métodos de Ziegler-Nichols s6lo sirven para obtener los controladores P, PI y PID,
asi que si se quiere disenar un control PD se tendria que usar otro método, por ejemplo el método de Cohen-Coon
permite disenar los controladores P, PI, PD y PID.

Para concluir este tema a continuacién se muestra la siguiente figura que proporciona la informacién necesaria
para implementar electrénicamente los controladores tipo PID mediante circuitos activos (usando amplificadores op-
eracionales). Observe que la funcién del segundo amplificador es la de invertir la senal regresdndola a su polaridad
inicial, esto debido a que todo amplificador operacional causa una inversién de la sefial. Para usar esta tabla se igualan
los valores de las ganancias obtenidos en la sintonizacién con su correspondiente par en la funcién de transferencia de
la tabla, y se resuelve el sistema de ecuaciones asf obtenido para determinar los valores de los componentes electrénicos
del circuito deseado. Note que en este sistema de ecuaciones siempre hay mds incégnitas que ecuaciones.
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Cz Ry
R
5 ; R, 1 ’ Ry
R3 R\ Css & —:
O— ]
R, R
3 PD =2 R,Cis + 1)
R3 R,
M - Ry Ry RyCos + 1
Ry R, RyCys
R4 R, (R,C,s + 1)(RyCos + 1)
3 PID Rg RI RzCzS
+
6 | Adelanto Re Ry RiCrs+ 1
o retardo Ry Ry R,Cys + 1
RZ Ca
R; <y '- Rg
I P Rs Ry [(Ry + R5)Cis + 1I(R,Cos + 1) o_m_ o
retardo Rs Rz (R)Cys + DRy + RYCos + 11 | o, R Rs — o
N “

Fig.80: Implementacion de los controladores PID y de los compensadores con circuitos activos.

Una forma de simplificar la anterior implementacién consiste en enfocarse inicamente en el primer amplificador,
debido a que es en él en donde recae la funcién. Con este enfoque se utilizarian las siguientes figuras:

Vals)

Fig.81: Amplificador operacional para implementar los controladores tipo PID y los compensadores.
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Al utilizar este enfoque simplificado no hay que olvidar la necesidad de utilizar un inversor para recuperar la po-
laridad inicial, ademads es posible construir el compensador de atraso-adelanto conectando en cascada un compensador

Funcién

Z(s)

Ganancia

Integracion

Diferenciacion

Controlador PI

Controlador PD

Controlador PID

Compensacion de
atraso de fase

Compensacidon de
adelanto de fase

Zy(s)

s - Z(s)

5 + !
G ( RiCy

ci (‘ =5
; R2Cs

donde R:C> = R;C,:

e’

1
_G (5 = Rx_"?])

(k)

donde R;C; = R>C>

Fig.82: Elementos de impedancia usados en el amplificador operacional de la Fig.80.

de atraso con un compensador de adelanto.

Finalmente, no hay que olvidar que en el diseno de un controlador siempre cabe la posibilidad de la incertidumbre
(inexactitud) en los pardmetros del sistema, por lo que siempre es recomendable una verificacién constante del fun-
cionamiento del controlador, esto es una vez que se llega a un diseno teérico hay que comprobarlo o verificarlo a tavés
de célculos, hacer ajustes si es necesario y verificar nuevamente a través de simulacién, hacer ajustes si es necesario y
ahora si implementarlo fisicamente dejando siempre la forma de realizar ajustes a los pardmetros del controlador (a
través de potenciémetros, por ejemplo) para realizar el ajuste final del mismo, y si es posible antes de conectarlo a la

planta real realizar una prueba fisica a escala.

Ejemplos: Sintonizar un PID y un PI para los siguientes sistemas:
a) G(s) =

G (s)

b)

s3 + 6s2 +15s'

T 1453 1652 45+ 1
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3 Meétodo de respuesta transitoria

3.1 Anadlisis de respuesta transitoria de un sistema

Método de respuesta transitoria: es un método que muestra la salida, y sus caracteristicas, de un sistema a una
entrada escalén unitario sin condiciones iniciales.

Antes de presentar el método de respuesta transitoria es necesario recordar los siguientes conceptos sobre la
dindmica de un sistema.

Estado de equilibrio de un sistema: es la condicién o valor (estado) en que se mantiene o permanece la salida de
un sistema en ausencia de entradas externas y sin c.i.

Estabilidad absoluta de un sistema: es la propiedad o capacidad que tiene el sistema de regresar a su estado de
equilibrio cuando sélo existe c.i. sin entradas externas.

Un sistema es inestable (no estable) absoluto cuando no tiene la capacidad de regresar a su estado de equilibro
cuando sélo existe c.i. sin entradas externas.

Estabilidad relativa de un sistema: es una medida del grado de estabilidad de un sistema, es decir permite saber
cudn cerca esta el sistema de la inestabilidad. En otras palabras, permite saber cudnto se puede "mover" el sistema
sin que caiga en la inestabilidad.

Respuesta transitoria o de estado transitorio, cis (t): es la parte de la salida del sistema que desaparece (se hace
cero) cuando el tiempo se vuelve muy grande (¢t — 00).

Respuesta permanente o de estado estacionario, css (t): es la parte de la salida del sistema que permanece cuando
el tiempo se vuelve muy grande (¢t — 00).

Recordemos que la salida completa de un sistema es: ¢ (s) = ¢ (t) + ¢ss (£).

Como consecuencia de la definicién de la estalidad absoluta se tiene que un sistema estable absoluto tiene la
caracteristica de que su respuesta transitoria, cuando sélo existen c.i. sin entradas externas,se hace cero cuando el
tiempo tiende a infinito.

Condicion necesaria y suficiente para la estabilidad (absoluta) de un sistema: el sistema es estable si y sélo si todos
los polos de su funcién de transferencia de lazo cerrado tienen parte real estrictamente negativa, esto es si graficamente
sus polos de lazo cerrado se ubican en el semiplano izquierdo abierto del plano complejo.

Como consecuencia de la condicién necesaria y suficiente para la estabilidad de un sistema y de la definicién de
estabilidad relativa se deduce que la estabilidad relativa corresponde a la distancia que existe entre el eje imaginario y
los polos de lazo cerrado del sistema que estén més cerca de él, por lo que a mayor distancia mayor estabilidad relativa.

Por otra parte, en este metodo de respuesta transitoria se utiliza la funcién de transferencia de lazo cerrado del

biSi
Cls) _ ;

R (s) zn:aiSi .
0

im
Orden de un sistema: es la caracteristica o propiedad de un sistema que indica el grado de complejidad del mismo.

Matematicamente corresponde al orden de la ecuacién diferencial del sistema (es decir a la méxima derivada de la

salida en la ecuacién diferencial), o bien corresponde al orden de la funcién de transferencia de lazo cerrado del sistema

(esto es al grado del polinomio del denominador de la funcién de transferencia o polinomio caracteristico del sistema).
Clasificacion de sistemas de acuerdo a su orden:

sistema

e Sistemas de primer orden: es cuando el sistema tiene orden 1, esto es n = 1.
e Sistemas de sequndo orden: es cuando el sistema tiene orden 2, esto es n = 2.

e Sistemas de orden superior: es cuando el sistema tiene orden n.

Para aplicar el método de respuesta transitoria se utilizan las siguientes entradas de prueba: impulso unitario,
escal6n unitario y rampa unitaria. Sin embargo, el escalén unitario es la entrada que se utiliza por default debido a
que matematicamente es simple, es facil de generar fisicamente y es lo suficientemente drastica para brindar informacién
relevante del sistem. Es por ello que al hablar de método de respuesta transitoria inmediatamente se presupone que
la entrada es escalén unitario, salvo que se indique lo contrario, sin olvidar que las condiciones iniciales son cero.

Fl an4lisis de respuesta transitoria de un sistema consiste en obtener: la ecuacién de la salida, la gréfica de la salida,
y los valores de los pardmetros de desempeno o de respuesta transitoria del sistema. Los pardmetros de respuesta
transitoria son valores que describen el comportamiento de la salida del sistema y que indican que tan "bueno" o
eficiente es el sistema.
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A continuacion se realizara el andlisis de respuesta transitoria de los diferentes sistemas, de acuerdo a su orden, a
una entrada escalén unitario. Si se desea conocer la respuesta transitoria a entradas impulso unitario o rampa unitaria
se puede realizar un analisis similar al que se presentard o bien consultarlo en las referencias.

1) Sistemas de primer orden.

En control se consideran dos grupos de sistemas de primer orden: los estdndar y los no estdndar. Los sistemas
de primer orden estdndar se llaman asf por tener una forma matematica comin y por ser muy frecuentes en control,
mientras que los no estdndar no tienen esa forma matemdtica y son menos frecuentes en control. A continuacién se
muestra la obtencién de la respuesta transitoria de sistemas de primer orden estdndar estables.

La forma matematica de un sistema de primer orden estdndar es:

C(s) ks

R(s) Ts+1

con los siguientes pardmetros del sistema: ks es la ganancia del sistema y T es la constante de tiempo del sistema.
Normalmente se considera que k, > 0. Observe que si T' < 0 entonces el sistema es inestable, y que si 7" > 0 entonces
es estable. Por ello, para tener un andlisis de respuesta transitoria coherente o que tenga sentido se considera que
T > 0.

1 ks 1
Si la entrada es un escalén unitario, R (s) = 3 entonces la salida estd dada por C(s) = (Ts n 1) (;) =
ks

s(Ts+1)
ks kT ks ks

Al aplicar descomposicién en fracciones parciales se obtiene: C (s) = — — =—
] Ts+1 ]

_ -
S+ T
Y al aplicar transformada inversa de Laplace se obtiene la salida del sistema de primer orden estdndar a una
entrada escalén unitario:

c(t) = ki [1*6_%1 L t>0

c(0) =0 ¢ (3T) = 0.9502k,
c(o0) = ks ¢ (4T) = 0.9816k;
¢(T) = 0.6321k, ¢ (5T) = 0.9932k,
¢ (2T) = 0.8646k, ¢ (6T) = 0.9975k,

Y observe que c¢(0c0) = ks. Por lo anterior, la grifica de la salida de un sistema de primer orden estdndar a un
escalén unitario tiene la forma que se muestra en la siguiente figura:

kg

B e e e | Skt e =—— Tog ig% | 99.32% '99.75%

________ Bo.46%

|
|
I
|
|
|
|
|
|
T FT aT aT 5T BT

Fig.83: Respuesta de un sistema de primer orden estdndar a un escalén unitario.

Ahora bien, los pardmetros de respuesta transitoria para un sistema de primer orden son:

1. Valor final, ¢: es el valor que toma la salida del sistema cuando el tiempo tiende a infinito, esto es ¢ = tlim c(t) =
— 00

¢ (00).
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2. Tiempo de establecimiento, de asentamiento, de estabilizacion o de respuesta, ts: es el tiempo que tarda la salida
del sistema en alcanzar su etapa de respuesta de estado estacionario.

De la tabla de valores muestra de la salida y de la grafica misma se observa que para los sistemas de primer
orden estdndar la etapa de respuesta de estado estacionario se alcanza para t = oo, por lo que este valor no es un
valor practico para el t;. Debido a lo anterior, en la prictica se debe considerar un umbral en el que ya no cambie
"demasiado" la salida como el punto en que comienza la respuesta de estado estacionario, normalmente se considera
que este punto ocurre cuando la salida alcanza aproximadamente el 98% de su valor final.

De acuerdo a lo anterior se tiene que los pardmetros de desempeno de un sistema de primer orden estdndar toman
los valores de: ¢ = kg, y ts =4T.

Claramente se observa que para tener un tiempo de respuesta pequeno, T' debe ser pequeno.

Si el sistema de primer orden fuera no estdndar entonces su andlisis de respuesta transitoria se debe realizar con
todos los pasos, esto es no se puede simplificar usando unicamente los férmulas que se obtuvieron para sistemas de
primer orden estdndar.

Ejemplos: Realizar el andlisis de respuesta transitoria de los siguientes sistemas:
5
a) G(s)=—— ,H(s)=1.
) Gls)=—  H ()

b) G(s) = 233+3 CH(s) =1,
C(s) 2

) R 515

d) G(s):38134 CH(s) =1,
C(s)  2s

°) R(s) 2s+3

£) Cls) _2s+1
R(s) 2s+3°

2) Sistemas de segundo orden.

Al igual que los sistemas de primer orden, se tienen dos grupos de sistemas de segundo orden: los estandar y los
no estdndar. Los sistemas de segundo orden estdandar se llaman asi por tener una forma matemética comin y por ser
muy frecuentes en control, mientras que los no estdndar no tienen esa forma matemadtica y son menos frecuentes en
control. A continuacién se muestra la obtencién de la respuesta transitoria de sistemas de segundo orden estdndar
estables.

Para mejor comprensién de los sistemas de segundo orden primero se verd brevemente su origen. El origen de los
sistemas de segundo orden viene del movimiento oscilatorio arménico presentado por sistemas mecanicos y otros. Un
sistema mecdnico con esta caracteristica tiene la siguiente funcién de transferencia de lazo cerrado:

C(s) k

R(s) Js2+Bs+k

donde J es el momento de inercia del cuerpo, B es el amortiguamiento existente, y k es la constante de restitucién
del resorte torsional.zDentro de estos sistemas se sabe que esta funcién se puede escribir como:

C(s) w

— n

R(s) 82+ 2w,s+ w2

k
donde wi = 7 ¢ = 5 y B. = 2v/Jk. El valor w, se llama frecuencia natural no amortiguada del sistema

(valor de frecuencia en el que el sistema oscilard si no hay amortiguamiento), B. es el amortiguamiento critico del
sistema (valor minimo de amortiguamiento en el que el sistema deja de oscilar), y £ es el amortiguamiento relativo del
sistema (cociente del amortiguamiento real entre el amortiguamiento critico del sistema), ademds se puede definir la
B

atenuacion del sistema (valor con el cual decae la amplitud de las oscilaciones de un sistema) como o = fw,, = 37

Estos valores son caracteristicos del sistema y de la forma de su respuesta, como se verd a continuacion.

La forma matemaética de un sistema de segundo orden estdndar es:
C (s) ksw?

R(s) 82+ 2w,s+ w2

. ) . . . rad .
con los siguientes pardmetros del sistema: ks es la ganancia del sistema, w, |——| es la frecuencia natural no
seg

amortiguada del sistema, y & [adimensional] es el amortiguamiento relativo del sistema. Normalmente se considera
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que ks > 0. Observe que los polos del sistema estdan dados por —&w,, +w,/ 52 — 1, entonces para determinar los casos
de estabilidad de este sistema se considerard que w,, > 0 y se verd lo que sucede al variar &:

e £ < (0: primero note que si £ = —1 entonces los polos son reales repetidos de valor w, > 0. Ahora bien,
si —1 < € < 0 entonces los polos son complejos conjugados de valor —&w,, + jw,/1 — &2 y con parte real
—fwp, > 0. Y si & < —1 entonces los polos son reales diferentes de valor —&w, 4+ wn /€2 — 1, pero como

€ > /€ —1 entonces el signo de ambos polos queda determinado por —&w,, > 0. Por lo tanto, para & < 0 el
sistema es inestable.

e { = 0: los polos son imaginarios conjugados de valor +jw,, por lo que el sistema es criticamente estable,
oscilatorio o no amortiguado (B = 0).

e 0 < ¢ < 1: los polos son complejos conjugados de valor —&wy, + jwny/1 — &2 y con parte real —fw, < 0, por lo
que el sistema es estable subamortiguado (B < B.).

e ¢ = 1: los polos son reales repetidos de valor —w,, < 0, por lo que el sistema es estable criticamente amortiguado
(B = B.).

e &> 1: los polos son reales diferentes de valor —fw,, &+ wy, /€% — 1, pero como € > /€2 — 1 entonces el signo de
ambos polos queda determinado por —&w,, < 0, por lo que el sistema es estable sobreamortiguado (B > B.).

Los resultados anteriores son consistentes con el comportamiento fisico de un sistema: £ > 0 significa que el sistema
disipa (pierde) energia y £ < 0 que absorbe (gana) energia, y la presencia de un amortiguador en el sistema disipa la
energfa del mismo.

Un andlisis similar se puede hacer considerando w,, < 0, pero como w,, es una frecuencia de "giro" (por definicién
es un valor positivo y el signo sélo indica si gira a la derecha o a la izquierda) no tiene sentido fisico proponer este
caso. Por lo anterior, para tener un andlisis de respuesta transitoria coherente o que tenga sentido se considera que
wy, > 0y € > 0 para tener sistemas estables.

a) Sistemas de segundo orden subamortiguados (0 < & < 1).

Un sistema de segundo orden subamortiguado estdndar tiene la forma
C (s) ksw?

R(s)  s2+2fw,s+w?
d
y sus polos estan dados por p; 2 = —&wy £+ jwp V1 — 52 = —0 *+ jwy. Donde o = &w,, [m] es la atenuacion del
seg

. rad . . . .
sistema y wg = wpy/1 — & [s_eg] es la frecuencia natural amortiguada del sistema (valor de frecuencia en el que el

sistema oscilard cuando tiene un amortiguamiento especifico).

. o 1 : ksw? 1
Sila entrada es un escalén unitario, R (s) = —, entonces la salida estd dada por C (s) = U - =
s s2 +2w,s+w2 ) \s

ksw?
s (82 + 28wps +w2)

. .. . . . k k 2
Al aplicar descomposicién en fracciones parciales se obtiene: C (s) = — — —— (s + 26wn) .
s 82+ 2lwps+ w2

By _ ks(s+28wn) _ ks ka(st+&wn)

S (s+&wn)?+wd 5 (s4Ewn) +wd

Ahora, al completar trinomio cuadrado perfecto se tiene: C'(s) =

ks (§wn)
(5+ Ewn)? +w?
Y al aplicar transformada inversa de Laplace se obtiene la salida del sistema de segundo orden subamortiguado

estdndar a una entrada escalén unitario:
1-¢*
wqgt + arctan T

Observe que ¢ (0) =0y que ¢(00) = k. Ademds, la salida del sistema presenta oscilaciones senoidales (debido a los
términos trigonomeétricos) con frecuencia wy, mismas que van disminuyendo de amplitud conforme avanza el tiempo
(debido al factor exponencial) con atenuacién {w,,. Por lo tanto, la gréfica de la salida de un sistema de segundo orden

1

- ¢ . - .
c(t) = ks {1 — g twnt lcos (Wat) + —=—=sin (wgt)| 3 = ks {1 — ———=e€"“ntsin
\V 1-— £2 /1 — £2
t>0

)
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subamortiguado estdndar a un escalén unitario tiene la forma que se muestra en la figura siguiente:

Fig.84: Respuesta de un sistema de segundo orden estdndar subamortiguado a un escalén unitario.

b) Sistemas de segundo orden criticamente estables (£ = 0).

Un sistema de segundo orden criticamente estable esténdar tiene la forma

C(s) _ kswi

R(s) s2+w?

y sus polos estan dados por p; o = +jw,. Para obtener su respuesta a un escalén unitario con facilidad y rapidez
se considerard la salida de un sistema de segundo orden subamortiguado estdndar a un escalén unitario, que es:

\/15_52 sin (wdt)] }

Ahora bien, la salida buscada se obtiene aplicando el siguiente limite a la expresién anterior:

c(t) = 511_1% ks {1 — g~ 8wnt [cos (wn 1-— 52t> + ﬁ sin (wn\/ 1- 52t>] }

Por lo que la salida de un sistema de segundo orden criticamente estable estdndar es:

c(t) =ks< 1 —e 5nt |cos (wat) +

c(t) =ks[1—cos(wpt)] , t>0

Observe que ¢(0) = 0 y que ¢(00) no esta definido, ya que la salida del sistema presenta oscilaciones senoidales
mantenidas con frecuencia w,, y amplitud ks (debido al término trigonométrico y a la ausencia de factor exponencial).
Por lo anterior, la gréfica de un sistema de segundo orden criticamente estable estdndar a un escalén unitario tiene la
forma que se muestra en la figura siguiente:

ke = — SEL _jpma o

=

Fig.85: Respuesta de un sistema de segundo orden estdndar criticamente estable a un escalén unitario.

¢) Sistemas de segundo orden criticamente amortiguados (£ =1).

Un sistema de segundo orden criticamente amortiguado estdndar tiene la forma
Cls) _ kswy, kswi,

R(s)  s2+42wns+w2  (s+wy,)
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y sus polos estdn dados por pi 2 = —wn,.
En este caso no se puede aplicar %mi a la salida de un sistema de segundo orden subamortiguado estdndar a un

escalén unitario debido a que se obtendria términos no definidos, por lo cual se realizard paso a paso.
1 kyw? 1
Si la entrada es un escalén unitario, R(s) = —, entonces la salida estd dada por C'(s) = [ ——"— () =
s (s +wn) s

2
kswi

5(s+wp)
. .., . . . ks ks kswn,
Al aplicar descomposicién en fracciones parciales se obtiene: C (s) = — — — 5.
s (stwn) (s+wy)
Y al aplicar transformada inversa de Laplace se obtiene la salida del sistema de segundo orden criticamente

amortiguado estdndar a una entrada escalén unitario:

ct)=ks[l—e“t(1+wyt)], t>0

Observe que ¢ (0) = 0y que ¢ (00) = ks. Ademads, la salida del sistema no presenta oscilaciones senoidales (debido
a la ausencia de términos trigonométricos), pero tiene un crecimiento exponencial similar al de los sistemas de primer
orden estdndar (debido al factor exponencial). Por lo tanto, la grifica de la salida de un sistema de segundo orden
criticamente amortiguado estdndar a un escalén unitario tiene la forma que se muestra en la siguiente figura:

B

Fig.86: Respuesta de un sistema de segundo orden estdndar criticamente amortiguado a un escalén unitario.

d) Sistemas de segundo orden sobreamortiguados (§ > 1).

Un sistema de segundo orden sobreamortiguado estdndar tiene la forma

C(s) ksw? B ksw?

R(s) s2+2fwps+w2  (s+51)(s+s2)

donde 51,2 = &wy, j:wn\/§2 — 1 (note que sy < s1) y sus polos estén dados por p 2 = —&wy, j:wn\/§2 —1=—512.

1 ksw; 1
Si la entrada es un escalén unitario, R (s) = 3 entonces la salida estd dada por C (s) = <¢> (—) =

(s+s1)(s+s2) s
ksw?
s(s+s1)(s+s2)
ksw? kswr, kswr,
roa e
Al aplicar descomposicién en fracciones parciales se obtiene: C'(s) = =152 4 2V -1 29Ve -1
s (s+s1) (s +s2)
kown, kswn,
ks N 251/ =1 25/ -1
s (s+s1) (s+s2)

Y al aplicar transformada inversa de Laplace se obtiene la salida del sistema de segundo orden sobreamortiguado

estdndar a una entrada escalén unitario:
w e—Slt e—SQt
1+ = ( - ) , t>0
2v/€ -1\ 1 52

o8

c(t) = ks




Observe que ¢ (0) = 0y que ¢ (00) = ks. Ademds, la salida del sistema no presenta oscilaciones senoidales (debido
a la ausencia de términos trigonométricos), pero tiene un crecimiento exponencial similar al de los sistemas de primer
orden estdndar (debido a que sy < s1, por lo que e™*1* < e7%2! en cualquier instante t). Por lo anterior, la grafica
de la salida de un sistema de segundo orden sobreamortiguado estdndar a un escalén unitario tiene la forma que s
emuestra en la siguiente figura:

B e et T e

Fig.87: Respuesta de un sistema de segundo orden estdndar sobreamortiguado a un escalén unitario.

e) Pardmetros de desempeno o de respuesta transitoria a un escalén unitario de sistemas de segundo orden.
Los pardmetros de respuesta transitoria para un sistema de segundo orden son:

1.

Valor final, ¢: es el valor que toma la salida del sistema cuando el tiempo tiende a infinito, esto es ¢ = tlim c(t) =
—00

¢ (00).

Tiempo de retardo, tq: es el tiempo que tarda la salida del sistema en alcanzar el 50% de su valor final.

Tiempo de crecimiento, de subida o de levantamiento, t,: si el sistema es subamortiguado es el tiempo que tarda

la salida del sistema en alcanzar por primera vez su valor final. Si el sistema es criticamente amortiguado o

sobreamortiguado es el tiempo que tarda la salida del sistema en pasar del 10% al 90% de su valor final, o bien
en pasar del 5% al 95% de su valor final (normalmente se utiliza el primero)

Tiempo pico, t,: es el tiempo que tarda la salida del sistema en alcanzar su pico méximo de valor, esto es su
sy Up )
primer pico de sobreelongacién.

Sobreimpulso mdzimo, sobrepico mdximo, sobretiro mdzimo o sobreelongacion mdzima, Mpy: es el valor que toma
la salida del sistema cuando alcanza su pico médximo medido a partir de su valor final, esto es M, = c(t,) — ¢.

M
Para tener una medida absoluta del sobreimpulso méximo es comtn expresarlo en porcentaje: %M, = 1007” =
t —
100cte) = ¢
¢

Tiempo de establecimiento, de asentamiento, de estabilizacion o de respuesta, ts: es el tiempo que tarda la salida
del sistema en alcanzar su etapa de respuesta de estado estacionario. Debido a que la salida del sistema puede
presentar oscilaciones, el tiempo de establecimiento de un sistema de segundo orden se establece haciendo una
extension del caso de sistemas de primer orden: el tiempo de establecimiento de un sistema de segundo orden es
el tiempo que tarda la salida del sistema en entrar, y no volver a salir de ahi, en un rango de +2% o de +5% de
su valor final.

Algunos autores incluyen algunos otros pardmetros, como son:

e Periodo de oscilacion, de amortiguamiento o amortiguado, Ty: es el tiempo que tarda un ciclo de onda de la

2
salida del sistema, esto es Ty = w—ﬂ
d

e Razon de decrecimiento, de decaimiento, de decremento o de asentamiento, Ry: es el valor que indica la propor-

cién en que disminuyen las oscilaciones de la salida del sistema. Se puede establecer entre los dos primeros picos
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segundo pico + - . . .
———= " — ¢ V1-¢2 o bien entre los dos primeros picos, Ry = ~— -
primer pico + primer pico +
lo mds comun es utilizar este iltimo.

.. rimer pico - -
positivos, Rg = PHIMET PICO - _ e ,

e Niumero de oscilaciones, N,: es la cantidad de ciclos de onda que presenta la salida del sistema antes de alcanzar

. . . . t

su etapa de estado estacionario, es decir antes de t,, por lo que mateméticamente es N, = ?S
d

De todos estos pardmetros los més utilizados son los primeros debido a que estos tres ultimos o son redundantes,
como la razén de decrecimiento que estd relacionada con el sobreimpulso méximo, o son muy obvios, como los otros
dos.

También se puede observar que muchos de estos pardmetros tienen sentido si la salida del sistema presenta oscila-
ciones, es decir si es un sistema subamortiguado, ya que debido a su definicién no se puede establecer su valor para
sistemas criticamente amortiguados o sobreamortiguados. Por ello, a continuacién se muestran graficamente estos
pardmetros para un sistema subamortiguado:

o.sd

d | SR = ts

Fig.88: Parametros de respuesta transitoria de un sistema subamortiguado.

Para analizar el caso méas completo, a continuacién se estableceran las férmulas de cdlculo de los pardmetros de
desempeno para un sistema subamortiguado.

Valor final.

Cuando se obtuvo la salida de un sistema de segundo orden subamortiguado, criticamente amortiguado o so-
breamortiguado se observé que ¢ (00) = ks en todos ellos, por lo que ¢ = k, para sistemas de segundo orden estdndar.

Tiempo de crecimiento.

Por definicién del tiempo de crecimiento se tiene que c¢(t.) = ¢, por lo que ¢(t.) = ks. Por otro lado, como se
conoce la salida ¢ (¢t) de un sistema subamortiguado es posible establecer la siguiente expresién

c(tr) = c(t)]—, = ks {1 _ g—Ewnt [cos (wat) + ﬁ sin (wdt)] }

Es decir ks = k, {1 — e~ Ewntr [cos (wat,) + \/% sin (wdtr)] }
1—
_5
V1-¢
Se sabe que un producto es cero si y sélo si alguno de sus factores es cero, y como kse~¢“ntr £ () ya que ¢, es un

£

t=t,

De donde se obtiene kse~“nt | cos (wqt,) + sin (wgqt,) | = 0.

valor finito por definicién, se tiene que cos (wqt,) + = sin (wgt,) = 0.

Ahora bien, dividiendo entre la funcién coseno y despejando la funcién trigonométrica resultante se tiene tan (wqt,) =

V1-¢€ V1 — £2
ng. Por lo que wyt,, = arctan ng =6.

Sin embargo, para obtener correctamente el valor de wgyt, es necesario conocer la ubicacién correcta del punto que
forman los catetos. Para ello se va a considerar la siguiente grafica, que corresponde a la ubicacién de un polo complejo
conjugado del sistema subamortiguado, y se va a medir el dngulo 8 desde el eje real negativo en sentido horario hasta

el punto de interés.
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Fig.89: Posicién de un polo complejo conjugado.

/ 1 _ 2
Con lo anterior se obtiene que el valor correcto de wyt, se puede establecer como wyt, = arctan <—£> y
Vi-¢
3

auxilidndose de 5 = arctan ( se tiene que wyt, =0 =7 — .

1-¢2 —
En conclusién, 8 = arctan (%) = arctan <ﬂ> [rad] y t, = Ww—ﬁ [seg] para sistemas subamortiguados
o d

estandar.

Claramente se observa que para tener un tiempo de crecimiento pequefio, wy debe ser grande.

Tiempo pico.

Por definicién en este tiempo se alcanza el méximo valor de la salida, por lo que é(t)|t:tp = 0. Por otro lado,
como se conoce la salida ¢ (t) de un sistema subamortiguado es posible establecer la siguiente expresién

d

¢ (t)|t:tp = {ks {1 _ e—€wnt [cos (wat) + \/1£—§2 sin (wdt)] }}

Haciendo los célculos necesarios se obtiene

—wnt 8 e—€wnts | s _wa _
ks {fwne P [cos (watp) + m sin (wdtp)] e P l wasin (watp) + m cos (watp)| ¢ =0.
Simplificando términos se obtiene ks—— = e~ S¥ntv gin (wgqtp) = 0.
1—
Y como e~&ntr £ (), debido a que t, es un valor finito por definicién, se tiene que sin(wqt,) = 0. Por lo que
wgty, = 0, 7,27, 37, 4m,. ..
Finalmente, observando la gréfica de la salida de un sistema subamortiguado y como el ¢, se presenta en el primer

=0.

t=t,

s . .
pico de oscilacién se concluye que t, = o [seg] para sistemas subamortiguados esténdar.
d
Claramente se observa que para tener un tiempo pico pequefio, wy debe ser grande.
Sobreimpulso mdximo.
™ .
Por definicién M, = c¢(t,) — ¢. Por otro lado, como ¢ = ks, t, = o, ¥ se conoce la salida ¢ (t) de un sistema
d

subamortiguado es posible establecer la siguiente expresién

ﬁ sin (Wdt)] }

™
t=—"
Wd

M, = ks {1 — e~ fwnt [cos (wat) +

s

Por lo que M, = fkse_ V1I=6€" o (m) + ﬁ sin (7). g
§ o o

- - —

——nr 71' —

En conclusion M, = kse V 1- 52 = kse Wd y en forma porcentual %M, = 100e V 1- 52 = 100e wd
para sistemas subamortiguados estdndar.

Claramente se observa que para tener un sobreimpulso méaximo pequefo, £ debe ser grande.

Tiempo de establecimiento.

Utilizando conocimientos de geometria analitica es posible establecer que la salida de un sistema submortiguado
tiene unas curvas envolventes, es decir que tiene unas curvas auxiliares que la envuelven (no la dejan "salir" de entre
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/ 2
ellas) en todo momento. Las ecuaciones de estas curvas envolventes son ky | 1+e V1~ 3 y claramente se observa

que tienen una constante de tiempo T' = 5— A continuacién se muestran graficamente estas envolventes.
Wn
~Eut
s, envolvente: 1+
wiiE
&2%

—Eogt |

envolvente: 1-
w1

Fig.90: Envolventes de una respuesta subamortiguada.

Para establecer el tiempo de establecimiento se usardn estas curvas envolventes, ya que una vez que éstas entran
en el rango de interés con mayor razon lo hace la salida del sistema y no vuelven a salir de él (ver la grafica anterior).
Finalmente, como estas envolventes tienen forma exponencial se puede usar lo obtenido en sistemas de primer orden,

4 4
por lo que el tiempo de establecimiento para sistemas subamortiguados estdandar es ts = 47 = f— = — [seg] para el
Wn O
3 3
criterio del 2%, o bien t;, = 3T = 57 = — [seg] para el criterio del 5%.
n O

Claramente se observa que para tener un tiempo de respuesta pequeno, o debe ser grande.
Tiempo de retardo.
Para este pardmetro no se puede establecer una férmula.

f) Comparacién entre los diferentes sistemas de segundo orden.

Para entender mejor el comportamiento del sobreimpulso méximo a continuaciéon se muestra una grafica del com-
portamiento del %M, con respecto a &, en ella se puede apreciar que para un £ = 0 se tiene un sobreimpulso del 100%
(sistema oscilatorio puro), y que al ir aumentando el valor de £ va disminuyendo el sobreimpulso (sistema subamor-
tiguado) hasta llegar a £ = 1 en donde ya no hay sobreimpulso (sistema criticamente amortiguado).
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Fig.91: Gréfica del sobreimpulso maximo.

Para entender mejor las diferencias de comportamiento entre los casos subamortiguado, critiamente amortiguado
y sobreamortiguado a continuacién se muestra una familia de graficas de respuesta a escalén unitario para diferentes
valores de &, w, =1 %gd y ks = 1. Se observa que tienen diferente patrén oscilatorio (esto indica que tienen diferente
estabilidad relativa), su wy es diferente, y también tienen diferente tamanio de picos. Finalmente se observa que a
mayor ¢ la respuesta es més répida (el ¢5 es menor) y que los picos son menores (el %M, es menor).

amplitud.

tiempo [seg]

Fig.92: Respuesta a un escalén unitario de sistemas de segundo orden esténdar con diferente &.

Para completar el anilisis que se viene realizando a continuacién se muestra una familia de gréficas de respuesta
a escalén unitario para diferentes valores de w,, £ = 0.5 y ks = 1. Se observa que tienen el mismo patrén oscilatorio
(esto indica que tienen la misma estabilidad relativa) aunque su wy es diferente, y también tienen el mismo tamafio

de picos. Finalmente se observa que a mayor w,, la respuesta es més rapida (el ¢ es menor) y que los picos no varfan
(no cambia el %My).
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@ =0.5radiseg

“m =1 radiseq

o =1 5'radiseq

“w =Zradiseq

!
-;o__\=2.5 radiseq

amplitud
&
|

I
§ — i =3 radiseq

o
=1

tiempo [seg]

Fig.93: Respuesta a un escalén unitario de sistemas de segundo orden estdndar con diferente wy,.

En conclusién, una respuesta criticamente amortiguada es més rdpida que una sobreamortiguada y una respuesta
subamortiguada puede ser mds rapida que una criticamente amortiguada. Por lo anterior, en la prética se prefiere una
respuesta subamortiguada lo suficientemente rdpida y amortiguada siempre y cuando el sistema tolere las oscilaciones.
Se aconseja tener un sistema subamortiguado con 0.4 < ¢ < 0.8, como se muestra en la Fig.88, debido a que serd més
rapido que un sistema criticamente amortiguado o sobreamortiguado y a que tendrd un amortiguamiento aceptable
25 > %M, > 1.5. Si £ < 0.4 habrd un sobreimpulso excesivo y si £ > 0.8 serd muy lento.

Es importante recordar que si el sistema de segundo orden fuera no estdndar entonces su anilisis de respuesta
transitoria se debe realizar con todos los pasos, esto es no se puede simplificar usando tinicamente los férmulas que se
obtuvieron para sistemas de segundo orden estdndar.

Para mayor claridad de las diferencias entre sistemas estdndar y no estdndar, en la siguiente figura se presenta
una tabla que muestra la respuesta a un escalén unitario de algunos sistemas de primer orden y de segundo orden
no estandar, donde claramente se observa que la gréfica de la salida difiere considerablemente de las respuestas de

sistemas estdndar analizadas previamente.
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Fancian

‘de transferencia

‘Comentarios

Respuesta al escalén

Proceso con un polo y un
cero, ambos en el lado
izquierdo del plano, s.

l+as _als+1/g
T+bs  blis+1/b)

Proceso con un polo y un
cere, ambos en el lado
izquierdo del plano, s.

l+as _als+1/a
1+bs bis+1/b)

Proceso con un polo en el
lado izquierdo del plano v un
cero en el lade derecho del
plano, s (proceso de fase no
minimal.

1-as _als-1/a
1+bs bis+1/b)

Proceso con dos polos del
lado izquierdo del plano y un
cero del lado derecho del
plano, s (tambign éste es un
proceso de fase no minimal.

1-as
1+ bs){1+ cs)

14 as I Proceso con un polo en el
lado derecho del plano y un

1-bs cero del lado 1zquierdo del

plano, s (proceso inestablel.

i}

Fig.94: Respuesta a un escalén unitario de algunos sistemas no estdndar (a > 0, b > 0).

Un sistema de fase minima es aquel que tiene todos sus polos y ceros en el semiplano izquierdo del plano complejo,
y un sistema de fase no minima tiene al menos un cero en el semiplano derecho y todos sus polos en el semiplano
izquierdo. Una caracteristica importante que tienen los sistemas de fase no minima es que su respuesta a un escalén
unitario empieza en forma invertida, como se observa en la figura anterior. Otra caracteristica de un sistema de fase no
minima se observa cuando se realiza un analisis en frecuencia (esto se vera en Control II) y es que, como su nombre lo
dice, no alcanza un valor minimo de fase, a diferencia de un sistema de fase minima en que si se alcanza; esto significa
que un sistema de fase no minima tiene un gran atraso de fase para altas frecuencias, situacién que no ocurre con un
sistema de fase minima.

Ejemplos: Realizar el andlisis de respuesta transitoria de los siguientes sistemas:

a) G(S):m,H(S):l
b) C(s): 5

R(s) s2+2s+1°

C(s) 5
c) R(s) 2s2+7s+2
d) G(s):?ﬁ%%,ms):l.
¢ G(s) =22 p(s)=1
f) Cl(s) i 2s

R(s) s2+2s+5

C(s) 252
&) R(s) s2+2s5+5
h) C(s) _ 252 +5

R(s) s24+2s+5’

3) Sistemas de orden superior.

En el caso de sistemas de orden superior no se considera una forma estdndar particular. Esto se debe a que un
sistema de orden superior en esencia es la combinacién de sistemas de primer oren y de segundo orden.

Un sistema de orden superior estd dado por
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Z biSi
=0
n
Z a;s’
i=0

De acuerldo al teorema general del dlgebra un polinomio de grado n tiene n raices, y como los coeficientes del
polinomio caracteristico son reales entonces esas n raices pueden ser reales diferentes, reales repetidas, complejas
conjugadas o una combinacién de las anteriores. Por lo tanto, la respuesta a un escalén unitario de un sistema de
orden superior debe ser la combinacién de las salidas de sistemas de primer orden y de segundo orden segtn sea el
valor de sus polos (raices de su polinomio caracteristico).

Polos dominantes de lazo cerrado: si existen son los polos de lazo cerrado més cercanos al eje imaginario y que
no tienen otros polos de lazo cerrado ni ceros de lazo cerrado cerca. Esta distancia de otros polos o ceros se mide
dividiendo su parte real entre la parte real del posible polo dominante, y el resultado tiene que ser mayor a 5 para que
se considere alejado.

Polos no dominantes de lazo cerrado: si existen son todos aquellos polos de lazo cerrado que no cumplen con las
condiciones de dominancia.

La importancia de los polos dominantes de lazo cerrado radica en que si existen, entonces los polos no dominantes de
lazo cerrado contribuyen de manera insignificante al comportamiento del sistema, es decir la respuesta es practicamente
la que dan los polos dominantes de lazo cerrado.

En general, los polos de lazo cerrado de un sistema determinan el tipo de respuesta transitoria que tendra el sistema
y las caracteristicas de la respuesta en estado estacionario, principalmente la estabilidad. Por otro lado, los ceros de
lazo cerrado del sistema determinan la forma de la respuesta transitoria del sistema, esto es las caracteristicas de la
respuesta transitoria, principalmente los coeficientes del transitorio.

En estos sistemas se pueden emplear los mismos parametros de desempeno establecidos con anterioridad dependi-
endo de la forma gréfica de su respuesta, pero los valores se deben determinar por mediciones grificas ya que no es
posible establecer féormulas.

C(s)
R(s)

m<n , n>3

)

Ejemplos: Realizar el andlisis de respuesta transitoria de los siguientes sistemas:

Cl(s) 4
2) R(s) (s+4)(s2+s+1.25)
b) C (s) _ 4

R(s) (s+15)(s2+s+1.25)

a) Reduccién del orden de sistemas de orden superior.

Cuando se tiene un sistema de orden superior en ocasiones es posible reducir su orden, es decir que se puede
encontrar una funcién de transferencia de menor orden que tenga una respuesta muy cercana a la del sistema de orden
superior. Cuando esto sucede, entonces es posible utilizar el sistema de menor orden en los cdlculos siguientes en lugar
de usar el sistema de orden superior original, esto simplificard los célculos sin una pérdida significativa de informacién
y sin cometer errores por omisién significativos.

Para realizar esta aproximacién de sistemas de orden superior por sistemas de menor orden o reduccién de su
orden se pueden emplear los siguientes métodos:

e Método por identificacion de sistemas: este método se verd en el siguiente tema.

e Método por polos dominantes: para poder emplear este método se requiere que el sistema tenga polos dominantes
en lazo cerrado, ya que al tenerlos lo que propone el método es la eliminacién de los polos no dominantes de
la funcién de transferencia de lazo cerrado. Para eliminar los polos no dominantes lo que se hace es eliminar
la variable "s" del factor correspondiente a él. Una consideracién importante que se debe tener es que nunca
se debe eliminar un polo que se ubique en el semiplano derecho del plano complejo, debido a que se cambiaria
drésticamente el comportamiento del sitem de inestable estable sin justificacién vilida.

Siempre que se realice una reduccién del orden de sistemas de orden superior se debe verificar al final que la
aproximacién obtenida sea adecuada, si no fuera asi habria que aplicar otro método de aproximacién o bien dejar
al sistema orginal. También existen otros métodos para realizar esta reduccién de orden, como el criterio formal de
aproximacién, pero estdn fuera del alcance de este tema, por lo que se recomienda a los alumnos que los consulten en
las referencias.

Ejemplos: Obtener la aproximacién de los siguientes sistemas por sistemas de menor orden:
C(s) 4

2) R(s) (s+4)(s2+s+125)
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C (s) 4
R(s) (s+1.5)(s2+s5+1.25)

3.2 Identificacién de sistemas y diseno de controladores mediante respuesta transitoria

Existen dos aplicaciones bédsicas del metodo de respuesta transitoria, que son la identificacién de sistemas y el
diseno de controladores "simples".

Identificacién de sistemas.

Identificacion de sistemas: es un problema de control que consiste en la obtencién del modelo matemdtico de
un sistema en forma experimental, es decir sin tener que realizar el anslisis matemdtico correspondiente para su
obtencién. Para la identificacion de sistemas existen tanto métodos temporales como frecuenciales. El método basado
en la respuesta transitoria es el mds bésico de ellos, se realiza en el dominio del tiempo y se obtiene la funcién de
transferencia del sistema de interés.

A continuacién sélo se presenta la identificacién de sistemas basado en el andlisis a la respuesta al escalén (método
de respuesta transitoria) debido a que el resto de los métodos existentes, como el andlisis experimental de frecuencias
y la identificacién de pardmetros por minimos cuadrados, estdn fuera del alcance de este tema, pero se recomienda a
los alumnos que los consulten en las referencias.

Procedimiento para la identificacién de sistemas mediante respuesta transitoria:

1. Obtener la grifica de la salida del sistema a una entrada escalén unitario.

2. Elegir la forma de la funcién de transferencia estdndar o conocida que tenga la respuesta transitoria més parecida
a la salida que tiene el sistema. FEsto se realiza observando la similitud de esta grafica con las graficas de respuesta
transitoria conocidas para las diferentes funciones de transferencia conocidas.

3. Determinar los pardmetros de respuesta transitoria que correspondan a la forma elegida de la funcién de trans-
ferencia. Esto se realiza a partir de la gréafica de la salida real obtenida.

4. Establecer un sistema de ecuaciones con los valores obtenidos de los pardmetros de respuesta transitoria y las
férmulas de dichos pardmetros. Las incégnitas de este sistema de ecuaciones son los pardmetros de la funcién
de transferencia buscada.

5. Obtener los valores de los pardametros de la funcién de transferencia buscada. Esto se realiza resolviendo el
sistema de ecuaciones anterior.

6. Verificar si la funcién de transferencia obtenida es adecuada, es decir si su respuesta transitoria se aproxima lo
suficiente a la salida real. Si la aproximacién no es adecuada entonces hay que volver a identificar el sistema, ya
sea con otro método o proponiendo otra funcién de transferencia.

La figura siguiente presenta una tabla que muestra un concentrado de la respuesta a un escalén unitario de algunos
sistemas que puede usarse en la identificacién de sistemas. Ademds, la tabla de la Fig.91 también puede utilizarse con
fines de identificacién de sistemas.

67



FEjemplos: Identificar los sistemas cuya salida a un escalén unitario es:

a)

amplitud

12

0.8

ipo de

Constante

Una constante
de tiempo

Dos constantes
de tiempo

Una constante de tiempo
y retardo

Integracidn

Integracién y una constante
de tiempo

Integracién vy retardo

Procesos de segundo orden
con sobrepaso

Gls) =

K
1+7Ts

Gls) = £

—L5

Gls) =

1+Ts
Gls) = ]
s

K

Gls) = m

Gis) = Ko
S

K

Glst= as’+bs+1

M+ T,5H1 + 7.8)

Fig.95: Respuesta a un escalén unitario usada en identificacién de sistemas.
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comportamiento de primer o de segundo orden y verificar si el sistema original cumple con los valores deseados.

Si no los cumple entonces es necesario disenar un controlador, y si los cumple ya estd resuelto el problema.

Proced
1. Identificar, a partir de las especificaciones deseadas para los pardmetros de respuesta transitoria, si se desea un



2. Proponer la funcién de transferencia del controlador y su ubicacién en el sistema. Esto se realiza de acuerdo a
la experiencia del disenador y al comportamiento de primer o segundo orden deseado.

3. Obtener la funcién de transferencia de lazo cerrado del sistema con el controlador propuesto y las férmulas de
los pardmetros de respuesta transitoria que correspondan a las especificaciones deseadas.

4. Establecer un sistema de ecuaciones con las férmulas anteriores y los valores deseados. Las incégnitas de este
sistema de ecuaciones son los pardametros de la funcién de transferencia del controlador buscado.

5. Obtener los valores de los pardmetros de la funcién de transferencia del controlador buscado. Esto se realiza
resolviendo el sistema de ecuaciones anterior.

6. Verificar si el controlador propuesto funciona correctamente. Si no proporciona las especificaciones deseadas
entonces hay que redisenar el controlador, ya sea corrigiendo valores, reubicando el controlador o proponiendo
un controlador diferente.

Ejemplos: Disenar un controlador para los siguientes sistemas:

a) Se desea que el sistema G (s) = con retroalimentacién unitaria tenga una respuesta al escalén unitario
5

+4
con ¢ = 1.5, y t, = 2.5 seg.

1
213 con retroalimentacién unitaria tenga una respuesta al escalén unitario
con ¢ = 0.25, %M, = 22%, t, = 1 seg, y ts = 2.66 seg con el criterio de 2%.

b) Se desea que el sistema G (s) =

3.3 Criterio de estabilidad de Routh-Hurwitz

Criterio de estabilidad de Routh-Hurwitz: es un método tabular basado en los coeficientes del polinomio caracteristico
de un sistema que sirve para determinar su estabilidad sin tener que calcular sus polos. Ademds permite conocer el
nimero de polos del sistema en el semiplano derecho del plano complejo.

Para aplicar este método se debe tener la funcién de transferencia de lazo cerrado del sistema escrita de la siguiente

forma: .
Zbism_i
C(s) =0
R

(5) & .
=0

Procedimiento del criterio de Routh-Hurwitz:

, m<n , a,#0

1. Escribir el polinomio caracteristico del sistema como: p(s) = a,s™ + as" ' 4 ap_154+a, =0, a; €R
, o # 0.

2. Aplicar la condicion mecesaria de Stodola al polinomio caracteristico: un polinomio estable tiene todos sus
coeficientes del mismo signo. Esto significa que si existe al menos un coeficiente con signo diferente a los deméds
entonces el polinomio es no estable y ya no es necesario continuar con el procedimiento; y si todos los coeficientes
tienen el mismo signo entonces cabe la posibilidad de que sea estable y se continua con el paso 3.

3. Construir la tabla o arreglo de Routh-Hurwitz: para facilitar esta construccién se escribe el polinomio caracteris-
tico con a, > 0, y una vez hecho esto se construye la tabla siguiente:

A, Q2 QA4 QA as
ap asz as ay Qg

n- by by by by
C1 C2 C3 (4
"= dy dy d
3
s2 e1 e
1
S fi
0
S (1

La tabla tiene n+1 renglones y se construye renglén por renglén, en los dos primeros renglones van los coeficientes
del polinomio caracteristico alternados y los siguientes elementos se obtienen siguiendo el patrén:
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ajaz — Aoas aja4 — Ao0s ajaeg — AoQ7 ajag — o009

bl: 7b2: 7b3: 7b4: PRI
al aq aq ay
b1a3 — a1b2 b1a5 — a1b3 b1a7 — a1b4
Cl = ——————— CQ = ———— C3 = —————————
b1 ’ b1 ’ b1 ’
Clbg — blCQ Clbg — bng
dj=—"—"— , dg=—"—"" , ...
C1 C1

Como se puede observar esta tabla tiene una forma final "triangular". También es posible multiplicar o dividir
todo un renglén por un nimero positivo sin alterar la conclusién del método, pero esto se hace después de calcular
todo el renglén que se va a cambiar y antes de calcular el siguiente renglén. Debido a que la construccién es
renglén por renglén algo similar no es posible hacerlo sobre las columnas.

Contar el nimero de cambios de signo de los elementos de la primera columna de la tabla de Routh-Hurwitz: si
no hay cambios de signo entonces el polinomio no tiene raices en el semiplano derecho del plano complejo (el
sistema es estable), pero si tiene r cambios de signo entonces el polinomio tiene r raices en el semiplano derecho
del plano complejo (el sistema es inestable).

Ejemplos: Determinar la estabilidad de los siguientes polinomios y sistemas utilizando el criterio de Routh-Hurwitz:
a) p(s)=s>+2s>+3s+1.

p(s) =35+ 25 + s+ 1.

(s) = s* +25% + 352 + 45+ 5.

)
) p(s)
d) p(s) =2s"+2s* 4+ 53 + 352+ 3s+ 2.
N C(s) 5
R(s) s6+2s5+3s*+534+3s2+25+1"
1
f) G(s) = s L H(s) =1

504385 4254 + 253 + 452 + 25+ 3
Ejemplos: Obtener condiciones de estabilidad para los siguientes polinomios usando el criterio de Routh-Hurwitz:
a) p(s)=aos+ay.

b) p(s) =a,s?+ ais + as.

c) p(s) =aes®+a1s® +azs+az , a; > 0.

Casos especiales del criterio de Routh-Hurwitz:

1. Un elemento de valor cero en la primera columna de la tabla de Routh-Hurwitz mientras los demds elementos
de ese renglon son diferentes de cero: cuando se presenta este caso el polinomio ya es inestable, pero el seguir
aplicando el método brinda informacién adicional de las raices del polinomio. Para continuar con el método
se sustituye el elemento cero por un valor muy pequeno € > 0 y se continua con el método normalmente. El
anglisis final se realiza de la siguiente manera: si los elementos arriba y abajo del elemento € tienen el mismo
signo entonces el polinomio tiene un par de raices imaginarias conjugadas adicionalmente a los cambios de signo
que pudieran existir; pero si los elementos arriba y abajo del elemento € tienen signo diferente entonces se deben
contabilizar los cambios de signo normalmente.

2. Un rengldn con todos sus elementos de valor cero: cuando se presenta este caso el polinomio ya es inestable,
pero el seguir aplicando el método brinda informacién adicional de las raices del polinomio. Para continuar con
el método se construye un polinomio auxiliar p, (s) con el renglén arriba del renglén cero, se sustituye todo el
renglén cero por los coeficientes de la derivada del polinomio auxiliar y se continua con el método normalmente.
Fl anilisis final se realiza de la siguiente manera: la existencia del renglén cero indica que el polinomio tiene un
par de raices imaginarias conjugadas y/o un par de raices reales con la misma magnitud pero signo diferente
(estas raices son también raices del polinomio auxiliar), adicionalmente a los cambios de signo que pudieran
existir. Este caso puede suceder tinicamente en renglones impares debido a que las raices se presentan en pares.

FEjemplos: Aplicar el criterio de Routh-Hurwitz a los siguientes polinomios:
a) p(s)=s>+2s>+s+2.

71



Otras aplicaciones del criterio de Routh-Hurwitz:

1. Determinar el rango de estabilidad de un sistema: el rango de estabilidad de un sistema es aquel intervalo(s)

de valores de un pardmetro (generalmente es la ganancia) para los cuales el sistema es estable. Esto se realiza
construyendo normalmente la tabla de Routh-Hurwitz, pero "arrastrando" la ganancia k, luego se obtienen las
condiciones para estabilidad a partir de la primera columna de la tabla, y finalmente se resuelve para k el sistema
de desigualdades formado por dichas condiciones. La solucién encontrada es el rango de estabilidad para k del
sistema.

. Determinar la estabilidad relativa de un sistema: para obtener este valor se obtiene el polinomio p (§) a partir
del cambio de variable s = § — o con ¢ constante en el polinomio caracteristico p (s), luego se aplica el método
de Routh-Hurwitz normalmente al polinomio p (§), y el ndimero de cambios de signo correspone al nimero de
raices con parte real a la derecha de la recta s = —o. Este procedimiento se puede realizar de forma similar al
rango de estabilidad, solo que resolviendo para o, aunque normalmente se realiza dando valores arbitrarios a o,
comenzando con un valor pequenio (situacién sin cambios de signo) y luego incrementéndolo poco a poco hasta
llegar a la situacién de cambios de signo. El valor o para el cual sucede este cambio es la estabilidad relativa del
sistema.

FEjemplos: Obtener el rango de estabilidad para k de los siguientes sistemas y polinomios:
k

8) G(s) st +3s% +3s2 425 Hs) =1
b) p(s) =s*+10s® + 352 + ks + 3.
k
G(s) s34+ 3s2+2s Hs) =1
p(s) =s*+25% + (4 +k)s? +9s + 25.
k(s—2)
G(s) = CH(s) =1, k>0,

" (s+1)(s2+6s + 25)

C
Ejemplo: Obtener la estabilidad relativa del sistema I ES) = P 1 ds 13
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4 Meétodo del lugar de las raices

4.1 Obtencién del lugar de las raices de un sistema

Lugar (geométrico) de las raices o lugar geométrico de Fvans: es un método que muestra la gréfica de todos los
polos de lazo cerrado posibles de un sistema cuando su ganancia varia de cero a infinito. Este método se basa en la
contribucién que tienen los polos y ceros de lazo abierto del sistema en la ubicacién de los polos de lazo cerrado del
mismo.

Para establecer los principios de este método se considerard un sistema con retroalimentacién no unitaria como el
que se muestra a continuacién:

Rz Cis)
— Gis) 2

His)

Fig.99: Sistema de control con retroalimentacién no unitaria.

C(s) G(s)
R(s) 1+G(s)H(s)
acteristica de lazo cerrado es 1 + G (s) H (s) = 0, y las raices de esta ecuacién son los polos de lazo cerrado del
sistema.

Ahora bien, dicha ecuacién caracteristica de lazo cerrado se puede escribir como G (s) H (s) = —1, y obviamente
los valores de s que satisfagan esta ecuacién son los polos de lazo cerrado del sistema.

Como la ecuacién anterior es una funcién de variable compleja, entonces es equivalente a las siguientes condiciones:

{ G (s)H (s)] =1
A£G (s)H(s) = +180° 2k +1) , k=0,1,2,...

La funcién de transferencia de lazo cerrado del sistema es , por lo cual la ecuacién car-

La primera se llama condicién de magnitud y la segunda condicién de dngulo, y obviamente los valores de s que
satisfagan estas dos condiciones son los polos de lazo cerrado del sistema, de hecho el lugar de las raices muestra
graficamente los puntos s que satisfacen la condicién de dngulo y las raices correspondientes a valores especificos de
ganancia se obtienen con la condicién de magnitud. También observe que estas dos condiciones estdn basadas en la
funcién de transferencia de lazo abierto del sistema.

Para establecer el método de lugar de las raices se considerard la funcién de trasnferencia de lazo abierto escrita
en la forma de polos y ceros:
m

1=0

H(s+pi)

i=0
del sistema, k es la ganancia de lazo abierto del sistema.

G(s)H (s) = , donde —z; son los ceros de lazo abierto del sistema, —p; son los polos de lazo abierto

El lugar de las raices tiene las siguientes caracteristicas: siempre es simétrico con respecto al eje real debido a
que las raices complejas son conjugadas, el plano complejo tiene la misma escala en los ejes real e imaginario, tiene
tantas ramas (curvas independientes) como raices tiene la ecuacién caracteristica del sistema (generalmente coincide
con el nimero de polos de lazo abierto), las ramas tienen comportamiento asintético para cuando la ganancia tiende a
infinito, una rama siempre inicia en un polo de lazo abierto y siempre termina en un cero de lazo abierto, ya sea finito
o infinito.

Debido a los comentarios anteriores es importante recordar el concepto de ceros de una funcién de transferencia.

Ceros de una funcion de transferencia: son los valores de s tales que hacen cero a la funcién de transferencia, esto
es hacen G (s) = 0.

Dada la defincién anterior se observan dos tipos de ceros de la funcién de transferencia, que son:

Ceros finitos: son los valores de s finitos (diferentes de infinito) que hacen cero a la funcién de transferencia. Por
lo tanto, son las raices del polinomio del numerador de la funcién de transferencia.

Ceros al infinito: son los valores de s = oo que hacen cero a la funcién de transferencia.
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s+0.5

Por ejemplo, la funcién de transferencia G (s) tiene un cero finito que es la rafz del polinomio del

T S +3s2+2s
numerador s = —0.5. Para obervar los ceros al infinito se dividen ambos polinomios de la funcién de transferencia
. . . . 2 3 .
entre s a la maxima potencia que tenga en el denominador, en este caso se obtiene G (s) = % Ahora bien,
1+-+—
2

S
1 05 o 1 0.5
los ceros son las raices del numerador, esto es ) + o 0, que se puede escribir como 7 (l + ?> = 0. De esta

ultima expresién se obtiene, del segundo factor 1+— = 0, el cero finito ya conocido, y se obtienen, del primer factor
s
1
ol 0, dos ceros al infinito.
Procedimiento para obtener el lugar de las raices de un sistema.

1. Dibujar el mapa de ceros y polos de lazo abierto del sistema: dada la funcién de transferencia de lazo abierto
del sistema G (s) H (s) se determinan los polos de lazo abierto —p; y los ceros finitos de lazo abierto —z;, y estos
valores se ubican o grafican en el plano complejo o plano s. Los polos se grafican con el simbolo x, y los ceros
con el simbolo 0. El mimero de polos de lazo abierto se denota como n, y el nimero de ceros finitos de lazo
abierto como m.

2. Dibujar el lugar de las raices sobre el ejer real: para este paso sélo se consideran los polos y ceros de lazo abierto
reales, ya que en este caso los polos y ceros de lazo abierto complejos conjugados no contribuyen a la condicién
de dngulo. Se toma un punto de prueba s, ubicado a la izquierda del polo o cero de lazo abierto real més a la
izquierda del eje imaginario y se cuenta el nimero de polos y ceros de lazo abierto reales a la derecha de este
punto s,. Si este conteo da un mimero par, entonces s, no pertenece al lugar de las raices; pero si el conteo es
impar, entonces s, si pertenece al lugar de las raices. Esta ubicacién y conteo se hace recorriendo de izquierda a
derecha, a la izquierda de un polo o cero de lazo abierto real, hasta que ya no haya polos ni ceros de lazo abierto
reales a la derecha. Si los polos y ceros finitos de lazo abierto reales son simples, entonces el lugar de las raices
alterna segmentos de pertenencia a lo largo del eje real.

3. Dibujar las asintotas del lugar de las raices: el nimero de asintotas de un lugar de las raices es igual a n —m,
y todas las asintotas se cruzan entre si en un mismo punto con el eje real, este punto estd dado por s, =
> polos l.a. — > ceros l.a

n—m

. Finalmente, para poder graficar las asintotas ya sélo basta con conocer el angulo de

+180° (2k + 1)
n—m

cada asintota, que estd dado por Las = ,k=0,1,2,...

4. Ubicar los puntos de ruptura y los puntos de ingreso del lugar de las raices sobre el eje real: un punto de ruptura
es aquel punto en que dos ramas del lugar de las raices sobre el eje real se encuentran y salen (rompen) hacia
fuera del eje real. Un punto de ruptura siempre estard en un lugar de las raices sobre el eje real que esté enmedio
de dos polos de lazo abierto reales. Un punto de ingreso es aquel punto en que dos ramas del lugar de las raices
llegan (entran) al eje real. Un punto de ingreso siempre estard en un lugar de las raices sobre el eje real que
esté enmedio de dos ceros de lazo abierto reales. Para determinar estos puntos, si es que existen, se utiliza la

dk
ecuacién caracteristica 1+ G (s) H (s) = 0, se despeja la ganancia k, se obtiene la derivada 2 Y se iguala a cero.

dk . . . .
Las raices de — = 0 son los posibles puntos de ruptura y de ingreso del lugar de las raices, que se identifican
S
utilizando las definiciones correspondientes a cada uno de ellos.

5. Determinar los dngulos de salida y los dngulos de entrada de los polos y ceros de lazo abierto complejos conju-
gados: el dangulo de salida es la direccién (dngulo) en la cual una rama del lugar de las raices sale de un polo
complejo de lazo abierto. El dngulo de llegada es la direccién (dngulo) en la cual una rama del lugar de las raices
llega a un cero complejo de lazo abierto. El dngulo de salida de un polo complejo de lazo abierto se obtiene
usando la férmula
&salida del polo complejo l.a. p, = 180° — 3" Lvectores de otros polos l.a. a p, + > Lvectores de ceros l.a. a
Po
Similarmente, el dngulo de llegada a un cero complejo de lazo abierto estd dado por

Lllegada al cero complejo l.a. z, = 180° — > Lvectores de otros ceros l.a. a z,+ Y Lvectores de polos l.a. a
2o
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6. Determinar los puntos de cruce del lugar de las raices con el eje imaginario: para determinar estos puntos, si es
que existen, se puede utilizar el criterio de Routh-Hurwitz aplicado a la ecuacién caracteristica 1+G (s) H (s) = 0
para obtener las ganancias criticas de cruce con el eje imaginario y luego sustituir estos valores en la misma
ecuacién caracteristica con s = jw para obtener los puntos de cruce con el eje imaginario Otro método que
se puede emplear es utilizar directamente la ecuacién 1 + G (jw) H (jw) = 0 y por igualacién de valores se
encuentran las ganancias criticas de cruce y los puntos de cruce con el eje imaginario.

7. Dibujar el lugar de las raices completo considerando la vecindad del origen: se dibujan las ramas del lugar de
las raices completas usando toda la informacién anterior, y lo que sucede con el lugar de las raices alrededor del
origen. En la mayoria de los casos con toda la informacién de los demds pasos se deduce lo que pasa alrededor
del origen. Si la informacién previa no es suficiente para determinar el lugar de las raices alrededor del origen,
entonces se debe utilizar un punto de prueba s, cerca del origen y la condicién de dngulo.

En la siguiente figura se muestra el lugar de las raices de algunos sistemas. Algunas conclusiones que se obtienen
al analizar los lugares de las raices son: cuando n —m > 2 entonces si una raiz se mueve a la izquierda las otras lo
hacen a la derecha, y cuando n —m > 3 entonces siempre existird un valor de k para el cual el lugar de las raices cruce
al semiplano derecho del plano complejo.

Ja A Ja J/ jw

/
7 Al

g
)
/ 3

Jw / Jw k \;w
\ g /

W
’7q‘c
S |-
i\

N

Jw J e jw
/ "

C
g
Tii‘

i 4

/ jw Jw Jw

T~
>
5
(S, NS
5Y
J

Fig.100: Ejemplos de lugares de las raices.

FEjemplos: Obtener el lugar de las raices de los siguientes sistemas:

a) G(S):m y H(S):l.
b) G(s):% CH(s)=1.
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1

2 G(S):s(3+1)(32+43+5) ) H(s)=1.
d) G(s)% CH(s) = 1.
B 2k (s+1) B
°) G(S)32(3+2%(3+5) ’ H(S)i
s+
D GE =y - T¥ =503

Casos especiales del lugar de las raices.

Una situaciéon que se llega a presentar con relativa frecuencia es la cancelacidn de polos de G (s) con ceros de
H (s). Para entender lo que sucede en estos casos primero se debe comprender que el lugar de las raices obtenido
por el método presentado sélo muestra las raices de la ecuacién caracteristica reducida. La ecuacién caracteristica
14+ G (s) H (s) = 0 se presenta en forma reducida cuando sucede esta tipo de cancelacion, por lo que se "pierde" el polo
cancelado. En segundo lugar, debe quedar claro que este polo cancelado si es un polo de lazo cerrado del sistema, pero
que es un polo constante (que no cambia de valor cuando varia la ganancia). Finalmente, como este polo cancelado si
pertenece al conjunto de polos de lazo cerrado del sistema, al final se debe agregar al lugar de las raices.

con retroalimentacién H (s) = s+1. Como

k 1 k
se puede observar, la funcién de transferencia de lazo abierto es reducida, G (s) H (s) = (s +(i)+(3 )+ % =7 G619
debido a que hay una cancelacién del polo s = —1, por lo cual se obtiene una ecuacién caracteristica reducida
1+G(s)H(s) =1+ k(s+1) *8(8+2)+k*0 esto es s(s+2) + k = 0. Por lo anterior, el lugar de las
N s(s+1)(s+2)  s(s+2) 7 e ’ &

raices tendra sélo dos ramas, ya que eso indica la ecuacién caracteristica reducida, y al aplicar el procedimiento para
obtener el lugar de las raices a la funcién de transferencia de lazo abierto reducida se obtiene la siguiente gréfica:

Para que quede claro, se considerard el sistema G (s) = —————
dued () s(s+1)(s+2)

eje imaginario
y

ejereal

Fig.101: Lugar de las raices de la funcién de transferencia de lazo abierto reducida del sistema.

C G
Por otro lado, al obtener la funcién de transferencia de lazo cerrado del sistema se tiene 7 Ej; =7 e (S)H ) =
k k

A GTD kG = GIDEGTD LA Claramente se observa que la ecuacién caracteristica completa
del sistema es (s + 1) [s(s+ 2) + k] = 0, y que hay un polo de lazo cerrado constante (independiente del valor de la
ganancia) en s = —1, y que hay dos polos de lazo cerrado que dependen del valor de la ganancia y que estdn dados
por s(s+2)+k =0, que es el mismo polinomio de la ecuacién caracteristica reducida. Por lo tanto, para completar
el lugar de las raices del sistema se debe agregar a la grifica anterior este polo cancelado obteniéndose la siguiente
gréfica:
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eie imaginario

eje real

Fig.102: Lugar de las raices completo del sistema.

Observe que esta cancelacion es exacta, es decir que el polo y cero cancelados son exactamente iguales, por lo que
hay dos consideraciones importantes que se deben tener. La primera es que nunca se debe cancelar un polo que se
ubique en el semiplano derecho del plano complejo, debido a que si llegard a haber pequenos cambios de valor entre
éste y el cero que lo cancelaria entonces ya no existiria la cancelacién exacta, de tal forma que la inestabilidad del polo
se hard presente. Y la segunda es que si se puede llegar a considerar una cancelacién préctica (no exacta) cuando el
polo y cero a cancelar estdn en el semiplano izquierdo del plano complejo y la contribucién del polo a cancelar en la
respuesta del sistema a una escalén unitario es despreciable en comparacién con la contribucién de los otros polos (esto
se determina al evaluar los residuos de la respuesta, es decir al comparar los coeficientes de la ecuacién de respuesta
del sistema)).

Ejemplos: Determinar si es posible la cancelacién de polos y ceros de los siguientes sistemas:

Cl(s) 8.75 (s +2)
Y R Gl G128 )
b) C (s) _ 9.925 (s + 2)

R(s) (5+1.985)(s+25)(s+4)

Existen otros casos especiales al obtener el lugar de las raices: sistemas de fase no minima, sistemas con retroali-
mentacidn positiva, sistemas condicionalmente estables, sistemas con retardo de transporte. Algunos de ellos requieren
modificar el procedimiento visto y otros ser cuidadosos al aplicarlo, pero estos casos quedan fuera del alcance del tema,
por lo que se recomienda a los alumnos que los consulten en las referencias. Unicamente, y con el fin de ilustrar estos
casos, a continuacién se muestra el lugar de las raices de algunos sistemas con retroalimentacién negativa contra los
mismos sistemas (esto es con los mismos polos y ceros de lazo abierto) pero con retroalimentacién positiva:
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Fig.103: Lugar de las raices de sistemas con retroalimentacién negativa y con retroalimentacién positiva.

4.2 Analisis del lugar de las raices de un sistema

La informacién que se puede obtener de un lugar de las raices se basa en las siguientes observaciones geométricas:
considerando un par de polos complejos conjugados de la forma s; 2 = —€wy, £+ jwn /1 — €2, como los de un sistema
de segundo orden subamortiguado estdndar (véase el tema 3.1), se tiene que la ubicacién geométrica del polo s; es un
vector que va del origen del plano complejo hasta ese punto como se muestra en la figura siguiente:

Im
5 =_-.cr-+]t-_1 .
1 d el
—{ B = g0 1-E
|
5
= 3
| .
| =
i P
—T==Ea, Re

Fig.104: Ubicacién de un polo complejo conjugado.

2
Ahora bien, al obtener la magnitud del polo s; (su distancia al origen) se tiene |s1| = \/ (Ewn)® + (wn\/ 1-¢ 2) =

wy. Esto significa que su distancia al origen es de valor w,,. Si se grafican todos los puntos que cumplan la condicién
|s| = wy, se obtiene una circunferencia con centro en el origen de radio w,,. Si esto se hace para diferentes valores de
wy, se obtiene una serie de circulos concéntricos que se llaman circulos o lugares M y que cada uno de ellos se distingue
por corresponder a un valor de frecuencia natural no amortiguada w,,, como se muestra en la figura siguiente:
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&je imaginario

Por otro lado, al obtener la funcién coseno del dngulo de s; con respecto al eje real negativo se tiene cos (£s1) =
w

cos (0) = i—n = £. Esto significa que el coseno de su dngulo 6 es de valor €. Si se grafican todos los puntos que
1

cumplan la condicién cos (6) = £ se obtiene una recta o rayo que inicia en el origen y que tiene un dngulo cuyo coseno
es de valor £. Si esto se hace para diferentes valores de € se obtiene una serie de rectas o lugares N y que cada uno de
ellos se distingue por corresponder a un valor de amortiguamiento relativo £. Ademds, no hay que olvidar la simetria
que se genera debido a que se tienen pares de polos complejos conjugados, y observe que si & < 0 entonces el polo
correspondiente debe estar en la parte derecha del plano complejo (es decir el polo es inestable). Estos lugares N se

muestran en la figura siguiente:

eje imaginaria

Fig.105: Circulos o lugares M.

eje real

-5

I 206 =04 |E=02[e=0 [2=02 fe=04 Sk
L2=0.8 E
L £=0.8-
- E=095 1
L =095
&=t
=1
= E—_U_ES—
F =095 -
- :';:_0-8_
£=0.8 i
z =06 fe=04 fe=p2 =g \e=02N\e=04 N =06
] L 1 1= = ] i 1 1
5 4 @B =2 A4 @ 41 2 3 & 5
aje real

Fig.106: Rectas o lugares N.
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Con las observaciones geométricas presentadas se puede obtener la siguiente informacién de un lugar de las raices:

1.

Determinar el rango de estabilidad del sistema: esto se realiza observando el lugar de las raices. Si hay partes
del lugar de las raices en el semiplano derecho del plano complejo entonces significa que el sistema es estable
para un rango de valores de k especifico. Este rango de estabilidad queda limitado por los valores de ganancia
critica de cruce con el eje imaginario que se obtienen en el paso 6 del método para graficar el lugar de las raices
y consierando las partes del lugar de las raices estables (en el semiplano izquierdo del plano complejo).

. Obtener el valor de ganancia k para que el sistema tenga un polo de lazo cerrado ubicado en s,: esto se realiza
primero obervando si el punto s, pertenece al lugar de las raices. Si estd ubicado en el lugar de las raices entonces
se utiliza la condicién de magnitud |G (s) H (s)|,_,, = 1y se despeja de ella el valor k. Si no estd ubicado en el
lugar de las raices entonces no existe valor k tal que se tenga el polo de lazo cerrado deseado.

Obtener el valor de amortiguamiento relativo & de un polo de lazo cerrado ubicado en s,: esto se realiza midiendo
el dngulo que forma el vector o recta del polo s, al origen con respecto al eje real negativo, y utilizando la condicién

cos (0) =¢&.

Obtener el valor de frecuencia natural no amortiguada w, de un polo de lazo cerrado ubicado en s,: esto se
realiza midiendo el vector o recta que une el polo s, con el origen, y utilizando la condicién |s,| = wy,.

Obtener el valor de un polo de lazo cerrado s, que tenga un amortiguamiento relativo &: esto se realiza trazando la
recta que inicia en el origen con un dngulo 0 con respecto al eje real negativo que cumpla la condicién cos (0) = &,
y el punto de cruce de esta recta con el lugar de las raices es el polo de lazo cerrado s, buscado, cuyo valor se
obtiene por medicién cartesiana. Sino hay punto de cruce entonces no existe un polo de lazo cerrado del sistema
que tenga el valor ¢ deseado.

Obtener el valor de un polo de lazo cerrado s, que tenga una frecuencia natural no amortiguada w,: esto se
realiza trazando un circulo de radio w,, con centro en el origen, y el punto de cruce de este circulo con el lugar de
las raices es el polo de lazo cerrado s, buscado, cuyo valor se obtiene por medicién cartesiana. Si no hay punto
de cruce entonces no existe un polo de lazo cerrado del sistema que tenga el valor w,, deseado.

Obtener el valor de un polo de lazo cerrado s, que tenga un amortiguamiento relativo € y una frecuencia natural
no amortiguada wy,: esto se realiza trazando la recta que inicia en el origen con un dngulo 6 con respecto al eje
real negativo que cumpla la condicién cos () = £ y el circulo de radio w,, con centro en el origen, y el punto de
cruce de la recta con el circulo y con el lugar de las raices es el polo de lazo cerrado s, buscado, cuyo valor se
obtiene por medicién cartesiana. Sino hay punto de cruce entonces no existe un polo de lazo cerrado del sistema
que tenga los valores ¢ y w,, deseados.

Obtener el valor de ganancia k para que el sistema tenga un polo de lazo cerrado con valor &, w, ¢ (§,w,): esto
se realiza primero utilizando el numeral 5, 6 o 7 seguin corresponda, y si existe el polo deseado entonces se usa
el numeral 2.

Obtener los polos de lazo cerrado para un valor de ganancia k: esto se realiza por sustitucién directa del valor
k en la ecuacién caracteristica 1 + G (s) H (s) =0 y encontrando las raices del polinomio resultante.

Ejemplos: Para todos los lugares de las raices obtenidos en el tema anterior obtener:
a) El rango de estabilidad.

El valor de ganancia para que se tengan polos de lazo cerrado en s1 2 = —1 + j.
El valor de ganancia para que se tenga un polo de lazo cerrado con & = 0.5.

El valor de ganancia para que se tenga un polo de lazo cerrado con £ = 0.4 y w,, = 3 rad/seg.
Los polos de lazo cerrado para k = 5.

b)
¢)
d) El valor de ganancia para que se tenga un polo de lazo cerrado con w,, = 1.5 rad/seg.
e)
f)

4.3

Diseno de compensadores mediante lugar de las raices

Compensador (de fase): es un controlador, es decir es un elemento que se agrega al sistema para satisfacer las

especificaciones deseadas, que modifica la fase del sistema para lograr el comportamiento deseado.
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Configuraciones para la compensacién de un sistema.
Un compensador se puede conectar en dos formas bésicas al sistema: compensacion en serie o en cascada, y com-

pensacion en paralelo o en retroalimentacién. En la siguiente figura se muestran las configuraciones de compensacién
bésicas mencionadas:

Rz

— Gets) | Gl b

Ris) .
—it Gyls) — Gl

Cls) h

v

Gr_'--%:'

Hizh

. Hiz}
Compensadion en serie o en cascads

Compensacian en parslelo ¢ en retreslimentacion

Fig.107: Configuraciones bédsicas para la compensacion de un sistema.

Tipos de compensadores.
Independientemente de la configuracién usada para la compensacion existen tres tipos de compensadores, que son:

1. Compensador de adelanto de fase, derivativo, PD o lead-phase: es aquel compensador que agrega fase al sistema,
es decir la adelanta, para lograr el comportamiento deseado.

2. Compensador de atraso de fase, de retardo de fase, integral, PI o lag-phase: es aquel compensador que atenia
las altas frecuencias para lograr el comportamiento deseado. Al atenuar las altas frecuencias estd agregando
fase negativa al sistema, es decir la estd reduciendo.

3. Compensador de atraso-adelanto de fase, retardo-adelanto de fase, integral-derivativo, PID o lead-lag-phase: es
aquel compensador que combina el adelanto de fase y la atenuacién en altas frecuencias para lograr el compor-
tamiento deseado en un sistema. En otras palabras combina el compensador de adelanto y el compensador de
atraso.

Para entender mejor y mas facilmente el comportamiento de los compensadores a continuacién se analizan los

efectos de agregar polos o ceros de lazo abierto a un sistema:

e Adicion de polos de lazo abierto: en la siguiente figura se muestra el lugar de las raices que va generando la
adicién de polos a la funcién de transferencia de lazo abierto. En ellas se observan los siguientes efectos: el lugar
de las raices se desplaza a la derecha, por lo que la estabilidad relativa disminuye y el tiempo de establecimiento
aumenta. Por otro lado, recuerde que el control PI es el que agrega un polo en lazo abierto al sistema.
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Fig.108: Efectos de la adicién de polos de lazo abierto a un sistema (los polos agregados se muestran en rojo).
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e Adicion de ceros de lazo abierto: en la siguiente figura se muestra el lugar de las raices que va generando la
adicién de ceros a la funcién de transferencia de lazo abierto. En ellas se observan los siguientes efectos: el lugar
de las raices se desplaza a la izquierda, por lo que la estabilidad relativa aumenta y el tiempo de establecimiento
disminuye. Por otro lado, recuerde que el control PD es el que agrega un cero en lazo abierto al sistema.
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Fig.109: Efectos de la adicién de ceros de lazo abierto a un sistema (el cero agregado se muestra en rojo).

Como ya se mencioné un compensador de adelanto introduce fase positiva al sistema en algiin intervalo de fre-
cuencias, mientras que el compensador de atraso introduce fase negativa. Desde el punto de vista de filtrado, un
compensador de adelanto es un filtro pasa altas, el compensador de atraso es un filtro pasa bajas, y el compensador
de atraso-adelanto es un filtro pasa banda. Como se puede deducir, en general, el disefio de controladores en sistemas
de control se puede ver como un problema de disenio de filtros, por lo que existe un gran niimero de esquemas posibles.
Estas ideas relacionadas con el filtrado y el corrimiento de fase son titiles cuando los disefios se realizan en el dominio
de la frecuencia.

A continuacién se van a describir los compensadores, asi como se va a presentar el método de disefio, basado en el
lugar de raices, para cada uno de cada uno de ellos. Para ello se va a considerar el siguiente sistema con compensacién
en serie con retroalimentacién unitaria:

Riz) ciE
— Ggis) B Gl 3 b

Fig.110: Sistema con compensacién en serie con retroalimentacién unitaria.

Compensador de adelanto.
Procedimiento para disenar un compensador de adelanto basado en lugar de las raices:

1. Determinar la ubicacion deseada de los polos dominantes de lazo cerrado si2: esto se realiza a partir de las
especificaciones de comportamiento deseadas del sistema.

2. Graficar el lugar de las raices del sistema no compensado G (s) H (s) = G (s) y verificar si con un ajuste de
ganancia k se puede lograr la ubicacion deseada de los polos s12: si con un ajuste de ganancia se logra la
ubicacién deseada y no hay valor de constante de error estdtica deseado entonces ya no es necesario disenar
ningtin compensador ya que basta con cambiar el valor de dicha ganancia. Si no funciona el ajuste de ajuste de
ganancia entonces si es necesario disenar un compensador de adelanto.

Si existe especificacién deseada sobre la constante de error estética entonces no se puede disefiar un compensador
de adelanto y se tendra que disefiar otro tipo de compensador o bien utilizar el método de diseno en la frecuencia.

3. Determinar el dngulo de deficiencia ¢ que tiene el sistema para alcanzar la ubicacién deseada si: esto se
realiza a partir de la condicién de dngulo £ G.(s)G (s)[,_,, = £180°(2k+1) , k =0,1,2,..., por lo que
=4 G.(s) =180° — £ G (s)],_,,- Si ¢ < 65° entonces es posible disefiar un compensador de adelanto de
la forma

s=s1
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1
T 1 S+ =
Gols) = koot ® — T
aTs+1 st RS
ol
donde k. > 0 es la ganancia del compensador, « es la constante de atenuacién del compensador, y T' > 0 es la

constante de tiempo del compensador.

O<ax<l

Si ¢ > 65° entonces la construccién fisica de un compensador de adelanto de una sola etapa es muy dificil debido
a los valores de sus componentes, pero si se podrian disenar varias etapas de adelanto para lograr el dngulo
requerido.

1 1
4. Determinar el polo (f—T), el cero (*T) y la constante de atenuacion o del compensador: esto se realiza

usando el valor del dngulo que debe agregar el compensador ¢ y la relacién geométrica del polo y del cero
del compensador con el polo s; deseado. En general existen tres métodos para realizar este paso: método de
la bisectriz, método de cancelacién de un polo o cero de la planta, y método de asignacién arbitrario. Estos
métodos se explicardn en los ejemplos.

5. Determinar la ganancia k. del compensador: esto se realiza a partir de la condicién de magnitud |G.. (s) G (s)]
1 y despejando k..

6. Verificar si el sistema compensado G.(s) G (s) H (s) = G.(s) G (s), esto es con el compensador diseriado, cumple
las especificaciones deseadas: sino las cumple entonces hay que redisenar, y si las cumple ya se terminé el diseno.

En la siguiente figura se muestra el mapa de polos y ceros del compensador de adelanto:
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Fig.111: Mapa de polos y ceros de un compensador de adelanto.

En conclusién, el compensador de adelanto logra el resultado deseado gracias a su propiedad de adelanto de fase,
por lo que esta caracteristica es utilizada en el método de diseno, y actia aproximadamente como un control PD.

Efectos de la compensacién en adelanto: brinda esencialmente una mejora apreciable en la respuesta transitoria,
causa una pequena modificacién en la exactitud en estado estacionario, puede acentuar los ruidos en alta frecuencia,
puede incrementar el amortiguamiento del sistema cuando se emplea en forma adecuada, reduce los tiempos de
crecimiento y de establecimiento, no afecta el error de estado estacionario ya que G, (0) = 1, agrega un cero y un polo
(el cero a la derecha del polo) a la funcién de transferencia de la trayectoria directa, aumenta el orden del sistema en
uno, mejora el margen de fase del sistema en lazo cerrado, mejora los mérgenes de ganancia y de fase del sistema,
incrementa el ancho de banda del sistema, mejora la estabilidad relativa del sistema, cambia de manera significativa
la ubicacién de los polos de lazo cerrado del sistema compensado.

Limitaciones de la compensacién de adelanto de fase: si el sistema original es inestable o tiene un margen de
estabilidad bajo, el adelanto de fase adicional requerido para lograr el margen de fase deseado puede ser excesivo
provocando un incremento del ancho de banda del sistema compensado y la transmisién de ruido de alta frecuencia;
el maximo adelanto de fase que puede proporcionar es de 65° por lo que si se requiere un valor mayor deben usarse
varias etapas de control.

Compensador de atraso.
Procedimiento para disenar un compensador de atraso basado en lugar de las raices:
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1. Determinar la ubicacion deseada de los polos dominantes de lazo cerrado si2: esto se realiza a partir de las
especificaciones de comportamiento deseadas del sistema.

2. Graficar el lugar de las raices del sistema no compensado G (s) H (s) = G (s) y verificar si con un ajuste de
ganancia k se puede lograr la ubicacion de los polos s1 2 deseados: si no funciona el ajuste de ajuste de ganancia
entonces no es posible disefiar un compensador de atraso y deberd disenarse un compensador de otro tipo. Si
con un ajuste de ganancia se logra la ubicacién deseada entonces en los pasos siguientes se utiliza el sistema con
esta ganancia ajustada para lograr la constante de error estédtica deseada usando un compensador de atraso de
la forma

1
Ts+1 St
c = he = he y 1
G (8) = hefi gt k8+i 8>
68T

donde k. > 0 es la ganancia del compensador, (5 es la constante de atenuacién del compensador, y T > 0 es la
constante de tiempo del compensador.

3. Determinar la constante de atenuacion B del compensador: el valor 5 es igual al incremento de la constante de

error estatica necesario para alcanzar la especificacién deseada, por lo que esto se realiza a partir de la condicién
5 cte. error est. deseada

cte. error est. original

1 1
4. Determinar la ubicacion del polo (——=) y del cero ( -7 ) del compensador: esto se realiza a partir de la condicién

BT

cero compensador . o
P y fijando arbitrariamente el valor del polo o del cero del compensador. Generalmente se

p= polo compensador
fija el valor del polo del compensador debido a que es el valor més cercano al origen. El valor absoluto que se

debe elegir debe ser muy pequeno, més pequeno que la menor constante de tiempo del sistema.

5. FElegir la ubicacion final de los polos de lazo cerrado sy: esto se realiza graficando, en forma sobrepuesta, el
lugar de las raices del sistema sin compensar G (s) H (s) = G (s) y del sistema con el compensador con ganancia

unitaria G, (s)G(s) H(s) = G.(s)G(s) = T G (s). Si el dngulo que aporta el compensador es muy

pequeno, normalmente debe ser —5° < £ G, (3)|S:Sf < 0, entonces las dos graficas deben ser casi idénticas.
Se elige un polo de lazo cerrado sy sobre el lugar de las raices del sistema con el compensador lo méds cercano
posible a la ubicacién del polo de lazo cerrado deseado s; que estéd sobre el lugar de las raices del sistema sin
compensar.

6. Determinar la ganancia final k.del compensador: esto se realiza a partir de la condicién de magnitud |G, (s) G (s)|,_,,
1y despejando k.. El valor encontrado debe ser casi unitario debido a que |G (s)[,_,, = 1.

7. Verificar si el sistema compensado G.(s) G (s) H (s) = G.(s) G (s), esto es con el compensador diseriado, cumple
las especificaciones deseadas: sino las cumple entonces hay que redisenar, y si las cumple ya se terminé el diseno.

En la siguiente figura se muestra el mapa de polos y ceros del compensador de atraso:
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Fig.112: Mapa de polos y ceros de un compensador de atraso.

En conclusién, el compensador de atraso logra el resultado deseado gracias a su propiedad de atenuacién en
altas frecuencias, por lo que su caracteristica de atraso de fase no es utilizada en el método de diseno, y actia
aproximadamente como un control PI.

Efectos de la compensacién en atraso: brinda una mejora apreciable en la exactitud de estado estacionario a
expensas de un aumento del tiempo de respuesta transitoria, suprime los efectos de ruidos de alta frecuencia, mejora
la estabilidad relativa del sistema, reduce el ancho de banda del sistema, incrementa los tiempos de crecimiento y
de establecimiento, agrega un cero y un polo (el cero a la izquierda del polo) a la funcién de transferencia de la
trayectoria directa, aumenta el orden del sistema en uno, aumenta la sensibilidad del sistema a variaciones en los
pardmetros para todas las frecuencias aproximadamente mayores que el ancho de banda del sistema, reduce el error
de estado estacionario, practicamente no cambia la ubicacién de los polos de lazo cerrado del sistema no compensado.

Limitaciones de la compensacién de atraso de fase: por parecerse a un control PI tiende a tornarse menos estable,
para evitar esto la constante de tiempo 7' debe ser superior a la mayor constante de tiempo del sistema; puede producir
estabilidad condicional o incluso inestabilidad si el sistema tiene saturacién.

Compensador de atraso-adelanto.

Para disenar un compensador de atraso-adelanto existen dos métodos, en el primero se consideran dos constantes
de atenuacién diferentes, y en el segundo se considera sélo una constante de atenuacion.

Procedimiento para disefiar un compensador de atraso-adelanto con v # 3 basado en lugar de las raices:

1. Determinar la ubicacion deseada de los polos dominantes de lazo cerrado si2: esto se realiza a partir de las
especificaciones de comportamiento deseadas del sistema.

2. Graficar el lugar de las raices del sistema no compensado G (s) H (s) = G (s) y verificar si con un ajuste de
ganancia k se puede lograr la ubicacion deseada de los polos s12: si con un ajuste de ganancia se logra la
ubicacién deseada entonces no es necesario diseiar un compensador de atraso-adelanto, y dependiendo de si hay
0 no especificaciéon de constante de error estdtica deseada se disena un compensador de atraso o de adelanto
para resolver el problema. Si no funciona el ajuste de ajuste de ganancia entonces si es necesario disenar un
compensador de atraso-adelanto de la forma

1
S+ = S+ 7
T 1) (T: 1
Gc(s):kc§ (Tl” ECLLESY I Lol 51,851, 5T
21 S+ — —
(7 s+1> (BTas +1) T s+ AT

donde k. > 0 es la ganancia del compensador, v y (8 son las constantes de atenuacién del compensador (una de la
parte de adelanto y otra de la parte de atraso), y 71 > 0 y T3 > 0 son las constantes de tiempo del compensador
(una de la parte de adelanto y otra de la parte de atraso. Observe que la parte de adelanto corresponde a los
términos con T} y que la parte de atraso corresponde a los términos con T5.

3. Determinar el dangulo de deficiencia ¢ que tiene el sistema para alcanzar la ubicacién deseada si: esto se
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1
S+ =

realiza a partir de la condicién de angulo £ T)} G (s) = +180°(2k+1) , k=0,1,2,..., por lo tanto
S+
Tl s=s1
1
S+ ?
=4 ,),1 = 180° — £ G (s)],_,,- Si ¢ < 65° entonces es posible disefiar un compensador de una sola
S+ =
Tl s=s1
etapa, de no ser asf se tendrian que disenar varias etapas. La parte de atraso no contribuye a la condicién de
1
S+ ?
dngulo porque debe tener un dngulo muy pequenio, —5° < 4 712 < 0, y esto se logra para T3 lo
S+ o
/BT2 8=S81
suficientemente grande.
1
4. Determinar el polo (7—) el cero (7—) y la constante de atenuacion vy de la parte de adelanto del compensador:

T
esto se realiza usando el valor del dngulo que debe agregar el compensador ¢ y la relacién geométrica del polo
1

S+ o
y del cero de la parte de adelanto con el polo s; deseado dada por £ ,),1 = ¢. En general existen tres

T

S=81

métodos para realizar este paso: método de la bisectriz, método de cancelacién de un polo o cero de la planta,
y método de asignacién arbitrario.

5. Determinar la ganancia k. del compensador: esto se realiza a partir de la condicién de magnitud del sistema

1
S+ T
compensado |k, ,),1 G (s) = 1 y despejando k.. La parte de atraso no contribuye a la condicién de
S+ =
Tl s=s1
1
S+ T
magnitud porque debe tener una magnitud cercana a la unidad, 12 =~ 1, y esto se logra para T, lo
S+ o=
BTy | =y,

suficientemente grande.

6. Determinar la constante de atenuacion [ de la parte de atraso del compensador: esto se realiza a partir de la
constante de error estética deseada del sistema compensado, por ejemplo si es k,, se tiene k, = lin%) sG. (s) G (s) =
S§—

lim skcﬁ (Trs+1)(Tes+ 1)

1 T G(s) = hm ske BG( ), y despejando .
’ 7 (713 + 1) (BTas + 1)

s—0

7. Determinar el polo (———=) y el cero (7—) de la parte de atraso del compensador: esto se realiza a partir de
T

BT
1 1
s+ T S+ T
las condiciones de magnitud y de dngulo de la parte de atraso 712 ~1ly-5°<L 712 < 0.
s+ S+ -
BT, s=s1 BTy s=51

Se busca un valor Ty lo suficientemente grande para satisfacer las dos condiciones anteriores. Esta busqueda
normalmente se realiza a prueba y error.

8. Verificar si el sistema compensado G.(s) G (s) H (s) = G.(s) G (s), esto es con el compensador diseriado, cumple
las especificaciones deseadas: sino las cumple entonces hay que redisenar, y si las cumple ya se terminé el diseno.

Procedimiento para disefiar un compensador de atraso-adelanto con v = 3 basado en lugar de las raices:

1. Determinar la ubicacion deseada de los polos dominantes de lazo cerrado si2: esto se realiza a partir de las
especificaciones de comportamiento deseadas del sistema.
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2. Graficar el lugar de las raices del sistema no compensado G (s) H (s) = G (s) y verificar si con un ajuste de
ganancia k se puede lograr la ubicacion deseada de los polos s12: si con un ajuste de ganancia se logra la
ubicacién deseada entonces no es necesario diseiar un compensador de atraso-adelanto, y dependiendo de si hay
0 no especificaciéon de constante de error estdtica deseada se disena un compensador de atraso o de adelanto
para resolver el problema. Si no funciona el ajuste de ajuste de ganancia entonces si es necesario disenar un
compensador de atraso-adelanto de la forma

1
§+ = S+ =
T 1) (T 1
GC(S):I’CC (T’ls‘k )( 28 + ) :kc 1;1 1;2 , ")/>1,T2>T1
-1 S+ — -
(’YS+1) (vTzs+ 1) T 8+7T2

donde k. > 0 es la ganancia del compensador, v es la constante de atenuacién del compensador, y 77 > 0y
T5 > 0 son las constantes de tiempo del compensador (una de la parte de adelanto y otra de la parte de atraso.
Observe que la parte de adelanto corresponde a los términos con 17 y que la parte de atraso corresponde a los
términos con T5.

3. Determinar el dangulo de deficiencia ¢ que tiene el sistema para alcanzar la ubicacién deseada si: esto se
1

S+ =
realiza a partir de la condicién de angulo £ T)} G (s) = +180°(2k+1) , k=0,1,2,..., por lo tanto
S+ =
Tl s=s1
1
S+ T
=4 ,),1 = 180° — £ G (8)],—,,- Si ¢ < 65° entonces es posible disefiar un compensador de una sola
S+ =
Tl s=s1
etapa, de no ser asf se tendrian que disenar varias etapas. La parte de atraso no contribuye a la condicién de
1
S+ ?
dngulo porque debe tener un dngulo muy pequenio, —5° < 4 712 < 0, y esto se logra para T3 lo
S+ -
BTy |,

suficientemente grande.

4. Determinar la ganancia k. del compensador: esto se realiza a partir de la constante de error estética deseada,
T 1) (T 1
( 1S+ )(25+ ) G(S)ZIII%S]{?CG(S),Y
(715 + 1) (vTys +1)

por ejemplo si es k, se tiene k, = lin}) sG.(s)G (s) = lin%) ske

despejando k..

1
5. Determinar el polo de adelanto (le), el cero de adelanto (7?) y la constante de atenuacion ~ del com-
1 1

1
s+ T
pensador: esto se realiza a partir de las condiciones de magnitud y de dngulo |k, ,),1 G (s) =1y
S+ =
Tl s=s1
1
s+ T
A ,),1 = ¢. Se busca valores T7 y v que satisfagan las dos condiciones anteriores, por lo que sélo hay
S+
Tl s=s1

una solucién posible. Unicamente hay un método para hacer esto que estd basado en la relacién geométrica
del polo y del cero de la parte de adelanto con el polo s; deseado, el cual se explicard en los ejemplos. La
parte de atraso no contribuye a la condicién de magnitud porque debe tener una magnitud cercana a la unidad,

— ~ 1, y esto se logra para T lo suficientemente grande

1 1
6. Determinar el polo (777) y el cero (7?) de la parte de atraso del compensador: esto se realiza a partir de
2 2
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las condiciones de magnitud y de dngulo de la parte de atraso | ——== ~1y-5°<4 <0.

§+ S+ o=
ﬁTQ $=s81 ﬁTQ s$=s81

Se busca un valor T5 lo suficientemente grande para satisfacer las dos condiciones anteriores. Esta busqueda
normalmente se realiza a prueba y error.

7. Verificar si el sistema compensado G.(s) G (s) H (s) = G.(s) G (s), esto es con el compensador diseriado, cumple
las especificaciones deseadas: sino las cumple entonces hay que redisenar, y si las cumple ya se terminé el diseno.

En la siguiente figura se muestra el mapa de polos y ceros del compensador de atraso-adelanto:
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Fig.113: Mapa de polos y ceros de un compensador de atraso-adelanto.

En conclusién, el compensador de atraso-adelanto logra el resultado deseado gracias a la combinacién del adelanto
de fase (de la parte de adelanto) y la atenuacién de altas frecuencias (de la parte de atraso). En la compensacién de
atraso-adelanto, primero se utiliza la parte de adelanto para lograr un tiempo de crecimiento més pequeno y un ancho
de banda més grande, y después se usa la parte de atraso para mejorar el amortiguamiento del sistema, este orden se
ve reflejado en los métodos de diseno.

Efectos de la compensacién de atraso-adelanto: combina las mejores caracteristicas del compensador de atraso y
del compensador de adelanto; agrega dos ceros y dos polos (el polo y cero de adelanto a la izquierda del polo y cero
de atraso) a la funcién de transferencia de la trayectoria directa; aumenta el orden del sistema en dos, por lo que el
sistema se vuelve més complejo y el comportamiento de respuesta transitoria se torna maés dificil de controlar.

Ejemplos: Disenar un compensador para los siguientes sistemas:

a) Sea el sistema G (s) = m con retroalimentacién unitaria. Se desea que el sistema tenga polos de lazo
s(s

cerrado dominantes con £ = 0.5 y w,, = 4 rad/seg.

b) Sea el sistema G (s) = con retroalimentacién unitaria. Se desea que el sistema tenga polos de

s(s+1)(s+2)

lazo cerrado dominantes en sy o = —0.23 & j0.883 y que tenga k, ~ 5 seg'.
¢) Sea el sistema G (s) = m con retroalimentacién unitaria. Se desea que el sistema tenga polos de lazo
s(s+0.
cerrado dominantes en s1 5 = —2.5 & j4.33 y que tenga k, ~ 80 seg’!.

Un resumen de las caracteristicas de los compensadores se encuentra en la Fig.70 en el tema 2.7.

Finalmente, una vez que se tiene el diseno del compensador, éste se puede construir fisicamente con un circuito
electrénico de un circuito activo (con amplificadores operacionales como los mostrados en la Fig.80 y la Fig.82 en el
tema 2.8) o de un circuito pasivo como las que se muestran en la tabla de la figura siguiente:
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Fig.114: Implementacién de los compensadores con circuitos pasivos.
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RiR,C1Cy

Ademsés es posible implementar un compensador de atraso-adelanto con circuitos pasivos conectando un compen-
sador de atraso en cascada con un compensador de adelanto a través de un amplificador de aislamiento de ganancia

—1.

Compensacién en serie con retroalimentacién no unitaria.
Fl disenio anterior presentado para los compensadores en serie fue con un sistema con retroalimentacién unitaria,

el cual tiene la siguiente funcién de transferencia de lazo cerrado

caracteristica de lazo cerrado es 1 + G, (s) G (s) = 0.
Ahora se va a considerar un sistema con compensacién en serie con retroalimentacién no unitaria como el siguiente:

Ris)

C(s) Ge(s)G (s)

R(s)  1+G.(s)G(s)

Cis)
Gis) -

His)

, por lo cual la ecuacién

Fig.115: Sistema con compensacién en serie con retroalimentacién no unitaria.

La funcién de transferencia de lazo cerrado del sistema es

C (s)

G.(s)G(s)

R(s)  1+Gc(s)G (s)H (s)

, por lo cual la ecuacién

caracteristica de lazo cerrado es 1 + G, (s) G (s) H (s) = 0. Al comparar esta ecuacién caracteristica con la ecuacién
caracteristica del sistema con compensador en serie con retroalimentacién unitaria se concluye que para que tengan

la misma estructura basta con proponer G (s) =

G.(s)Gy(s) =0.
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G (s) H (s), con lo cual se obtiene la ecuacién caracteristica 1 +



Por lo tanto, cuando se tiene un sistema con retroalimentacién no unitaria se propone G; (s) = G (s) H (s) y se
aplican los métodos de disefio para compensadores en serie para la funcién Gy (s).

Compensacién en paralelo.
Fl disenio anterior presentado para los compensadores en serie fue con un sistema con retroalimentacién unitaria,
Cls) _ _Ge(s)G(s)

R(s) 1+G.(s)G(s)

el cual tiene la siguiente funcién de transferencia de lazo cerrado , por lo cual la ecuacién

caracteristica de lazo cerrado es 1 + G, (s) G (s) = 0.
Ahora se va a considerar un sistema con compensacién en paralelo como el siguiente:

B

5,

Ris)

¥

A G.ifs)

Bals)

HEz)

Fig.116: Sistema con compensacién en paralelo.

Cls) _ Gi(s) G2 (s)

R(s) 1+G.(s)Ga(s)+Gi(s)Ga(s) H (s)
cual la ecuacion caracteristica de lazo cerrado es 14+ G (s) Ga (s) H (s) + G (s) G2 (s) = 0. Al comparar esta ecuacién
caracteristica con la ecuacién caracteristica del sistema con compensador en serie con retroalimentacién unitaria se
concluye que para que tengan la misma estructura hay de dividir dividir entre 1+ G1 (s) G2 (s) H (s), con lo cual se

- chc(is))GG; (S)H ol 0. Ahora bien, proponiendo G (s) = Gs (5) se tiene la ecuacién

1+ Gy (s)Ga(s) H(s)
caracteristica 1 + G, (s) Gy (s) = 0.

La funcién de transferencia de lazo cerrado del sistema es , por lo

obtiene 1+

_ Ga (s)
C 1+G(s)Go(s) H (s)

Por lo tanto, cuando se tiene un sistema con retroalimentacién no unitaria se propone Gy (s)

y se aplican los métodos de disefio para compensadores en serie para la funcién Gy (s).
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