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PRESENTACION

El presente material didactico tiene como objetivo reforzar el
aprendizaje obtenido en las aulas asi como proporcionar los
elementos tanto matematicos como conceptuales para la
realizacion de la solucién de las Ecuaciones Diferenciales de
primer orden. Los ejercicios han sido seleccionados con la
finalidad de dar una mayor comprension a los conceptos tedricos
ya que se espera que, el estudiante aborde los problemas
propuestos reflexionando y madurando la teoria y haga uso de
sus conocimientos previos de aritmética, algebra, trigonometria,
calculo diferencial e integral. Cada una de las secciones contiene
una breve explicacion y ejercicios resueltos con los cuales se

busca que el estudiante refuerce el aprendizaje significativo




Introduccion.

En la unidad de aprendizaje Ecuaciones Diferenciales, se divide en dos tipos de

soluciones:

1) Las Ecuaciones Diferenciales de primer orden

2) Las Ecuaciones Diferenciales de segundo orden

En este problemario revisaremos particularmente las soluciones a las ecuaciones
diferenciales ordinarias de orden superior, considerando los métodos: coeficientes
constantes, coeficientes indeterminados, variacion de parametros y la técnica de
Laplace, estos aplicados a un grupo de problemas propuestos que permitan al
estudiante de la unidad de aprendizaje “Ecuaciones Diferenciales”, verificar las técnicas
propuestas y analizadas en el salén de clase, de acuerdo programa de estudios por

competencias de la unidad de aprendizaje: Ecuaciones Diferenciales.

Una ecuacion diferencial de segundo orden, se dice que es lineal o mediante algebra

puede llevarse a la forma siguiente:

Una ecuacion diferencial lineal de n-ésimo orden de la forma

n n-1

d"y y
a, (x) ™ +a, ,(x) v

con g(x) no igual a cero, se dice que es no homogénea

d n y d nfly
—4+a P
an (X) an + n-1 (X) an—l

se dice que es homogénea.

La palabra homogénea en este contexto no se refiere a los coeficientes que son
funciones homogéneas, Después veremos que para resolver una ecuacion lineal no

homogénea, primero se debe poder resolver la ecuacion homogénea asociada.




2. ECUACIONES DE ORDEN SUPERIOR

2.1 Respuesta a la Ecuacién Diferencial de Segundo Orden
Sea la ecuacién diferencial de orden superior de la forma:

d nfly
an—l

d"y
an (X)W + an—l (X)
La cual es una ecuacion diferencial de orden superior homogénea.

Si ahora se define que una ecuacién diferencial de segundo orden, es también de orden

superior y de la forma:

d’y
dx?

d
a,(x) +a1(x)d—§+ao(x)y=o con a, ,

La cual tiene solucion, utilizando la transformacion:

_dy

S=
dx

Entonces la ecuaciéon diferencial de segundo puede ser escrita como una ecuaciéon
auxiliar, considerando la transformacién anterior, y toma la forma de ecuacion

cuadratica de segundo orden.

as’+bs+c=0 donde a,b,c son constantes

Si consideramos la solucion con la formula general,

_ —b++/b*-4ac

S,S, =
1192 23

Esta ecuacion es llamada solucion a la ecuacién auxiliar de la ecuacion diferencial. La
cual considera las dos raices de la solucion de la formula general y los casos del

discriminante:

1) b*—4ac >0 caso Raices reales y diferentes
Bajo la suposicion de que la ecuacion auxiliar tiene dos raices reales desiguales s1y

s2, encontramos dos soluciones, y1y y2. Vemos que estas funciones son linealmente




independientes en (-, «) y, por tanto, forman un conjunto fundamental. Se deduce que

la solucidn general de en este intervalo es
y(x)=C,e* +C,e*”* donde C, y C, son constantes

2) b®—4ac =0 caso Raices reales e iguales
Cuando s1 = s2, necesariamente se obtiene so6lo una solucion exponencial, y1. La cual

es derivada para determinar una segunda solucién de la forma:

yl(x) =C, e™

y2(x) =C, xe™
La solucién propuesta a este tipo de raices es:

y(x) =C,e™ +C, xe™ donde C, y C, son constantes

3) b?—4ac <0 caso Raices complejas y conjugadas
Si s1y s2 son complejas, entonces se puede escribir s1=a + b*i y s2 = a- b*i, donde a
y b>0 y son reales. De manera formal, no hay diferencia entre este caso y el caso |y,

por tanto,

y(x) = C, el C, e“ ™ donde C, y C, son cons tantes
Usando la formula de Euler

e = cos (wd) +sen (wd) i

Despues de sustituir y reducir

y(x) =e**(C, cos(wd) + C, sen(ewd))




Solucién a problemas propuestos
D4y" +y' =0
—bVb?—4ac

2a

452 +s=0 s1,s2 =

LTIV 1-AWO) 14T 1410
StE 2(4) - 8 8 8

_-1-v1_ -1-1 -2 1

8 8 8 4

s2

Raices: Reales y Diferentes
Yh = CleS™* 4 (C2e5%*
Yh = C1e% + C2e~25%

2)y" =36y =0

s2-36=0

|- —0+.,/0—4(1)(-36) V144 12
StE 2() T2 T 727
,_—VIAE 12

ST T T

Raices: Reales y Diferentes
Yh = CleS'* + C2e5%*
Yh = C1e® + C2e™%*

Ny'"+y' —6y=0

s2—s—-6=0
1_1+,/1—4(1)(—6)_1+\/1+24_1\/25_1+5_3
5L= 2 = 2 —T 2 T2 T
1-v25 1-5 —4
s2 = = =— = -2
2 2 2

Raices: Reales y Diferentes
Yh = CleS'™ 4 C2e5%*
Yh = Cle3* + C2e™%*




4)y" =3y +2y=0

s2—-s3-2=0

2 2 2 2

51_3+\/(—3)2—4(1)(2)_3+\/9—8_3+1_4

_3-V1_3-1_2
22 2

s2

Raices: Reales y Diferentes
Yh = Cle5'* + C2e5%*
Yh = Cle?* + C2e*

5y"+8y +16y =0
s2+8s+16=0

o8 J®)?—4(1)(2) -8+V64—64 —8/0 -8

2 2 2 2
sl=s2=-4

Raices: [guales y Reales
Yh = CleS'™ 4 C2e5%*
Yh =Cle ™ + C2e™**

6)y" —10y' +25y =0

s2—-10s+25=0

2(1) 2 2
s1=52=5
Raices: [guales y Reales
Yh = CleS'™ 4 C2e5%*
Yh = Cle5* + C2e>*

= —4




7)12y" = 5y' =2y =0

1252 —-55s—-2=0

 _5+VC5P4(2) (=) _5+V25+96 _5+VIZI_5+11_16 _ 2
StE 2(12) - 24 24 24 24 3
5—vi2l _5-11_ -6 -1

24 24 24 4

s2

Raices: Reales y Diferentes
Yh = Cle51* + C2e5%*
Yh = C1e%6%* + C2025%

8)y"'+4y' —y=0

s244s—-1=0
4+ J@Z —4(1)(=1) -4+VI6F4 —4+20 20
TV ADED _ T4V V20 L &
2D 2 2 2
—4—+20 20
52=T\/_=—2—g=—2—\/§

Raices: Reales y Diferentes
Yh = Cle5* + C2e5%*

Yh = Cle2+V5)x 4 e (-2-V5)x

9)y"+9y =0

s2+9=0

L0404 V=36 _J-36(-1) _¥36 _6 _ .
St 2(D) T2 T 2 Tz 727
sZ=_—\/2%=_—26=—3i

Raices: Imaginarias y Conjugadas
S=axtwi
Yh = e**(Clcoswx + C2senwx)

Yh = €% (Clcos3x + C2sen — 3x)




10)3y" +y =0

352+1=0

0+.,0—-4(3)(1 —-12 -12(-1 12
o OB _ VT2 _(F12CD _ VT2

2(1) 2 2 2

—V12

=2 __p
2

Raices: Imaginarias y Conjugadas
S=atwi
Yh = e*(Clcoswx + C2senwx)
Yh = %% (ClcosV3x + C2senv3x)
11)y" —4y"'+5y =0
s2—4s+5=0

4+ /(=42 —4()(5B) 4+V16-20 4+./(-4)(-1) 4+V4 4+2 ,
s1 = = = = = =241

2(1) 2 2 2 2

44 4-2 4 -2 _
R R i R R
Raices: Imaginarias y Conjugadas
S=axtwi
Yh = e™(Clcoswx + C2senwx)
Yh = e?*(Clcosx + C2senx)
12)2y" +2y"+y =0
2s2+25+1=0
1_—2+,/(2)2—4(2)(1) =2+ V4-8 —24v-4 -2+4./-4(-1) 1,1
StE 2(2) - s 4 - 4 -T2t
,_T2-VA_—2 2. 1 1
STy T T T2

Raices: Imaginarias y Conjugadas

S=a+wi




Yh = e*(Clcoswx + C2senwx)
Yh = e %5%(C1c0s0.5x + C2sen0.5x)
13)3y" +2y"+y =0

3s2425+1=0

L _24@7—AR@) _ —2+VE-12_-2+3=8 _-2+/-8(D) _
StE 2(3) - 6 -7 6 6 -
,_"2-V8_-2 V8. 1 V2
“TT%6 "6 6 3 3"
Raices: Imaginarias y Conjugadas
S=atwi
Yh = e*(Clcoswx + C2senwx)
Yh = e7%33%(C1¢050.47x + C2sen0.47x)
14) 2y" = 3y"'+4y =0
252 —-35+4=0
3+ 4@®) _3+V9-32_3+v=23 _3+-2(CD) _
StE 22) - 4 -4 4 ~ T4
,_3- V23 3 V23,
ST Ty TaT et

Raices: Imaginarias y Conjugadas
S=atxwi
Yh = e™(Clcoswx + C2senwx)

Yh = e%75%(C1cos1.2x + C2senl.2x)

15) yIII _ 4yII _ Syl — 0
s3—4s2—-55=0

s1=-1 s2—55=0

, VD2 4@ _5+V25 545 10
5= 2(D) T 2 T2 T2

1 -4 -5 0]-1
-1 5 0

=5

7 -5 0 0

1

V2

—§+?l




_5-V25 _5-5_0_,
222

Yh = CleS'™ + C2e5%* + (3e53*

s3

Yh = Cle™ + C2e>* + C3e%

16) y"" —y =0
s3—-1=0
sl=1 s?Fs+1=0

2(1) 2 2

1+ /72D -1+Vi—4 -1+v4-1 1 f
§2 = = = §+ Zl

Yh = Cl1e5'* + e**(C2coswx + C3senwx)

1 3 3
Yh =Cle* + e_Zx(CZCOS\/;x + C3sen\/;x)

17)y"" = 5y" +3y"+9y =0
s3—5s2+3s+9=0

s1=-1 s2—65+9

, _0FV(EO?—4()(9) _6+V36-36 _6+0_6_,
e 2(1) -T2 T2 T27

s2=s3=3
Yh = Cle5'* + C2e5%* + C3exs3*

Yh =Cle ™ + C2e3* + C3ex3*

17 -53 9]|-1
-1 6 -9

7 -6 9 0]




18) y"" +3y" -4y’ =12y =0 1 3 4 -12|2
s3+3s2-45-12=0 2 10 12

, 156 0|
sl=2 s“+55s+6=0
, 5B’ -4)(6) _5+V25-24 5+V1_—4_
5e= 2(1) - 2 T 2 T2 7
3_—5—\/T_—5—1_
ST T T
Yh = CleS* + C2e5%* + (C3e53*
Yh =Cle?* + C2e™%* + C3e™3*

d*u | d*u _ 17 1 0 -2|1
19)dt3+dt2 2u =0 P
s3+s2-2=0 12 2 0\
sl=1 s24+25s+2=0

—-2+./@)2-4)(@2) -2+V4-8 -2+V4 -2 2. _
s2 = = = =—+-i=-1+i

2(1) 2 2 2 2
_T2-Vd_—2 2.
So = 2 2 21— l
Yh = Cl1e5'* + e**(C2coswx + C3senwx)
Yh = Cle* + e *(C2cosx + C3senx)

a3 a2

20) —+———2u=0 1 -10 4|2
2 2 4
st-st—4=0 11 2 0]

s1=2 s24+s+2=0

s (D2 -4(D)() —1+V1-8 -1+V7

2(1) 2 2

V7. 1 |7,
A A

Yh = CleS™* 4+ e**(C2coswx + C3senwx)

%)

w

Il

Il

I
N =




1 7 7
Yh = Cle?* + e_ix(CZCOS\/;ix + CSSen\Eix)

21) ylll+3y/’+3yl+y= O ] 3 3 ] '1
5 , -1 -2 -1
s°+3s“+3s+1=0 7 2 1 0‘
s1=-1 s24+2s+1=0
2_—2+,/(2)2—4(1)(1)_—2+\/4—4_—2+0_—2_ .

54 = 2(1) - 2 ~T 2 T2 7

s2=s3=-1

Yh = CleS™™ + C2e5%* + C3xes3*

Yh=Cle ™ + C2e ™ + C3xe™™*

22)y" —6y" +12y' —8y =0 1 -6 1z -8)2
3 _6s2+125—8=0 < 88
§®—6s“+12s -8 = 7 4 4 0‘

s1=2 s2 —425s4+4=0

52_4+\/(—4)2—4(1)(4)_4+\/16—16_4+0_4

2(1) 2 2 2

s2=s3=2
Yh = CleS™ + C2e5%* + C3xes3*
Yh = Cle?* + C2e%* + C3xe?*

23) y® + 9" +3y" =0
s*+s3+s52=0 s3=—>+ |=i
s¥(s?+s+1)

s1 =s2=0 s4=—-— |-

C-1+/M2 -4 -1+VI-4  —1+43i
s3= 2(1) - 2 -T2




Yh = Cl1e5'™ + C2xe5** + e**(C3coswx + C4senwx)

1 3 3
Yh = Cle® + C2xe% + ezx(C3cos\/;x + C4sen\/;x)

24)y® +3y" +y =0 10 .20 1|2 1 1 -1 1)1
1 7 .7 -1 1 2 1
4 _ 9.2 —
s*—2s“4+1=0 11_1_10‘ ]2]0‘
sl1=2 s2=1
s24+25s4+1=0
4+ /(42 —4(D@) 4+VI6—16 4+0 4
B 2(1) B 2 o2 2
s3=s54=-1
Yh = CleS™ + C2xe®** + C3e53* + C4xes*™
Yh = Cle* + C2xe* + C3e ™™ + C4xe™™
25)16 +24 +9y—0
16s* + 245249 =0 +3 +9 0
0 o 2
S S S 2S 16
les2=s3=sde—>
sl=5s2=5s3=54= 2
3 3
2 0 9\re2 12
(s*+ PG> +2)
Yh = Cl1e5'* + C2xe5?* + C3e%3* + C4xes**
3 3 _3 _3
Yh=Cle # + C2xe # + C3e % + C4xe™ %
26)16 +24_+9y_0 10 .70 -18|3 1 3 2 61|-3
3 9 6 18 -3 0 -6
4 2 —
s*=7s*-18=0 13 26 0] 10 2 0]




s1=3

s34+3s2+2s+6=0 s24+2=0
s2=-3
L5V’ —4)(6) _5+V25-24 5+VI_—4_
B 2(1) B 2 22
V8
54272—\/5

Yh = Cl1e5'* + C2xeS?* + C3e%3* + C4xes*

Yh = Cl1e3* + C2xe~3* + C3eV?* + C4xe V2

ds a* as d? d -
27) Lyl _opdu gl M igy=0 15 2101 5|1
dr> dr* dr3 dr? = dr 1 6 y4 6 -5
s+ 5s*—2s3—10s2+s+5=0 1 6 4 4 .5 0‘
sl=1 s*+6s3+4s2—-65s—5=0 s2=1
16 4 -6 -51 1 7 11 5|-1
1 7 11 5 1 -6 -5
17 11 5 0] 16 5 0]
s3+7s2+11s+5=0 s3=-1 s24+65s+5=0
Lo T6HV(OP—4()(G) _ —6+vV36-20 —6+V16_-2_ |
- 2(1) B 2 B 2 2
—-6—vV16 —-6-—4
s5 = ——=—F—=-5

Yh = CleS™ + C2xes?* + C3e53* + C4xes*™ + C5e5°*

Yh = Cle* + C2xe* + C3e™* + C4xe™* + C5e™>*

d3x d*x d3x d%x
-7 +12 + 8
dss ds* ds3 ds?

28)2
255 — 7s* + 1253+ 852 =0 — %(255—7s4+1zs3+852) =O—>55—%s4+6s3+452 =0

7
s?(2s3—7s2+125s+8) =0 52(53—552+6s+4)=0




7 2
1 =3 6 4|-05 S4=4—«/(—4) —4()(®) _4+V16-32 _4+V=16+32
L 2(1) 2 2
5 2 4
17 4 88 0
4+V16 4 4
sh=——F—=5t5i=2+2 s5=2—2i

Yh = CleS* + C2xe’%* + C3e53* + e%*(C4coswx + C5senwx)

Yh = C1e® + C2xe®* + C3e %5 + e2*(C4cos2x + C5sen2x)

2.2 Respuesta a la Ecuacion Diferencial de Segundo Orden. Método Coeficientes
Constante

Este método permite determinar el valor de las constantes Ci de la respuesta a la
ecuacion diferencial de segundo orden, considerando la respuesta homogénea descrita

en la seccion anterior.

Sea la ecuacion diferencial de segun do orden de la forma:

a, (x)ij% ai(x)%+ a,()y=0 y(0)=cte(l) y (0) = cte(2)

Con respuesta generalizada
y(x) = C.e*”* +C,e%
Donde

C1y C2 son las constantes que dependen de las condiciones iniciales o de frontera de

la ecuacion diferencial.

Tomando la primer condicion inicial o de frontera y evaluando en x=0 e igualando a la
ecuacion diferencial con el resultado de condicion inicial, se puede obtener la ecuacion

resultante de la forma

y(0) = C,e’*@ +Ce%? = cte(l)
C,+C, =cte(d)




La condicién inicial en cero es evaluada en la derivada de la respuesta para tener la

segunda ecuacion

V(0 =< (Ce™) + S (Cen)

y'(0) = (C e o (C e2@) =cte(2)
C1 +C, = cte(2)

Entonces la respuesta general a la ecuacién diferencial
y(X) = cte(1)e*** + cte(2)e™*
Ejemplos Resueltos

29)y" +16y =0, y(0)=2, y (0)=-2

s?+16=0
J-4)(6) V-64 64 8
sl = = = =—i=4i
2(D) 2 2 2
B _ .
S ——El——l S =X x+wi 1 1 0

Yh = e%%(Clcos4x + C2sendx) - Y(0) = e"*(Clcos4(0) + C2sen4(0)) =2 C1 =2

Y'h = (Clcos4x + C2sendx)(0e%*) + eox(—/lfcwlcos;i,x/—l-ﬂn'Zsenﬂ)/'
y(0) = (C1 cos4(0) + C2 sen4(0))(0e°@) + %O (—4C1cos4(0) + 4C2sen4(0)) = —2

1
4C2 = -2 Yh = e% (2cos4x — Esen4x>
2= _°
4
c2==

2

30) 16d92 +y=0y@®/3)=0, y(r/3)=2

s2+1=0
Sl_,/—4(1)(1)_\/—_4_\/_1__i_i
o2 2 2 2




oo VA_ 2.
S4 = 2— 21— l

Yh = e**(Clcoswi + C2senwi) » Yh = e®*(Clcosx + C2senx)

1
Y(%) = ZB(%{EClcos (g) + CZSen(%)> =0 €1(0.99) + €2(0.01) = 0

0.99C1+0.01C2=0

Y'h = (Clcosx + C2senx)(0e%%) + e%%(—clsenx + C2cosx)

r (5) - (crs 5o () 0] 83 crsen(2) ()

=2 —0.01C1+0.99C2 = 2
(0.99C1 + 0.01C2 =0) — 99 C1=-0.02
—0.01C1 + 0.99C2 = 2 C2 =12.02

Yh = %% (—0.02senx + 2.02cosx)

324D 5y=0, yW)=0, y1) =2

dat?
s?—4s—3
44+./(-4)?-4(1)(-3) 4 16 +12 4 28
o ATVED A _4+VIEHT2 4+V28 o
2(1) 2 2
4—Vi6+12 4—+/28
s2 = > = 2\/_=2—\/7

Yh = C1le@HVDx 4 2@V

Yh(0) = 104.14C1 + 0.52C€2 =0

Y'h =2+ V7C1e@Dx 4 2 4 \[TeC2e@ VX
Y'h(1) = 483.80C1 — 0.33C2 = 2

€2 =—-0.721

Yh = 0.0036e@*VDx _ 0 — 721V

32)4y" —4y' -3y =0, y(0)=1, vy (0)=5

20,




45> —45s—-3=0

LAV —AM(3) _4+V16+48 44464 3
StE 2(4) - 8 -7 8 2

4-8 3
s2=—=—=

Yh = Cle'5* + C2e705%

Yh(0) = C1e'5) 4 27050 =1
Y'h = 1.5C1el>* — 0.5¢70->*

Y'h(0) = 1.5C1e*>® — 0,5¢7050)=5
C1=3.9166 C1.75

Yh(0) = 3.9166e15% 4 1.75e~0-5%

2.3 Coeficientes indeterminados

Para resolver una ecuacion diferencial lineal no homogénea

2

2,005 L +a00 L a0y =90 Y0 =cte) y 0) = cte(2)

Se debe hacer dos cosas:

1. encontrar la funcién complementaria Yh
2. encontrar alguna solucién particular Yp de la ecuacion no homogénea.
Entonces, la solucidn general de es
Y (x)=Yh(x)+Yp(x)

La funcion complementaria Yh es la solucién general de la ED homogénea asociada

de, es decir,

ay'+a Yy +....tay+ay=9(X)




En la seccion anterior se propuso como resolver esta clase de ecuaciones cuando los
coeficientes eran constantes.
Asi, el objetivo en esta seccion es desarrollar un método para obtener soluciones

particulares.

La primera de las dos formas que se consideran para obtener una solucion particular

Yp de una ED lineal no homogénea se llama método de coeficientes indeterminados.

La idea fundamental detras de este método es una conjetura acerca de la forma de Yp,
en realidad una intuicién educada, motivada por las clases de funciones que forman la

funcion de entrada g(x). El método general se limita a ED lineales donde

1) Los coeficientes aj, i =0, 1..... , h son constantes y

2) g(x) es una constante k, una funcién polinomial, una funcién exponencial €%, una
funcién seno o coseno o sumas finitas y productos de estas funciones.

Es decir, g(x) es una combinacion lineal de funciones de la clase. Y Debido a que la

combinacion lineal de derivadas:

ay,+a Yo"+ +a,Yp+a, Y, = g(X)

Debe ser idéntica a g(x), parece razonable suponer que Yp tiene la misma forma que

g(x).

1.—y"+3y'"+2y =6
Homogénea:
s2+3s+2=0

_-3+.32-4(D)(1)  -3+V9-4

S =

2(1) 2
-3++5 -3-+5
§; =————=-0.38 §; = ————=—2.61
2 2
yh(x) — C1€_0'38X + C2€_2'61X

No homogénea:




f(x)=6

Yp =4

Yp=0

y'p=0
Sustituyendo

y'p+3yp+2y,=6
0+3(0) +2(A) =6
04+0+2A=6
2A=6
A=3
y(x) = CLe 038X 4 (,e 261X 43

2.—4y" +9y =15

Homogénea:
452 +9 =10

9 3. 3
s=4 16 S1=-1 SZZ—ZL

3 3
yh(x) = e%*(C; cos 25T C, Zsin x)

3 3
yh(x) = C; cos 7% + G, Zsinx

No homogénea:

f(x) =15

Yp =4

yp=0

y'p=0
Sustituyendo

4y", +9y, =15

4(0)+9(A) =15

9A =15




>
I
I

3

3 5
yh(x) = C; cos =x + C,—=sinx + =

3.—y” + 10y’ + 25y =30x + 3
Homogénea:

s2+10s+25=0

_ —10+4/102 —4(1)(25) _—-10++0
5= 2(1) -T2

s;=-=5 s, ==5
Yheey = Cie % + Cpxe %
No homogénea:
f(x) =30x+3
Yp = Ax +B
yp=A
y'p=0
Sustituyendo
y"p +10y', + 25y, = 30X + 3
Ax + B+ 10(4) + 25(0) = 30X+ 3

Para “x

254 =30

A=<
3

Para “termino independiente”

10A+B =3
6
10(§)+B=3

12 +B =3
B=3-12
B=-9

yh(x) = Cle_

4 4 3

6
5X 4 sze‘5X+§x—9




3.-y " +y —6y =2x
Homogénea:
s2+s—-6=0

_—1+/12-4(1)(-6) —1++v25
5= 2(1) -T2
~1+45 -1-5
51= 2 =2 SZ= 2

Yhey = Cie** + Cre™3X

=-3

No homogénea:

f(x) =2x
Yp = Ax +B
yp =4
y'p =0
Sustituyendo
'y +y'p — 6y, =2x
0+A—-6(Ax +B) =2x
A — 6Ax — 6B = 2x

Para “x

—6A =2
A=—-=
3

Para “termino independiente”

A—6B =0
1+B—o
: —

B_1
3

1,
5.—Zy +y' +y=x%-2x

Homogénea:

2 4s41=0
45 S =




145D 140

2 3

S =

51 =2 Sy, = —2
Yhey = Cie®* + Cyxe™X
No homogénea:

flx) =x?—2x

yp = Ax* + Bx + ¢ +B

y'p=24x+B
y', =24
Sustituyendo

1 4 !
77 pt Yty =x%—2x

1

Z(2A)+2Ax+B+Ax2+Bx+c +B=x?-2x

1

§A+2Ax+B+Ax2+Bx+c + B = x? — 2xA — 6Ax — 6B = 2x

1
xZ(A)+x(2A+B)+(EA+B+C)=x2—2x

“. . 2n

Para “x
A=1

Para “x”
2A+B=-2
2(H)+B=-2
2+B=-2
B=-2-2
B=-4

Para “termino independiente”

1
§A+B+C=0

1
5(1)—4+C=0




yh(x) = Cl e 2

6.—y” — 8y’ + 20y = 100x? — 26xe”*

Homogénea:

s2—-85s+20=0

_8+/-82—4(1)(20) —1+64i
B 2(1) B 2

8+ 8i . 8
51 = > =4+ 4i S, =

yh(x) = e**(C; cos 4x + C, 4sin x)

S

No homogénea:

f(x) = 100x? — 26xe*

yp = Ax* + Bx 4+ ¢ — Dxe*

y'p = 2Ax + B — Dxe* + De”*

y"p, = 2A — Dxe* + 2De*
Sustituyendo

y"'p —8y'p + 20y, = 100x* — 26xe™

X+ Cuxe ™ +x2 —4x — -

7
2

2A — Dxe* + 2De* — 8(2Ax + B — Dxe* + De*) + 20(Ax? + Bx + ¢ — Dxe*) = 100x? — 26xe*

2A — Dxe* + 2De* — 16Ax + 8B — 8Dxe* + De*8 + 20Ax? + 20Bx + ¢ — 20Dxe™)

= 100x? — 26xe*

x2(2A) + x(16A + 20B) + xe*(D + 8D — 20D) + e*(2D — 8D) + (2A — 8B + 20C

= 100x2 — 26xe*
Para “x2”
20A =100
A=50
Para “x”
16A+20B=0
16(50) + 20B = 0

800+ 20B=0




_ —800

20
B =-40

Para “xe*”

—11D = -26

26

D=—
11

”

Para “termino independiente
2A—8B+20C=0
2(50) —8(—40)+20C=0
100+ 320+ 20C=0
420

20
c=-21

26
yh(x) = e**(C; cos 4x + C, 4sinx) + 50x? — 40x + er" +21

2.4 Variacion de Parametros
El procedimiento que se utiliza para encontrar una solucién particular Yp de una
ecuacion diferencial lineal de primer orden en un intervalo es también aplicable a una ED
de orden superior. Para adaptar el método de variacidon de parametros a una ecuacion

diferencial de segundo orden.
a,(X)y'+a,(X) y+a,(x) y = 9(x)
Comenzamos por escribir la ecuacién en su forma estandar:

y'+P(X)y+Q(X)y = g(X)

Dividiendo entre el coeficiente principal a2(x). La ecuacién es la analoga de segundo
orden de la forma estandar de una ecuacion lineal de primer orden: y’'+ P(x)y = f(x). Se
supone que P(x), Q(x) y g(x) son continuas en algun intervalo comun |. Como ya hemos
visto, no hay dificultad para obtener la funcidén complementaria Yh, la solucion general

de la ecuacion homogénea, cuando los coeficientes son constantes.

©




Correspondiendo con la suposicion Yp=u1(x) y1(x) que se usd anteriormente para
encontrar una solucion particular Yp de y'+P(x)y=f(x), para la ecuacién lineal de segundo

orden se busca una solucion de la forma
Yp(X) =Uu, (X) Y1 (X) +U, (X) Y, (X)

Donde y1, y2 forman un conjunto fundamental de soluciones en | de la forma homogénea

asociada. Usando la regla del producto para derivar dos veces a Yp, se obtiene
YP(X) = U (X) Y1 (X) + U3 (X) Y1 (X) +U, (X) Y, (X) + U5 (X) Y, (X)
Y'P(X) = Uy (X) Y1 () + UL (X) Y1 (X) + U7, (X) Y, () +U7s (X) Y3 (%) + Uy (X) Y5 (X)......
U (X) Y, (X)+U", (X) Y, (X) +u’ (X) Y, (X)
Sustiyendo en la ecuacion:

y'+PX)y+Q(X)y =9g(x)

Reduciendo, Agrupando y Resolviendo utilizando el método de Cramer, se obtienen el

sistema de ecuaciones:

ylul1+y2u|2:O

yll u|1+ylz ulz = g(x)

El cual puede expresarse como una serie de determinantes y resolver para u1 y uz

i Y, 0 v, y, O
W (yLy?2) = W1= W2 =
vhya) {y'l y'j {g(x) y'j {y'l g(x)}

Donde se conoce a los determinantes W como el wronskiano de las soluciones de la

ecuacion diferencia. Considerando el wronskiano y resolviendo para u’

soW S0 Wy g0
W _

w w W W

Entonces u es: u, = IU du y u,= ju ", du




Ejemplos Resueltos

1. y"+y=-secx
Para la homogénea
s2+1=0

= —0+,02—-4(1)(D) 4

2(1)

Raices imaginarias y conjugadas

yh(x) = e**(C; cos Bx + C, sin fx)
yh(x) = e%*(C, cos x + C, sinx)
yh(x) = C; cos x + C, sinx

Para la no homogénea

yp =uyr + uzxy;

Yp = Uq COSX + Uy Sinx

Y1 Y2 cosx sinx .
w(y,yz) = = =cos?x+sin?x=1

Y1 Y2 —sinx cosx
0 V2
X ! -y —sinx
Wl(yz.f(x))=f( )W Yz _ sz(X)= T (secx)

wa(y1, f(x)) = %f(x) = colsx (secx) =1

U = f —(sinx secx) dx = log|cos x |

uzzfdx=x

yp(x) = u;y; + uyy, = log|cos x| cosx + sinx

y(x) = C; cos x + C, sinx + log|cos x| cos x + sin x

2. y"+y=tanx
Para la homogénea
s2+1=0

-0+ ,/0Z—a()(D)
°7 2(1)

Raices imaginarias y conjugadas

= +i




yh(x) = e**(C; cos Bx + C, sin Bx)
yh(x) = e%*(C, cos x + C, sinx)
yh(x) = C; cos x + C, sinx

Para la no homogénea

yp =Uy1 +Uz);

Yp = uy cosx + u, sinx

Y1 Y2 _ cosx sinx

w(ye,y2) = =cos’x+sinfx=1

Y1 Y2 —sinx cosx
0 V2
X ’ -y —sinx
wa( f () = L2 2 222 oy = Z50 an )

cos x _
1 (tanx) = sinx

w3, () = 21 () =

X x X x
U = f —(sinxtanx) dx = sinx +log|cosz— sinx§| — log|sin5+ cos§|

U, =fsir1xdx = —CosXx

X X X X
yp(x) = uy; + uyy, = (sinx +log |cos§ - sinle —log |sin§ + cos 3 |) COSX — COS x Sinx

X X X X
y(x) = C; cos x + C, sinx + (sinx +log|cosz— sinx§| —10g|sinz+ cosz|) COSX — CcOSx sinx
3. y"+y=sinx

Para la homogénea

s241=0
—0+.,0Z—4D)(1)
$= 2(1) =+

Raices imaginarias y conjugadas
yh(x) = e**(C; cos Bx + C, sin Bx)
yh(x) = e%*(C; cos x + C, sin Bx)
yh(x) = C; cos x + C, sin Bx

Para la no homogénea

yp =y + Uy,

Yp = Uy COSX + Uy Sinx




Y1 Y2 _ cosx sinx

wyy,y2) = =cos’x +sin*x=1

Y1 ¥2 —sinx cosx
oy .
W1(}’z:f(x)) = f(x)W Yz _]::2 fx) = — inx (sinx) = —sin %x
Wy (71, £ () =22 £ () = == (sin )

1
u = f —sin®x = Z(sin(Zx) — 2x)
u, = f cosxsinxdx = —Ecoszx
1 1 :
yp(x) = uy; + uyy, = Z(sm(Zx) —2x) |cosx — (Ecoszx) sin x
: 1 1 :
y(x) = C; cos x + C, sin Bx + Z(sm(Zx) —2x) |cosx — (Ecoszx) sinx

4. y"+y=-secOtanf

Para la homogénea

s2+1=0
—0+ /02 —4D(D)
T 2(1) =H

Raices imaginarias y conjugadas
yh(x) = e*®(C; cos BO + C, sin )
yh(x) = €% (C; cos 8 + C, sin )
yh(x) = C; cos 8 + C, sin 6

Para la no homogénea

yp =uyr + uzxy;

yp = uy cos 0 + u, sin 0

w1, y,) = i Y2 _ cosf  sinf _ cos®x+sin*x=1

Y1 Y2 —sinf cos6
0 V2
0 ’ -y —sinf
W1(J’z,f(9)) = I )w Yz _ WZ f@e) = 1 (secOtanB)

cosf
1 (secHtan )

wy (1, £(0)) =22 £(6) =




Uq =f—(sin95ec0tan9) df =6 —tanb

Uy = f(cos OsecOtan ) dx = —logcosf

yp(x) = uy; + uy, = (0 —tan @) cos 6 — (—logcos6) sin 6

y(x) = C; cos x + C, sinx + (6 — tan 0) cos 6 — (—log cosB) sin O

5 vy +y=cos’x
Para la homogénea
s?2+1=0

-0+ /07— 4D (1)
T 2(1)

Raices imaginarias y conjugadas

= +i

yh(x) = e**(Cy cos fx + C, sin Bx)
yh(x) = e%*(C; cos x + C, sin fx)
yh(x) = C; cos x + C, sin x

Para la no homogénea

yp = Uy + uzxy;

VP = Uq COSX + Uy Sinx

Y1 Y2 _ cosx sinx

=70 77 = — cos2 C 2.
WOLYD) = 3T G oy = COSTXHsinx =1
0 Y2
(x) y -y —sinx
w1 (2, f () = ! " Y2 _ W2 fx) = T (cos?x)

COS X

w,(y1, f(x)) = %f(x) == (cos?x) = cos®x
, cos3x

U = f —(sin xcos?x)dx = 3

1
U, = f cos3x dx = 5(9 sin x + sin 3x)

cos?

3

X

1
yp(x) = uy; + uyy, = ( )cosx + <E (9sinx + sin 3x)> sin x

cos?

3

X

1
y(x) = C, cos x + C,sinx + ( >cosx + <§ (9 sinx + sin 3x)> sin x




6. y ' +y=sec’x
Para la homogénea
s24+1=0
02 —4(1)(1)
2(1D)

Raices imaginarias y conjugadas

—0+
S =

=+i

yh(x) = e**(C; cos fx + C, sin Bx)
yh(x) = e%*(C, cos x + C, sinx)
yh(x) = C; cos x + C, sinx

Para la no homogénea

Yp = Uy + Uzy;

Yp = Uy COSX + Uy Sinx

w( Y = V1 ylz _ cosx sin x
YY) =y y, T “sinx  cosx
0 V2

wi(a ) =L Y2 - 2 iy

cosXx
1

(sec? x)

wo (1, f()) = 22 £(x) =

U = f —(sinx sec? x) dx = —secx

X X
U, = f cos x sec®x dx = log (sin— + cos —) — log(cos

2

X X
yp(x) = uy; + upy, = (—secx) cosx + (log (sinz + cos —) —log(cos

X x
y(x) = C; cos x + C, sinx + (—secx) cosx + (log (sinz + cos —) — log(cos

7. vy —y=coshx
Para la homogénea
s2—-1=0

_—0+,/02—4(D)(-D)
5= 2(1)

Raices reales y diferentes

=41

=cos’x +sin*x=1

—sinx

2
1 (sec” x)

x X
> > sz)

3 x 0
> sin E)) sinx

2

. x .
5~ sin E)) sinx

2




yh(x) = C,e5* + (,e52*

yh(x) = Cie* + C,e™

Para la no homogénea

yp =uy; +uUzy;

yp = u e +u,e™*

3”1 Y2 _e* e™*

Y1 Y2 e¥ —e™*
0 ylz B

wi (¥, f(x)) = f(x)W Yz o _‘::2 f(x) = %(cosh x)

w(yy,y2) = = —2e%*e™™*

wy(y1, (%)) = %f(x) = # (cosh x)

—e X x_e—Zx
u1=fw(coshx)dx=z 3

e’ 1 2x
U, = fm(coshx)dx = g(—Zx —e“®)

—2x

x 1
yp(X) = Usys + Upy, = (‘ >ex + (g (—2x — e?*))e™™

4 8

—2x

X
= Cie* 4+ Cre™ + (=
y(x) = Gret 4 Coe (4 8

1
>ex + (§ (—2x — e?))e™™

8. y” —y =sinh2x

Para la homogénea

s2—1=0
—0+ /0% — 4(D)(=1)
5= 2(D) =+l

Raices reales y diferentes
yh(x) = Ce51* + C,e52*
yh(x) = Cie* + Cre ™™
Para la no homogénea
Yo =uy; + uzxy;
yp = ue* +uze ™

Yi Y2 _e* e™*

9, X,—X
Vi Y2 eX —e* Zete

w(y,y2) =




0 ylz
W1(J’2'f(x)) = f(x)w Yz _ _::2 flx) =

—-X

Eprye— (sinh 2x)

X

Wz(}’1:f(x)) = %f(x) = # (sinh 2x)

_e—x e—3x ex
Uy =f—_ exe_x(sinth) dx = 1 +Z

e* _ 1
U, = IW(Slnh Zx)dx = —Ee x(e4x + 3)

—-3x

—+ e e* + (—ie‘x(e‘“‘ +3))e™*
12 4 12

yp(x) = ugy; + Uy, = (

—-3x

12

e e* 1
y(x) = Cie* + Cre™ + ( +T>€x + (—Ee_x(e“x +3))e™

eZX

9. y”_4y:T

Para la homogénea

s2—-4=0
—0+ /02— 4(1)(—4)
5T 2(D) =12

Raices reales y diferentes
yh(x) = Ce51* + C,e52*
yh(x) = C,e** + C,e™*
Para la no homogénea

Yp = Uiy + Uzys

yp = ue?* + u,e ¥

Y1 Y2 2x -2x _
W(Yp)’z) = y,l y’z = zeeZX _eze—Zx = _4ezxe 2x
0 V2 , ,
f&) y5 _ —)2 —e ™ [e**
W1()’z;f(x)) = w 2 = w flx) = “e2xe2%\ x

2x 2x
wo (y1, f(2)) = %f(x) = e—<e_>

—4e2xp—2X x

_e—Zx er x
= f(—4ezxe‘2x <7>)dx - logZ

O




er er
u2=—fﬁ — |dx =
—4eXe™4X\ x

X
yp(x) = w1 +uzy; = (logz) e + (..)e™™

x
y(x) = Ce?* + C,e™?* + (logZ) e + (..)e

9x

10.y”" =9y = >
Para la homogénea
s2—-9=0

0+ /07— 4(1)(-9)
5= 2(1)

Raices reales y diferentes

= i3

yh(x) = Cie51* + C,e52*
yh(x) = Cie3* + C,e™3%
Para la no homogénea
yp =uyr + uzxy;
yp = ue3¥ + ue3*

Vi Y2 g3 o—3%
Y1 Y2 3e3% 373

0 Y2
’ _ _p—3x 9
wi(a f) =T Y2 - iy = 2 ()

=__6e3xe—3x

w(y,y2) =

3x
Vi e 9x
wo(y1, f(x)) = Wf(x) = W(ﬁ)
—e™3%  /O9x 1 .
= _f —6e3¥e=3X (eﬁ) - T ¢ (6x +1)

1 _ 2
yp() = s + 1y, = (= 5pe S (6x + 1)) e + (e
1 —3x?
y(x) = C1e3* + Ce™3* + ( —ﬁe‘éx(6x + 1)) e3* + ( 2 e 3¥




11. y"+3y'+2y=1+ex

Para la homogénea
s?+3s+2=0

LT3V ADEY _ 341

— 3 1 —
= > =
— 3 1 —
Sy, = 2 =

Raices reales y diferentes
yh(x) = Cie51* + C,e52*
yh(x) = Cie™ + Ce™*
Para la no homogénea

yp =y + Uy,

yp = ule_x + uze_zx
Y1 Y2 e e _ -
W(Yl,}’z) Ty Y —e X _Dp~2x =—eFe ™
0 ¥ 5
_f® yo_va,. o —e* 1
Wl()’z'f(x)) = W T w fx) = —e~¥eg—2x (1 + e")
Y1 e * 1
wa (1, f() = Wf(x) T Texe2x (1 + ex)

—e X 1 .
W= f —e Xe™2% (1 + ex) dx =log—e” —1

e ™ 1 .
uzzf —e‘xe‘zx(1+ex) dx =log(x+1)—e

yp(x) = w1y +uzy, = (log(—e* —1))e™ + (log(x + 1) — e*)e™?*
y(x) = Cie™* + C,e 2 + (log(—e* — 1))e ™™ + (log(x + 1) — e¥)e~2*

12. Y'"=2Y'"+Y =

1+ x2

Para la homogénea

s2—2s4+1=0




_ —2i\/22—4_1
= =

yh(x) = e*(Clcosx + C2senx)

S sl=1 s2=-1

Para la no homogénea

yp=ul(cosx)+u2(senx)

cosx senx
w(yl,y2)= = cos?x + sen?x=1
senx cosx
[ 0 y2] ;
e
wil= Ny y2/w f(x)= senx o
| f (%) y'2]
y1 0 o
wil= , =yl/wf(x)= cosx Ton?
|yl f0)
ex ex
ul=f —senxdx——dx ul=f cosxdx —dx
_ _ e* x _ e*
yp(x)= [ —senxdx ——dx e [ cosxdx ——dx
13.Y" +3Y' +2Y = sene*
Para la homogénea
s2—2s+1=0
- 2_
s =202 s1=1 s2=-1

2

yh(x) = e*(Clcosx + C2senx)
Para la no homogénea
yp=ul(cosx)+u2(senx)

cosx senx
= cos®x + sen®x=1

W(yl,VZ)[
senx CcoSXx




wl=

wl=

ul=[ —sen?xsendx

[f ()

yl

y'1

y2 ]
y'2]
.

£

=y2/w f(x)=

=y1/w f(x)=

senx(senx)=sen’x

cosxsenx

ul=[ cos xdsenxdx

yp(x)=clcosx+c2senx+ [ —sen?xsendx cosx+ [ cosxdsenxdx senx

14,

YY" —-2Y'"+Y =e*arctant

Para la homogénea

s2—-2s4+1=0

S =

2

—21V22—4_1

sl=1

yh(x) = e*(Clcosx + C2senx)

Para la no homogénea

yp=ul(cosx)+u2(senx)

W(vl,VZ)[

wl=

wl=

f ()

y1

!

[yl

cosx

senx

y2 ]|
y'2]
o

f)

senx]

cosx

=y2/w f(x)=

=yl/w f(x)=

ul=[ —senxdxe*arctantdx

s2=-1

= cos®x + sen®x=1

senx (e* arctant)

cosxe* arctant

ul=[ cosxdxe*arctant dx
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CONCLUSIONES

El curso de ecuaciones diferenciales para el area de ingenieria permite el estudio de la
dinamica de sistemas de areas como fisica, quimica, economia, evolucion, estadistica
de poblacién, computacidn, etc. La computacidn es una excelente herramienta que
permite ver el comportamiento de la solucidn de ecuaciones diferenciales por lo que en
este curso, los estudiantes de ingenieria en sistemas encuentran una aplicacién directa

a la programacion.
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