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UNIDAD DE APRENDIZAJE
"ALGEBRA SUPERIOR”

UNIDAD DE COMPETENCIA Il

3.1 NUmeros naturales
3.2 Sucesiones y series
3.3 Principio de induccion matematica
3.4 Progresiones: Aritmetica, geométrica y armonica
3.5 Analisis combinatorio: Teorema fundamental del
conteo, permutaciones y combinaciones
3.6 Teorema del Binomio
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“

OBJETIVOS

— Plantear y resolver problemas de: Sucesiones y

induccion  matematica, —

— series,

Principio

= Progresmnes Aritmetica, geometrlcayarmonlca
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AnaI|3|s combinatorio: Teorema fundamental
conteo, permutaciones y combinaciones y Teorema —
— del BiInomio
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1. NUMEROS NATURALES ORDENACION
— Numeros naturales. Los ndmeros naturales son —

—~aquellos que permiten contar los elementos de un
_ conjunto. puede tener un antecesor y un sucesor.

= El antecesor de un nimero es el menor (<).

L Asi4<5, 3<4, 2<3, 1<2y 0<1
= El sucesor de un niimero es el mayor (>).

Asi5>4, 4>3, 3>2, 2>1y 1>0

f
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i 2. SUCESIONESYSERIES
— Sucesion o Progresion. Una sucesion de nimeros —

. se define como un conjunto ordenado de numeros —
__‘formados de acuerdo a una ley o regla dada. Sila—
+ sucesion tiene un ultimo término se le IIama
« sucesion finita, si el nimero de términos es ilimitado

» se le denomina sucesion infinita.

|
™ T

36 79 .

//‘ }" '/I ’\
ler término / 3er Término,
2° término 4° término

\ los tres puntos significan
que nunca acaba

HE=[1-[ 1@ |1

("término", "elemento" y "miembro" significan lo mismo)
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" SUCESIONES Y SERIES EJEI\/IPLOS

“—. {1, 2, 3, 4,...} es una sucesion infinita
— {20, 25, 30, 35, ...} también es una sucesion infinita
T {1, 3, 5, 7} es una sucesion finita

=+ {a,b,c,d e}esuna sucesion finita

. Mencione la regla.

! | 1 | | 1
I I I I I T I I I -
1 2 3 4 &5 6 F & 9 10

-

La regla para {3, 5,7,9, ..}es: 2n+1
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+ 2. SUCESIONES YSERIES EJEMPLOS
—_ ;Cuél es el siguiente numero de la sucesion 1, 2,4, 7, ?

— Solucidn 1: suma los dos numeros anteriores mas 1.

. Regla:a,=a,,;+a,,+1
~ Sucesion: 1, 2,4,7,12, 20, 33, ...

— Solucidn 2: suma los tres numeros anteriores
— Regla:a,=a,,;+a,,+a,,
Sucesmn 1,2,4, 7,13, 24, 44, .

¢, Cual es la correcta? Todas son correctas

lnélllslu
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B 2. SUCESIONESYSERIES Ejercicio
— Determine la Regla de {- 3, 1, 5, 9, 13, 17 ...}

« Respuesta: a, = 4n — 7.
Comprobacion

n=1 a,=4(1)—-7=-3 Primer elemento
n=2 a,=4(2)—7=1  Segundo elemento
n=3 a,=4(3)—-7=5 Tercer elemento
n=4 a,=4(4)-7=9 Cuarto elemento
n=>5

a,=4(5)—-7=13 Quinto elemeto
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" 2. SUCESIONES Y SERILS
~ La suma indicada de los términos de una sucesion —

reciben el nombre de serie.

Ejemplos

1) 1+2+3+4+5+6 4) 3+5+7+9+11+13+...
2) 2+4+6+8+10+12 5) 1+4+9+16+25+36+...
3) 3+8+13+18+23 6) 1+2++4++8+16+32+...
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2. SUCESIONES Y SERIES
— Sj existe la férmula del elemento general que es el —

— que da la regla de formacion, en las series se llama

Ttermmo general.

+~ Ejemplos:
« 1) a,=4n+5
2) a,=3n—-1

3) a,=n(n+1)/2

AVAT O
l-..-

FIQ al Flg a2 Flg a3 qu 4
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+ 3. INDUCCION I\/IATEI\/IATICA .

— Induccién. Método de razonamiento para obtener —

. conclusiones que parten de hechos particulares —
& aceptados como validos para llegar a conclusiones, —

+ cuya aplicacion sea de caracter general.

» Induccion matematica: Es un razonamiento que =
L permlte demostrar proposiciones que dependen de =
E una variable n, que toma una infinidad de valores @
= enteros.

INDUCCION



+ 3. INDUCCION I\/IATEI\/IATICA ._
— Axiomas de induccién matematica. Supongase gue —

—~un conjunto S de enteros positivos tiene las 2 —

_ siguientes propiedades:
= 1) S tiene al numero entero 1.

= 2) Siempre que S contenga a un entero positivo k, S =
= también contiene a k+1.

= “Entonces S contiene a todo entero positivo”

o
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+ 3. INDUCCION I\/IATEI\/IATICA PRINCIPIO '

—Sea N = {1: 2; 3:..} el conjunto de los nimeros —

. haturales, y P(n) una cierta propiedad que puede —
— ser 0 no cierta para cada numero natural n. El —
+ principio de induccion matematica afirma que si:

= 1) P(1) es cierta, es decir, el numero natural 1 :
: verifica la propiedad, y

ii) suponiendo que P(k) es cierta.

||) Y si se puede probar que P(k + 1) también es
cierta, entonces, cualquier nimero natural verifica la
. propiedad.
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. 3 INDUCCION I\/IATEI\/IATICA Ejemplo

— Demostrar que para todo entero positivo n, la suma de los

o
QD
7))
O
=

~
>

1
=
~
|I4

1+2+3+...+k +
2N
Valor de k (paso 2)

_1(1+1) _

. Paso2.(n=k) 1+2+3+.. . +k=

— primeros enteros positivos 1 +2 + 3 +...+ n=

— Paso 3. (n=k+1); 1+2+ 3 +...+ kK + (k+1) =
(k+1) =

A\

Ultimo Valor

n(n+1)

= 1: Verdadero
k(k+1)

Verdadero

(k+1)((k+1)+1)

(k+1)((k+1)+1)
2

A\

Valor de K+1 en férmula

2 k(k+1) (k+1)((k+1)+1)

> +(k+1) =

TE[TE[LE]-[ 1@ |1 I !
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3. INDUCCION MATEMATICA: Eiemplo

" . .-,
— (continuacion)

fk(k; Dy ks 1) o (k+1)((k2+ 1) + 1)
ik(k2+ D, ks o (k+1)((l;+ 1)+ 1)

k(k+1) | 2(k+1) _ (k+1)((k+1+1)

E 2 T 2 2

O k*+k)+2k+2 Kk*+3k+2 (k+1)(k+2)
e 2 - 2 - 2

- (k+1)(k+2) _ (k+1)(k+2)

= 2 B 2
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. 4. SUCESIONES O PROGRESIONES :

— Progresion aritmética. Una progresion —

L. aritmetica es una sucesion de numeros en que —
— cada termino después del primero, es igual al—
+ anterior mas un numero fijo llamado diferencia .

« comuUn que se representa por d.

LAl
e [
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a,.1 = a,+d; donde Diferencia:d=a, - a,

D
=
[

a,+(n-1)-d

a, = primer término
a, = Ultimo término
N = numeros de términos
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* 4. PROGRESION ARITI\/IETICA :

— En las progresiones aritméticas existen cinco —

. variables: el primer termino (a,), el Ultimo término —
— (a,), el numero de terminos (n), la diferencia (d) y la —
+ suma de todos esos terminos (S). Conocidas tres de
ellas se pueden calcular las otras dos con la

utilizacion de las formulas:

__n(ajtay)
— 1) S, ="

12a; +d(n—1)]

N
~

A
:
N|=
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* 4. PROGRESION ARITI\/IETICA

— Ejemplo: El primer término de una progresion ——

— aritmética es 5, el ultimo es 45 y la suma es 275.

__‘ Calcule nyd

TE|TE|LE-| 1@ |1z | E

O 5
[
D

O 5
1
NG
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* 4. PROGRESION ARITI\/IETICA ‘

— Medios aritméticos. Los términos entre el primero y —

el ultimo de una progresion se llama medios —

— aritmeéticos. Para encontrar los medios aritméticos —
+ se usa la féormula: a,=a,+(n -1)d

Ejemplo: En la progresion aritmeética 3, 6, 9, 12, 15
Medios aritméticos: 6, 9y 12 Extremos: 3y 15

Ejemplo: Interpolar 5 medios aritméticos entre 9y -3
-3=9+6d d=-2 9,7,5,3,1, -1, 3

TE|TE|LE- | 1@ |1 =]
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* 4. PROGRESION GEOI\/IETRICA ‘

— Progresion geométrica: Una progresién geométrica es L

— una sucesion en la que cada término posterior al B

— primero, se obtiene multiplicando al anterior una —
cantidad fija r, llamada razon comun.

. Ultimo término: a, = a, - r"?

an

Razon comUn =r =
An-1

Ejemplo:
n 6/3, 12/3, 24/3.... La razdn comun es r = 2 dado

Q

6/3 *2 =12/3, 12/3*2 =24/3

lnélnslu-lu-l I RICAR EN R BNl
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* 4. PROGRESION GEOI\/IETRICA ‘

.TSuma de la Progresibn geométrica: En las —
— progresiones geomeétricas existen cinco variables: el —
— primer término (a,), el ultimo téermino (a,,), el numero —
+ de términos (n), la razon (r) y la suma de todos esos «
« términos (S,). Conocidas tres de ellas se pueden
alcular las otras dos con la utilizacion de las

ormulas:

_"‘O

. aq (1_1,.71)
o 1-r

— (a;—anr)
1-7r

é/)
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‘ 4 PROGRESION GEOI\/IETRICA Ejemplos i

— 1. Si el dltimo término es Y%, nimero de términos 9 y —

— la razon Y. Calcula el primer termino y la suma de e
ellos

. 2. SI una persona decide guardar 1 centavo el «

. primer dia, 2 el segundo, 4 el tercero, etc. (,Cuanto o
. debe guardar el quinceavo dia? ¢Cual es el total
ahorrado a los 30 dias?

0
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‘ 4 PROGRESION GEOI\/IETRICA

— Medios geométricos. En una progresion geométrica los —

— terminos que estan entre los dos téerminos a, y a, se le =

— |laman medios geométricos. para conocer los medlos
se emplea la formula a, = a.r"!

Ejemplo: -8, 24, -72, 216, -648
. Medios geométricos: 24, -72, 216
Extremos: -8 y -648

1. Calcular los 5 medios geometricos entre 3y 192.
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* 4. PROGRESION ARI\/IONICA :

— Progresion Armonica. La sucesién formada por los —

— reciprocos (inversas) de los términos de una -
_ sucesion aritmetica recibe el nombre de sucesion —
+ armonica. Se llaman progresiones armonicas
o & porque cada termino es la media armonica entre el

» anterior y el siguiente

r

1
lHE=i-| 1@ | i

@ Ejemplo:

— Sucesi(')n Aritmeética: 2, 5,8,11, 14
1 1 1
' 5’ g’

1
Sucesmn Armonlca = s



* 4. PROGRESION ARI\/IONICAS :

= A fin de determinar el n-ésimo término de una sucesion ——

— armoénica se escribe la sucesién  aritmética —

— correspondiente, se halla el n-ésimo término de la —
sucesion aritmética y se calcula su reciproco.

l Ejemplo ¢,Cual es el decimo término de una sucesion
— armonica si el primero y el tercer téermino son 1/2 y 1/67?

2 , 0, n=3, a,=2 a,=6
a, =a,+ (n —1)d 6=2+(3-1)d d=2

a,,=2+(10-1)2=2+18=20

TE[1E[IEI-| @ | | I | =]
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5. ANALISIS COI\/IBINATORIO :

— Andlisis  combinatorio: Es el conjunto  de —

.. procedimientos 'y tecnicas que nos permite —
— determinar el nUmero de subconjuntos que pueden —_
+ formarse a partir de un conjunto dado, de acuerdo a «

« ciertas instrucciones.

>

A A

B | B
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5. ANALISIS COI\/IBINATORIO :

“—. PRINCIPIO DE LA MULTIPLICACION. Si una actividad —
. puede realizarse en dos pasos sucesivos (debe -
— ocurrir uno y después el otro) de manera tal que el =
= paso 1 se realizade n manerasy el paso 2 de m =
=« maneras, entonces la actividad puede realizarse de

= m*n maneras distintas.

o I M™ o
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5. ANALISIS COI\/IBINATORIO Ejemplos

— 1. Al seleccionar una computadora nueva para su centro —

—de computo, el responsable del mismo examina —

T modelos diferentes considerando:
+ A: El dispositivo para CD y B: La pantalla

« Siencuentraque A=5y B = 4. ;Cuantas formas tiene
« de seleccionar su modelo?

= Respuesta: Hay m * n posibilidades de seleccionar A
@y B: 5*4=20

= 2. ¢Cuantos codigos de una letra y un numero de un
= dlglto se pueden formar con las 26 letras del alfabeto y %
— los nimeros 0, 1, 2,...,9?

TE[1E |u-|||o|n|ce||;||z||=| - 1|



5. ANALISIS COI\/IBINATORIO :

T PERMUTACION SIMPLE O SIN REPETICION. —
— Es un arreglo en el cual es importante el orden de —
— los objetos seleccionados de un grupo especifico ¢
+ ellos. Arreglo de r objetos seleccionados a partir de
« un grupo unico de n objetos posibles.

w Z ] n!

= Laformulaes: P, , = o

E Ejemplo: ¢ Cuantos numeros de tres cifras distintas —
— Se pueden formar con las nueve cifras significativas

— del sistema decimal?
9l

e
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5. ANALISIS COI\/IBINATORIO :

. En el caso especial en que n = k el numero de —

« permutaciones de n objetos diferentes tomados ..
- todos a la vez es n! (se lee “n factorial” o “factorial T

* den).

P=n-mn-1)-n—-2)-..:3:2-1=n!

Ejemplo: Con las letras de la palabra DISCO
¢, Cuantas palabras distintas se pueden formar (con
o sin sentido)?

TE|TE[LE|IT- ll]@]lz[ls | 1= |
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5. ANALISIS COI\/IBINATORIO :

— Permutaciones con repeticion. Segln la regla del -

- producto, las maneras de escoger r elementos de —
— entre un total de n segun un determinado orden, y —
+ con la posibilidad de repetir los elementos en cada .
« eleccion, son: n-n-n-..-n=n’

= Esta expresion se conoce como permutaciones con
B repeticion y se representa como:

PR,,=n'

M

lHE=i-| 1@ | i

Se lee: “Permutaciones con repeticibn de n
~ elementos tomados deren r”.
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5. ANALISIS COI\/IBINATORIO :

~_ Combinaciones: Es un arreglo donde no es importante

~ el orden de los objetos seleccionados de un grupo —
'— especifico de ellos. Es el numero de modos de elegir r—
objetos de un grupo de n objetos sin considerar el

orden.

. Cr'=C(n,r) = (n) = " g

r/ ri(n—r)!

© Ejemplo: Cuantos Equipos de 5 alumnos pueden @
= formarse con los 30 alumnos de un grupo. No importa =
~ el orden, luego no hay repeticion.

- (30N 30! 3 =
cB305) = () =5 G0 5y = 142506 s

Combinacioén




5. ANALISIS COI\/IBINATORIO :

" Combinaciones con repeticion: El nimero de r-__
* combinaciones de un conjunto con n objetos distintos, "
" cada uno repetido infinitamente, es:

- CR =CR(n, 1) = (n _i +r)

Ejemplo: En una Tienda de equipos de computo hay 5 .
tipos de computadoras. ¢ De cuantas formas se pueden 7.
o elegir cuatro computadoras? Puede haber dos o mas
computadoras del mismo tipo en un grupo.

5—1+4 _ 8 8!
CRE* = CR () = 5oy = 70

TE[TE[LE|I-| 11 © | |§||
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* 6. TEOREMA DEL BINOI\/IIO :

—_ E| teorema del binomio: También llamado binomio de ——

— Newton, expresa la enésima potencia de un binomio —

— como un polinomio. El desarrollo del binomio (a + b)"
(.-:I+E.:-]1 =a+b
(a—l—b)lz(a+b}[n+b)=a1+2ab—t—b2

'l'
I veces

i
I

(a+b) ={a+bla+bla+b)=a*+3a"b+3ab* +5°

L 3 veces -
g (::I+E})4=(H-J—E})---{{I+E})={I4+4H3E}+5H1E}1+4£IE?3+EJ4 —?—
] b ’ / -
ST A veces e
_.;_ (a—l—E:rP =';J+b)---(a+b}=ﬂ5+5a4b+1[}a3£}1+lﬂazb3+5ab4+bj ;.-:_
: 51':.53: ‘-'
g (@+bf =(a+b)---(a+b)=a®+6a°b+15a*p* +202°b* +15a°0" +6ab’ +b° =

nr 1000
Greres



"' 6. TEOREMA DEL BINOI\/I‘IO Propiedades !

— a) Tiene n +1 terminos —
'—b) Las potencias de a empiezan con n en el prlmer—
— termino y van disminuyendo hasta cero en el dltimo. Las =
potencias de b empiezan con exponente cero en el ~
orimer termino y van aumentando hasta n en el ultimo.

c) Para cada término la suma de los exponentes de a y
+ besn y el coeficiente del primer término es 1 y el del
= segundo es n.

o d) El coeficiente de un término cualquiera es igual a
= producto del coeficiente del termino anterior por e
= exponente de a dividido entre el nimero que indica e
= orden de ese término (lugar que ocupa).

e) Los términos que equidistan de los extremos tienen

= coeficientes iguales.

i
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* 6. TEOREMA DEL BINOI\/IVIO

(a+b)®

1

1

1

kY4
7

Coeficientes
1
1 1
%4
1 2 1
WON/
1 3 3 1
VSOMNS NS
4 6 4 1
E! WA, NS
5 10 10 5
VNS NS ON/
6 15 20 15
VEOMNS N/ \/
21 35 35 21

%

1

4
’

6

ash? + a2b? + a1b2 + g%h3

a4b0 + a3b1 + a2b2 + a1b3 + aob4

1
14
Y
7

Exponentes

a'b? + ab?

a2b0 + a'p! + a%ph2

RNELCEIRE
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* 6. TEOREMA DEL BINOMIO: Ejemplos i

1 (Xx+2)P=C5y.x° +C5, .X*.2+C5, X34+ C55.x2.8+Cg,.x.16

2.

+Cgs. 32

(X - 3)4 - C4,O .X4 - C4’1 .X3 .3 + C4,2 .X2 .9 - C413 .X . 27 + C4,4 . 81

|ll=|l|-|ll|@ 1

ln

5.(=2x-=3)° =Cg.(-2%X)° + Cg; .(- 2X)% .(- 3) + Cy, .(- 2xX)* .(- 3)?
+....+ Cggq .(- 3)°
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