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UNIDAD DE'APRENDI’ZAJE
“GEOMETRIA ANALITICA”

UNIDAD DE COMPETENCIA
Il. GEOMETRIAANALITICA EN EL PLANO.

2.10.- Rotacion y/o traslacion.
2.10.1.- Ecuacion general de
segundo grado.

2.11.- Coordenadas polares.




OBJETIVO

*Determinar las ecuaciones de parabolas, elipses e
hiperbolas, con centro o vértice fuera del origen vy
cualquier inclinacibn de su eje, y obtener sus
elementos constitutivos, aplicando las ecuaciones
de transformacidon de coordenadas.

Determinar las ecuaciones en coordenadas
polares, de diversas curvas de uso comun en
diversas areas de las matematicas y otras ciencias.
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TRANSFORMACION DOORDENADAS

Los movimientos que se pueden hacer con los ejes
coordenados son dos: Traslaciones y rotaciones, ya
gue estos movimientos no alteran las distancias entre
puntos, ni los angulos entre rectas; a este proceso que
consiste en cambiar de un par de ejes a otro se le
llama transformacion de coordenadas

Ejes nuevos
Jou-

—

Ejes originales




TRASLACION

Cambio de los ejes de referencia sin girarlos, de
manera que cada eje permanece paralelo a su
posicion original. El proposito de tal traslacion de ejes
es simplificar la ecuacion de una curva que nos
permita trabajar con las ecuaciones mas simple.

Y
4

> X




TRASLACION @

Una vez que el origen de un sistema de ejes x e y se
cambia al punto O°(x,, Y,) en el sistema original, es
necesario dar a cada punto p(X, y) en el sistema original
un nuevo conjunto de coordenadas p’(x’, y') en el nuevo
sistema.

Donde:
x=x+h;, y=y +Kk

O tambieén:
X =Xx-=h; y =y-k




TRASLACION

Mediante una transformacion paralela de los ejes,
simplificar la ecuacion de la circunferencia
(X=1)+(y-2)2=9

Centroes: (1,2) porloqueh=1;k=2

Aplicando las ecuaciones de traslacion:
X=X+h;, y=y +Kk

(X +1)=1)*+((y +2)-2)*=9 .
X +1-ap+@e2-2p=0 W
X?2+y?2=9 [1 =

|||||||||||
|||||||||||




TRASLACION

Mediante una transformacion paralela de los ejes,
determinar el centro de la circunferencia cuya ecuacion es:
X2+y>—-2x—-6y-6=0.

Sustituyendo por las ecuaciones y simplificando:
(X'+h)? + (y'+k)* = 2(x'+h) - 6(y'+k) =6 =0

X2 +y" 2+ (2h = 2)x'+(2k = 6)y'+(h? + k* = 2h -6k - 6) =0
Se deben desaparecer los terminos de primer grado
2h —2=0Portanto: h =1

2k — 6 = 0 Por tanto: k =3
De lo anterior, se tiene que el centro es: C(1, 3)




TRASLACION @

Mediante una transformacion paralela de los ejes, la
ecuacion y? - 4x - 6y + 5 =0 y determinar la naturaleza

de la curva.

y2—4x-6y+5=0
(y2—-6y+32)-4x =-5+9
(y— 3)?=4x+4

(y - 3)?=4(x+1)

Aplicando las ecuaciones de traslacion:
X =x—-h; y=y-Kk

y2=4x
Que corresponde a una parabola horizontal




TRASLACION @

Determinar la translacion gue elimina los términos en
XYYy enlaecuacion: 4x2 + 9y? + 16x + 18y - 119=0

A4(X? + 4X + 22)+ 9(y? + 2y +1°) =119+ 16 + 9
A4(x +2)2+9(y + 1)? = 144

2 2
(c2)? | 04D
36 16
De tal forma que h=-2 y k=-1. Por lo tendremos que:

X'=x+2yy=y+1

) )
X

r 1Y 1
36 16




ey

ROTACION DE COORDENADAS

Cambio de la orientacion de los ejes de referencia
mientras se conserva el origen.

Si los ejes originales x y y rotan en sentido contrario al
reloj un angulo O, para cualquier punto P(Xx, y), las
coordenadas originales (X, y) se convierten en las
nuevas coordenadas (X, y'), gue son:

X =xcosB+ysenb

y =-xsenB+ycos6 y'

Ejes nuevos
o

O

Ejes originales
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ROTACION DE COORDENADAS

Teorema. Si se giran los ejes X y y un angulo 6
alrededor del origen 0, entonces las coordenadas (X,
V)Y (X, ¥') de un punto P en los dos sistemas esta
relacionado como sigue: 2

) X=X cos B -y sen b, g g
y=X senB +y cos 6, ix 7
il B
i) X'= x cos 6 +y sen 0, 7
T cos(3) —sen(3)||x’

y =-x senB +y cos6




ROTACION DE COORDENADAS: EJEMPLO

Ejemplo: Transformar la ecuacion 2x2++/3 xy+y?= 4 girando los ejes
coordenados un angulo de 30°. Trazar el lugar geométrico y ambos sistemas
de ejes coordenados.

Por teorema, la ecuacion de transformacion son:

J_ 1

oX =X cos 30° -y” sen 30°, —(2 ?y)
o [(© Jp— \/_

°y =X sen 30° +y cos 30°, (§x+— y)
Si sustituimos estos valores de x y de y en la ecuacion dada, obtenemos:

NEI V3. 1.1 . VY3, 1. V3.
2(5% =5y P+ V3(5x —5)) (X + 5y ) + (X' + 5y )P =4
Desarrollando

3x2v—x VX2 xy | 3xy x'2_ 3x
p(EA VY X2, B2 Xy 3y VT, X2 VYL 3T
4
32 = . V3X'2 V3y'2  x2 vax'y' 3y?_
5 3xy—+\/_( 2—4)+4 >+ = =4




3x°2 \/—X2 y 3y x2 vxy' 3y?._
7 VXY “/_( A S B N

3x'2_ 07 w2y oyt x2 axy 3
VXY S e T A T ey

’2
+(x/_+ +—) Y+l =4

5x2

5(x)*+(y) =8
x,z 2
T +2i-=1
= 8
Que representa una elipse con

b:\/é y a=V8




ROTACION DE COORDENADAS: EJEMPLO

Haciendo girar los ejes un angulo de 45° probar que la
ecuacion y? + y x + x? = 1 representa una elipse.

a) Ecuaciones de giro.

X =X c0s 45° -y sen 45° = (—x = \/_y’)
y =X sen 45° +y’ cos 45° = (—x + \/_y')
Sustituyendo en la ecuacion y S|mplificand0'

e Y2 b (e o = L e a2 =
(X +5y V2 + (X +y) (X —7y) + (5% —=y )2 =1
3x?+y?2=2

La ecuacion representa una elipse




ROTACION DE COORD%ADAS: EJEMPLO
Graficando las ecuaciones

1.5 4
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ROTACION DE COORDENADAS

La cuestion es elegir un angulo @ que aplicado a la
ecuacion general de segundo grado,

Ax?>+Bxy + Cy?+Dx+Ey+F=0
Se obtenga una ecuacion con variables X'y y° que no
tenga el término x’y".
AX?2+BXYy +Cy?2+DX+EY +F =0
Como se necesita gue B = 0; Esto se logra haciendo:
=Lt 1 (AL = Lian1 (L=
9—2c0t (B )0 H—Ztan ( )

A-C

SIA=C, 6 =45°
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ROTACION DE COORDENADAS: EJEMPLO

Los nuevos coeficientes son:
A =Acos?0+BsenfBcosd+Csen?ao

C'=Asen?0-Bsenfcosf+ Ccos?6
D'=Dcosf+Esené
E'’=Ecosf8-Dsené
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ROTACION DE COORDENADAS: Otra alternativa

Calcular los valores de m que anulan a B". Para ello se
considera la siguiente ecuacion:
_ (c-4)+{(c-4)+B?
B
Dado que m es positivo solo se considera ese signo.

Haciendo

“2=R, m=R+VRZ+1

Que sustituido en Ax? + Bxy + Cy? + Dx+ Ey + F =0
dara una ecuacion sin X'y’




ROTACION DE COORDENADAS: Otra alternativa

Si se conoce la pendiente m del eje x*, se puede encontrar

un punto S tal que la recta que lo une con el origen se este

eje. Por ejemplo, m =2, se puede tomar S(x,, Y,). De

X1
igual manera, se toma un punto T(X,, Y,). En particular, (-

Y1s X1)-
Y1

Haciendo m = = las ecuaciones de A" y D" son:
1
,  Ax{*+B +Cy,2 ,  Dx,+E
Donde: A" = =202 - pr = 201,
X17+)1 Vx12+y12
Empleando la pendiente del eje y'=22 se tiene

X2
, B = '

C,_ ] Ax22+Bx2y2 +Cy22
- — )
Vx22+y5°

)

F'=F

X2 +Y2?




ROTACION DE COORDENADAS: Otra alternativa

Trazar un esquema de la curva 5x%-4xy + 8y? = 36
después de haber simplificado su ecuacion mediante una

rotacion.
CB%AzR; m =R +VR? + 1;

8—5 3 3 3\ 2 1
R:__4:_Z; m=—z+\/(—z) +1=E
DondeS(2,1)yT(1, 2)

A = Ax12+Bx1y1+Cy12 _ C'= AX22+BX2372+C3722 .
x12+y12 ' X22+y,? ’
4= BEOHEHD@W+E@®? _ 20 _ 4.
22412 5 ’
C = (5)(=1)?+(=4)(-1)(2) +(8)(2)? _ 45 _ 9
(—1)2+422 5

La nueva ecuacion es 4x™? + 9y’? = 36
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ROTACION DE COORDENADAS

Graficando las ecuaciones.
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ROTACION DE COORDEN DAS

Simplificar la ecuacion 4x2-24xy+11y?—24x+32y+40= 0

mediante una rotacion.
“2—R, m=R+VRZ+1;

B
11—4 7 7 7\ 2
R= " =72 m——zﬂ/(‘z) =g
Empleando S (4, 3) y T(-3, 4)
,  Ax{24Bx1yi+Cy{%_(4)(4%)+(-24)(4)(3) +(11)(3)? 125
A = 2 1.2 - 2132 =—c ="
X14+Y1 4<+3 25
, _ AXp24Bx,y,+Cy,%  (4)(—3)%+(-24)(-3)(4) +(11)(4)®> 500
C= = = = = 20
X24+Yy (—1)2+22 25
D= Dx{+Ey; _ (—-24)(4)+(32)(3) —964+96 _ 0
- \/x12+y12 B \/m 5 B
F = Dx,+Ey, _ (—24)(=3)+(32)(4) 200 _ 40
B VX22+y,2 - V42432 5

La nueva ecuacion es -5x"2 + 20y 2+ 40y'+ 40 =0
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ROTACION DE COORDENDAS
La ecuacion es -5x"2 + 20y 2+ 40y” + 40 = 0 que

'+,
1

L. X2
puede escribirse — =

10-
C: 4x2 - 24xfy + 11y2 - 24x + 32y = -40
54
0
15 -10 5 0 5 !




ROTACION DE COORDENADAS
Ejemplo: Analizar y trazar la grafica de la ecuacion
41x? — 24xy + 34y —25=0




PLANO POLAR @

sistema polar se forma con una recta fija que se llama
eje polar y un punto fijo llamado polo. Las coordenadas
polares de un punto P en el plano son el par ordenado (r,0)
(radio vector, angulo polar o vectorial). Las coordenadas
polares (r, &) y (r, &+2nm) con n entero, corresponden al
mIismo punto.

i/
2 e O :?1{
o i o
Z ?—,_Eua ? X(p)=cos0

unit circle vig)=sino




COORDENADAS POLARE

ldentifigue cada punto (r, 8) sobre la figura. Usar 8 en
grados y radianes.

(o]

180° = 11 radianes por lo que 1 radian = (1%0)

1° = 11/180 radianes por lo que 1" = (%)

2. U'Ji i




)

COORDENADAS POLARES

Las coordenadas polares son cantidades con signo. El
angulo vectorial 6 se define como positivo o negativo.

Sir <0, se define como el punto que se encuentra a |[r|
unidades del polo en la direccion opuesta a la que da 6.
Los siguientes pares de coordenadas definen el mismo

punto: (3,%); (3, —117“); (_3'7?“) Y (_3’ _5?”)




QORDENADAS POLARE




Verifique las distintas maneras de representar el mismo
punto. Dibuje las figuras.




COORDENADAS POLARES Y RECTANGULARES

Si P es un punto cuyas coordenadas polares son (r, 6) entonces, las
coordenadas rectangulares (x , y) de P seran:

X
X =1 coso; y =rsenf; cosfO = - senf = —2

r? = /x2 + y2
9=tan‘1(%) Six>0 vy 1T+0=tan‘1(%) Six <0

A

y
P(X;y)
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COORDENADAS POLARES Y RECTANGULARES

Exprese la coordenada rectangular ( —1,v/3) en
terminos de coordenadas polares.

: LY
D — A7 P(—1.V3)
P(—1,.V3)
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COORDENADAS POLARES Y RECTANGULARES
1. Encuentre las coordenadas rectangulares del punto definido
por las coordenadas polares (6, 2?”).

R= Las coordenadas son (-3, 3+/3).

2. Exprese las coordenadas rectangulares (—2+/3,—2) en
terminos de coordenadas polares.

7TC - 7
R= Las coordenadas (4, ?) es una representacion polar.

A

T
6
\




COORDENADAS POLAR Y RECTANGULARES

Hallar la ecuacion polar del lugar geomeétrico cuya
ecuacion rectangular es x2 + y2-4x -2y +1 =0

Solucion: r? — 4rcosB — 2rsenf +1 =0

Hallar la ecuacion rectangular del lugar geomeétrico
2

cuya ecuacion polar es r = ——

Solucion: y? = 4x + 4




COORDENADAS POLAR Y RECTANGULARES
En cada uno de los ejercicios pasar de la ecuacion
rectangular dada a su forma polar.

x4+ yt=4

. 5x—4y+3=0

2x4 42y +2x—6y+3=0

2x—y =0

L x2—y%2=4

x24+yt—=2y=0

Xy = 2

X2 —4y—4=0

1
2
3
4
5
6
4
8
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COORDENADAS POLARES Y RECTANGULARES

En cada uno de los ejercicios pasar de la ecuacion polar
dada a su forma rectangular.

1.r=4

.r=23
.r=4sen0
.r=8cos 6

5

sen 86— cos6@
4

sen 8+ cos6@

= 3
"% 3—cos6

r= 4
" 44sen6

. =

. =




()

COORDENADAS POLARES! GRAFICACION

La construccidon de curvas en coordenadas polares
consta de los pasos siguientes:

1. Determinacion de las intersecciones con el eje polar
y con el eje a 90°

2. Determinacion de la simetria de la curva con
respecto al eje polar, al eje a 90° y al polo.

3. Determinacion de la extension del lugar geométrico.
4. Calculo de las coordenadas de un numero
suficiente de puntos para obtener una grafica
adecuada.

5. Trazado de la grafica.

6. Transformacion de la ecuacion polar a rectangular.
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COORDENADAS POLARES: Intersecciones

1. Las Intersecciones con el eje polar. Cuando
existen, pueden obtenerse resolviendo la ecuacion
polar dado para r, cuando a 6 se le asighan
sucesivamente los valores 0, +m, +2m, etc.

2. Intersecciones con el eje a 90°. Pueden obtenerse

. n
asignando a 6 los valores 7” , en donde n es un
numero impar cualquiera.

Si existe un valor de @ para el cual sear =0, la grafica
pasa por el polo.




COORDENADAS POLARl’:g Simetria

1. Si una ecuacion no cambia al r9)
sustituir 6 por -6, 6 6 por -6 y r /\/ﬂ/—

por -r la grafica es simétrica 040
respecto al eje polar

— \\
ﬁ
-
D

)

2. Si una ecuacidnh no cambia al
sustituir 8 por t+6, 0 r por -r, la (r:6)

grafica es simétrica respecto al (-r;%o
polo.

3. Si una ecuacidn no cambia al e

- , (r; n—0) \(r;e)
sustituir @ pormr—0; 0 @ por -0 y r K D/
por —r, grafica es simétrica respecto N

alejeag0e. q = % (eje y) zgv
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COORDENADAS POLARLES' Calculo de puntos

1. Sir es finito para todos los valores de @, se trata de una
curva cerrada. Si en cambio, r se vuelve infinita para
ciertos valores de 6, la grafica no puede ser una curva
cerrada.

2. Asignhando un valor particular a 8, podemos obtener el
valor o valores reales correspondientes de r.

3. Los puntos del lugar geomeétrico pueden trazarse
directamente a partir de los valores de las coordenadas
obtenidas anteriormente.

Ejemplo: Trazar la curva cuya ecuacion es
r = 2(1— cosbB)




GRAFICA DE COORDENADAS POLARES: Ejemplo

Ejemplo: Trazar la curva cuya ecuacion es r = 2(1 — cosf)

Grados 0| & T Tglx 2| 58| ® Tx |4 |37 | 57 | llx | 2%
radianes - r Al el 7 | £
6 4 3| 2 3 6 6 3 2 3 6
£ = r{theta)
Grados o° [ 300 |45 |eoc| 90| 120° | 1500 | 120" | 2100 | 240" | 2707 | 300 | 3300 | 3e0°
aexagesima!ﬂs
= f{ﬁ'] 0 |027 (0591 |2 |3 3.73 | 4 37313 2 | 027 |0
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GRAFICA DE COORDENADAS POLARES: Cardiodes

En general, la grafica de cualquier ecuacion de la forma
r=a(l+tcosfd) yr=a(l+xsenf) es una CARDIODE
(forma de CORAZON) S Sy
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GRAFICA DE COORDEN/—\S POLARES: Caracoles

Si a y b no son cero, entonces las graficas de las
siguientes ecuaciones polares son limacon (caracoles)

r=axbcosfyr =a+ bsend.

Limacon con un Limacon con Limacon
Nombre lazo interior Cardioide un rizo convexo

a a
Condicion 3{1 — =] | <—<2 =2

a
b b b

Grafica
especifica

Ecuacion
especifica r=2+ 4cos 6 r=4+ 4cos 6 r=6+ 4cos 6 r=28+ 4cos 6
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GRAFICA DE COORDENADAS POLARES

Ejemplo: Si a es una constante positiva, la grafica polar de
r=acoskf 0 r = asenkf se obtiene una rosa con N-pétalos

0 20 sen 20 r=asen22f
. (1) 0— /4 0— /2 0—1 0—a
(~af) 7|2 _— (a5
(2) /4 — /2 m/2—m 1—0 a—0
(3) 7/2—37/4 7—>3m7/2 0——1 0— —a
3 1
7 - (4 3m/4— 3w/2— 2% —1—0 —a—0
3
O (5) T—5nw/4 20— 52 0—1 0—a
* * @ | 3m/2—Tw/4 3or—Tar/2 0——1 0——a
r=asen2f
(8) Tw/4— 27 Tuw/2—4m —1—0 —a—0
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GRAFICAS DE COORDENADAS POLARES

Ejemplo: r = sen 26

| as=

- 90

1

s
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GRAFICAS DE COORDEI\lAS POLARES
Ejemplo: Trazar la curva cuya ecuacion es r = 3(cos 20)
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GRAFICAS DE COORDENADAS POLARES

Si a es una constante positiva, la grafica polar de r* =
a’cos20 0 r?=a*sen26 son llamadas lemniscatas
(cinta colgante)
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