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Introduccion

Acerca de la funcién T de Jones se encuentra mucho trabajo en la litera-
tura, asi que es de nuestro interés estudiar algunas propiedades que aparecen
en [1], ademds deseamos analizar algunas propiedades de la funcién S, la cual
aparece en [3], y estudiar algunas relaciones con la funcién T'. En [7] aparece
un estudio de la funcién T" en la clase de los continuos métricos, y en [1] da
un estudio de la funcién T sin considerar espacios métricos. Cabe mencionar
que durante la lectura de este trabajo se encontraran algunos resultados co-
nocidos en los cuales se debilitaron algunas hipétesis, sin perder la veracidad
de los mismos.

En el Capitulo 1, se describen hechos bésicos que seran de utilidad durante
este trabajo, por ejemplo: presentamos definiciones de: espacios Hausdorff,
regular, normal entre otras. También en este capitulo escriben resultados
acerca de un espacio X y sus componentes, los cuales nos van ser de utilidad
para poder estudiar algunas propiedades de la funcién T' de Jones, ademas
se describen a los hiperespacios C'(X) y 2% sobre los cuales las funciones T,
K y S van a ser definidas.

En el Capitulo 2, se muestra la definicién de la funcién 7" de Jones y se
define a la funcién 7" de P(X) en P(X), donde X es un espacio topoldgico
y se hace un estudio de la funcién T™ en espacios topoldgicos de manera
general, algunas propiedades importantes que se estudian sobre la funcion
T™ son los siguientes:

» Sean X un espacio topolégicoy z € X. Si T""!(z) = T"(x) para alguna
n € N, entonces T""(x) = T™(z) para toda m > 1.

= Sean X un espacio regular, localmente conexo y n € N. Para cada
C € 2%, se tiene que T"(C) = C. En particular 7" : P(X) — 2% es
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una funcién suprayectiva.

» Sea X un espacio compacto. Entonces T()) = () si y s6lo si X tiene
una cantidad finita de componentes.

= Sean X un espacio compacto, conexo y de Hausdorff y {X;,..., X,,} C
P(X)\ {0} tal que X; N X; = 0, si i # j. Si cada X; es conexo,
entonces existen subconjuntos no vacios cerrados y conexos Y7, ..., Y,

con m < n, de X tales que T'(|J X;) = U Y}, cada Y; contiene algin
i=1 j=1
Xy YinY, =0,sii#j.

En la segunda parte del Capitulo 2, se estudian definiciones como aposin-
desis, irreducibilidad, simetria e indescomponibilidad del espacio y algunas
relaciones que se tienen con la funcién T' de Jones, por ejemplo tenemos los
siguientes resultados interesantes:

= Si X es un espacio conexo, regular, localmente conexo y 77, entonces
X es aposindético.

= Sean X un espacio conexo y p,q € X. Entonces X es aposindético en
p con respecto a ¢ siy sélo si p € X \ T'(q).

» Un espacio X es aposindético si y sélo si T'(p) = {p} para cada p € X.

= Si X es un espacio compacto, conexo, irreducible y de Hausdorff, en-
tonces X es m-simétrico.

» Un espacio X es indescomponible si y sélo si T'(p) = X para cada
pe X.

En el Capitulo 3, se introducen las funciones S y K utilizando la defi-
nicion de la funcién 7'y se estudian relaciones entre estas funciones con los
conceptos de aposindesis, indescomponibilidad, unicoherencia, conexidad, si-
metria, aditividad, idempotencia y continuidad de S, algunas propiedades
respecto a lo anterior son las siguientes:

= Para un espacio X se tienen las siguientes condiciones:

1. Si X es Ti, entonces X es indescomponible si y sélo si S(A) = X
para cada A € 2%,
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2. Si X es aposindético, entonces S(A) = A para cada A € 2%,
3. Si X es continuo hereditariamente unicoherente y S(A) = A para

cada A € 2%, entonces X es aposindético.

= Sean X un espacio topolégico y A C X cerrado no vacio. Si T es

idempotente en X, entonces S(A) = J S(p).
peS(A)

= Sea X un espacio topoldgico conexo. Si X satisface una de la siguiente
condiciones:
1. Indescomponible,
2. Aposindético y T,

3. Localmente conexo, regular y T}

entonces S|yx es continua.

En este Capitulo también se analizara la relacion existente entre las
funciones T', S'y K, por ejemplo, se tiene este resultado:

e Sea X un continuo. Entonces se tienen las siguientes condiciones:

1. Si AC B C X, entonces K(A) C K(B),
S(p) = T(p) N K(p) para cada p € X,

S(A) Cc T(A)N K(A) para cada A € 2%,
S(A) =T(A)N K(A) para cada A € C(X).

Ll
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Resultados basicos

Sea A un conjunto. El conjunto potencia de A es denotado por P(A).
Sea A un subconjunto de un espacio topolégico X, el interior de A se define
como la union de todos los conjuntos abiertos contenidos en A y se denota
como int(A), la cerradura de A se define como la interseccién de todos los
conjuntos cerrados que contienen a A y se denota como cl(A), la frontera de
A se define mediante la ecuacion: fr(A) = cl(A)Ncl(X \ A). Los simbolos R y
R? detonaran a los niimeros reales y a el espacio Euclideano, respectivamente.
El simbolo N dentorara al conjunto de los niimeros naturales.

Definicién 1.1. Se dice que un espacio topologico X es de Hausdorff si
para cada par de puntos x, y de X distintos, existen abiertos disjuntos que
contienen a T ey, respectivamente.

Definicién 1.2. Sea X un espacio topoldgico tal que los conjuntos unipun-
tuales son cerrados en X.

1. Se dice que X es regular si para cada x € X y cada cerrado B de X
tal que x ¢ B, existen dos conjuntos abiertos ajenos que contienen a x
y B, respectivamente.

2. Se dice que X es mnormal si para cualesquiera dos cerrados ajenos A
y B de X, existen dos conjuntos abiertos ajenos que contienen a A y
B, respectivamente.
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Observacion 1.3. En un espacio topologico X tal que los conjuntos unipun-
tuales son cerrados, se tiene que la normalidad de X implica la reqularidad
de éste.

Proposicién 1.4. Cada subespacio compacto de un espacio de Hausdorff es
cerrado.

Demostracion. Sea Y un subespacio compacto del espacio de Hausdorftf X.
Probaremos que X \ Y es abierto, luego Y serd cerrado.

Sea zp un punto de X \ Y. Vamos a demostrar que existe un entorno de zg
que no intersecta a Y. Para cada punto y € Y, elijamos entornos disjuntos
U, v V, de los puntos z, e y, respectivamente (utilizando la condicién de
Hausdorff). La coleccién {V,, : y € Y} es un cubrimiento de Y por abiertos
de X; por tanto podemos cubrir a Y con un ntimero finito de estos conjuntos,
por ejemplo V,,,, ..., V, .El conjunto abierto

V=V,U...UV,

contiene a Y, y es ajeno al abierto
U=U,N...N0U,,

que se forma al tomar la interseccién de los correspondientes entornos de g,
ya que si z es un punto de V, entonces z € V,, para algun ¢, por tanto, z ¢ U,,
y asi z ¢ U. Por tanto, U es un entorno de xy que no intersecta a Y. O

El resultado que hemos establecido a lo largo de la demostracion anterior
nos sera util mas tarde, asi que vamos a enunciarlo de un modo explicito
para referirnos a ¢l de una manera mas fécil con el siguiente Lema (ver [8,
Lema 26.4, p. 188].

Lema 1.5. Si Y es un subespacio compacto de un espacio de Hausdorff X y
xo €Y, entonces existen abiertos disjuntos U y'V de X conteniendo a zq y
a 'Y respectivamente.

Proposiciéon 1.6. Todo espacio de Hausdorff compacto es normal.

Demostracion. Primero veamos que X es regular. Sean X un espacio de
Hausdorff compacto, x € X y B un conjunto cerrado en X tal que x ¢ B,
aplicando el Lema 1.5 se prueba que existen conjuntos abiertos disjuntos al-
rededor de x y B respectivamente.
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Utilizando el mismo argumento que se dio en la Proposicién 1.4 se puede
probar que X es normal: dados conjuntos cerrados disjuntos A y B en X,
elijamos para cada punto a € A , conjuntos abiertos disjuntos U, y V, que
contengan a a y B respectivamente (aqui usamos la regularidad de X). La
coleccion {U,} es una cubierta abierta de A; como A es compacto se puede
recubrir por un nimero finito de conjuntos {Uy,, ..., U,,, }. Asi,

U=U, U---UU,,

y
V=VyN-NV,,

son los conjuntos abiertos disjuntos que contienen a A y B respectivamente.
]

Lema 1.7. Sean X wun espacio topologico y A un subconjuto cerrado de X
con un ndmero finito de componentes. Si x € int(A) y C es la componente
de A que contiene a x, entonces x € int(C').

Demostracion. Sean C,C1,...,C, las componentes de A. Supongamos que
x € Cyx € int(A). Entonces existe un subconjunto abierto U de X tal que

relU C A
Por otra parte, como A es cerrado en X y sus componentes son cerradas en

A, |J Cj es cerrado en X. De donde U N (X\ U C}) es un abierto X. Sea
j=1 J=1

V=Un <X\ U Cj). Probaremos que z € V. C C. Dado que z € CNU
j=1

y C es una componente de A, x € V. Para probar la contencion, sea z € V.

Dado que V C U, z € A. Asi, como z € X \ |J C}, z € C. Esto prueba que
=1

V C C. Por lo que x € int(C). O

Sean X un espacio topoldgico y Y C X. La notacién Y = P|Q significa
que Y = PUQ donde Py @ son abiertos de Y tales que P # (0, Q # 0,
Ad(P)NQ =0y c(Q)nP=0.

Proposicién 1.8. Sean X un espacio conexo y C' un subconjunto conexo de
X tal que X \ C' = A|B. Entonces AUC y BUC son conexos. Mds ain, si
C es cerrado, entonces AUC y BUC son cerrados y conezos.
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Demostracion. Para probar la conexidad A U C' supongamos lo contrario.
Entonces existen K,L C X tales que AU C = K|L. Como C es conexo,
C C K o C C L. Sin pérdidad de generalidad, supongamos que C' C K.
Probaremos que X = L|(B U K). Claramente L y B U K son no vacios
y X = LU (B U K). Necesitamos probar que L C A. Sea x € L. Como
AUC =K|L,z € Aox € C. En el caso de que = € C, se tiene que = € K,
esto es una contradiccién. Por lo que L C A.

Finalmente, veamos que cl(L)N(BUK) = 0 y LNcl(BUK) = (). Notemos que
c(L)N K = 0. Como cl(L) C cl(A), cl(L) N B = 0. Asi, c(L)N(BUK) =
. Ahora, como L C A, cl(B) N L = . Asi, dado que cl(K)N L = {,
LNnc(BUK) =0. De donde X = L|(B U K), lo que implica que X no es
conexo, una contradiccién.

Por lo que AU C' es conexo.

De la misma manera, podemos probar que B U C' es conexo.

Finalmente, veamos que AU C' y B U C son cerrados. Como C' es cerrado,

X\ C =A|Bycl(A)N B =, entonces:
B=X\(c(AUC)=X\(AUQ).

Por lo que B es abierto y A U C es cerrado. De manera analoga se prueba
que B U C es cerrado. n

Antes de continuar, recordemos el concepto de relacion.

Definicién 1.9. Sea A un conjunto no vacio. Si R es un subconjunto de
A x A, entonces a R le llamaremos una relacion.

Definicién 1.10. Sea X un espacio topoldgico. Definimos una relacion R
en X de la siguiente manera: dados x,y € X, entonces (z,y) € R si y sdlo
st todo abierto-cerrado en X que contiene a x también contiene a y. Es facil
probar que R es una relacion de equivalencia en X . Las clases de equivalencia
reciben el nombre de cuasi-componentes de X.

Teorema 1.11. Sea X un espacio topolégico. Entonces se tienen las siguien-
tes condiciones:

1. Cada componente de X es un subconjunto de una cuasi-componente.

2. La cuasi-componente de x en X es la interseccion de todos los abiertos
y cerrados que contienen a .
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3. Si X es compacto y de Hausdorff, entonces cuasi-componentes y com-
ponentes coinciden.

Demostracion. Para probar 1, sean C' una componente de X y z,y € C.
Supongamos que x y y estan en distintas cuasi-componentes de X. Enton-
ces existe un abierto-cerrado A en X tal que = € A pero y ¢ A. Notemos,
reCNAyeC\A C=(CNA)U(C\A). Dado que Ay C son cerrados
X, C N A es cerrado en X. Ahora, como A es abieto, C' es cerrado en X
yC\A=CnN(X\A), C\ A es cerrado en X. Asi, (CNA)|(C\ A) es
una separacion de C, esto es una contradiccion. De donde x y y estan en
una cuasi-componente de X. Por lo tanto C' esta contenida en una cuasi-
componente.

Para demostrar 2, sean () una cuasi-componente de X, x € Q y
Q={F C X : F es abierto y cerrado y x € F'}.

Probaremos que @ = (] Q. Sea y € Q. Entonces (z,y) € R. Asi, dado que
reNQ,yeQ.

Ahora, sea z € () Q. Veamos que (z,2) € R. Sea F' un abierto y cerrado tal
que x € F. De donde F' € Q. Asi, como z € (Q, x,z € F. Por lo que z € Q.
Esto prueba que @ =) Q.

Para probar 3, sean C' una componente de X, x € C' y @ la cuasi-
componente de X la cual contiene a x. Probaremos que C = . Por 1,
CcqQ.

Para probar la otra contencién, es suficiente mostrar que () es conexa.
Supongamos que existen dos conjuntos cerrados y ajenos A y B distintos del
vacio tales que Q = A U B. Sin pérdidad de generalidad, supongamos que
x € A. Por la normalidad del espacio X, existen conjuntos abiertos V, W C X
talesque A C V, B C Wy VNW = (). Denotamos por U a la familia de todos
los abiertos y cerrados tal que U = Q ysea F ={U\ (VUW): U € U}.
Notemos que los elementos de F son subconjuntos cerrados de X. Veamos
que () F = 0. Tomemos y € (| F. En particular y ¢ V U W. Por otra parte,
y € U. Asi, dado que \U C VUW, y € VUW, esto es una contradiccion.
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Ahora, como () F = 0, se tiene que:

X=X\[F
=X\ (Y U\ (VW)

= Jx\w\(vuw))
= JX\@nx\(vuw)))
= Jx\oyuvuw)).

Como cada (X \ U) U (V U W) es abierto, por la compacidad de X, existen
Uy, ..., Up € U tales que:

k

X = Jx\ vy uwumw)),

i=1

De donde:

||
Cw

(X\U)U(VUW))

i:1

(X \U) U (VUW))

A5
ﬂUmX\Vuwm
ﬂ N(X\ (VUW)).

k k
Por lo que (| U; C V UW. Notemos que x € [ U; es un abierto y cerrado
i=1 i=1

en X. Asi, Q C (]f] Us.
Como (V) N (V UW) = (V) A V) U (V) A W) =V,



CAPITULO 1. PRELIMINARES 8

AV () C (V)N (s

=1 =1

k
De donde, V' N () U; es un abierto y cerrado. Asi, dado que x € A C
i=1
k

k
VN N Ui, se tiene que @ C V N () U;. Por lo que:

=1 =1
k
BCcQnNW cvVn(NU)NW =0, esto es una contradiccién.

i=1
Lo cual prueba que la cuasi-componente () es conexa. Por lo tanto Q = C. [

Teorema 1.12. Sean X un espacio topoldgico conexo, compacto y de Haus-

dorff. St A es un subconjunto propio, cerrado y no vacio de X y C es una
componente de A, entonces CN fr(A) # 0.

Demostracién. Supongamos que C'Nfr(A) = (). Denotamos por U a la familia
de todos los abiertos y cerrados de A que contienen a la componente C'. Por el
Teorema 1.11, (YU = C. Necesitamos probar que la familia F = {fr(A)\ U :
U € U} es una cubierta abierta de fr(A). Notemos que, por cada U € U, A\U
es abierto y cerrado en A. Asi, por cada U € U, fr(A) \ U =fr(A) N (A\U)
es abierto en fr(A). Notemos que fr(A) # (). Para ver que F es una cubierta
de fr(A), sea y € fr(A). Dado que U = C y CNfr(A) = 0, existe U € U
tal que y € fr(A) \ U. Esto demuestra que F = {fr(A) \ U : U € U} es una
cubierta abierta de fr(A).

Ahora, dado que fr(A) es compacto (pues es cerrada en el compacto X),

k k
existen Uy,...,Up € U tales que fr(A) C J(fr(A) \ U;) = fr(A) \ N Us.
=1 =1

k k
Por lo que fr(A4) = fr(A) \ (N U;. Asi, fr(A) N () U; = 0. Concluimos que
i=1 i=1

N

=1
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Hagamos U = ﬂ U;. Claramente () # C' C U. Como fr(A) N ﬂ U =0,Ues

un subconjunto pr0p10 de X. Ahora, probaremos que U es ablerto y cerrado
en X. Dado que A es cerrado en X y cada U; es cerrado en A, U es cerrado
en X. Primero, veremos que U es abierto en X. Sea x € U. Probaremos que
existe un abierto V en X tal que z € V C U. Como cada U; es abierto en A,
existen abiertos Vi,..., Vi en X tales U; = V; N A para cada i € {1,...,k}.
k k
Sea V = (V;Nint(A)). Dado que (| U; C int(A), z € V.
i=1 =1
Finalmente, veamos que V' C U. Sea z € V. Por lo que z € (V;Nint(A)) C
ViN A = U; para cada i € {1,...,k}. De donde z € U. Esto prueba que U
es abierto en X.
De lo anterior, tenemos que U es un abierto y cerrado en X tal que () # U #
X, esto contradice la conexidad de X.
Por lo tanto cada componente C' de A, cumple que CN fr(A) # (). O

Lema 1.13. Sean X un espacio topolégico, V C X y U un abierto no vacio
de X. Si cl(U)Ncl(V) =0, entonces tr(U) N (U UV) = 0.

Demostraciéon. Si z € fr(U), entonces probaremos que = ¢ U U V. Sea = €
fr(U). Si € U, entonces z € U Necl(X \ U). Asi, dado que U es abierto y
x e c(X\U),UNX\U # 0, lo cual es una contradiccién. En el caso de
que z € V C cl(V), entonces z € cl(U) Ncl(V), lo cual es una contradiccion.
Por lo que = ¢ U U V. Esto prueba que fr(U)N (UUV) = (. O

1.1.1. Compacidad y redes

Definicién 1.14. Sean A un conjunto no vacio y R una relacion en A.
Decimos que R es:

a) reflexiva, si para cada a € A, (a,a) € R;

b) simétrica, si para cada (a,b) € R, (b,a) € R;

¢) tramsitiva, si para cada par (a,b),(b,c) € R, (a,c) € R;
d) antisimétrica, si (a,b) € R y (b,a) € R, entonces a = b;

e) comparativa, si para cada (a,b) € R, (a,b) € R o (b,a) € R.
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Definicién 1.15. Sean A un conjunto no vacio y < una relacion en A.
Decimos que < es un:

s orden parcial en A, si < es reflexiva, antisimétrica y transitiva.
= orden total en A, si < es un orden parcial y es comparativa.

Definicién 1.16. Un conjunto parcialmente ordenado (resp. conjunto
totalmente ordenado) es una pareja (A, R), en donde A es un conjunto y
R es un orden parcial (resp. es un orden total).

Definicién 1.17. Sea A un conjunto no vacio y < un orden parcial en A y
B C A. Decimos que B es una cadena en A, si < es un orden total en B.

Definicién 1.18. Sean < un orden parcial en A y B C A. Decimos que
b € B es un elemento maximal de B en el orden <, si no existe v € B
tal que b < x yx # b.

Definicién 1.19. Sean (A, <) un conjunto parcialmente ordenado y B C A.
Decimos que xog € A es una cota superior de B, si v < xq para cada v € B.

Lema 1.20. (Lema de Zorn) Sea (A, <) un conjunto parcialmente ordena-
do. Si toda cadena en A tiene una cota superior, entonces existe un elemento
maximal en A.

Definicién 1.21. Un conjunto no vacio parcialmente ordenado (J,<) es
un congunto dirigido, si para cada par de elementos «, 3 € J, existe un
elemento v € J con la propiedad de que a < v y 5 < 7.

Definicién 1.22. Sean (J, <) un conjunto dirigido y K un subconjunto no
vacio de J. Se dice que K es cofinal en J, si para cada o € J, existe f € K
tal que o« < 3. En el caso de que K = J usaremos que J es cofinal, en vez

de cofinal en J.

Definicién 1.23. Sea A un conjunto no vacio. Una red en A es una funcion
f:J— A, donde J es un conjunto dirigido. El punto f(«) lo denotaremos
por . Denotaremos a la red por (T4)acs-

Definiciéon 1.24. Sean X wun espacio topoldgico, (xo)acs una red en X y
z € X. Se dice que la red converge a z, si para cada abierto U que contiene
a z, eviste « € J tal que xg € U, para todo 8 > «.
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Definicién 1.25. Sean A un conjunto no vacio; (J,<), (K, =) conjuntos
dirigidos y f : J — A una red en A. Si g : K — J es una funcion que
satisface las siguientes condiciones

» si v X f3, entonces g(a) < g(B)
» g(K) es cofinal en J
entonces decimos que la funcion fog: K — A es una subred de (r4)ac-

Definicién 1.26. Sean X un espacio topolégico, (x4)acs una red en X y
z € X. Decimos que z es un punto de acumulacion de (r,)acs, Si para
cada abierto U que contiene a z, J(U) ={a € J:x, € U} es cofinal en J.

Ahora veremos algunos resultados sobre redes.

Proposicién 1.27. Si (J, <) es un conjunto dirigido y K es cofinal en J,
entonces (K, <) es un conjunto dirigido.

Demostracion. Sean «, € K. Como (J,<) es un conjunto dirigido, existe
0 € Jtal que a <9y B <9. Dado que K es cofinal en J, existe v € K tal
que 0 < . Asi, usando que < es un orden parcial, a < vy g < 7. n

Lema 1.28. Sean X un espacio topolégico, (x4)acs una red en X y z € X.
Entonces z es un punto de acumulacion de (T4 )acs Sty solo si alguna subred
de (To)acs converge a z.

Demostracion. Primero supongamos que z es un punto de acumulacion de
(Za)acs- Sea < el orden del conjunto J. Tomemos

K ={(a,U) : € Jy U es un abierto tal que z,z, € U}.

Definimos un orden en K como sigue: dados (o, U), (8,V) € K, (a,U) <
(B,V) siysélosia < pgyV C U. Claramente (K,<) es un conjunto
parcialmente ordenado.

Veamos que (K, <) es un conjunto dirigido. Tomemos (o, U), (6,V) € K.
Como J es un conjunto dirigido, existe 0 € J tal que a < § y 5 < §. Dado
que U NV es un abierto que contiene a z, J(U NV') es cofinal en J, por lo
que, para 0, existe v € J(UNV) tal que 6 < . De la cofinalidad de J(UNV),
zy € UNV. Asi (v, UNV) € K y cumple lo requerido. Esto prueba que
(K, <) es un conjunto dirigido.
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Definamos g : K — J como g(«, U) = a. Claramente, si (o, U) < (8, V),
entonces g(a,U) = o < = g(B,V). Ahora, dado que para cada a € J,
(a, X) € Ky g(a, X) = a, se tiene que g(K) = J. Asi, de que J es dirigido,
g(K) cofinal en J.

De esta manera, (24q,)) es una subred de (74)qcs. Finalmente, veamos
que Tg,ry — 2. Tomemos U un abierto que contiene a z; por hipdtesis,
J(U) es cofinal en J. Sea o € J(U), x,, € U. Ahora, consideremos (5,V) € K
tal que (3,V) = («, U). Veamos que x4g,v) € U. Esto se sigue de que 25 € V,
VcUy Tg(B,v) = Tg-

Para probar la suficiencia, sean (5, <) un conjunto dirigidoy g : S — J
una funcion tal que f o g es la subred que converge a z. Tomemos un abierto
U de X que contenga a z. Veamos que J(U) es cofinal en J. Sea a € J.
Puesto que x4 converge a z, existe sg € S tal que x4, € U para toda
s> sg. Dado que g(S) es cofinal en J, existe s; € S tal que a < g(s1). Para
S0, 1, existe sp € S tal que sy K s9 y 51 K S9. De donde g(sg) < g(s2) v
g(s1) < g(s2), en consecuencia o < g(s2) y Z4(s,) € U. De esta manera, g(sz)
es un elemento de J(U) que cumple lo requerido. De lo anterior, se sigue que
z es un punto de acumulacién de (24 )acs- O

La prueba del siguiente teorema la encontramos en [8, Teorema 26.9, p.
193], la cual nos ayudard para algunos resultados.

Teorema 1.29. Sea X un espacio topologico. Entonces X es compacto si y
solo si, para cada coleccion C de conjuntos cerrados en X con la propiedad de
la interseccion finita, la interseccion de todos los elementos de la coleccion

MNc

cec
es no vacia.

Teorema 1.30. Sea X un espacio topologico. Entonces X es compacto si y
solo si toda red de X tiene una subred convergente.

Demostracién. Supongamos que X es compacto. Sean (J, <) un conjunto
dirigido ¥ (%a)aes una red en X. Para cada o € J, definimos B, = {z3 :
B > a}. Notemos que x, € B,. Veamos que {B,}qcs tiene la propiedad de
la interseccién finita. Sea {B,}!; una subcoleccién finita de {b,}acs. Asi,
dado que (J, <) es dirigido, usando induccién, existe un elemento 5 € J tal
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que a; < f8 para todo ¢ € {i,2,...,n}. De esta manera x5 € ﬂBai. Por
i=1
tanto { B, }aes tiene la propiedad de la interseccién finita.
Notemos que {cl(B,)}aes también tiene la propiedad de la interseccién

finita. Asi, como X es compacto, por el Teorema 1.29, ﬂ cl(B,) # 0. Sea

acJ
z € ﬂ cl(B,).

acJ
Afirmamos que z es un punto de acumulacién de (z,)qes, para lo cual es

suficiente mostrar que, dado U un abierto que contiene a z, J(U) es cofinal
en J.

Sea a € J, como z € cl(B,), UN B, # 0. Tomemos y € U N B,, entonces
existe f§ > a tal que y = xg € U N B,. Por tanto, J(U) es cofinal en J. De
esta manera, z es un punto de acumulacién de (z,)aes v por el Lema 1.28
existe una subred de (74)qes que converge a z.

Para probar la implicacién inversa, supongamos que toda red en X tiene
una subred convergente. Consideremos una familia F de subconjuntos cerra-
dos de X con la propiedad de la interseccién finita y tomamos J = {( & :
EC Fy0 < |€ < No}. Definamos un orden < en J como sigue: dados
o0 € J, 0 < o siysélosio C o Claramente (J <) es un conjunto
dirigido. Por el Axioma de Eleccion, existe una red (z,),c; en X tal que
x, € 0. Por hipétesis, existe una subred de (z,)scs que converge a un pun-
to z, luego usando el Lema 1.28, z es un punto de acumulacién de (24)ye -
Ahora, mostremos que z € C para todo C' € F. Sean C' € F y U una abierto
que contenga a z. Dado que J(U) es cofinal en J, existe o’ € J(U) tal que
{C} <o yax, eU. Como C={C} Do’ yuzy €0, se tiene que z,» € C.
Asi, UNC # (. Por lo que z € CI(C) = C. Por tanto, (| F # ) y se concluye
que X es compacto. ]

Corolario 1.31. Sea X un espacio topologico. Entonces X es compacto si y
solo si toda red en X tiene un punto de acumulacion.

Demostracion. Es inmediato del Lema 1.28 y Teorema 1.30 O]

1.2. EIl hiperespacio 2%

Un hiperespacio de X es una coleccion especifica de subconjuntos de
un espacio topologico X.
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Definicién 1.32. Dado un espacio topologico X, definimos al hiperespacio
de subconjuntos cerrados y no vacios de X como el conjunto:

={A C X : A es cerrado y no vacio }

Sea X un espacio topoldgico. A 2% lo consideramos con la topologia
de Vietoris, la cual describimos a continuacién. Sean FEi,..., E, € P(X),
definimos:

k
(Br,....Ep)={Ae2X: Ac|JEi y AnE; # 0, para todo i € {1,... k}}.
=1

El siguiente lema enlista algunas propiedades de los conjuntos definidos
anteriormente (- --) para 2.

Lema 1.33. Sean k € N y Uy,..., Uy, € P(X). Se tienen las siguientes
propiedades.

Dk
I
=

a) (Ur,.... U = (U U N (

b) (Ur) N (U2) = (U1 N Uy).
C) <X > <X U2> <X,U1,U2>.
d) (Uy) N (X, Us) = (Uy, Uy N Uy).

e) Si © : 2% — 2% wna funcién, entonces {A € 2% : O(A)NU, # 0} =
0~ 1((Uy, X)).

f) S © : 2% — 2% wna funcidn, entonces {A € 2% : ©(A) C U} =
O~ ().

Demostracion. A continuacién probaremos a)

C| Sea A € (Uy,...,U). Claramente A € (U U;). Notemos que como A N
Ui #0 para todo i € {1 Lk} Ae (X, Uy) para todoi € {1,...,k}. Porlo
que A € (U Ui) N (ﬂ(X Ui))-

=1
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D] Sea A € (ij U)HN(N (X, U;)). Entonces A € (ij Uy Ae rk] (X,U;). Ast

i=1 i=1 =1
k
AC U,y AnU; # 0 paratodoi € {1,...,k}. De donde A € (Uy,...,Uy).
i=1

Por lo que (Uy,...,Ug) = ( kl U;) N (él(X, Ui)).

Ahora demostraremos la parte b).

CJ] Sea A € (Uy) N (Us). Entonces A € (Uy) y A € (Us). De lo anterior, se
tiene que A C Uy N Us. Por lo que A € (U; N Uy).

D] Sea A € (Uy NUy). Entonces A C Uy NUsy. Asi, A C U; para i € {1,2}.
De donde, A € (Uy) N (Uy).

Concluimos (Uy) N (Uz)=(U; N Uy).

En seguida probaremos c).

C| Sea A € (X,U;) N (X,Us). Entonces A C X UU;UU;, ANU; #0 y
ANUy # 0. Por lo que A € (X, Uy, Us).

D] Sea A € (X, Uy, Us). Entonces ANU; # 0 # ANUy y ANX # (). Notemos
queXUU1 :X:XUUQ, asi A € <X,U1>Q<X,U2>

Por tanto (X, Uy) N (X, Us)=(X, Uy, Us).

Finalmente justificaremos d).

C| Sea A € (U;)N(X, Us). Entonces, dado que A € (U;) y Uy = U;U(U;NU),
se tiene que A C Uy U (U N Uy).

Ahora, dado que A C Uy, se tiene que (ANU) NUs = ANUy # 0. Asi,
AN(U;NUy) #0. Por lo que A € (Uy, Uy NUS).

D] Sea A € (U, U NUs,). Dado que AC Uy U(UyNU,) =Uy y ANU; # 0,
A e (Uh).

Por otro lado, como AN (U; NU;) # 0, A € (X,U;). Por lo que A €
(Ur) N (X, Us).

Concluimos (Uy) N (X, Us)=(Uy, Uy N U3).
Para probar e), sea A € {A € 2% : ©(A)NU, # 0}. Entonces O(A)NU; #

0. Asi, ©(A) € (U, X). De donde, A € ©71({U, X)).
Para ver la otra contencién, sea A € ©71((Uy, X)). Entonces ©(A) € (Uy, X)
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y O(A)NU; # 0. Asi, A€ {Ae€2X:0(A)NU; # 0}. Esto prueba e).

Ahora, para probar f), sea A € {A € 2% : ©(A) C U;}. Entonces O(A) C
Ui. Asi, ©(A) € (U;). De donde, A € ©71((Uy)).
Para ver la otra contencién, sea A € ©7'((U;)). Entonces ©(A) € (U;) y
O(A) C U;. Asi, A€ {A€2X:0(A) C U,}. Esto demuestra f).

[

Ahora, necesitamos dotar a 2% de una topologia, ésta es la topologia
de Vietoris la cual definiremos de la siguiente forma: sea S = {(U) : U €
~}U{(X,U) : U € 1x}, entonces existe una dnica y minima topologia, la
cual denotaremos por 7y, para 2% tal que S C 7y (ver [2, Teorema 3.1, p.
65]). Obsevemos que S es una subbase para Ty .

El siguiente resultado permite obtener una base para la topologia 7.

Teorema 1.34. Sea (X, 7x) un espacio topoldgico. La familia
By = {(Uy,...,Uy) : Uy, ..., Uy son abiertos en X, k € N}
es una base para Ty .

Demostracion. Sean S = {(U) : U € x} U{(X,U) : U € 7x} y S§* la familia
formada por las intersecciones finitas de elementos de §. Dado que la familia
S es una subbase para 7y, es suficiente probar que §* = By.

Primero probaremos que:

By C S*.

Sean k € Ny Uy,..., Uy € 7x tales que (Uy,...,Uy) € By. Probaremos que
<U1,...,Uk> SR

Por Lema 1.1.1. a), (Uy,...,Uy) € S*.

Finalmente veamos que:

S* C By.

Sean Uy, U, € 7x tales que (Uy), (Us), (X, Uy), (X,Us) € S. Por lo obtenido
en b), ¢) y d) del Lema 1.1.1, se concluye que §* C By.

Por lo tanto By es base para la topologia de Vietoris. O
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1.3. La métrica de Hausdorff

A continuacién vamos a introducir la métrica de HausdorfT.

Definicién 1.35. Sea (X,d) un espacio métrico. Para cualesquiera A, B €
2X definimos d(A, B) como

d(A, B) = inf{d(a,b) :a € A y b€ B}.

En el caso de que A = {x} y B contenga mds de un punto, escribiremos
d(x, B) en lugar de d({z}, B).

Sean r >0y A € 2% definimos la nube de radio r con centro en A como:
N(r,A) ={x € X :d(z,A) <r}.

Y para todo e > 0 y x € X, definimos la bola abierta de radio € y centro en
T como:

B(e,z) ={pe X :d(z,p) < e}.
Ahora probaremos el siguiente lema.

Lema 1.36. Sea A C R tal que A # () y acotado. Si o = inf A, entonces
eziste una sucesion {e,}22, C A tal que €, — a.

Demostracion. Usando la definicion de infimo, para cada n € N, existe ¢, €
Atal que a < ¢, < a+%. Dado que a+% — «, entonces o < lim ¢, < a.

n—o0

Por lo tanto &, — «. ]
El siguiente lema sera de ayuda posteriormente.

Lema 1.37. Sean (X, d) un espacio métrico y v € X. Entonces la funcion
f:X —[0,00) definida por f(x) = d(x,v) es continua.

Demostracion. Sean ¢ > 0y x,y € X tales que d(x,y) < . Mostraremos

que |f(z) = f(y)] <e.

Notemos que:
d(z,v) <d(z,y)+d(y,v) < e+ d(y,v)
y
d(y,v) < d(y,z) +d(z,v) < e +d(z,v).
De donde |f(z) — f(y)| = |d(z,v) — d(y,v)| <e.

Por lo que f es continua. O
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Definicién 1.38. Sea (X,d) un espacio métrico compacto. La métrica de
Hausdorff inducida por d, la cual se define de la siguiente manera: H : 2 x
2% — [0, 00) dada por

H(A,B)=if{r>0: AC N(r,B) y BC N(r,A)}
para todo A, B € 2X.

Antes de demostrar que H es en efecto una métrica, veamos el siguiente
resultado.

Lema 1.39. Sean (X, d) un espacio métrico compacto, A, B € 2% y e > 0.
Entonces se tienen la siguientes condiciones:

1. H estd bien definida.
2. ACN(H(A,B) +¢,B).

Demostracién. Para probar 1, sean A, B € 2%. Probaremos que existe r €
(0,00) tal que B C N(r,A) y A C N(r, B). ComoX es compacto, el conjunto
D ={d(a,b):a € Ay be B} estd acotado en [0, 00), por lo que el supremo
de D existe. Sea r = supD. Entonces r + 1 cumple con lo requerido. Por lo
que H esta bien definida.

Para demostar 2, sea a € A. Como H(A,B) < H(A,B) + ¢, entonces
H(A, B) + € no es cota inferior de {r > 0: A C N(r,B) y B C N(r,A)},
es decir, existe r > 0 tal que A C N(r,B, B C N(r,A) y H(A,B) <
r < H(A,B)+¢. Dado que a € A C N(r,B), entonces d(a, B) < r, asi
d(a,B) < H(A, B) +¢. Por lo tanto A C N(H(A, B) + ¢, B). O

Ahora, consideramos la distancia entre dos conjuntos A y B para el menor
real r tal que A y B satisfacen las siguientes condiciones:

(1) Para cada a € A, existe b € B tal que d(a,b) <.
(2) Para cada b € B, existe a € A tal que d(b,a) <.
De lo anterior podemos tener el siguiente resultado.

Lema 1.40. (a) Para todo a € A, existe b € B tal que d(a,b) < r si y sélo
si A C N(r,B).

(b) Paratodob € B, ezistea € A tal que d(b,a) < r siy sdlo si B C N(r, A).
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Demostracion. (a) Veamos primero que A C N(r,B). Sea a € A, enton-
ces por hipétesis existe b € B tal que d(a,b) < r, y como d(a, B) =
inf{d(a,c) : ¢ € B} < d(a,b), entonces d(a,B) < r, es decir, a €
N(r, B). Por lo tanto A C N(r, B).

Reciprocamente, sea a € A, como A C N(r, B) entonces a € N(r, B), es
decir, d(a, B) < r. Si d(a,b) > r para todo b € B, entonces d(a, B) > r,
lo cual contradice la hipdtesis. Por lo tanto para a € A, existe b € B
tal que d(a,b) < r.

(b) La demostracién es andloga a la de (a).
[l

Teorema 1.41. Si (X,d) es un espacio métrico compacto, entonces H es
una métrica.

Demostracion. Sean A,B € 2X. Como {r > 0 : A C N(r,B) y B C
N(r,A)} € [0,00), entonces H(A, B) > 0.

Veamos que H(A, B) = 0 si y sélo si A = B. Primero, supongamos que
H(A,B) = 0, entonces inf{r >0: A C N(r,B)y B C N(r,A)} = 0, por
el Lema 1.36, existe {e,}2, C {r >0: AC N(r,B) y B C N(r,A)} tal
que &, — 0. Probaremos que A = B. Sea a € A. Veamos que b € B. Como
A C N(e,, B), existe {b,}>>, C B tal que d(a,b,) < e, para todo n € N.
Dado que ¢, — 0, {b,}>2, que converge a a. Asi, como B es cerrado en X,
a € B. Por lo que A C B.

De forma similar, se prueba que B C A. Y por lo cual se obtiene que A = B.
Ahora, supongamos que A = B. Entonces H(A,A) = inf{r > 0 : A C
N(r,A)} = inf(0,00) = 0. Asi, H(A,B) = 0.

Claramente H(A, B) = H(B, A).

Finalmente, para ver que H(A,C) < H(A,B)+ H(B,C), sean A, B,C €
2X. Tomemos ¢ > 0. Necesitamos probar que A C N(H (A, B) + H(B,C) +
e,C)yC C N(H(A,B)+ H(B,C) +¢,A). Para la primera contension, sea
a € A. Por Lema 1.40 existe b € B tal que

d(a,b) < H(A, B) +

DO | ™

Ahora, por Lema 1.40, existe ¢ € C' tal que

dm@<mam+g
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Entonces,

d(a,c) < d(a,b)+ d(b,c)
<

[H(A,B) + 5] + [H(B,C) + ]

— H(A,B)+ H(B,C) +e.
Por lo que A C N(H(A,B)+ H(B,C) +¢,0C).

De forma similar, obtenemos que C C N(H(B,A) + H(C,B) + ¢, A).
Dado que H(A, B) = H(B, A), entonces C C N(H(A,B)+ H(B,C)+¢,A).

De lo anterior, se tiene que H(A,C) < H(A,B)+ H(B,C) +¢.
Ademas, como e’sta desigualdad es para cualquier niimero positivo, en
particular para la sucesién {%}neN, se tiene que:

1
lim H(A,C) < lim H(A, B) + lim H(B,C)+2 lim -

Por lo tanto H(A,C) < H(A,B) + H(B,C) y asi, H es una métrica. O

Lema 1.42. Sean X wun espacio métrico compacto, A,B € 2% ye > 0.
Entonces H(A,B) < e si y solo si AC N(e,B) y BC N(¢,A).

Demostracion. Supongamos que H(A, B) < €. Veamos que A C N(g, B)
y B C N(g,A). Sea ¢/ € R tal que H(A,B) < ¢ < e. Por definicién de
infimo, existe 0 < r < ¢’ tal que A C N(r,B) y B C N(r, A). Entonces
B C N(r,A) Cc N(',A) C N(e,A) y A C N(r,B) C N(¢/,B) C N(g,B).
Asi, AC N(e,B) y B C N(g,A).

Reciprocamente, supongamos que A C N(e,B) y B C N(g, A). Proba-
remos que existe n € Rtalque0 <n<ey AC N(n,B)y B C N(n,A).
Antes, necesitamos probar que A C UN((S, B). Para esto, sea a € A.

0<e
Como A C N(e, B), existe b € B tal que d(a,b) < e. Tomemos § € R

tal que d(a,b) < § < e. Entonces a € B(d,b) C N(4,B), por lo que
Ac |J N(.B).

0<é<e
Ahora, por la compacidad de A, existen d1,0s,...,0, < € tales que A C

UN(&;,B). Definamos 1, = méax{d,ds,...,d,}. Entonces 0 < n; < ey

i=1
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De forma analoga, podemos encontrar 7o € R tal que 0 < 9, < ey B C
N(Tl2> A)
Tomemos 1 = max{n;,n2}. Entonces 0 < n < ey A C Nn,B)y B C
N(n, A).
Por tanto H(A,B) <n < e. O

Finalmente, enunciaremos las siguientes proposiciones, las cuales son muy
conocidas en la literatura de Hiperespacios.

Proposicién 1.43. Sea X un espacio métrico compacto. Sean A, B € 2% y
{ A, bnen, { B nen C 2% tales que limA,, = A ylimB, = B. Si A, C B, para
todan € N, entonces A C B.

Proposicién 1.44. Sea X un espacio métrico compacto. Sean { A, }nen C 2%
tal que limA,, = A para algin A € 2% y {a,}nen C X tal que lima,, = a para
algin a € X. Si a, € A, para toda n € N, entonces a € A.



Capitulo 2

La funcion 7' de Jones

En [6] F. Burton Jones define las funciones de tipo conjunto 7"y K, las
cuales estan relacionadas con el concepto de aposindesis, conexidad local,
indescomponibilidad, unicoherencia, simetria, entre otras. Esta funcién es
conocida en la literatura como la funciéon 7' de Jones y ha sido motivo de
diversos estudios al respecto, con los cuales se ha desarrollado un gran acervo
de resultados y aplicaciones sobre esta funcion. En el caso de la funcién K atun
hace falta tener un estudio mas profundo para obtener resultados amplios,
la cual se presenta en la Seccién 3.1.5.

2.1. Propiedades basicas de la funciéon 71" de
Jones

A continuacién iniciamos introduciendo algunos hiperespacios de un es-
pacio topoldgico.

Definicién 2.1. Dado X un espacio topologico no degenerado. Consideramos
las siguientes familias de subconjuntos de X :

C*(X)={AeP(X)\{0}: A es conexo}.
C(X)={AeP(X)\{0}: A es cerrado y conexo}.

En este Capitulo las anteriores familias no son consideradas con la métrica
de Hausdorff o con la topologia de Vietoris. En el caso de que halla alguna
confusién, se especificaran estas estructuras. Ahora, introducimos el concepto
de funcién T' de Jones.

22
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Definicién 2.2. Sean X wun espacio topolégico. Definimos la funcion T :

P(X) = P(X) como:
T(A)={z e X : para cada W € C(X) tal que x € int(W) y W N A#0}.
P(X

De esta manera, definimos a T? : ) — P(X) como:

T?(A) = T(T(A)).

Ast, de manera inductiva, para cada n € N, definimos T" : P(X) — P(X)
como:

T7(A) = T(T" ' (A)).

Vamos a considerar a T° como la funcién identidad de P(X). En el caso de
que A = {x}, escribiremos T™(z) en lugar de T"({x}).

A continuacion veremos unos ejemplos que nos ayudaran a visualizar a la
funcién T' de Jones.

Ejemplo 2.3. Sean a,b € R tal que a < b. Consideremos el intervalo cerrado
[a,b] como subespacio de R con la topologia usual. Entonces T(p) = {p} para
cada p € |a,b)].

Primero, probaremos que T'(a) = {a}. Sea = € (a,b). Entonces = €

(452,b) C [452,b] C (a,b] (ver Figura 2.1). Asi, z ¢ T'(a).

L |
O— ® 1
a atx X b

2

Figura 2.1:

Para z = b, tenemos que b € (%2, ] C [“E,b] C (a,b] (ver Figura 2.2).
Por lo que T'(a) = {a}. De manera similar se prueba que T'(b) = {b}.

L |

® C

a a+tb g
2

Figura 2.2:
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Ahora, sea p € (a,b). Veamos que T'(p) = {p}. Consideremos = € (p,b).
Entonces z € (E52,b) C [55%,b] C [a,b] \ {p} (ver la Figura 2.3). De donde,

z ¢ T(p).

o—o—f—o—]
a p ptx «x b
2
Figura 2.3:

Para z = b, tenemos que b € (22,b] C [2£2,8] C [a,b]\ {p} (ver la Figura
2.4. Por lo que, z ¢ T(p). De manera similar se puede probar que = ¢ T'(p)
cuando x € [a,p). Concluimos que T'(p) = {p}.

@ @
a p

|“c

o+

o
Skl

Figura 2.4:

Ejemplo 2.4. Sea S' = {(z,y) € R? : 2* + y? = 1}. Consideremos a S*

como subespacio de R? con la topologia usual. Entonces T'(p) = {p} para cada
pe St

Para mostrar lo anterior, sea p € S' como en la Figura 2.5. Veamos que
T(p) = {p}. Sea x € S*\ {p}, ver la Figura 2.5.

SI

Figura 2.5: El espacio S*.
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Entonces existe un subarco o de S* tal que z € int(a) C a C S'\ {p},
ver la Figura 2.6. De donde = ¢ T'(p). Por lo que, T'(p) = {p}.

SI

Figura 2.6: Subarco a de S*.

A continuacién vamos a definir el abanico armonico, que posteriormente
utilizaremos. Para cadan € N, sea L,, el segmento de recta en R? que inicia en
el punto (0,0) y termina en el punto (1, 2). Considerando a Ly = [0,1] x {0}
el segmento de recta en R? que inicia en el punto (0,0) y termina en el punto

(1,0). Hagamos A = U L, ver Figura 2.7. El conjunto A es considerado

como subespacio de R2 y se le conoce como el abanico armonico.

(1,1)

(1)

i
(0,0) (1,0)

Figura 2.7: Abanico armonico.

Por conveniencia, es necesario introducir la siguiente notacién: para cada

a € R, [a,a] = {a}.

Ejemplo 2.5. Sea A el abanico armonico definido anteriormente. Tomemos
p € A. Probaremos que:

{p} sip € A\{Lo},
Tp) = {[ 1 x {0} sip=(z,0)yazel01)
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Sea p € A\ {Lop}. Supongamos que p € L, \ {(0,0)} para alguna n € N,
ver la Figura 2.8. Sea x € A\ {p}.

Ly
"Lu

(0,0

Figura 2.8: p € L,,.

Consideremos los siguientes casos.

Caso I. Supongamos que x € A\ {Lo}.
Entonces existe un segenemto o C A\ ({Lo} U {p}) tal que z € int(«), ver
Figura 2.9. Por lo que = ¢ T'(p).

(0,0)

Figura 2.9: z € int(«).

Caso II. Supongamos que = € L.

oo
Notemos que A = LoyU oy ...Ua, U |J L;, donde o ..., son como en
i=n+1
la Figura 2.10, es un subconjunto cerrado y conexo de A tal que = € int(A).

Por lo que = ¢ T'(p). Por lo anterior, T'(p) = {p}.
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Figura 2.10: z € int(A).

Finalmente, sean x € [0,1] y p = (z,0). Si = 1, entonces T'((1,0)) =
{(1,0)}. Primero consideremos que x = 0. Por la forma en que se defini6
el abanico armonico, los subconjuntos cerrados y conexos que contienen en
su interior a un punto de Ly son copias del abanico, algunas de estas copias
estan representadas en las Figuras 2.11 y 2.12, los cuales contienen al punto

(0,0). Por lo que T'(p) = T7((0,0)) = L.

Figura 2.11: Una copia del Abanico arménico.

L,
"Lu

Figura 2.12: Una copia del Abanico armonico.

Ahora, supongamos que x € (0,1). Por la forma en que se definié el
abanico arménico, los subconjuntos cerrados y conexos que contienen en su
interior a un punto de [z, 1] x {0} son copias del abanico, ver Figura 2.11 y
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Figura 2.12, los cuales contienen al punto (z,0).
Por lo que T'(p) = T((x,0)) = [z, 1] x {0}.

Teorema 2.6. Sea X un espacio topologico. Entonces se tienen las siguientes
consideraciones:

1. Para cada A C X, A C T(A).
2. 81 AC B C X, entonces T"(A) C T™(B) para cada n € NU{0}.

Demostracion. La prueba de 1, se sigue directamente de la definicién de la
funcién T

Para la demostracién de 2, sera por induccion sobre n.

Paran =0, A=T°A) C T°(B) = B.

Supongamos que el resultado se cumple para n. Probaremos que 7" (A) C
T"(B). Si x € T (A) \ T"(B), entonces existe W € C(X) tal que
reint(W) W c X\ T"(B). Ahora, dado que X \ T"(B) C X \ T"(A),

x & T""(A), lo cual es una contradiccion. O

Teorema 2.7. Sean X un espacio topoldgico,n € Ny {A, :a € A} C P(X).

Entonces
U 7(As) c (| Ao)

a€eA acl

Y
T"([) Aa) C [ T"(Aa).

a€A a€el
Demostracion. Sea« € A. Como A, C |J Aa, por el Teorema 2.20, T"(A,) C
acA
(U Aa), ast

acA

U 7(A0) c (| Aa)-
aEA a€A

Por otro lado, como A, D () Aa, por el Teorema 2.20, T"(A,) D T™( ) Aa),
a€cl a€A

ast
T"([) Aa) C [ T"(Aa).

a€EA a€gl
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El siguiente resultado se puede enunciar para cualquier funciéon conjunto
y usar una prueba similar al mismo.

Teorema 2.8. Sean X un espacio topoldgico y x € X. Si T"(x) = T"(x)
para alguna n € N, entonces T"(x) = T™(x) para toda m > 1.

Demostracion. Vamos a hacer la demostracién por induccién sobre m.
Probaremos el resultado para m = 2. Como 7" (x) = T"(z), se tiene que:

(T (2)) = T(T"(2)) = T"" () = T" ().

Por lo que T""(z) = T"(x).
Ahora, supongamos cierto el resultado para m. Demostraremos que 7" ™+ () =
T"(z). Como T ™ (x) = T™(x), se tiene que:

T(T"™ () = T(T"(2)) = T""(x) = T"(2).
Por lo que T+ (z) = T"(x). O

Teorema 2.9. Sean X un espacio topoldgico y x,p € X. Si T"(p) = T"(p)
para alguna n € N y x € T"(p), entonces T™(x) C T™(p).

Demostracion. Sea x € T"(p). Por el Teorema 2.6, T"(x ) C T"(T™(p)) =
T?"(p). Asi, por el Teorema 2.8, T"(x) C T"™(p) = T"(p). De donde
T"(x) C T"(p).

O

Lema 2.10. Sean X un espacio topoldgico yn € NU{0}. Entonces T"(P(X)) C
2% es decir T"(A) es cerrado para todo A € P(X).

Demostracidn. Sélo probaremos que cl(T"(A)) C T (A), yaque T (A) C
cl(T™1(A)). Necesitamos probar la siguiente afirmacion.

Afirmacién. Si z € X \ T""(A), entonces = ¢ cl(T™1(A)).

Sea z € X \ T""1(A). Entonces existe W € C(X) tal que = € int(W) C
W C X\ T"(A). Asi, dado que T"(A) C T (A), int(W) N T (A) = 0.
Esto prueba que x ¢ cl(T"1(A)).
Usando la Afirmacidn, se sigue que cl(T"*(A)) C T" 1 (A). O



CAPITULO 2. LA FUNCION T DE JONES 30

Antes de probar el siguiente resultado, recordemos el concepto de cone-
xidad local. Un espacio topolégico X es localmente conexo si para cada
x € X y cada abierto U el cual contiene a x, existe un abieto conexo V' en
X talquex e VCU.

Lema 2.11. Sean X un espacio reqular, localmente conexo y n € N. Para
cada C' € 2%, se tiene que T™(C) = C. En particular T™ : P(X) — 2% es
una funcion suprayectiva.

Demostracion. Dado que X C T™(X), T"(X) = X. Ahora, sea C' € 2%\ {X}.
Vamos a probar que 7"(C) = C.

Primero vamos a comenzar tomando a n = 1, es decir, vamos a probar que
T(C) = C. Por el Teorema 2.6, C' C T(C'). Supongamos que existe = € T'(C')
tal que x ¢ C. Como X \ C' es una abierto que contiene a x, por la regularidad
de X, existe un abierto U en X tal que x € U y cl(U) € X \ C. Por la
conexidad local de X, existe un abierto conexo en X tal que x € V C U C
X\C. Asf,z eV Cc(V)eC(X)ycd(V)NC =0. Por lo que x ¢ T(C),
esto es una contradiccién. Esto prueba que T'(C) = C.

Ahora supongamos que el resultado es cierto paran—1. Sea C' € 2%\{X}. Por
hipétesis de induccién, T~ H(C) = C. Como T"1(C) € 2%, T(T"Y(C)) =
YO, Ast, T"(C) = T(T"Y(C)) = C. O

Es conocido que la conexidad local y la conexidad en pequeno son equi-
valentes, ver [10, Teorema 27.16, p. 201}, esta equivalencia la usaremos en la
prueba del siguiente resultado.

Lema 2.12. Sea X un espacio topoldgico. Si para cada A € 2%, T(A) = A,
entonces X es localmente conexo.

Demostracion. Sean p € X y U un subconjunto abierto de X tales que p € U.
Notemos que X \ U es cerradoen X y p ¢ X \ U. Como X \U =T (X \U),
existe W € C(X) tal que p € int(W) C W C X\ (X \U) = U. Asi, X es
conexo en pequeno en p. De donde, X es localmente conexo. O

Teorema 2.13. Sea X un espacio topologico. St X tiene una cantidad finita
de componentes, entonces T(0) = 0. En particular, si X es conexo, T(0) = 0.

Demostracion. Consideremos los siguientes casos.
Caso I. Supogamos que X no es conexo y tiene una cantidad finita de
componentes.
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Para probar que X \T'(0) = X, sea 2 € X. Es suficiente probar que existe un
subconjunto conexo y cerrado W de X tal que z € int(W) C X \ (). Tomemos
C' la componente de X tal que z € C. Como z € int(X), por el Lema 1.7,
x € int(C). Notemos que W = C' cumple con las condiciones requeridas. Por
lo tanto T'(() = 0.

Caso II. Supogamos que X es conexo.

Nuevamente para probar que X \ T(0) = X, sea € X. Observemos que
es suficiente probar que existe un subconjunto conexo y cerrado W de X tal
que z € int(W) C X \ 0. Claramente W = X cumple con las condiciones
requeridas. De donde, T'(()) = 0. O

Teorema 2.14. Sea X un espacio compacto. Si T(()) = 0, entonces X tiene
una cantidad finita de componentes.

Demostracién. Supongamos que T'() = (). Entonces para cada punto z € X
existe un cerrado y conexo W, de X tal que = € int(W,) C W, C X \ 0.
Por lo que la familia {int(W,) : * € X} es una cubierta abierta de X.

n
Como X es compacto, existen zy,...,2, € X tales que X = J int(W,,) C
=1

=
n

n
U (W,,) € X. Porlo que |J W,, = X. Asi, X es la unién de una cantidad
j=1 j=1
finita de conjuntos conexos. Por lo tanto X tiene una cantidad finita de
componentes. ]

Corolario 2.15. Sea X un espacio compacto. Entonces T(0) = 0 si y sdlo
si X tiene una cantidad finita de componentes.

Lema 2.16. Sean X un espacio compacto, conexo y de Hausdorff y A €
P(X)\{0}. Si T(A) = EUF, donde E y F son cerrados, no vacios y
ajenos, entonces ANE #0# ANF.

Demostracion. Supongamos que A C E. Por la normalidad de X, existen dos
abiertos Dy D' en X tales que AC EC D, F C D' ycl(D)ncl(D') =0.
Por otra parte, por el Lema 1.13, fr(D’) N (D U D') = (), en particular
fr(D') N T(A) = 0. Por la conexidad de X, fr(D’) # (. Ahora, por ca-
da b € fr(D'), existe un subconjunto cerrado y conexo W, de X tal que
b € int(W,) C W, C X \ A. Entonces la colecciéon {int(W;) : b € fr(D")}
es una cubierta abierta de fr(D’). Por la compacidad de fr(D’), existen

bi,...,b, € fr(D') tales que fr(D’) C J int(W,,). Necesitamos probar la
j=1
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siguiente afirmacion.
Afirmacioén. Si C' es una componente de cl(D’), entonces C' Nfr(D’) # (.

Por la Teorema 1.12, C' N fr(cl(D’)) # 0. Asi, dado que:

Cnfr(c(D)) =C N (c(D)Nel(X\ (D))
c Cn(c(D)Nne(X\ D))
=Cnfr(D),

tenemos que C' N fr(D’) # (). Esto prueba la afirmacion.

n

Sea K = |J Wy, Ucl(D'). Probaremos que K tiene un nimero finito
j=1

de componentes. Supongamos que existe una componente W de K tal que

Wn J W, =0. Entonces W C cl(D’). Sea L la componente de cl(D’) tal
j=1

que W C L. Por la Afirmacién, L N fr(D’) # 0. De donde L N W, # 0 para
alguna j € {1,...,n}. Asi, como L UW}, es un conexo contenido en K y
W es una componente de K, L UW,, = W, esto es una contradiccion. Por

n
lo que toda componente de K intersecta al conjunto J W;,. Asi, dado que
j=1

n

U W, tiene un niimero finito de componentes, K tiene un nimero finito de
=1
éomponentes.

Notemos que KNA =0y K es cerradoen X. Seay € ' C D' C K. Entonces
y € int(K). Sea C' la componente de K que contiene a y. Por el Lema 1.7,
y € int(C). Asi, dado que C' C X \ A y C es cerrado en X, se tiene que
y ¢ T(A), una contradiccion.

Por lo tanto ANE # 0 # ANF. O

Para la prueba del siguiente resultado ver [4, 2.41, p. 104].

Proposicién 2.17. Sea A una familia no vacia de compactos cerrados en
un espacio topoldgico X. Si U C X es un abierto tal que (A C U, entonces
existe una subfamilia finita T de A tal que (T C U.

Proposicién 2.18. Sea X un espacio compacto y de Hausdorff. Si A y B
son dos cerrados no vacios en X y ninguna componente de X intersecta a A
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y a B, entonces existen cerrados no vacios y ajenos X4, Xp de X tales que
X=X,UXp, AC X, yBCXg.

Demostracion. Fijemos a € A. Probaremos que existe un abierto y cerrado
V, en X tal que a € V, C X \ B. Sea H, la familia de los conjuntos abiertos
y cerrados en X que contienen al punto a. Notemos que X € H,. Por la
Proposicién 1.11 2) y 3), (| H, es una componente de X. Asi, por hipdtesis,
N H, N B = (. De donde ﬂ H, C X\ B. Segun la Proposmlon 2.17, existen

Vi,..., Vi € H, tales que ﬂ V; € X \ B. Hagamos V, = ﬂ V;. Claramente
=1 1=1
Vo € Ha.

Por otra parte, tenemos que la familia {V, : a € A} es una cubierta abierta

de A. Dado que A es compacto, existen V,,,...,V,, € {V, : a € A} tales que
k

A c | V,,. Ahora, hagamos:

i=1

k
Xa=|JVa,
=1
Yy
Xp =X\ X,

Notemos que los conjuntos X4 y Xp cumplen con las condiciones reque-
ridas. O

Teorema 2.19. Sean X wun espacio compacto, conexo y de Hausdorff y
{Xy,..., X} CP(X)\ {0} tal que X;NX; =0, sii+#j. Sicada X; es co-
nexo, entonces existen subconjuntos no vacios cerrados y conexos Yy, ..., Yy,

conm <n, de X tales que T(J X;) = U Y], cada Y; contiene algin X; y
i=1 j=1
Y,nY; =0, sii#j.

Demostracion. Sea A = U X;. Por el Lema 2.7, T(A) es cerrado. Asi, T'(A)

es compacto. Dado que A C T(A), elegimos Yi,...,Y,, las componentes de
T(A) tales que cada Y contiene algin X;. Notemos que m < n Probaremos

que T(A) = U Y;. Sea x € T(A). Supongamos que x ¢ U Y;. Entonces

Jj=
ninguna componente de T'(A) intersecta tanto a A como a {z}. ASI dado que

T(A) es de Hausdorff, por la Proposicién 2.18, existen E y F' subconjuntos
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cerrados no vacios y ajenos de T'(A) talesque A C E,x € FyT(A) = EUF.
Por el Lema 2.16, ANE # () # ANF, una contradiccién. Porlo que z € |J Y;.

j=1

Por lo tanto T'(A) = | Y. O
j=1

Corolario 2.20. Sean X wun espacio conexo, compacto y de Hausdorff y
n € N. Entonces T"(C*(X)) C C(X).

Demostracion. Sean n € Ny A € C*(X). Por el Lema 2.10 y el Teorema
2.19, T'(A) es cerrado y conexo.

Supongamos que T™(A) es cerrado y conexo. Probaremos que T""(A) es
cerrado y conexo. Dado que T"(A) = T(T"(A)) es cerrado y T™(A) es
conexo, T" 1 (A) es cerrado y conexo. O

Corolario 2.21. Sean X wun espacio compacto, de Hausdorff y localmente
conexo y n € N. Entonces T"|c+(x) : C*(X) — C(X) es suprayectiva, es
decir, T"(C*(X)) = C(X).

Demostracion. Por el Corolario 2.20, T"(C*(X)) € C(X). Para probar la
otra contencién, sea C' € C(X). Como C es cerrado, por el Lema 2.11,
T"(C) = C. Asi, dado que C es conexo, T"(C) € C*(X). De lo anterior,
T"(C(X)) € C*(X). Por lo tanto, T"(C*(X)) = C(X). O

Finalmente terminamos esta seccion introduciendo los siguientes concep-
tos.

Definicién 2.22. Sean X un espacio topologico y ® : P(A) — P(A) un
funcion. Decimos que X es

1. n-simétrico si para cualesquiera dos elementos x,y € X tales que
y € ®"(x), entonces x € P (y).

2. ®-simétrico si para cada A,B C X cerrados no vacios, entonces

O(A)N B #£ 0 si y sdlo si AND(B) # .

3. puntualmente ®-simétrico si para cada p,q € X, se tiene que p €
®(q) si y sélo siq € P(p).

4. ®-aditivo si para cada A, B C X cerrados no vacios, se cumple que

B(AUB) = ®(A) U(B).
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5. Decimos que ® es idempotente si para cada A C X cerrado no vacio,
P2(A) = D(A).

Vamos a considerar a ®° como la funcién identidad de P(X) en P(X).
Para {z} € P(X), escribiremos ®"(x) en lugar de ®"({z}).

2.2. Aposindesis, irreducibilidad, indescom-
ponibilidad y la funcién T

2.2.1. Aposindesis y la funciéon T’

Definicién 2.23. Sean X un espacio conexo y p,q € X. Decimos que X es
aposindético en p con respecto a q si existe un subconjunto cerrado y
conexo H de X tal quep € int(H) yq ¢ H. Decimos que X es aposindético
en p si X es aposindético en p con respecto a cada punto de X distinto de
p. Decimos que X es aposindético si X es aposindético en cada uno de sus
puntos.

Proposicion 2.24. Si X es un espacio conexo, reqular, localmente conexo y
T1, entonces X es aposindético.

Demostracion. Sean p # g € X. Como X es T1, X \ {q} es abierto en
X. Dado que p € X \ {¢} v X es regular, existe un abierto U tal que
p e U C c(U) € X\ {¢}. Como X es localmente conexo en p, existe
un abierto conexo V tal que p € V.C U C X \ {q}. De tal manera que cl(V)
es un cerrado y conexo y p € cl(V) C cl(U) C X \ {q}. Por lo tanto X es
aposindético. O

Teorema 2.25. Sean X un espacio conexo y p,q € X. Entonces X es apo-
sindético en p con respecto a q si y solo sip € X \ T(q).

Demostracion. La prueba se sigue de la definicion de aposindesis y de que:
X\T(q) ={r € X : existe W € C(X) tal que z € int(W) C W C X\{q¢}}.
O

Teorema 2.26. Un espacio X es aposindético si y sélo si T'(p) = {p} para
cada p € X.
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Demostracion. Supongamos que X es aposindético. Sea p € X. Necesitamos
probar que: si ¢ € X \ {p}, entonces ¢ € X \ T'(p). Sea g € X \ {p}. Como X
es aposindético en ¢ con respecto a p, por el Teorema 2.25, ¢ € X \ T'(p).
Por lo que T'(p) = {p}.

Ahora, sean p,q € X, con p # ¢q. Como T(q) = {q}, p € X \ T(q). Asi,
por Teorema 2.25, X es aposindético en p con respecto a q. Por lo que X es
aposindético. O

Teorema 2.27. Sea X un espacio conervo. Si T" : P(X) — 2% es una
funcion suprayectiva, entonces X es aposindético.

Demostracion. Sea p € X. Como T" es suprayectiva, existe A € P(X) tal
que T"(A) = {p}. Asi, dado que A C T"(A), A = {p}. Por lo que T'(p) = {p}.
Por el Teorema 2.26, X es aposindético. O

A continuaciéon mostraremos un espacio métrico, compacto, conexo y apo-
sindético X tal que T™ : P(X) — 2% no es suprayectiva.

Ejemplo 2.28. Sea C el conjunto de Cantor. Definamos una relacion de
equivalencia ~ en C x [—1,1], de la siguiente manera, (x,a) ~ (y,b) si y
sélo si (x,a) = (y,0) oa=b=10a=>b= —1. Sea X el espacio cociente
C x [-1,1]/ ~, ver Figura 2.13. Hagamos p = X x {1} y ¢ =X x {—1}.

Figura 2.13: El espacio X.

Claramente, X es aposindético. Probaremos que {p, q} ¢ T"(P(X)). Pri-
mero, necesitamos probar T'({p,q}) = X. Supongamos que existe x € X \
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T({p,q}). Entonces existe W € C(X) tal que z € int(W) C W C X\ {p, q}.
Asi, dado que X \ {p, ¢} es homemorfo C x (0,1), W es homemorfo a un arco
con interior vacio, lo cual es una contradiccién. Por lo que T'({p, q}) = X.
Por otra parte, supongamos que existe A € P(X) tal que T(A) = {p, q}. Da-
do que A C T(A), A € {0,{p},{q},{p,q}}, esto es una contradiccién, ya que
T0)=0,T(p) =p, T(q) =q, T({p,q}) = X. Por lo que {p, ¢} ¢ T(P(X))
y T"™ no es suprayectiva.

2.2.2. Irreducibilidad y la funcion T’

A continuacion veremos el concepto de irreducibilidad que méas adelante
nos ayudara a estudiar algunas propiedades la funcién 7" de Jones.

Definicién 2.29. Sean X un espacio conexo y A C X. Decimos que X es:

1. Irreducible en A, si ningin cerrado y conexo propio de X contiene

a A.

2. Irreducible, si existen p # q € X tales que X es irreducible sobre
{p,q}. En el caso de que A = {p,q}, escribiremos que X es irreducible
entre p y q.

Definicién 2.30. Sean X un espacio conexo y p € X. Decimos que p es un
punto de irreducibilidad de X, si existe z € X tal que X es irreducible
entre p y z.

Observemos que si un espacio conexo tiene un punto de irreducibilidad,
entonces éste es irreducible.

Proposicion 2.31. Sea X un espacio conexo. Sip es un punto de irreducibi-
lidad de X, entonces X no es la union de dos subconjuntos propios cerrados
y conexos tales que ambos contengan a p.

Demostracion. Sea q € X tal que X es irreducible entre p y ¢. Supongamos
lo contrario, es decir, existen dos subconjuntos propios cerrados y conexos A
y B de X tales que X = AU B y p € AN B. Sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que ¢ € A. Asi, A es un subconjunto propio cerrado y
conexo de X que contiene a p y ¢, lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto X no es la union de dos subconjuntos propios cerrados y conexos
tales que ambos contengan a p. O]
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Proposicion 2.32. Sean X un espacio conexo y p un punto de irreducibilidad
de X. Si A C X es cerrado y conexo tal que p € A, entonces X \ A es conezo.

Demostracion. Sea A un subconjunto cerrado y conexo de X tal que tal que
p € A. Supongamos que X \ A no es conexo. Entonces existen P, () C X tales
que X\ A = P|Q. Sean Y = PUAy Z = QUA. Por la Proposicién 1.8, Y y Z
son cerrados y conexos. Notemos que X =Y UZ, YNZ=AyY # X # Z.
Asi, utilizando la Proposicién 2.31, p ¢ A, esto es una contradiccién. Por lo
tanto X \ A es conexo. O

Proposiciéon 2.33. Sea X un espacio irreducible entre p y q. Si C' es un
subconjunto cerrado y conexo de X tal que X \ C' no es conezo, entonces
X \ C tiene exactamente dos componentes tales que cada una de ellas es
abierta en X y una contiene a p y la otra contiene a q.

Demostracion. Sean P, C X tales que X \ C' = P|Q. Probaremos que P
y @ son conexos. Hagamos Y = PUC y Z = Q U C. Por la Proposicion
1.8, Y y Z son subconjuntos cerrados y conexos de X. Notemos X =Y U Z,
YNZ=CyY # X # Z. Asi, como p y ¢ son puntos de irreducibilidad de
X, por la Proposicién 2.31, p,q ¢ Y N Z = C. Sin pérdida de generalidad,
podemos suponer quep e P=X\Zyqe @ =X\Y.
Como p y ¢ son puntos de irreducibilidad de X y dado que Y y Z son
subconjuntos propios cerrados y conexos de X tales que p € Y y q € Z, por
el Teorema 2.32, X \ Y y X \ Z son conexos. Por lo que P y ) son conexos.
Por lo tanto, P y @ son las componentes requeridas.

O

Proposiciéon 2.34. Sean X un espacio compacto, conexo y de Hausdorff y
A C X no vacio. Entonces existe un subespacio compacto y conexo e irredu-

cible M de X sobre A.

Demostracion. Sea ® = {C C X : C es un cerrado, conexoy A C C}.
Claramente X € ©. Definamos un orden < en ® como sigue: dados C7, Cy €
D, C; < Oy siy solo si Cy C €. Notemos que (D,<) es un conjunto
parcialmente ordenado.

Consideremos una cadena (€, <) en ©. Claramente (€, <) es un conjunto
dirigido. Mds atn, la funcién inclusién i de (€, <) en D es una red en D.
Sea i(a) = C,, para cada a € (€,<). Asi € = {C, : a € (€,<)}. Hagamos
J = (€,<) y definamos C' = m C,,; mostremos que C' € ©. Es claro que

acJ
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A C Cy C es cerrado en X, por lo que es suficiente ver que C' es conexo.
Para esto, supongamos que existen H, K C C' cerrados ajenos no vacios de
X tales que C = HUK, CNH # 0y CndJ # . Como X es normal,
existen U,V abiertos ajenos de X talesque H C Uy K CV,asi CNU # ()
yCNV #0. Ademéds X \ (UUV) # 0, de no ser asi, U y V formarfan una
separacion de X, lo cual es una contradiccién; de esta manera X \ (U U V)
es un subconjunto compacto no vacio de X.

Para cada a € J, C, € U UV, en caso contrario, existirfa 3 € J tal que
Cs C UUV. De la conexidad de Cg, Cs C U 0 Cg C V. Si Cg C U, entonces
CcUyCnV=0;siCsCV,CCVyCnU=1,lo cual no es posible.

Por cada o € J, tomemos z, € C, \ (UUV), entonces (z4)acs €s una red
en X \ (UUYV), por el Corolario 1.31, (z,) tiene un punto de acumulacién
ze X\ (UUV).

Tomemos W un abierto en X tal que z € W. Veamos que W N C, # 0
para toda a € J. Sea a € J, como J(W) es cofinal en J, existe 5 € J(W)
tal que 8 > ay 3 € W. Dado que x5 € Cz, WNCs # 0y como Cs C C,,
WnC, # 0, por lo que z € cl(C,) = C,. Asi z € C C UUYV, esto es
una contradiccién. En consecuencia C' € ©. Asi, € tiene una cota superior,
a saber, la interseccion de sus elementos. Por el Lema de Zorn 1.20, ® tiene
un elemento maximal M.

Finalmente, probaremos que M es irreducible sobre A. Sea C' un subconjunto
cerrado, conexo y propio de M tal que A C C. Claramente C' € ©. Entonces
C <M. Asi, M C C. Por lo que M = C, lo cual es una contradiccién. Por
lo tanto M es irreducible sobre A. m

Ahora veremos algunos resultados relacionados entre la funcién T de Jo-
nes y el concepto de irreducibilidad.

Lema 2.35. Sean X un espacio compacto, conexo, de Hausdorff e irreducible
entre, 1,y € X yj,k €N. Si0< j<kysiT/(x)NTFI(y) =0, entonces
T ()N TEI7(y) = 0.

Demostracién. Sea 2’ € T*7~1(y). Probaremos que 2z’ ¢ T7F1(x). Primero,
necesitamos probar que existe W € C(X) tal que TF771(y) ¢ X \ W C
X\ int(W) c X \ T9(x). Sea z € TJ(x). Entonces z ¢ T"I(y). Asf,
existe un subconjunto cerrado y conexo W, tal que z € int(W,) C W, C
X\T*771(y). Entonces {int(W,) : z € T9(x)} es una cubierta de 7(z). Da-
do que T7(z) es compacto (Teorema 2.10), existe {21, ...,2,} C TV (x) tal que
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{int(W,,),...,int(W,,)} es una cubierta de T7(z). Hagamos W = |J W.,.
i=1
Dado que T7(zx) es conexo (Corolario 2.20), W es conexo. Notemos que

Ti(z) C int(W) ¢ W c X\ TF97Y(y) y W es compacto. Por lo ante-
rior, 2/ € TF71(y) ¢ X\ W C X \ int(W) c X \ TY(x). Por las Pro-
posiciones 2.32 y 2.33, X \ W tiene a lo més dos componentes abiertas
en X. Sea A la componente de X \ W que contiene a z’. De esta manera
2 e AcCc(A) c X\int(W) C X \T?(z). Por lo que 2’ ¢ T7*1. Por lo tanto
T (z) N THI7Y(y) = 0. O

Teorema 2.36. Si X es un espacio compacto, conexo, irreducible y de Haus-
dorff, entonces X es n-simétrico.

Demostracion. Sean n € Ny z,y € X tales que y € T™(x). Probaremos
que z € T"(y). Supongamos que = ¢ T"(y). Entonces T°(z) N T"(y) = 0.
Aplicando el Lema 2.35, obtenemos que T'(z) N T" !(y) = 0. Nuevamente
por el Lema 2.35, se tiene que T?(xz) N T" 2(y) = (. Asi, aplicando n — 2
veces el Lema 2.35, tenemos que T"(z) N T°(y) = 0. Por lo que, y ¢ T"(z),
esto es una contradiccién. O

Teorema 2.37. Sea X un espacio compacto, conexo, de Hausdorff e irredu-
cible. Si existe n € N tal que T"(p) = T"(p) para todo p € X, entonces
{T™(p) : p € X} es una particion de X.

Demostracion. Claramente, cada T™(p) es no vacio y la unién de los elemen-
tos de {T™(p) : p € X} es X. Finalmente, veamos que si T7"(p) N T"(q) # 0,
entonces T"(p) = T™(q). Sea © € T"(p) N T™(q). Por el Corolario 2.9,
T"(x) C T™(p). De la irreducibilidad de X, de que x € T™(p) y por el Teo-
rema 2.36, p € T"(x). Nuevamente, por el Corolario 2.9, T"(p) C T"(x). De
donde T"(z) = T"(p). De la misma manera, se demuestra que 7" (x) = T™(q).
Por lo tanto T"(p) = T™(q). O

2.2.3. Indescomponibilidad y la funcién T

En lo siguiente estudiaremos el concepto de indescomponibilidad y algu-
nas relaciones que hay entre éste y la funcion T de Jones.

Definicién 2.38. Sea X un espacio conexo. Decimos que X es descompo-
nible si existen A, B € C(X)\ {X} tales que X = AU B. En el caso de que
el espacto no sea descomponible, entonces lo [lamaremos indescomponzible.
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Proposicion 2.39. Un espacio X es descomponible si y solo si X contiene
un subconjunto propio cerrado y conexo con interior no vacio.

Demostracion. Supongamos que X es descomponible. Entonces existen dos
subconjuntos propios cerrados y conexo Ay B en X tales que X = AUB. No-
tamos que X\ B es un conjunto abierto contenido en A. Por lo que int(A) # 0.
Por lo que A es un subconjunto propio cerrado y conexo de X con interior
no vacio.

Para la suficiencia, sea A es un subconjunto propio cerrado y conexo de
X con interior no vacio. Consideremos los siguientes casos:

Caso I. X \ A es conexo.
Entonces cl(X \ A) es un subconjunto cerrado y conexo de X. Necesitamos
probar que cl(X \ A) # X. Sea p € int(A). Veamos que p ¢ cl(X \ A). En el
caso de que p € cl(X \ A), entonces int(A) N X \ A # (), esto es una contra-
diccién. De donde, cl(X \ A) # X. Asi, dado que X = AUcl(X \ A), X es
descomponible.

Caso II. X \ A no es conexo.
Entonces existen subconjuntos abiertos U,V € X tales que X \ A=UUV.
Por la Proposicién 1.8, AUU y AUV son subconjuntos propios, cerrados y
conexos de X y X = (AUU)U (AUV). De donde X es descomponible. [J

Corolario 2.40. Un espacio X es indescomponible si y solo si para cada
A€ CO(X)\ {X}, se tiene que int(A) = 0.

Teorema 2.41. Un espacio X es indescomponible si y sdlo si T'(p) = X para
cada p € X.

Demostracion. Supongamos que X es indescomponible. Seap € X y x € X.
Probaremos que € T'(p). Sea W € C(X) tal que x € int(W). Veamos
p € W. Por en Corolario 2.40, W = X. De donde p € W. Por lo que,
x € T(p). Asi, T(p) = X.

Ahora, supongamos que X es descomponible. Entonces existen A, B € C'(X)\
{X} tales que X = AUB. Sean a € A\ By b € B\ A. Entonces
b € int(B) C B C X \ {a}. De esta manera b € X \ T'(a). Por lo que
T(a) £ X. O
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2.3. El conjunto L

Definicién 2.42. Un continuo es un espacio métrico, compacto y conexo.
Un subconjunto Y de un continuo X es un subcontinuo de X si es un
continuo como subespacio de X .

Sea X un continuo. Consideremos a 2% con la topologia de Vietoris. Sean
A, B € 2% Definimos el conjunto £ como sigue:

L={(A,B)e2Xx2X: ACT(B)y BCT(A)}.
Directamente de la definicién del conjunto £ tenemos lo siguiente.
Proposicién 2.43. Sea X un continuo. Se tienen las siguientes condiciones:
1. {(AJA): Ae2X} C L,
2. (A,B) € L siy sdlo si (B,A) € L,
3. Para cada A € 2%, (A, T(A)) € L.

Demostraciéon. La prueba de 1, se sigue del Teorema 2.6 y de que {(A, A) :
Ae2X} ={(A4,A) e2X x2X : ACT(A) y AC T(A)}. Para la prueba de
2, se sigue de que:

L={(A,B)e2Xx2¥ . AcT(B)y BCT(A)}
={(A,B)€2* x2X . BCT(A) y AcT(B)}
={(B,A) €2*x2¥ :BCcT(A) y AcT(B)}.

La demostracion de 3, se sigue de que A C T(A) C T(T(A)) y T(A) C
T(A). O

Teorema 2.44. Sea X un continuo. Entonces
1. Si (A B)
5i (A, D)
Si (A, B) € L, entonces (T'(A),T(B)) € L.
4. 5i (A, B)

e LyAcCCCB, entonces (A,C) e L y (C,B) € L.
(C,D)e LyACBCC, entonces (B,D) € L.

€ L, entonces (A,AUB) € L.
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Demostracion. Para probar 1, sean (A, B) € Ly A C C C B. Primero vea-
mos que (A, C) € L. Como A C C tenemos que A C C' C T(C). Veamos que
CCcT(A). Dadoque C Cc By BCT(A),C C BCT(A). Asi, C C T(A).
Por lo que (A,C) € L.

Finalmente, veamos que (C,B) € L. Como C' C B, C C T(C) C T(B).
Falta ver que B C T'(C). Como AC Cy BCT(A), BCT(A) CT(C). De
donde, (C,B) € L.

Para probar 2, sean (A, D), (C,D) € Ly A C B C C. Probaremos que
(B,D) € L. Como C C T(D)y B C C, B C T(D). Ahora, veamos que
D cT(B).Dadoque DCT(A)yACB,DCT(A) CcT(B)y DCT(B).
Por lo que (B, D) € L.

La prueba de 3, se sigue de la siguiente afirmacién: si A C T(B) y
B CT(A), entonces T(A) C T(T(B)) y T(B) C T(T(A)).

Finalmente probaremos 4. Sea(A, B) € L. Probaremos que (4, AU B) €
L.Como A C AUB, A C T(AUB). Ahora bien, como B C T'(A)y A C T(A),
AUB CT(A). Asi, (A,AUB) € L. O

Teorema 2.45. El conjunto L es cerrado en 2% x 2%.

Demostracion. Sea (A, B) € 2% x 2%\ L. Sin pérdidad de generalidad, pode-
mos suponer que A € T'(B). Sean a € A\T(B) y un subcontinuo W de X tal
que a € int(W)y WNB =0. SeaV =X\ W. Notemos que V' es un abierto
en X talque BCV y VNW =0. Seald = (int(W), X) x (V). Claramente,
(A, B) €U y U es un abierto en 2%. Para probar que U C 2% x 2%\ L, sea
(C,D) € U. Entonces C Nint(W) # 0y D C V. Ahora, sea ¢ € C Nint(W).
Veamos que ¢ ¢ T(D). En el caso de que ¢ € T(D), W N D # (), esto es
una contradiccién. De donde ¢ ¢ T(D). Asi, (C, D) € 2% x 2%\ L. Lo cual
prueba que 2% x 2%\ L es abierto.

Por lo tanto £ es cerrado en 2% x 2%, O

Definicién 2.46. Un arco es cualquier espacio topologico que sea homeo-
morfo al intervalo cerrado [0,1] C R con la topologia usual. Decimos que un
espacio topologico X es arco conexo si para cada par de puntos x,y € X
existe un arco en X que une a x con y.

Definicién 2.47. Sean X un continuo y A,B € 2X. Un arco ordenado
de A en B es una funcion uno a uno, definida de la siguiente manera, « :
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0,1] = 2% tal que a(0) = A, a(l) = B y para cada s,t € [0,1] tales que
s <t,a(s) C alt).

Los siguientes teoremas seran utilizados posteriormente, sin embrago no
escribiremos su prueba, la cual se encuentra en [5, Teorema 14.9, p. 113] y
[5, Teorema 15.3, p. 120].

Teorema 2.48. Si X es un continuo, entonces 2% y C(X) son arco conezos.

Teorema 2.49. Sean X un continuo y Ay, A, € 2% tales que Ay # A;.
Entonces:

existe un arco ordenado en 2% de Ay a Ay si y solo si Ay C A, y cada
componente de Ay intersecta a Agp.

Teorema 2.50. Sea X un continuo. Entonces LN [C(X) x C(X)] es arco
conexo.

Demostracion. Sea (A,B) € LN [C(X) x C(X)]. Dado que A y T(B)
son elementos de C'(X), por el Teorema 2.49 existe un arco ordenado « :
0,1] —» C(X) tal que a(0) = A,a(l) = T(B) y para cada t € [0,1],
A C a(t) € T(B). Ademés, como (A,B) € L y por el Teorema 2.44.2,
(a(t),B) € L para cada t € [0,1]. Por lo que j(t) = (a(t),B), t € [0,1]
define un arco que une a (A, B) con (T(B), B) y este es un subconjunto de

LN[C(X) x C(X)).

Por otra parte, como By T(B) son conexos y B C T(B) y nuevamen-
te por el Teorema 2.49, existe un arco ordenado ~ : [0,1] — C(X) tal que
v(0) = By (1) = T(B) y para cada t € [0,1], B C ~(t) C T(B). Asi,
para cada t € [0,1], B C ~(t) C T(B), lo cual implica que T'(B) C T'(y(t)),
y v(t) € T(T(B)). De donde (y(t), B) estd en £ N [C(X) x C(X)] para
cada t € [0,1]. Entonces g : [0,1] — £ N [C(X) x C(X)] definido como
g(t) = (7(t), B) es un arco que une a (B, B) con (T(B),B) y este es un
subconjunto de £ N [C(X) x C(X)].

Finalmente, como {(A, A) : A € 2X} N[C(X) x C(X)] es homeomorfo a
C(X) y C(X) es arco conexo, entonces LN[C(X) x C(X)] es arco conexo. [



Capitulo 3

La funcion S

3.1. La funcién S y la funcién T

En esta seccién usaremos la definicién de la funcién T para definir una
nueva la funcién que llamaremos S, presentaremos algunos ejemplos y pro-
piedades béasicas de esta funcién.

Definicién 3.1. Sea X wun espacio topoldgico. Definimos la funcion S :
P(X) — P(X), de la siguiente manera, para cada A € P(X),

S(A)={zeT(A): ANT(z) # 0}.
Para el caso en el que A = {p}, vamos a escribir S(p) en lugar de S({p}).

El siguiente ejemplo muestra que la funciéon 7'y la funcién .S son distintas.

Ejemplo 3.2. Sea A el abanico armonico definido en el Ejemplo 2.5. En-
tonces, para cada p € [0,1) x {0}, T'(p) # S(p).

Recordando que en el Ejemplo 2.5 se probé lo siguiente, para cada p € A:

_ [ sip €A\ {Lo},
T(p)—{ [z,1] x {0} sip=(x,0)yxe€]l01]

Ahora, sea z € [0,1) y p = (z,0). Probaremos que S(p) # T(p). Notemos
que para cada z € [z,1] x {0}

{(2,0)} si z=1,
T((=,0) = { 1] x {0} siz<l.

45
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Asi:

S(p) ={(z,y) € T(p) : {p} NT((2,y)) # 0}
={(2,0) € [x,1] x {0} : {p} NT((2,0)) # 0}
= {(z,0)}.

Por lo que S(p) # T'(p).

En los siguientes teoremas probaremos algunas propiedades basicas de la
funcion S motivadas por las propiedades de la funciéon T' de Jones.

Teorema 3.3. Sean X wun espacio topologico y A, B C X. Se tienen las
siguientes condiciones:

1. AC S(A) CcT(A);
2. pe S(q) siy sdlosiqeS(p);
3. si A C B, entonces S(A) C S(B);

4. si X es compacto y A es cerrado no vacio, entonces S(A) es cerrado
en X.

Demostracion. Para probar 1, sea x € A. Como z € T'(x), z € ANT(z). De
donde ANT(x) # (). Por lo que A C S(A). La otra contencién se sigue de la
definicion de la funcién S.
Probaremos 2. Para la necesidad, sea p € S(¢). Supongamos que ¢ ¢ S(p).
Entonces T'(q) N {p} = 0. Por lo que p ¢ T(g), lo cual es una contradiccion.
De donde g € S(p). De la misma manera se prueba la suficiencia.
Para demostrar 3, sea x € S(A). Asi, x € T(A) y T'(z) N A # (. Dado que
T(A)CT(B)yACB,z€T(B)y0#T(x)nA C T(x) N B. De donde
r € S(B).
Probaremos 4. Vamos a ver que X \ S(A) es abierto. Sea p € X \ S(A).
Consideremos los siguientes casos:

Caso L. p ¢ T'(A).
Como T'(A) es cerrado, entonces X \ T'(A) es un abierto que contiene p que
se queda contenido en X \ S(A).

Caso II. pe T(A) y ANT(p) = 0.
Entonces para cada a € A, existe C, € C(X) tal que a € int(C,) y p ¢ C,.
Notemos que {int(C,) : a € A} es una cubierta abierta de A. Como A
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n
es compacto, existen as,...,a, € A tales que A C |Jint(C,,). Entonces
i=1

pEX\!lCain\

n
C,, es un abierto en X. Finalmente, veamos que
% =1

)

X\OCM C X\ S(A).

i=1
Sea z € X \ U C,,. Para ver que z ¢ S(A) es suficiente probar que
i=1
T(z)N A = 0. Supongamos que T'(z) N A # (. Tomemos y € T(z) N A. Dado
quey € A C |J int(Cy,), y € int(C,;) C Cy, para algin i € {1,...,n}. Asi,

=1
comoy € T'(z), Cy,N{z} # 0. De donde z € C,,, lo cual es una contradiccion.
Por lo que X \ |J C,, es un abierto contenido en X \ S(A).

i=1

Por lo tanto, en cualquier caso X \ S(A) es abierto en X. O

3.1.1. Indescomponibilidad, unicoherencia y la funcién

S

A continuacién veremos la relacion que hay entre los conceptos de indes-
componibilidad, unicoherencia y la funcién S.

Definiciéon 3.4. Sea X un espacio conexo. Decimos que X es unicoherente
si A, B € C(X)\{X} son tales que X = AU B, entonces AN B es conezo.
Decimos que X es hereditariamente unicoherente si para cada A, B €
C(X), AN B es conezo.

Teorema 3.5. Para un espacio X se tienen las siguientes condiciones:

1. 8i X es T, entonces X es indescomponible si y solo si S(A) = X para
cada A € 2%,

2. Si X es aposindético, entonces S(A) = A para cada A € 2%,

3. Si X es un continuo hereditariamente unicoherente y S(A) = A para
cada A € 2%, entonces X es aposindético.

Demostracion. Para probar 1, supongamos que X es indescomponible. Sea
A € 2%, Veamos que S(A) = X. Sea z € X. Para probar que = € S(A) es
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suficiente ver que ANT(z) # . Dado que X es indescomponible, tenemos
por el Teorema 2.41 que T'(z) = X. Asi ANT(x) # 0. Por lo que S(A) = X.
Ahora, para probar la suficiencia de 1, sea p € X. Veamos que T(p) = X.
Dado que {p} € 2¥ y X = S(p) C T(p) C X, T(p) = X. Asi, por el Teorema
2.41, X es indescomponible.

Veamos 2, Sea A € 2%. Probaremos que S(A) = A. Dado que A C S(A),
s6lo necesitamos probar que S(A) C A. Sea x € S(A). Entonces z € T'(A) y
ANT(z) # 0. Como X es aposindético, T'(x) = {z}. Asi, z € A. Por lo que
S(A) = A.

Probaremos 3. Sean p € X. Para probar que X es aposindético en p con
respecto a ¢, es suficiente ver por el Teorema 2.26 que p ¢ T(q). En el caso
de que T'(q) = {q}, se tiene que p ¢ T(q). Ahora, supongamos que p € T(q)
v T(q) # {q}. Dado que T'(q) es un subcontinuo de X (ver Corolario 2.20),
por la Proposicién 2.34, existe un subcontinuo M de T'(q) irreducible entre
py q Seaz € M\ {p,q}. Demostraremos que z € S({p,q}). Notemos que
z€ M C T(q) € T({p,q}). Falta probar que {p,q} NT(z) # 0. Basta ver
que p € T(z). Sea G es un continuo que contiene a p en su interior. Dado
que p € T(q), ¢ € G. Ahora, vamos a demostrar que M C G. Como M es
un continuo en 7'(q), M es un continuo en X. Por ser X hereditariamente
unicoherente, M N G es un continuo. Notemos que p,q € M NG C M. Asi,
MNG = M. De donde M C G. Por lo que z € G. Concluimos que p € T'(z).
De lo anterior z € S({p, ¢}), esto contradice la segunda parte de la hipdtesis.
Por lo tanto p ¢ T'(q). O

La implicacién inversa del Teorema 3.5.2 no es cierta en general, es decir,
existe un espacio X tal que S(A) = A para cada A € 2¥ y X no es apo-
sindético. A continuacién vamos a construir un espacio que cumple con éstas
condiciones. Sea Z el espacio como en la Figura 3.1, y sean vy y vy sus vértices.

v v

Figura 3.1: El espacio Z.
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Consideremos C el espacio cociente que resulta de identificar a v; con vy
a un punto, ver la Figura 3.2, a dicho punto lo denotaremos por v.

Figura 3.2: El espacio C.

Es facil convencerse que C como subespacio de R? es métrico, compacto
y conexo, ademas es la union numerable de circunferencias Cy, C,Cs, . . .,

como en la Figura 3.3.

Figura 3.3: El espacio C = | C;.

=0

Vamos a probar que C es el espacio requerido. Sea A € 2€. Probaremos
que S(A) = A. Primero vamos a calcular T'(A). Para esto necesitamos probar
la siguiente afirmacion.

Afirmacién 1. Si z € |J C, \ (AU {v}), entonces z ¢ T(A).

n=1
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Sean € N tal que z € C,. En el caso de que ANC, =0, z € int(C,,). Por
lo que z ¢ T'(A). Supongamos que ANC,, # (. Como C,, es una circunferen-
cia, existe una parametrizacién g : [—m, 7] — C,, tal que g(—7) = g(7) = v
Y gl(—xm es un homeomorfismo. Asi, g~'(A N C,) es un cerrado no vacio en
[—, w]. Ahora, notemos que g7 '(2) & g 1 (ANC,) y —m, 7 ¢ g ' (ANC,,). Sea
a' =min{g ' (ANC,)} y ¥ = méx{g~*(ANC,)}. Dedonde —7 < o/ <V <7
y g H(z) € (—m,a)UV, ). Sean a,b € [—m, 7] tales que —7 < a < a' < b <
b<mygt(z) e (—ma)uU(b ). Hagamos W = g([—m, a] U [b, 7]). Notemos
que z € int(W) ¢ W € C(C) y Wn A =0, (ver la Figura 3.4). Por lo que
z ¢ T(A).

Figura 3.4: z € int(W) Cc W € C(C).

Ahora, veremos los siguientes casos.

Caso A.v e A.
Vamos a demostrar que T(A) = Cy U A. Por el Teorema 2.6.1, A C T'(A).
Sea z € Cy \ {v}. Veremos que z € T'(A). Sea W € C(C) tal que z € int(W).
Probaremos que W N A # (). Dado que z € int(W) y W es un cerrado y
conexo, por la construccion de C, v € W N A, ver la Figura 3.5. De donde

z € T(A). Por lo que Cy C T(A).
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v v

Vel /4 W

Figura 3.5: z € int(IV).

Sea z € T(A) \ A. Mostraremos que z € CyU A. Supongamos que z ¢ Cj.
Por la construccién de C, z € C,\ {v} para algin n € N. Por la afirmacién I,
existe un subarco de circunferencia W de C,, tal que z € int(W)y WNA = (),
esto es una contradiccién. Por lo que z € Cj.

Por lo tanto T'(A) = Cy U A.

Caso B. v ¢ A.

Primero necesitamos probar las siguientes afirmaciones.
Afirmacién II. v ¢ T(A).

Supongamos que A N Cy # 0.
Como Cj es una circunferencia, existe una parametrizaciéon f : [—7, 7] — Cj
tal que f(—m) = f(7) = vy fl—rm es un homeomorfismo. Asi, f~1(ANCp)
es un cerrado no vacio en [—m, 7]. Dado que v ¢ A, —m,m ¢ f~1(ANC)). Sea
a' =min{f(ANCy)} y ¥ = max{f 1 (ANCy)}. Sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que a < b. Sean a/,0 € [—7, 7] tales que —7 < a < d’ <
b <b<m.

Notemos que f([—m,a] U[b,7]) € C(C)y f([—m, a]Ub,x])NA=0. Ha-
gamos v = f([—m,a] U [b,7]), ver la Figura 3.6.
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Figura 3.6: El arco 7.

Dado que {C), }>°, converge a Cj, existen dos sucesiones {a, }5° ;,{b,}>>, C
C convergentes a f(a) y a f(b), respectivamente, tales que a,,b, € C, para
cada n € N. Ahora, por cada n € N, sea 7, el arco en C,, como en la Fi-
gura 3.7, que une a a,, con b,,. Por la construccion de C, {~,,}>° | converge a .

Figura 3.7: {7,}>°, converge a .

Necesitamos probar lo siguiente: existe N € N tal que v, N A = () para to-
don > N. Supongamos que, por cada i € N, existe n; > i tal que 7, NA # (),
ver Figura 3.8. Ahora, por cada i € N, sea y,, € 7,, N A. Por la compacidad
de C, podemos suponer que {y,,} conerge a y € A. Asi, por la Proposicién
144, y € yN (AN Cy), esto es una contradiccion.



CAPITULO 3. LA FUNCION S 53

Figura 3.8: W = |J 7, U~.
n=N

Ahora, supongamos que C; intersecta a A para cada i € {1,..., N — 1},
Sea i € {1,...,N — 1}. Como C; es una circunferencia, existe una para-
metrizacion g; : [-7, 7] = C, tal que g;(—7) = g(7) = v ¥ Gi|(—nx) €5 un
homeomorfismo. Asi, g; ' (ANC,) es un cerrado no vacio en [—, 7|. Notemos
que —7, 7w & g; '(ANC;). Sea a; = min{g; ' (ANC;)} y b = max{g; ' (ANC;)}.
De donde —7 < a} < b, < 7. Sean a;,b; € [—m, 7] tales que —7 < a; < a} <
bV, < b; < m. Entonces [—m,a;] U [bj, 7] C [-7, 7]\ g; (AN C;). Por cada
1€ {Z, ce ey N — ]_}, sea VVz = gi([—ﬁ,ai] U [bz,’ﬂ'])

N—-1 o0
Hagamos W = |J W;U J U, ver la Figura 3.9. Notemos que W es un
i=1 i=N
subconjunto compacto, conexo de C, WNA =0y v € int(W) Cc W € C(C).

De donde v ¢ T(A).
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(2

N-1
Figura 3.9: W = | W; U
=1

)

U v U
=N

Supongamos que Cy N A # (). Como Cj es una circunferencia, existe una
parametrizacién f : [-m, 7] = Cy tal que f(—m) = f(7) = vy fl—an €5
un homeomorfismo. Asi, f~'(A N Cy) es un cerrado no vacio en [—m, 7).
Dado que v ¢ A, —m,m ¢ fHANCy). Sea a = min{f~H(ANCy} vy
b = max{f (AN Cy)}. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que
a < b. Hagamos = f([a,b]). Entonces A N Cy C S. Necesitamos probar la
siguiente afirmacion.

Afirmacién IIT Si z € Cy \ (BU{v}) y ANCy # 0, entonces z ¢ T(A).

Como Cj es una circunferencia y ANCy C 3 el cual no contiene a v, usando
una parametrizaciéon como arriba, podemos probar que existen a,b € Cp \ 8
y un arco v en Cj con puntos extremos a y b tales que z,v € v\ {a,b} y
v N B = (. Sin pérdidad de generalidad podemos suponer que 7 es como en
la Figura 3.10.
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Figura 3.10: AN Cy C .

Dado que {C,}5°, converge a Cj, procedemos como arriba, para probar
oo

que existe una sucesion {v,}>°, C |J C; tal que, por cada n € N, ,, el arco
i=1
en C, que cintiene a vy {7,}5°, converge a .

Ahora, necesitamos probar que existe N € N tal que v, N A = ) pa-
ra todo n > N. Supongamos que, por cada ¢ € N, existe n; > 7 tal que
Y, N A # (. Ahora, por cada i € N, sea y,, € ¥,, N A. Por la compacidad
de C, podemos suponer que {y,, } converge a y € A. Asi, por la Proposicién
144, y € yN (AN ), esto es una contradiccion.

Finalmente, sea W = U Yn U7. Claramente W € C(C), z € int(W) y
WNA=0, verla FlguraBS Por lo que z ¢ T(A).

Ahora, consideremos los siguientes casos.
B.1. AnC, =0.

Para este caso demostraremos que T(A) = A. Antes, necesitamos probar
k
que: existen nq,...,n; € N tal que A C U Cp,. Supongamos que existe una

sucesion {n;}2, de N tal que AN C,, 7é (7) para todo 7 € N. Tomemos, por
cada i € N, a; € ANC,,. Por la compa(ndad de A, podemos suponer que
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existe un a € A tal que a,, converge a a, ver la Figura 3.11. Dado que C,,
converge a Cy (por la construcciéon de C), a € Cy. Asi, a € ANCy, lo cual es
una contradiccion.

Figura 3.11: a,, € ANC,,.

Ahora, probaremos la siguiente afirmacion.
Afirmacién B.1.1. Si z € (), entonces z ¢ T'(A).

Sean z € Cy, m = méx{ny,...,ni} e i € {1,...,m}. Sin pérdida de ge-
neralidad, podemos suponer que ANC; # () para cada i € {1,...,m}. Como
C; es una circunferencia, existe una parametrizacién g; : [—m, 7] — C,, tal
que g;(—7) = g(7) = v ¥ gi|(—nx) s un homeomorfismo. Asi, g; (AN C,,) es
un cerrado no vacio en [—7, 7|. Ahora, notemos que g; '(2) ¢ g; (AN Cy) y
—m, 7 & g7 "(ANC;). Sea a) = min{g; *(ANC))} y b = max{g; '(ANC;)}. De
donde —7m < @) < b, < m. Sean a;,b; € [—7, 7| tales que —7 < @; < a} <V} <
b; < 7. Entonces [—7, a;) U [b;, 7] C [—m, 7]\ g; ' (A). Por cadai € {1,...,m}
hagamos W; = g;([—m, a;) U [b;, 7]).

Hagamos W = [y W, U | C; U Cy, ver la Figura 3.12. Notemos que
i=1 i=m+1

W es un subconjunto compacto, conexo de C, WNA =0y z,v € int(W) C
W e C(C). De donde z,v ¢ T'(A).
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Figura 3.12: W= W, U U C;UC.
i=1

i=m-+1

Regresado a la prueba de que T(A) = A, sea z € T(A). Por las Afirma-
ciones I, I y B.1.1, se tiene que z € A.
Por lo que en este caso T'(A) = A.

B.2. ANCy # 0.

Consideremos los siguientes casos.

B.2.1. Si AN () es un conexo, entonces T'(A) = A.

Dado que AN Cj es un conexo y cerrado en Cy, = AN Cy. Sea z € T'(A).
Por las Afirmaciones I, II y III, se tiene que z € A.

Por lo que en este caso T'(A) = A.

B.2.2. Si AN Cj no es conexo, entonces T'(A) = AU .

Recordemos que ANCy C S. Sea z € T'(A). Por las Afirmaciones I, IT y
II1, se tiene que z € AU S.

Finalmente, sea z € '\ ANCy. Probaremos que z € T(A). Sea W € C(C)
tal que z € int(W). Por la construccién de 5y C, a € W o b € W. Por lo
que, AN # . De donde z € T'(A).
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Esto finaliza el cdlculo de T'(A) para cada A € 2°.

Ahora vamos a probar que S(A) = A. Para esto tenemos los siguientes
Casos.

Caso I v € A.

Recordemos que en este caso, T(A) = Cy U A. Claramente A C S(A).
Ahora, sea © € S(A). Entonces © € T(A). En el caso de que x € Cy \ A4, se
tiene que T'(z) = x, as{ T'(x) N A = (), una contradiccién. De donde, x € A.

Caso IT v ¢ A.

En este caso, si ANCy =0 o AN Cy es conexo, entonces T(A) = Ay
dado que A C S(A) C T'(A), se sigue que S(A) = A.
Ahora, supongamos que A N Cj no es conexo. Entonces T'(A) = AU . No-
temos que A C S(A). Ahora, sea © € S(A). Si z € §\ A, tenemos que
T(x) =z, asi ANT(x) = 0. De donde x € A. Por lo que, S(A) = A.
De lo anterior, concluimos que S(A) = A.
Finalmente, dado que T'(v) = Cj, por el Teorema 2.26, C no es aposindético.

Proposicién 3.6. Sea X es un espacio conexo, reqular y Ty. Si X es local-
mente conero, entonces S(A) = A para cada A € 2.

Demostracion. La prueba se sigue de la Proposicién 2.24 y del Teorema 3.5
inciso 2. O

3.1.2. Conexidad y la funcién S

A diferencia de la funcién 7' de Jones, S(A) no siempre es conexo para A €
C(X). En esta parte discutiremos este problema. Comenzamos construyendo
un espacio métrico compacto y conexo en el cual se muestra que S(A) no
siempre es conexo para A € C(X).

Ahora, consideremos dos abanicos armoénicos ajenos, ver la Figura 2.5,
X1 y Xa, dichos abanicos con barra limite C,, ,,, donde v; es el vértice del
abanico armoénico y u; el punto final de la barra limite de X;, ver Figura 3.13.
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Figura 3.13: Abanicos armédnicos.

Sea G el espacio que resulta de identificar a v; con us y a vy con uq,
ver la Figura 3.14. Sin pérdidad de generalidad, podemos suponer que Cy =
Cuy g U Cy - Hagamos p = {ug, 02} y ¢ = {ug, v1}.

Figura 3.14: El espacio G.

Ejemplo 3.7. El espacio G cumple las siguientes condiciones:

1. T(p) = Cv1yu1 Yy T(Q) = Cvz,u2'
2. S(p) = S(q) =A{p. 4}

Probaremos que S(p) = S(q) = {p, ¢}. Primero, calcularemos T'(p). No-
temos que p € T'(p).
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Claramente si x € G\ Cy, entonces x ¢ T(p). Ahora, probaremos que si
x € Cyyuy \{p, q}, entonces x ¢ T'(p). Sea x € Cyy 4, \ {p, ¢} Por la forma en
que se construyé G, existe un abanico W, como en la Figura 3.15, contenido
en G tal que z € int(W) C W C G\ {p}. Asi, = ¢ T(p).

Figura 3.15: z € int(WV).

Ahora, para x € C,, 4,, probaremos que z € T'(p). Sean x € C,, ., \ {p, ¢}
y W e C(G) tal que z € int(W). Probaremos que p € W. Por la forma en
que se construyé G, existe un abanico W’ C W, como en la Figura 3.16, tal
que z € int(W’) Cint(W) y p € W'. Por lo que p € W. Asi, x € T(p).

Figura 3.16: = € int(W’).

En el caso de que z = ¢, sea W € C(G) tal que ¢ € int(W). Probaremos
que p € W. Por la forma en que se construyé G, existe W/ € C(W), como
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en la Figura 3.17, tal que ¢ € int(W’) C int(W) y p € W’. Por lo que p € W.

Figura 3.17: ¢ € int(W").

De lo anterior, tenemos que T'(p) = C, 4,- Haciendo el mismo andlisis,
tenemos que T'(q) = Cy, uy-

Ahora vamos a calcular S(p). Sea x € Cy, 4, \ {p, ¢}. Claramente, T'(z)
es el arco 7y con extremos x y ¢, como en la Figura 3.18, el cual no contiene
a p. Por lo que, x ¢ S(p). Asi, dado que T(p) = Cypus ¥ T(q) = Cop s
S(p) =A{p.q}-

De manera similar, se prueba que S(q) = {p, ¢}

Figura 3.18: El arco 7.

Los siguientes dos teoremas son consecuencia inmediata del Teorema 3.5.



CAPITULO 3. LA FUNCION S 62

Teorema 3.8. Si X es aposindético, entonces S(A) es conexo para cada
ACcXeCX).

Teorema 3.9. Si X es T} e indescomponible, entonces S(A) es conexo para
cada A C X € C(X).

Teorema 3.10. Sean X un espacio conexo y
S*={(z,y) e X xX:2eT(y) yyeT(x)}
1. Si S(p) es conezxo para cada p, entonces S* es conezo.

2. Si S* es conexo, entonces S(p) es conexo para algin p € X.

Demostracion. Para probar 1, primero probaremos que S* = |J ({p} xS(p)).
peX

Sea (x,y) € S*. Veamos que (z,y) € {z} x S(z). Dado que {z} NT(y) # 0

vy € T(z), y € S(x). De donde (x,y) € {z} x S(x). Por lo que S* C

U ({p} x S(p)).

peX
Para probar la otra contencién, sea (x,y) € {p} x S(p). Entonces x = p y

y € S(p). Asiy € T(x) y T(y) N{x} # 0. De donde (z,y) € S*. Por lo que
U ({p} x S(p)) € 5™

peX

Notemos que la diagonal A = {(z,x) : x € X} C S* es conexa y ésta
intersecta a cada uno de los conjuntos {p} x S(p). Asi, dado que cada {p} x
S(p) es conexo, S* es conexo.

Para ver 2, supongamos que para cada punto p € X, S(p) = H, U K, donde
H, y K, son subconjuntos disjuntos no vacios y cerrados de X. Veremos que
S*= U ({p} x Hy) U U ({p} x K,) notemos que los conjuntos {p} x H, y

pEX peX

{p} x K, son cerrados en X x X pero S* = |J ({p} x S(p)) = U ({p} x

peX peX
H,)U U ({p} x K,). Si (z,y) € {p} x H,N{q} x K, entonces t =p=gqy
peX

y € H,Nk, lo cual es una contradiccién. Esto prueba que para algun p € X,
S(p) es conexo. O

Observacion 3.11. En el Teorema 3.10, la hipotesis de la condicion del
inciso 1, es necesaria, ya que en el Ejemplo 3.7 se tiene que S(x) = {x} para
cada x € G\ {p,q} vy que S* = {(z,x) : x € G} U{(p,q),(q,p)} el cual no es
conezxo.
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3.1.3. Simetria, aditividad e idempotencia de la fun-
cion S

Se sigue de la definiciéon de la funcion S que cualquier continuo es pun-

tualmente S-simétrico (ver la parte 2 del Teorema 3.3) pero no siempre es

S-simétrico, ya que el espacio A como en el Ejemplo 2.5, es un puntualmente
S-simétrico pero no es S-simétrico, la prueba la realizaremos a continuacion.

Para probar que A no es S-simétrico, consideramos los conjuntos A =
{(3,0),(2,0)} y B={(3,0)}, ver Figura 3.19.

3

A—e®

e
0 T (.0
’ (.00

Figura 3.19: Los conjuntos A y B.

Primero calculamos T'(A) y T'(B). Dado que, para cada p € A,
T(p) = {p} sip € A\ {Lo},
b [z,1] x {0} sip=(z,0)yzel01].
tenemos que:
T(A) = [5,1] x {0}
y
T(B) = [3.1] x {0}.

Ahora veamos S(A) y S(B). De lo probado en el Ejemplo 3.2 y de que
para cada p € A,

o {p sipe A\ {L},
T(p>—{ [f,ux{()} siiz(az,O)yxE[O,l}.
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tenemos lo siguiente:

De lo anterior, se tiene que:

BNSA) ={(3,0}n[3 2] x{0} ={(5,0)} = B.

29

mientras que:

ANS(B) = {(2,0), (20} n {30} =0.

Por lo tanto X no es S-simétrico.

Ahora vamos a presentar algunas relaciones entre simetria y aditividad.

Teorema 3.12. Sea X un espacio topolégico. St X es S-simétrico, entonces
éste es S-aditivo.

Demostracion. Sean A, B C X cerrados no vacios. Dado que S(A)US(B) C
S(AU B), es suficiente ver que S(AUB) C S(A)US(B). Sea z € S(AU B).
Como {z} N S(AUB) # () y X es S-simétrico, S(z) N (AU B) # (. Asi,
S(x)NA#0 o Sx)n B # . Sin pérdidad de generalidad, supongamos
que S(z) N A # (). De esta manera, por hipétesis, {x} N S(A) # 0, es decir
reSA)yxzeSA)US(B).

Por lo tanto S(A) U S(B) = S(AU B) y X es S-aditivo. O

Teorema 3.13. Si X es puntualmente T-simétrico, entonces S(p) = T(p)
para cada p € X.

Demostracion. Sea p € X. Dado que S(p) C T(p), es sufiente probar que
T(p) C S(p). Sea x € T(p). Como X es puntualmente T-simétrico, p € T'(x).
Asi z € S(p).

Por lo tanto S(p) = T'(p). O

Corolario 3.14. Sea X un espacio compacto y de Hasudorff. St X es pun-
tualmente T-simétrico, entonces S(p) es conexo para cada p € X.
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Demostracion. Dado que X es puntualmente T-simétrico, por el Teorema
3.13, S(p) = T(p) para cada p € X. Ahora por Corolario 2.20, T(p) es
conexo para cada p € X. Por lo tanto S(p) es conexo para cada p € X. [

Corolario 3.15. Sea X un espacio compacto y de Hasudorff. Si X es T-
simétrico, entonces S(p) es conexo para cada p € X

Teorema 3.16. Sea X un espacio T1. Si T es idempotente en X, entonces
para cada p € X, S(p) = S(q) siq € S(p).

Demostracion. Sean p € X y q € S(p). Entonces ¢ € T'(p) y p € T(q).
Ahora, sea € S(p). Entonces z € T(p) y p € T(x). Como p € T(q) y T
es idempotente en X, T'(p) C T(T(q)) = T(q), asi z € T(q). Falta probar
que g € T(x). Como p € T(z), por la idempotencia de T, T'(p) C T(T'(x)) =
T(z). Asi, dado que ¢ € T'(p), g € T'(z). Por lo que x € S(q). Esto prueba
que S(p) C S(q)-

De manera similar se prueba que S(¢) C S(p).

Por lo tanto S(q) = S(p). O

Corolario 3.17. Sea X un espacio T\. Si T es idempotente en X, entonces
el conjunto {S(x) : x € X} es una descomposicion del espacio X .

Demostracion. Para probar que {S(z) : x € X} es una descomposicion,
primero veremos que si S(p) # S(z) para x # z € X, entonces S(p) N S(z) =
(). Sea g € S(p) N S(z), por el Teorema 3.16, S(p) = S(q) y S(z) = S(q). Por
lo que S(p) = S(2), lo cual es una contradiccién. De donde, S(p) N.S(z) = 0.
Ahora, para todo p € X, se sigue del Teorema 3.3.1 que p € S(p). Asi
S(p) # () para todo p € X.

Finalmente, probaremos que (J S(p) = X. Sélo veremos la prueba de la
peX
segunda contencién. Sea p € X, por el Teorema 3.3.1, p € S(p), de esta

manera p € |J S(p).
peX
Por lo tanto, hemos probado que {S(z) : x € X} es una descomposicién del

espacio X. ]
El siguiente teorema nos dice cuando S es idempotente.

Lema 3.18. Sean X un espacio topologico y A C X cerrado no vacio. Si T
es idempotente, entonces:

S(S(A)) = {p € T(A) : S(A) N T(p) # 0},
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Demostracion. Por el Teorema 3.3.1, A C S(A) C T(A) y el Teorema 2.6.2,
T(A) C T(S(A)) C T(T(A)). Asi, como T es idempotente, T'(S(A)) = T'(A).
Por lo que:

S(5(A)) ={p € T(5(A)) : S(A)NT(p) # 0}
={peT(A): S(ANT(p)# 0}

]

Teorema 3.19. Sea X un espacio topologico. Si T es idempotente en X,
entonces S es idempotente en X .

Demostracion. Sea A un subconjunto cerrado no vacio en X. Dado que
S(A) C S(S(A)), es suficiente ver que S(S(A)) C S(A). Sea x € S(S(A)).
Por el Lema 3.18, x € T'(A). Finalmente, necesitamos probar que ANT(z) #
. Como z € S(S(A)), S(A)NT(x) # 0. Sea y € S(A) N T(x). Entonces
ANT(y) # 0y T(y) C T(T(x)) = T(z). De donde, ANT(x) # 0. Asi,
x € S(A) por lo que S(S(A)) C S(A). O

El siguiente Teorema nos dice que si 1" es idempotente en un continuo X,
entonces tenemos algtn tipo de aditividad para la funciéon S, es decir, para
cada p € S(A), la unién de S(p) coincide con S(A).

Teorema 3.20. Sean X un espacio topologico y A C X cerrado no vacio.

Si T es idempotente en X, entonces S(A) = |J S(p).
peS(A)

Demostracion. Sea A C X cerrado no vacio. Para probar la primera con-
tencion, sea © € S(A). Por el Teorema 3.3.1, {x} C S({z}). De donde
ze |J S(p). Porloque S(A)c U S(p).
peES(A) peES(A)

Para probar la otra contencién, sean p € S(A) y w € S(p). Probaremos
que w € S(A). Dado que w € T(p) y p € T(A), tenemos que w € T'(p) C
T(T(A)). Ahora, como T es idempotente, w € T'(A). Finalmente, veamos que
ANT(w) # 0. Como w € S(p), por el Teorema 3.3.2, p € S(w), asi p € T'(w).
De lo anterior y de que T es idempotente, p € T'(p) C T(T(w)) = T'(w). De
donde, T'(p) C T'(w). Ahora, dado que ANT'(p) # 0 (p € S(A)), ANT (w) # 0.

Con esto concluimos que w € S(A). Por lo que |J S(p) C S(A).
pES(A)
Por lo tanto S(A) = | S(p).
pES(A)
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3.1.4. Continuidad de la funcion S

Sean X un continuo. Consideremos a 2% con la topologia de Vietoris. Sea
O : 2% — 2% una funcién.
Decimos que O es semicontinua superiormente si el conjunto {4 € 2% :
O(A) C U} es abierto en 2% para todo conjunto abierto U C X.
Decimos que © es semicontinua inferiormente si el conjunto {A € 2% :
O(A)NU # 0} es abierto en 2% para todo conjunto abierto U C X.

Teorema 3.21. La funcion © : 2% — 2% es continua si y sélo si es semi-
continua inferiormente y semicontinua superiormente.

Demostracion. Sea U un abierto en X. Por Lema 1.33 e), f), tenemos que
1. {Ae2X:0A4)NU#0}=0"1{U X)),
2. {A€2X:0(A) CU} =0"1({U)).

Usando que (U, X), (U) son abiertos en 2% y si © es continua, entonces © es
semicontinua inferiormente y semicontinua superiormente.

Ahora, si {A € 2X : 0(A)NU #£ 0} y {4 € 2% :0(A) C U} son abiertos en

2% entonces © es continua. [

Como una consecuencia inmediata del Teorema 3.5 y la Proposicion 3.6
tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.22. Sea X un espacio topologico conexo. St X satisface una de
la siguiente condiciones:

1. Indescomponible,

2. Aposindético y 11,

3. Localmente conexo, reqular y T,
entonces S|ox es continua.

Demostracion. Para la prueba de la continuidad de S|yx, usaremos el Teo-
rema 3.21. Supongamos que X es indescomponible. Por el Teorema 3.21.1,
es suficiente probar que S|yx es semicontinua inferiormente y semicontinua
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superiormente. Sean U un abierto de X. Si U # X, por el Teorema 3.5.1,
{Ae2¥:S(A) =X CU} = 0. Ahora, en el caso de que U = X, por el
Teorema 3.5.1, {A € 2% : S(A) = X} = 2%, Por lo que S|,x es semicontinua
superiormente.

Por el Teorema 3.5, {A € 2%X : S(A)NU # 0} ={A €2 : XNU #
P} = 2%. Por lo que S|,x es semicontinua inferiormente. Por lo tanto S|yx es
continua.

Ahora, consideremos que X es aposindético. Sea U un abierto de X. Por
el Teorema 3.21.2, se tiene que:

{Ac2X:8A)CcUY=(U)y

{Ae2X:S(A)NU +£0} = (U, X).

De lo anterior, S|yx es semicontinua inferiormente y superiormente. Por el
Teorema 3.21.1, S|,x es continua.

Para el caso en que X es localmente conexo, por la Proposicién 3.6, la
prueba es similar a la anterior. O

El ejemplo 3.7 muestra que S no es continua incluso si es restringida a X.
En efecto, existe una sucesién {z,} que converge a p tal que S(z,) = {z,}
mientras que S(p) = {p, q}.

Teorema 3.23. Sea X un continuo. Entonces S|yx es semicontinua supe-
riormente.

Demostracion. Sean V un abierto en X y W = {A € 2% : S(A) C V}. Para
demostrar que W es abierto en 2% es suficiente probar que 2%\ W es cerrado
en 2. Hagamos K = 2X\W. Notemos que K = {A € 2% : S(A)NX\V # 0}.
Sean A € clyx(K) y {A,} C K una sucesién que converge a A. Con el fin
de probar que A € K, es suficiente ver que S(A) N X \ V # ). Como cada
A, € K, existe y, € S(A,) N (X \ V) para cada n € N. Por la compacidad
de X, podemos suponer que {y,} converge a y en X. Dado que (X \ V) es
cerrado, y € X\ V. Por otra parte, necesitamos probar que y € S(A). Primero
veremos que y € T(A). Sea C' un subcontinuo de X tal que y € int(C).
Veamos que C'N A # (). Como y € int(C), existe N € N tal que y,, € int(C)
para n > N. Asi, dado que y, € T(4,) paran > N, C N A, # 0 para
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todo n > N. A continuacién probaremos que C' N A # (). Por cada n > N,
sea x, € C'N A,. Por la compacidad de X, podemos suponer que {x,},>n
converge a x en X. Asi, por la Proposicion 1.44, x € AN C. Esto prueba
que y € T(A). Finalmente, veremos que AN T(y) # (. Como y, € S(A,),
A, N T(y,) # 0. Por cada n € N, sea x, € A, NT(y,). Por la compacidad
de X, podemos suponer que x,, converge a algin x € X. Por la Proposicién
1.44, = € A. Ahora veremos que = € T(y). Sea C' un subcontinuo de X tal
que z € int(C'). Vamos a probar que y € C. Sea Ny € N tal que z,, € int(C)
para todo n > Ny. Como z,, € T'(y,), y» € C para todo n > Ny. Asi, y, € C
para todo n > Ny. Dado que C' es cerrado, y € C. Por lo que x € ANT(y).
Lo anterior prueba que y € S(A)N X \ V. Concluimos que K es cerrado. Por
lo tanto W es abierto y S|,x es semicontinua superiormente. O

Corolario 3.24. Sea X un continuo métrico. Entonces S|ox es continua si
y sdlo si S|yx es semicontinua inferiormente.

Demostracion. Para la Necesidad, si S|yx es continua, por el Teorema 3.21,
S|yx es semicontinua superiormente y semicontinua inferiormente. Para la
Suficiencia, como S|,x semicontinua inferiormente y por los Teoremas 3.23 y
3.21, S|,x es continua. O

3.1.5. Relacion entre las funciones 7' de Jones, K y S

La funcion S es definida usando la funcién T' de Jones y esté estrecha-
mente relacionada con la funciéon K, la cual definimos a continuacion.

Dado un continuo X. Definimos K : P(X)\ {0} — P(X)\ {0} para cada
AcCX:
K(A) =W € C(X): ACint(W)}.

En el caso en que A = {p}, escribiremos K (p) en lugar de K ({p}).

Proposicién 3.25. Sean X un continuo y p,x € X. Entoncesp € T'(x) si y
sélo si x € K(p).

Demostracion. La prueba se sigue de ambas definiciones. O]

Teorema 3.26. Sea X un continuo. Entonces se tienen las siguientes con-
diciones:

1. Si AC B C X, entonces K(A) C K(B),
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2. S(p) =T(p) N K(p) para cada p € X,
3. S(A) Cc T(A)N K(A) para cada A € 2%,
4. S(A) =T(A)NK(A) para cada A € C(X).
Demostracion. La prueba de 1, se sigue de que:
{WelC(X):Beint(W)} Cc{W e C(X):Aeint(W)}.

Veamos 2. Para probar la primera contencién, sea z € S(p). Entonces
x € T(p) y p € T(x). Por la Proposicién 3.25, z € K(p). Asi, x € T(p)NK(p).
Para la otra contencién. Sea x € T'(p) N K(p). Entonces € T'(p). Como
x € K(p), por la Proposicién 3.25, p € T'(x). De donde x € S(p).

Probaremos 3. Sea x € S(A), entonces € T(A) y ANT(x) # 0. Sea
a € ANT(x), entonces a € T(z) lo cual implica que z € K(a) C K(A). Asi
reT(A)NK(A).

Para demostrar 4. sean A € C(X) y z € T(A) N K(A). Probaremos
que z € S(A). Notemos que x € T(A). Falta probar que AN T(x) # 0.
Supongamos que AN T (x) = (. Entonces para cada a € A, a ¢ T(x), asi,
para cada a € A, existe un continuo W, tal que a € int(W,) y « ¢ W,. Como
{int(W,) }4ea es una cubierta abierta para A y A es compacto, existe n € N
tal que {int(W,,) : i € {1,...,n}} es una cubierta de A. Sea M = |J W,,,.

=1
Claramente M es compacto, A C int(M) y « ¢ M. Dado que A es conexo

y cada W, es conexo, M es conexo. De donde x ¢ K(A), lo cual es una
contradiccién. Asi AN T(x) # (. Por lo tanto z € S(A).
La otra contencién se sigue del inciso 2. O]

Observamos que en el Teorema 3.26, inciso 3, la igualdad no se tiene en
general, por lo que vamos a construir un continuo Z para el cual existe A € 2%
tal que S(A) # T(A) N K(A). Sea Z el espacio obtenido al hacer la unién de
dos abanicos arménicos Fy y Fy contenidos en R? tales que FyNFy = {(1,0)}
y los puntos (0,0), (1,0) son los vértices de Fy y Fy, respectivamente, donde
las barras limites de Fy y F3 son [0,1] x {0} y [1,2] x {0}, resp., como en
la Figura 3.20. Dado el conjunto A = {(%,0) , (%,0)}, ver la Figura 3.20,
probaremos que S(A) # T(A) N K(A).
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(1,1) (2,1)

5 =
(0,0) (1,0) (2,0)

Figura 3.20: El continuo Z = F} U F.

Claramente, T'(A) = [1,1] x {0} U [2,2] x {0}, ver Figura 3.21.

0 a (1,0) (3,00 A~ (20)
N
Figura 3.21: T'(A).

Ahora, veamos que K(A) = [0,3] x {0}. Sea W un continuo tal que
{(3,0),(2,0)} C int(W). Por la construccién de Z, [0, 3] x {0} C W, ver la
Figura 3.22.

. .
|

o - =
0,00 (%0 (1,0) (£,0)

Figura 3.22: [0, 3] x {0} C W.

Ahora, probaremos que para cada z € Z \ [0, 2] x {0}, 2 ¢ K(A). Sea

' 2
z € Z\[0,3] x {0}. Supongamos que z € (3, 2] x {0}. Por la construccién de
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Z, existe W € C(Z) tal que {(%,O) , (%,0)} Cint(W) y z ¢ W, ver Figura
3.23. Asi, z ¢ K(A).

(0,0) 0 Ly (3,0)

Figura 3.23: z ¢ W.

Para el caso en que z € Z \ [0, 2] x {O} por la construccién de Z, existe
W e C(Z) tal que {(%,0),(2,0)} C int(W) y z ¢ W, ver Figura 3.24. De
donde z ¢ K(A).

0O G Ly GO

Figura 3.24: z ¢ W.

De lo anterior, K(A) = [0, 3] x {0}.

Por lo que, T(A)NK(A) = ([%, 1} x {0} U [%, 2} X {0})m([07 %] > {0}) _
([3,1] x {0} U {(2,0)}), ver Figura 3.25.
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A rnku -
Figura 3.25: T(A) N K(A).
Finalmente, probaremos que S(A) = A, ver Figura 3.26. Sea (z,0) €
T(A)\ A. Si (z,0) € [5,1] x {0}, entonces T'((x,0)) = [z, 1] x {0}. Ahora,
en el caso de que (z,0) € [2,1] x {0}, entonces T'((z,0)) = [z,2] x {0}. En

31
27
cualquiera de los casos T'(z) N

A = (). De donde (z, 0) ¢
que S(A) = A.

(A ) Concluimos

+0) < 5u) > (3.0)

Figura 3.26: S(A).

Por lo tanto S(A) # T(A) N K(A).
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