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Introducción

A principios de los años treinta del siglo XX, Karol Borsuk define el concepto de
retracto [1], aśı como los conceptos de retracto absoluto y retracto de vecindad absoluto
[2]. La teoŕıa de estos espacios, llamada Teoŕıa de los Retractos, se desarrollo tanto, que
para 1967 ya se hab́ıan escrito dos libros sobre ellos: [6] y [3]. La teoŕıa de los retractos a
resultado ser muy útil en la topoloǵıa de dimensión infinita [4], [9] y [10]. Se han estudiado
los retractos absolutos en la teoŕıa de los hiperespacios de espacios métricos, compactos
y conexos [5] y [12] (véanse [7] y [8] para saber más de hiperespacios).

El siguiente trabajo se distribuye de la siguiente manera, el primer caṕıtulo está de-
dicado a estudiar conceptos básicos, aśı como producto topológico, un poco de contrac-
tibilidad, separabilidad, la metrizabilidad del espacio de las funciones continuas, además
presentamos algo de conjuntos convexos.
En el segundo caṕıtulo estudiamos retractos absolutos, retractos de vecindad absolutos,
y las relaciones entre ellos.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1. Conceptos básicos

Comencemos considerando los siguientes conjuntos:

N denota el conjunto de los números naturales.

R denota el conjunto de los números reales.

Al conjunto de los números reales lo consideramos con su topoloǵıa usual, la cual
se define como la topoloǵıa inducida por el valor absoluto.

A la cerradura de un conjunto A la denotaremos como Cl(A).

Para n ≥ 2, Rn denota el espacio euclidiano de dimensión n cuya norma, || · ||, está
dada por:

||(x1, x2, . . . , xn)|| =

(
n∑

i=1

x2
i

) 1
2

.

Sea X un espacio métrico con métrica ρ sobre X. Sean x ∈ X y ε > 0. Definimos
la bola abierta de radio ε con centro en x como el conjunto:

Bρ(ε, x) = {y ∈ X : ρ(x, y) < ε}.

En el caso de que no haya confusión en el uso de la métrica ρ, usaremos el śımbolo
B(ε, x) en ves de Bρ(ε, x).
Para el espacio métrico R con la métrica del valor absoluto, denotaremos la bola
abierta de radio ε con centro en x como BR(ε, x).

Sean (X, d) un espacio métrico y A ⊂ X y r > 0. Definimos

N(A, r) = {x ∈ X : existe a ∈ A tal que d(x, a) < r} =
⋃
a∈A

B(r, a).
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CAPÍTULO 1. PRELIMINARES 7

La bola cerrada de dimensión n y radio 1 es el conjunto:

Bn = {x ∈ Rn : ||x|| ≤ 1}.

La esfera de dimensión n− 1 y radio 1 es el conjunto:

Sn−1 = {x ∈ Rn : ||x|| = 1}.

El cubo de Hilbert, denotado y definido por I∞ =
∞∏
n=1

[0, 1]n, donde [0, 1]n = [0, 1]

para cada n ∈ N. Al cubo de Hilbert lo consideramos con la topoloǵıa producto.

Definimos R∞ =
∞∏
n=1

Rn, donde Rn = R para cada n ∈ N. A R∞ lo consideramos

con la topoloǵıa producto.

Lema 1.1. Sean (X, d) un espacio métrico y A ⊂ X compacto. Si U es un abierto que
contiene a A, entonces existe un ε > 0 tal que N(A, ε) ⊂ U .

Demostración. Supongamos que U ̸= X. Sea

ε = inf{d(x, y) : x ∈ A, y ∈ X \ U}.

Probaremos que ε > 0. Supongamos que ε = 0, entonces existen dos sucesiones, una
{xn}∞n=1 ⊂ A y otra {yn}∞n=1 ⊂ X \ U tales que la sucesión {d(xn, yn)}∞n=1 converge a
0. Como A es compacto, entonces existe una subsuseción convergente, sin pérdida de
generalidad podemos suponer que la sucesión {xn}∞n=1 converge a x para algún x ∈ A.
Ahora veamos que x ∈ Cl({yn}∞n=1). Sea δ > 0. Vamos a probar que Bδ(x)∩ {yn}∞n=1 ̸= ∅.
Como d(xn, yn) −→ 0, existe N1 ∈ N tal que d(xn, yn) <

δ
2
para todo n ≥ N1. Dado que

xn −→ x, existe N2 ∈ N tal que d(xn, x) <
δ
2
para todo n ≥ N2. Sea n ≥ max{N1, N2}.

Usando la desigualdad del triángulo,

d(x, yn) ≤ d(x, xn) + d(xn, yn) <
δ

2
+

δ

2
= δ.

Por lo que d(x, yn) < δ. Se sigue que yn ∈ Bδ(x) ∩ {yn}∞n=1. Aśı, x ∈ Cl({yn}∞n=1). Como
x ∈ Cl({yn}∞n=1) ⊂ Cl(X\U) = X\U . Tenemos que x ∈ X\U , lo cual es una contradicción.
Por lo que ε > 0. Finalmente, probaremos que N(A, ε) ⊂ U . Para esto, sea x ∈ N(A, ε).
Supongamos que x /∈ U . Entonces x ∈ X \ U . Como x ∈ N(A, ε), existe a ∈ A tal que
d(x, a) < ε. Por otro lado, como a ∈ A y x ∈ X \ U , ε ≤ d(x, a). Aśı, d(x, a) < d(x, a),
contradicción. Por lo que x ∈ U . De aqúı concluimos que N(A, ε) ⊂ U .

Proposición 1.2. Sean (X, τ) un espacio normal, F ⊂ X cerrado y U ∈ τ tales que
F ⊂ U . Entonces, existe W ∈ τ tal que F ⊂ W ⊂ ClX(W ) ⊂ U.

Demostración. Si U = X, entonces W = X y Cl(W ) = X ⊂ U . Consideremos que
U ̸= X. Como F y X \ U son cerrados y ajenos en X, por la normalidad de X existen
V,W ∈ τ tales que V ∩W = ∅, X \ U ⊂ V y F ⊂ W .
Notemos que X \ (X \U) = U ⊃ X \V ⊃ W y X \V es cerrado. Aśı, F ⊂ W ⊂ Cl(W ) ⊂
Cl(X \ V ) = X \ V ⊂ U . De donde F ⊂ W ⊂ Cl(W ) ⊂ U .
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Corolario 1.3. Sean X un espacio normal y T1 y β una base para X. Entonces para cada
V ∈ β y para cada x ∈ V , existe U ∈ β tal que x ∈ U y Cl(U) ⊂ V .

Demostración. Sean V ∈ β y x ∈ V . Dado que los puntos son cerrados y X es normal,
por la Proposición 1.2, existe un abierto W en X tal que x ∈ W ⊂ Cl(W ) ⊂ V . Como
β es una base, existe U ∈ β tal que x ∈ U ⊂ W . Tomando cerraduras, obtenemos que
Cl(U) ⊂ Cl(W ). Aśı x ∈ U ⊂ Cl(U) ⊂ V .

Proposición 1.4. Sea X un espacio topológico. Si X es segundo numerable, entonces X
es separable.

Demostración. Sea β = {U1, . . . , Un, . . .} una base numerable para la topoloǵıa de X. Por
cada i ∈ N, sea xi ∈ Ui. Probaremos que {xi}∞i=1 es un subconjunto denso de X. Sean U
un abierto en X y x ∈ U . Como β es una base, existe i ∈ N tal que x ∈ Ui ⊂ U . Dado
que xi ∈ Ui, xi ∈ Ui ∩ U . Concluimos que {xi}∞i=1 es un subconjunto denso de X. Por lo
tanto X es separable.

Proposición 1.5. Sea (X, d) es un espacio métrico. Entonces, las siguientes condiciones
son equivalentes.

1) X es segundo numerable;

2) X es separable.

Demostración. Por la Proposición 1.4, 1) implica 2).
Para probar 2) implica 1), sea D ⊂ X denso y numerable. Definimos

β = {Bd(
1
k
, x) : x ∈ D, k ∈ N}.

Claramente β es numerable. Probaremos que β es una base para la topoloǵıa sobre X.
Sean z ∈ X, ε > 0 y k ∈ N tal que 1

k
< ε

2
. Como D es denso en X, Bd(

1
k
, z) ∩D ̸= ∅. Sea

x ∈ Bd(
1
k
, z) ∩ D. Nótese que z ∈ Bd(

1
k
, x). Ahora probaremos que Bd(

1
k
, x) ⊂ Bd(ε, z).

Sea y ∈ Bd(
1
k
, x). Entonces,

d(y, z) ≤ d(y, x) + d(x, z) <
1

k
+

1

k
=

2

k
< ε

Aśı, y ∈ Bd(ε, z). Aśı, Bd(
1
k
, x) ⊂ Bd(ε, z).

Esto prueba que β es una base numerable para la topoloǵıa sobre X. Por lo tanto X es
segundo numerable.

Proposición 1.6. Si (X, d) es un espacio métrico y compacto, entonces X es separable.

Demostración. Observemos que por cada k ∈ N, la familia {Bd(
1
k
, x) : x ∈ X} es una

cubierta abierta de X. Sea k ∈ N. Por la compacidad de X, existen mk ∈ N y Dk =

{xk
1, . . . , x

k
mk

} ⊂ X tales que X =
mk⋃
i=1

Bd(
1
k
, xk

i ). Hagamos D =
∞⋃
k=1

Dk. Entonces, D es

a lo más numerable. Ahora, probaremos que Cl(D) = X. Sean x ∈ X, ε > 0 y k ∈ N

tales que 1
k
< ε. Como x ∈ X =

mk⋃
i=1

Bd(
1
k
, xk

i ), se tiene que x ∈ Bd(
1
k
, xk

i ) para algún

i ∈ {1, . . . ,mk}. Aśı d(x, xk
i ) < 1

k
< ε. De donde xk

i ∈ Bd(ε, x). Dado que xk
i ∈ Dk,

Bd(ε, x) ∩D ̸= ∅.
Concluimos que Cl(D) = X. Por lo tanto X es separable.
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Lema 1.7. Sean X un conjunto y S = {U1, U2, . . .} ⊂ P(X) numerable. Entonces:

1) B = {
⋂

D : D ⊂ Ses finito no vaćıo} es numerable.

2) C = {
⋃

D : D ⊂ Ses finito no vaćıo} es numerable.

Demostración. Para la prueba de 1), notemos que
⋃
s∈N

Ns = N ∪ N2 ∪ · · · es numerable.

Definamos la función φ :
⋃
s∈N

Ns → B por

φ(a) =


Ua si a ∈ N,

n⋂
i=1

Uxi
si a = (x1, . . . , xn) ∈ Nn, n ≥ 2.

Claramente φ está bien definida. Probaremos que φ es suprayectiva. Sea D ⊂ S finito
y no vaćıo. Consideremos los siguientes casos.
Caso I. Supongamos que D = {Ui} para algún i ∈ N.
Entonces, φ(i) = Ui =

⋂
D.

Caso II. Supongamos que D = {Ui1 , . . . , Uin}.
De donde φ((i1, . . . , in)) =

n⋂
j=1

Uij =
⋂

D.

De los casos anteriores concluimos que φ es suprayectiva. Como
⋃
s∈N

Ns es numerable, B

es numerable.

La prueba de 2), es similar al anterior.

Lema 1.8. Sean X un espacio topológico y S una base numerable para la topoloǵıa sobre
X. Entonces C = {

⋃
D : D ⊂ S es finito no vaćıo} es una base numerable para X.

Demostración. Por el Lema 1.7, C es un conjunto numerable. Dado que S ⊂ C, se sigue
que C es una base para X.

Definición 1.9. Sean d1 y d2 dos métricas para un conjunto X. Decimos que d1 y d2 son
equivalentes si la topológia inducida por d1 coincide con la topológia inducida por d2.

Proposición 1.10. Sea (X, ρ) un espacio métrico. Entonces, existe una métrica acotada
por 1 sobre X equivalente a ρ.

Demostración. Definamos la función ρ1 : X ×X −→ R por ρ1(x, y) = min{1, ρ(x, y)} pa-
ra cada (x, y) ∈ X ×X. Vamos a probar que ρ1 es una métrica para X. Sean x, y, z ∈ X.
Necesitamos probar las siguientes afirmaciones.
Afirmación 1. ρ1(x, y) = 0 si y sólo si x = y.
Supongamos que ρ1(x, y) = 0. Como ρ1(x, y) = min{1, ρ(x, y)} = 0, ρ(x, y) = 0. Aśı,
x = y.
Para x = y, tenemos que ρ(x, y) = 0. De donde ρ1(x, y) = min{1, ρ(x, y)} = 0. Esto
prueba la afirmación 1.
Afirmación 2. ρ1(x, y) = ρ1(y, x).
Dado que ρ(x, y) = ρ(y, x), ρ1(x, y) = min{1, ρ(x, y)} = min{1, ρ(y, x)} = ρ1(y, x). En-
tonces ρ1(x, y) = ρ1(y, x).
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Afirmación 3. ρ(x, y) ≤ ρ(x, z) + ρ(z, y).
Sean ρ(x, z) = a, ρ(z, y) = b, ρ(x, y) = c. Como ρ(x, y) ≤ ρ(x, z) + ρ(z, y), c ≤ a + b.
Entonces,

ρ1(x, z) + ρ1(z, y) = min{1, a}+min{1, b}
≥ min{2, 1 + a, 1 + b, a+ b}
≥ min{1, c}
= ρ(x, y).

Por lo que ρ1(x, y) ≤ ρ1(x, z) + ρ1(z, y).
De las Afirmaciones 1, 2 y 3, ρ1 es una métrica sobre X. Notemos que ρ1 está acotada
por 1.
Veamos que ρ y ρ1 son equivalentes. Sean ε > 0 y a ∈ X. Probaremos que Bρ(ε, a) ⊂
Bρ1(ε, a). Sea c ∈ Bρ(ε, a). Como

ρ1(a, c) ≤ ρ(a, c) < ε, ρ1(a, c) < ε.

Aśı, c ∈ Bρ1(ε, a).

Ahora veamos que Bρ1(ε, a) ⊂ Bρ(ε, a). Sea c ∈ Bρ1(ε, a). Consideremos los siguientes
casos:
Caso 1. Supongamos que ε ≤ 1.
Como c ∈ Bρ1(ε, a), ρ1(a, c) < ε ≤ 1. Aśı, por la definición de ρ1, ρ1(a, c) = ρ(a, c) < ε.
Por lo que c ∈ Bρ(ε, a).
Caso 2. Supongamos que 1 < ε.
Subcaso 1. Supongamos que 1 ≤ ρ(a, c) < ε. Entonces, c ∈ Bρ(ε, a).
Subcaso 2. Supongamos que ρ(a, c) < 1 < ε. Entonces, ρ(a, c) = ρ1(a, c) < ε. Por lo que
c ∈ Bρ(ε, a).

Concluimos que ρ1 y ρ son equivalentes.

Proposición 1.11. Las siguientes operaciones definidas en R son continuas,

+ : R× R −→ R

+(a, b) = a+ b

· : R× R −→ R
·(a, b) = a · b,

donde el conjunto R × R tiene la métrica del máximo, la cual satisface que para cada
(a, b), (c, d) ∈ R× R le asigna el número max{|a− c|, |b− d|}.
Demostración. Primero probaremos que “+” es continua. Sean ε > 0 y δ = ε

2
.

Consideremos (a, b), (c, d) ∈ R× R tales que max{|a− c|, |b− d|} < δ. Entonces,

|(a+ b)− (c+ d)| = |(a− c) + (b− d)|
≤ |a− c|+ |b− d|
<

ε

2
+

ε

2
= ε.
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Por lo que la operación suma es continua.
Ahora, sea (c, d) ∈ R×R. Probaremos que “·” es continua en (c, d). Hagamos r = |c|+ |d|.
Sean ε > 0 y δ =

√
ε+ r2

4
− r

2
. Necesitamos probar que δ > 0. Si

√
ε+ r2

4
− r

2
≤ 0,

entonces
√
ε+ r2

4
≤ r

2
, de donde

ε+
r2

4
≤ r2

4
y

ε ≤ r2

4
− r2

4
= 0,

lo cual es una contradicción. Por lo que δ > 0.
Sea (a, b) ∈ R× R tal que max{|a− c|, |b− d|} < δ. Entonces,

|ac− bd| = |(ac− bc) + (bc− bd)|
≤ |ac− bc|+ |bc− bd|
= |a− b||c|+ |b||c− d|
< δ|c|+ |b|δ
= δ(|c|+ |b|).

Como

|b| = |b− d+ d|
≤ |b− d|+ |d|
< δ + |d|,

δ(|c|+ |b|) < δ(|c|+ δ + |d|)
= δ(δ + r).

Por lo que
|ac− bd| ≤ δ(δ + r).

Por otra parte, dado que

δ(δ + r) =

(√
ε+

r2

4
− r

2

)(√
ε+

r2

4
− r

2
+ r

)

=

(√
ε+

r2

4
− r

2

)(√
ε+

r2

4
+

r

2

)

= ε+
r2

4
− r2

4
= ε,

|ac− bd| ≤ δ(δ + r) < ε.

Concluimos que la operación producto es continua.

Corolario 1.12. El espacio R con la topoloǵıa usual, su suma y producto es un espacio
vectorial topológico.
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1.2. Producto topológico

Sea X un conjunto, {(Yλ, τYλ
)}λ∈Λ una familia de espacios topológicos y {fλ : X →

Yλ}λ∈Λ una familia de funciones. Sea τ la topoloǵıa enX generada por la familia {f−1
λ (Vλ) :

λ ∈ Λ, Vλ ∈ τYλ
}, la cual resulta ser una subbase para τ . La topoloǵıa τ en X tiene como

base a la familia de todos los conjuntos de la forma
k⋂

i=1

f−1
λi

(Vi), donde λ1, . . . , λk ∈ Λ y

Vi es un abierto de Yλi
para cada i ∈ {1, . . . , k}. Además τ es la mı́nima topoloǵıa que

contiene a {f−1
λ (Vλ) : λ ∈ Λ, Vλ ∈ τYλ

}. La topoloǵıa τ en X es llamada la topoloǵıa
generada por la familia de funciones {fλ}λ∈Λ.

A continuación recordaremos el producto topológico de una familia abitraria de espa-
cios topológicos. Sea {Xλ}λ∈Λ una familia de espacios topológicos. Definamos∏

λ∈Λ

Xλ = {x : Λ →
⋃
λ∈Λ

XΛ : x(λ) ∈ Xλ para cada λ ∈ Λ}.

Para cada λ ∈ Λ, definimos la función pλ :
∏
α∈Λ

Xλ → Xλ como pλ(x) = x(λ). Hagamos

τprod la topoloǵıa generada por las funciones {pλ}λ∈Λ. Esta siempre dotado por la topoloǵıa
producto. El conjunto

∏
λ∈Λ

Xλ es considerado con la topoloǵıa τprod. A la topoloǵıa τprod se

le conoce con el nombre de Topoloǵıa de Tychonoff o Topoloǵıa Producto sobre
∏
λ∈Λ

Xλ.

Por cada λ ∈ Λ, la función pλ :
∏
α∈Λ

Xα → Xλ es llamada la λ-ésima proyección.

El producto cartesiano de una familia finita de espacios {Xi}ki=1 es denotada por
X1 × · · · × Xk. Si Xi = X para toda i ∈ {1, . . . , k}, entonces el producto cartesiano
X1 × · · · ×Xk es denotada por Xk.

Debido a que la demostración del siguiente resultado es muy técnica, omitimos la de-
mostración.

Proposición 1.13. Sean Λ una familia de ı́ndices, Γ1 y Γ2 dos subconjuntos de Λ tales
que Γ1 ∪ Γ2 = Λ y Γ1 ∩ Γ2 = ∅ y {Xλ}λ∈Λ una familia de espacios topológicos. Entonces∏
λ∈Λ

Xλ es homeomorfo a
∏

λ∈Γ1

Xλ ×
∏

λ∈Γ2

Xλ.

El siguiente resultado se encuentra probado en [11, Teorema 16.4, p. 109].

Proposición 1.14. Si {Xn}∞n=1 es una familia de espacios topológicos Hausdorff y sepa-

rables, entonces
∞∏
n=1

Xn es separable.

Proposición 1.15. Sea {Xs}s∈S una familia de espacios topológicos. Si As es un subes-
pacio de Xs para toda s ∈ S, entonces

Cl

(∏
s∈S

As

)
=
∏
s∈S

Cl(As).
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Demostración. Primero, sea x ∈ Cl

(∏
s∈S

As

)
. Queremos ver que x ∈

∏
s∈S

Cl(As). Notemos

que x ∈
∏
s∈S

Xs. Queremos ver que para toda s ∈ S, x(s) ∈ Cl(As). Sean s ∈ S y W ∈ τXs

tal que x(s) ∈ W . Probaremos que W ∩As ̸= ∅. Notemos que x ∈ p−1
s (W ). Por definición

de cerradura, p−1
s (W )∩

∏
s∈S

As ̸= ∅. Sea y ∈ p−1
s (W )∩

∏
s∈S

As. Entonces, ps(y) = y(s) ∈ W

y ps(y) = y(s) ∈ As. Aśı, y(s) ∈ W ∩As. Por lo tanto W ∩As ̸= ∅. Aśı x(s) ∈ Cl(As). De

donde x ∈
∏
s∈S

Cl(As). Por lo tanto Cl

(∏
s∈S

As

)
⊂
∏
s∈S

Cl(As).

Por otro lado, sea x ∈
∏
s∈S

Cl(As). Dado que x(s) ∈ Cl(As) ⊂ Xs para toda s ∈ S. Por

lo que x ∈
∏
s∈S

Xs. Queremos ver que x ∈ Cl

(∏
s∈S

As

)
. Sean s1, . . . , sn ∈ S y Wsi ∈ τXsi

para todo i ∈ {1, . . . , n} tales que x ∈
n⋂

i=1

p−1
si
(Wsi).

Vamos a demostrar que

(
n⋂

i=1

p−1
si
(Wsi)

)
∩
∏
s∈S

As ̸= ∅. Sabemos que psi(x) = x(si) ∈ Wsi y

x(si) ∈ Cl(Asi) para todo i ∈ {1, . . . , n}. Entonces, Wsi∩Asi ̸= ∅ para todo i ∈ {1, . . . , n}.
Sea ai ∈ Wsi∩Asi ⊂ Xsi . Por el axioma de elección,

∏
s∈S

As ̸= ∅. Sea z ∈
∏
s∈S

As. Definamos

y : S −→
⋃
s∈S

As como

y(s) =


ai, si s ∈ {s1, . . . , sn},

z(s), si s /∈ {s1, . . . , sn}.

Aśı, y ∈
∏
s∈S

As. Queremos ver que y ∈
n⋂

i=1

p−1
si
(Wsi). Notemos que psi(y) = y(si) = ai ∈

Wsi ∩ Asi para todo i ∈ {1, . . . , n}. Por lo que y ∈ p−1
si
(Wi) para todo i ∈ {1, . . . , n}.

De donde y ∈
(

n⋂
i=1

p−1
si
(Wsi)

)
∩
∏
s∈S

As. Concluimos que x ∈ Cl

(∏
s∈S

As

)
. Por lo que∏

s∈S
Cl(As) ⊂ Cl

(∏
s∈S

As

)
.

Por lo tanto Cl

(∏
s∈S

As

)
=
∏
s∈S

Cl(As).

La prueba del siguiente resultado se puede encontrar en [11, Teorema 8.8, p. 55].

Proposición 1.16. Sean X un espacio topológico, {Yλ}λ∈Λ una familia de espacios to-
pológicos no vaćıos y F : X −→

∏
λ∈Λ

Yλ una función. Entonces F es continua si y sólo si

pλ ◦ F es continua para toda λ ∈ Λ.

Proposición 1.17. Sean {Xλ}λ∈Λ, {Yλ}λ∈Λ dos familias de espacios topológicos no vaćıos
y {hλ : Xλ −→ Yλ}λ∈Λ una familia de funciones tales que cada hλ es un homeomorfismo.
Entonces,

∏
λ∈Λ

Xλ es homeomorfo a
∏
λ∈Λ

Yλ.

Demostración. Para cada λ ∈ Λ consideremos las siguientes funciones proyección,
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pλ :
∏
α∈Λ

Yα −→ Yλ y

πλ :
∏
α∈Λ

Xα −→ Xλ.

Ahora, para cada x ∈
∏
λ∈Λ

Xλ, definimos la función

yx : Λ −→
⋃
λ∈Λ

Yλ por yx(λ) = hλ(x(λ))

para cada λ ∈ Λ.
Definamos la función F :

∏
λ∈Λ

Xλ −→
∏
λ∈Λ

Yλ por F (x) = yx para toda x ∈
∏
λ∈Λ

Xλ. Para

probar la continuidad de F , sean x ∈
∏
λ∈Λ

Xλ y λ ∈ Λ. Dado que hλ ◦ πλ es continua y

(pλ ◦ F )(x) = pλ(yx)

= yx(λ)

= hλ(x(λ))

= (hλ ◦ πλ)(x),

pλ ◦ F es continua. Entonces, por la Proposición 1.16 F es continua.
A continuación, definimos la función inversa de F de la siguiente manera, para cada
y ∈

∏
λ∈Λ

Yλ, definimos la función

xy : Λ −→
⋃
λ∈Λ

Xλ por xy(λ) = h−1
λ (y(λ))

para cada λ ∈ Λ. Finalmente, definimos la función inversa

G :
∏
λ∈Λ

Yλ −→
∏
λ∈Λ

Xλ por G(y) = xy.

Para probar la continuidad de G, sean y ∈
∏
λ∈Λ

Yλ y λ ∈ Λ. Dado que h−1
λ ◦ pλ es continua

y

(πλ ◦G)(y) = πλ(G(y))

= πλ(xy)

= xy(λ)

= h−1
λ (y(λ))

= h−1
λ ◦ pλ(y),

πλ ◦G es continua. Entonces, por la Proposición 1.16, G es continua.

Demostraremos que G ◦ F = Id ∏
λ∈Λ

Xλ
y F ◦ G = Id ∏

λ∈Λ
Yλ
. Para probar la primera

igualdad, sea z ∈
∏
λ∈Λ

Xλ, entonces, (G ◦ F )(z) = G(F (z)) = G(yz) = xyz . Veamos que
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las funciones z y xyz son iguales. Claramente, ellas tienen el mismo dominio. Para la otra
parte, de la igualdad de funciones, sea λ ∈ Λ, entonces

xyz(λ) = h−1(yz(λ))

= h−1
λ (hλ(z(λ)))

= z(λ).

Aśı, las funciones z y xyz son iguales. Por lo que G ◦ F = Id ∏
λ∈Λ

Xλ
.

Similarmente se prueba que F ◦G = Id ∏
λ∈Λ

Yλ
.

Concluimos que F es un homeomorfismo. Por lo tanto,
∏
λ∈Λ

Xλ es homeomorfo a
∏
λ∈Λ

Yλ.

Proposición 1.18. Sea {(Xi, ρi)}∞i=1 una familia de espacios métricos tal que para cada

i ∈ N, ρi se puede elegir como una métrica acotada por uno en Xi. Hagamos X =
∞∏
i=1

Xi.

Si definimos la función ρ : X × X −→ R por ρ(x, y) =
∞∑
i=1

1
2i
ρi(xi, yi), para cada

x = (x1, x2, . . .), y = (y1, y2, . . .) ∈ X, entonces ρ es una métrica sobre X acotada por
uno.

Demostración. Veamos que ρ está bien definida. Sean x = (x1, x2, . . .), y = (y1, y2, . . .) ∈
X. Sea i ∈ N. Como ρi(xi, yi) ≤ 1, entonces 1

2i
ρi(xi, yi) ≤ 1

2i
. Aśı,

ρ(x, y) = ĺım
n→∞

n∑
i=1

1

2i
ρi(xi, yi)

≤ ĺım
n→∞

n∑
i=1

1

2i

= 1.

De donde ρ está bien definida y acotada por uno. Claramente ρ(x, y) ≥ 0, para cuales
quiera x, y ∈ X.

Sean x = (x1, x2, . . .), y = (y1, y2, . . .), z = (z1, z2, . . .) ∈ X. Necesitamos probar las
siguientes afirmaciones.
Afirmación 1. ρ(x, y) = 0 si y sólo si x = y.

Primero, supongamos que ρ(x, y) = 0. Sea Sn =
n∑

i=1

1
2i
ρi(xi, yi) para toda n ∈ N. Entonces,

ĺım
n→∞

Sn = ρ(x, y) = 0. Sea i ∈ N. Vamos a probar que ρi(xi, yi) = 0. Supongamos que

ρi(xi, yi) > 0. Aśı, 0 < 1
2i
ρi(xi, yi) ≤ Sn para todo n ≥ i. De donde 0 < 1

2i
ρi(xi, yi) ≤

ĺım
n→∞

Sn = 0, lo cual es una contradicción. De lo anterior, se sigue que ρi(xi, yi) = 0 para

toda i ∈ N. Por lo que xi = yi para todo i ∈ N. Concluimos que x = y.
Ahora, supongamos que x = y. Entonces, ρi(xi, yi) = 0. De donde xi = yi para todo i ∈ N.
Aśı, ρ(x, y) = 0.
Afirmación 2. ρ(x, y) = ρ(y, x).
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Dado que 1
2i
ρi(xi, yi) =

1
2i
ρi(yi, xi) para todo i ∈ N,

ρ(x, y) = ĺım
n→∞

n∑
i=1

1

2i
ρi(xi, yi)

= ĺım
n→∞

n∑
i=1

1

2i
ρi(yi, xi)

= ρ(y, x).

De donde ρ(x, y) = ρ(y, x).

Afirmación 3. ρ(x, y) ≤ ρ(x, z) + ρ(z, y).
Usando la desigualdad del triángulo, se tiene que ρi(xi, yi) ≤ ρ(xi, zi)+ρ(zi, yi) para toda
i ∈ N. Entonces,

n∑
i=1

1

2i
ρi(xi, yi) ≤

n∑
i=1

ρi(xi, zi) + ρi(zi, yi)

2i

=
n∑

i=1

(
ρi(xi, zi)

2i
+

ρi(zi, yi)

2i

)
=

n∑
i=1

1

2i
ρi(xi, zi) +

n∑
i=1

1

2i
ρi(zi, yi).

De lo anterior y de que ρ está bien definida, tenemos que

ĺım
n→∞

n∑
i=1

1

2i
ρi(xi, yi) ≤ ĺım

n→∞

n∑
i=1

1

2i
ρi(xi, zi) + ĺım

n→∞

n∑
i=1

1

2i
ρi(zi, yi).

Por lo que
ρ(x, y) ≤ ρ(x, z) + ρ(z, y).

Por las afirmaciónes anteriores, ρ es una métrica sobre X.

Siguiendo con la anterior notación, es conocido que la topoloǵıa producto enX coincide
con la topoloǵıa inducida por la métrica ρ.

Corolario 1.19. La función dI∞ : I∞× I∞ −→ [0,∞] definida por dI∞(x, y) =
∑
i∈N

|xi−yi|
2i

,

es una métrica sobre I∞.

Demostración. Para toda i ∈ N. Definamos la función

ρi : [0, 1]i × [0, 1]i −→ R por ρi(xi, yi) = |xi − yi|,

donde [0, 1]i = [0, 1]. Dado que ρi es una restricción del valor absoluto, entonces ρi es
una métrica para [0, 1]i. Sean xi, yi ∈ [0, 1]i. Entonces, 0 ≤ xi ≤ 1 y −1 ≤ −yi ≤ 0. Aśı,
−1 ≤ xi − yi ≤ 1. Por tanto ρi(xi, yi) = |xi − yi| ≤ 1. De donde ρ esta acotada por 1.
Por la Proposición 1.18, ρ : I∞ × I∞ −→ R definida por ρ(x, y) =

∑
i∈N

1
2i
ρi(zi, yi), es una

métrica sobre I∞.
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Proposición 1.20. Sea {(Xi, ρi)}∞i=1 una familia de espacios métricos y separables. En-

tonces, X =
∞∏
i=1

Xi es separable.

Demostración. Se sigue de que la topoloǵıa producto en X coincide con la topoloǵıa
inducida por la métrica ρ y de la Proposición 1.14.

Como [0, 1] con la topoloǵıa usual es compacto, por el Teorema de Tychonoff, I∞ es
compacto.

Proposición 1.21. Sea {Xλ}λ∈Λ una familia de espacios topológicos. Entonces, para cada
α ∈ Λ, Xα es homeomorfo a un subespacio de

∏
λ∈Λ

Xλ.

Demostración. Sean α ∈ Λ y x ∈
∏
λ∈Λ

Xλ. Para todo λ ̸= α, definimos Yλ = {x(λ)}, y

para λ = α, definimos Yλ = Xα. Ahora, por cada a ∈ Xα, definimos la función

φa : Λ −→
⋃
λ∈Λ

Yλ

por

φa(λ) =


x(λ), si λ ̸= α,

a, si λ = α.

Notemos que φa ∈
∏
λ∈Λ

Yλ para cada a ∈ Xα.

Finalmente, definimos la función

iα : Xα −→
∏
λ∈Λ

Yλ

por
iα(a) = φa.

Veamos que iα es un homeomorfismo. Primero probaremos la inyectividad de iα. Sean
a, b ∈ Xα tales que a ̸= b. Notemos que iα(a) = φa y iα(b) = φb. Como φa(α) = a y
φb(α) = b, φa(α) ̸= φb(α). De donde φa ̸= φb para toda λ ∈ Λ \ {α}. Aśı, iα es inyectiva.
Para la suprayectividad, sea z ∈

∏
λ∈Λ

Yλ. Entonces, z(λ) ∈ Yλ = {x(λ)} para cada

λ ̸= α y z(α) ∈ Xα. Dado que z(λ) = x(λ) para cada λ ̸= α, z = φz(α). De donde
iα(z(α)) = z = φz(α). Esto prueba la suprayectividad de iα.
Para probar la continuidad de iα, consideremos las funciones proyección pβ :

∏
λ∈Λ

Yλ −→ Yβ.

Por la Proposición 1.16 es suficiente probar que pβ ◦ iα es continua para cada β ∈ Λ. Sea
λ ∈ Λ. Consideremos los siguientes casos.
Caso 1. Supongamos que β ̸= α.
Sea a ∈ Xα. Entonces, (pβ◦iα)(a) = pβ(iα(a)) = pβ(φa) = φa(β) = x(β). Aśı, (pβ◦iα)(a) =
x(β). Por lo que (pβ ◦ iα) es una función constante.
Caso 2. Supongamos que β = α.
Entonces, (pα ◦ iα)(a) = pα(iα(a)) = pα(φa) = φa(α) = a para toda a ∈ Xα. De donde
(pβ ◦ iα) es la función identidad.
Entonces, (pλ ◦ iα) es continua para toda λ ∈ Λ. Por lo que iα es continua.
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Finalmente, probaremos que i−1
α es continua. Para ello, dado que iα es una función bi-

yectiva, es suficiente probar que iα es una función abierta. Sea U un abierto en Xα.
Probaremos que iα(U) es un abierto en

∏
λ∈Λ

Yλ. Observemos que p−1
α (U) es un abierto en∏

λ∈Λ
Yλ. Probaremos que p−1

α (U) = iα(U). Sea a ∈ U . Entonces, iα(a) = φa y pα(iα(a)) =

pα(φa) = φa(α) = a ∈ U . Aśı, iα(a) ∈ p−1
α (U). Concluimos que iα(U) ⊂ p−1

α (U). Para
probar la otra contención, sea z ∈ p−1

α (U). Recordemos que z = φz(α). Como z ∈ p−1
α (U),

pα(z) = z(α) ∈ U . De donde z = φz(α) = iα(z(α)) ∈ iα(U). Por lo que z ∈ iα(U). Se
concluye que, p−1

α (U) ⊂ iα(U). De lo anterior, obtenemos que p−1
α (U) = iα(U). Aśı, iα(U)

es un abierto en
∏
λ∈Λ

Yλ. Esto prueba que iα es abierta.

Por lo tanto iα es un homeomorfismo.
Dado que

∏
λ∈Λ

Yλ es un subespacio de
∏
λ∈Λ

Xλ, Xα es homeomorfo a un subespacio de∏
λ∈Λ

Xλ.

Continuando con las condiciones y notación de la proposición anterior, consideramos
a Xα como subespacio del

∏
λ∈Λ

Xλ cuando no exista confusión.

Lema 1.22. Sean {Cn}n∈N una familia numerable de espacios topológicos y U un abierto

de
∞∏
n=1

Cn. Si y ∈ U , entonces existe m ∈ N tal que {y1} × · · · × {ym} ×
∞∏

n=m+1

Cn ⊂ U .

Demostración. Dado que y ∈ U , existen n1, . . . , nk ∈ N y abiertos Wn1 , . . . ,Wnk
de

Cn1 , . . . , Cnk
, respectivamente, tales que y ∈

nk⋂
j=1

p−1
nj
(Wnj

) ⊂ U . Sin pérdida de gene-

ralidad, podemos suponer que {n1, . . . , nk} = {1, . . . ,m} para algún m ∈ N. Necesitamos

probar que {y1}×· · ·×{ym}×
∞∏

n=m+1

Cn ⊂
m⋂
j=1

p−1
j (Wj). Sea z ∈ {y1}×· · ·×{ym}×

∞∏
n=m+1

Cn.

Entonces, para todo j ∈ {1, . . . ,m}, pj(z) = yj = pj(y) ∈ Wj. Aśı, z ∈
m⋂
j=1

p−1
j (Wj). Por

lo tanto {y1} × · · · × {ym} ×
∞∏

n=m+1

Cn ⊂ U .

1.3. Contractibilidad

Definición 1.23. Decimos que un espacio topológico X es contráctil si existen un punto
x0 en X y una función continua H : X× [0, 1] −→ X tales que H((x,0)) = x y h((x, 1)) =
x0, para toda x ∈ X.

Proposición 1.24. La propiedad de ser contráctil es una propiedad topológica.

Demostración. Sean X y Y espacios topológicos tales que X es un espacio contráctil, y
f : X −→ Y un homeomorfismo. Denotemos por f−1 a la función inversa de f . Definamos
la función

g : Y × [0, 1] −→ X × [0, 1]
por g((y, t)) = (f−1(y), t)
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para toda (y, t) ∈ Y × [0, 1]. Dado que la función inversa f−1 y la función identidad
Id[0,1] son continuas, g es continua. Probaremos que Y es contráctil. Como X es contráctil
existen x0 ∈ X y una función continua H : X × [0, 1] −→ X tales que H(x, 0) = x y
H(x, 1) = x0 para todo x ∈ X. Ahora, definamos la función H

′
: Y × [0, 1] −→ Y como

H
′
(y, t) = (f ◦H ◦ g)(y, t). Dado que f , H y g son continuas, H

′
es continua. Entonces,

H ′(y, 0) = (f ◦H ◦ g)(y, 0)
= f(H(g(y, 0)))

= f(H((f−1(y), 0)))

= f(f−1(y))

= y

y

H ′(y, 1) = (f ◦H ◦ g)(y, 1)
= f(H(g(y, 1)))

= f(H((f−1(y), 1)))

= f(x0).

Por lo tanto Y es contráctil.

1.4. El espacio de funciones continuas

Sea (X, d) un espacio métrico y compacto. Consideremos (R, τR) donde τR es la topo-
loǵıa usual de R. Definimos

C(X,R) = {f : X −→ R : fes continua}.

Dado que X es compacto, todas las funciones en C(X,R) son acotadas. Definamos la
función norma || · || : C(X,R) −→ [0,∞) como

||f || = sup{|f(x)| : x ∈ X}.

Es fácil probar que || · || es una norma para C(X,R).
Ahora, definimos la función ρ : C(X,R)× C(X,R) −→ [0,∞) como

ρ(f, g) = ||f − g|| = sup{|f(x)− g(x)| : x ∈ X}.

Nótese que la función ρ está bien definida y además que ρ es una métrica para C(X,R).
Denotemos por τρ la topoloǵıa inducida por la métrica ρ.
Es conocido que ((C(X,R), τρ),+, ∗) es un espacio vectorial topológico, donde el operador
suma está definido de la siguiente manera, para cualesquiera f, g ∈ C(X,R) definimos la
función f + g : X −→ R como (f + g)(x) = f(x) + g(x), de manera similar se define el
producto de un escalar por una función.
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Siguiendo con la misma notación del anterior parrafo, consideremos K(X) = {K ⊂ X :
Kes compacto y no vaćıo}. Sean K ∈ K(X) y A un subconjunto abierto de R. Definimos

[K : A] = {f ∈ C(X,R) : f(K) ⊂ A};

S = {[K : A] : K ∈ K(X), A ∈ τR}.

Sea τcom la topoloǵıa que tiene como subbase a la familia S. A τcom se le conoce como la
topoloǵıa compacto-abierta.

Proposición 1.25. Sea X un espacio topológico compacto. Entonces, la topoloǵıa indu-
cida por ρ en C(X,R) coincide con la topoloǵıa compacto-abierta en C(X,R).

Demostración. Vamos a demostrar que τcom ⊂ τρ. Para ello consideremos U1, . . . , Un ∈ τR,

K1, . . . , Kn ∈ K(X) y U =
n⋂

i=1

[Ki, Ui]. Tomemos f ∈ U . Veamos que existe ε > 0 tal que

Bρ(ε, f) ⊂ U . Como f es continua, f(Ki) es compacto en R. Sea i ∈ {1, . . . , n}. Como
f(Ki) ⊂ Ui, por el Lema 1.1 existe εi > 0 tal que f(Ki) ⊂ N(f(Ki), εi) ⊂ Ui.
Hagamos ε = min{εi : i ∈ {1, . . . , n}}. Probaremos que Bρ(ε, f) ⊂ U . Sean g ∈ Bρ(ε, f)
y z ∈ Ki. Dado que |g(z)− f(z)| ≤ ρ(g, f) < ε,

g(z) ∈ BR(ε, f(z)) ⊂ N(f(Ki), ε) ⊂ N(f(Ki), εi) ⊂ Ui.

Aśı, g(z) ∈ Ui. Por lo que g(Ki) ⊂ Ui. Entonces, g ∈ [Ki, Ui]. Por lo tanto Bρ(ε, f) ⊂ U .
Ahora, sean V ∈ τcom y f ∈ V . Entonces existen U1, . . . , Un ∈ τR, K1, . . . , Kn ∈ K(X)

tales que f ∈
n⋂

i=1

[Ki, Ui] ⊂ V . Por lo anterior, existe ε > 0 tal que

Bρ(ε, f) ⊂
n⋂

i=1

[Ki, Ui] ⊂ V .

Por lo que V ∈ τρ. Aśı, τcom ⊂ τρ.

Finalmente, probaremos que τρ ⊂ τcom. Sean ε > 0 y f ∈ C(X,R). Por cada x ∈ X,
definimos Ux = f−1(B(f(x), ε

8
)). Notemos que la familia {Ux : x ∈ X} es una cubierta

abierta de X. Dado que X es compacto, existen x1, . . . , xn ∈ X tales que X =
n⋃

i=1

Uxi
.

Para cada i ∈ {1, . . . , n}, hagamos:

Ci = Cl(Uxi
) y Vi = BR(

ε

4
, f(xi))).

Observemos que cada Ci es compacto y que cada Vi es abierto.

Afirmación 1. f ∈
n⋂

i=1

[Ci, Vi].

Sea i ∈ {1, . . . , n}. Dado que f es continua, f(Cl(Uxi
)) ⊂ Cl(f(Uxi

)). Aśı

f(Ci) ⊂ Cl(f(Uxi
)) = Cl(f(f−1(BR( ε

8
, f(xi))))) ⊂ Cl(BR( ε

8
, f(xi))) ⊂ BR( ε

4
, f(xi)) = Vi.
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Por lo que f(Ci) ⊂ Vi y f ∈
n⋂

i=1

[Ci, Vi].

Afirmación 2.
n⋂

i=1

[Ci, Vi] ⊂ Bρ(ε, f).

Sean g ∈
n⋂

i=1

[Ci, Vi] y z ∈ X =
n⋃

i=1

Uxi
. Entonces, z ∈ Uxi

para algún i ∈ {1, . . . , n}. Dado

que z ∈ Uxi
⊂ Ci y g(Ci) ⊂ Vi, g(z) ∈ Vi. Aśı,

g(z) ∈ BR( ε
4
, f(xi)) y |g(z)− f(xi)| < ε

4
.

Por otra parte, dado que z ∈ Uxi
⊂ Ci y f(Ci) ⊂ Vi, se tiene que:

f(z) ∈ BR( ε
4
, f(xi)) y |f(z)− f(xi)| < ε

4
.

De lo anterior,

|f(z)− g(z)| ≤ |f(z)− f(xi)|+ |f(xi)− g(z)|
<

ε

4
+

ε

4
=

ε

2
.

Por lo que |f(z) − g(z)| < ε
2
. Aśı ρ(g, f) < ε. De donde g ∈ Bρ(ε, f). Esto prueba la

Afirmación 2.
Concluimos que Bρ(ε, f) ∈ τcom. Por lo tanto τcom = τρ.

Proposición 1.26. Si (X, d) es un espacio métrico y compacto, entonces (C(X,R), τρ)
es segundo numerable.

Demostración. Por las Proposiciones 1.5 y 1.6, existe βX una base numerable para la to-
poloǵıa sobreX. Por el Lema 1.8, podemos suponer que βX contiene a las uniones finitas
de sus elementos. Sea βR una base numerable para la topoloǵıa de R tal que contiene a
las uniones finitas de sus elementos. Hagamos C = {ClX(V ) : V ∈ βX}. Notemos que
C ⊂ K(X) y es a lo más numerable.
Sea S = {[K,U ] : K ∈ C y U ∈ βR}. Nótese que S es a lo más numerable. Ahora probare-
mos que S es una subbase para la topoloǵıa τcom. Sean K ∈ K(X), U ∈ τR y f ∈ [K,U ].
Afirmación 1. Existe V ∈ βX tal que K ⊂ ClX(V ) ⊂ f−1(U).
Por la continuidad de f , f−1(U) es abierto en X. Por otra parte, para todo x ∈ K,
existe Vx ∈ βX tal que x ∈ Vx ⊂ f−1(U). Por la normalidad de X, podemos supo-
ner que ClX(Vx) ⊂ f−1(U) para cada x ∈ K. Dado que la familia {Vx : x ∈ K} es
una cubierta abierta de K y K es compacto, existen x1, . . . , xn ∈ K tales que K ⊂
n⋃

i=1

Vxi
⊂

n⋃
i=1

ClX(Vxi
) ⊂ f−1(U). Sea V =

n⋃
i=1

Vxi
. Entonces V ∈ βX , ClX(V ) ∈ C y

f(K) ⊂ f(ClX(V )) ⊂ U . Aśı K ⊂ ClX(V ) ⊂ f−1(U).

Afirmación 2. Existe W ∈ βR tal que f(ClX(V )) ⊂ W ⊂ U .
Dado que ClX(V ) es cerrado y X es compacto, entonces ClX(V ) es compacto. Como la
compacidad es una propiedad topológica, f(ClX(V )) es compacto en R y f(ClX(V ) ⊂ U .
Por cada y ∈ f(ClX(V ), existe Wy ∈ βR tal que y ∈ Wy ⊂ U . Dado que la fami-
lia {Wy : y ∈ f(ClX(V )} es una cubierta abierta de f(ClX(V ), existen y1, . . . , ym ∈
f(ClX(V )) tales que f(ClX(V )) ⊂

m⋃
i=1

Wyi ⊂ U . Sea W =
m⋃
i=1

Wyi . Claramente W ∈ βR.

Aśı, f(ClX(V )) ⊂ W ⊂ U . Esto termina la prueba de la Afirmación 2.
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Afirmación 3. Existen V ∈ βX y W ∈ βR tales que f ∈ [ClX(V ),W ] ⊂ [K,U ].
Elegimos V ∈ βX y W ∈ βR como en las afirmaciones 1 y 2, respectivamente. Ahora bien,
como f(ClX(V )) ⊂ W , f ∈ [ClX(V ),W ]. Ahora, necesitamos probar que [ClX(V ),W ] ⊂
[K,U ]. Sea g ∈ [ClX(V ),W ]. Dado que K ⊂ ClX(V ), g(K) ⊂ g(ClX(V )) ⊂ W ⊂ U . Por
lo que g ∈ [K,U ]. De todo lo anterior, f ∈ [ClX(V ),W ] ⊂ [K,U ].

Afirmación 4. Para todo U ∈ τcom y para toda f ∈ U , existen V1, . . . , Vn ∈ βX y

W1, . . . ,Wn ∈ βR tales que f ∈
n⋂

i=1

[ClX(Vi),Wi] ⊂ U .

Por la definición de τcom, existen K1, . . . , Kn ∈ K(X) y U1, . . . , Un ∈ τR tales que f ∈
n⋂

i=1

[Ki, Ui] ⊂ U . Por la Afirmación 3, existen V1, . . . , Vn ∈ βX y W1, . . . ,Wn ∈ βR tales que

f ∈ [ClX(Vi),Wi] ⊂ [Ki, Ui] para cada i ∈ {1, . . . , n}. Por lo que

f ∈
n⋂

i=1

[ClX(Vi),Wi] ⊂
n⋂

i=1

[Ki, Ui] ⊂ U .

De la Afirmación 4, concluimos que S es una subbase para la topoloǵıa τcom.
De donde, la familia S ′ de las intersecciones finitas de elementos de S es una base para
τcom. Por el Lema 1.7, S ′ es una base numerable para τcom.
Por lo tanto (C(X,R), τρ) es segundo numerable.

Corolario 1.27. Si (X, d) es un espacio métrico y compacto, entonces (C(X,R), τρ) es
separable.

Demostración. Se sigue de las Proposiciones 1.5 y 1.26 que (C(X,R), τρ) es separable.

Lema 1.28. Sean f0 ∈ C(I∞,R). Entonces la función H : C(I∞,R)× [0, 1] −→ C(I∞,R)
definida por H(f, t) = (1− t)f + tf0 es una función continua.

Demostración. Consideremos (f, t) ∈ C(I∞,R) × [0, 1]. Sea {(fn, tn)}∞n=1 una sucesión
en C(I∞,R) × [0, 1] tal que (fn, tn) −→ (f, t). Para probar que H((fn, tn)) −→ H(f, t),
probaremos que (1− t)fn + tnf0 −→ (1− t)f + tf0. Como (fn, tn) −→ (f, t), fn −→ f y
tn −→ t. Por la continuidad del producto por un escalar en el espacio vectorial topológico,
(1 − t)fn −→ (1 − t)f y tnf0 −→ tf0. Aśı, dado que la suma es una función continua,
(1− t)fn + tnf0 −→ (1− t)f + tf0. Esto prueba que H es continua.

1.5. Conjuntos convexos

Definición 1.29. Sean V un espacio vectorial métrico, separable y no vaćıo, y C un sub-
conjunto no vaćıo de V . Decimos que C es un subconjunto convexo si para cualesquiera
dos elementos c0 y c1 de C, se tiene que {(1− t)c0 + tc1 : t ∈ [0, 1]} ⊂ C.

Definición 1.30. Sea V un espacio vectorial métrico separable, compacto y no vaćıo, y
A un subconjunto no vaćıo de V . El casco convexo de A, denotado por conv(A), se define
como:

conv(A) =
⋂

{C : A ⊂ C y Ces un conjunto convexo}.
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La prueba del siguiente resultado se puede consultar en [9, Teorema 1.2.3, p. 8].

Teorema 1.31. Para cada espacio métrico, compacto, separable y no vaćıo X, existe un
encaje isométrico h : X −→ C(X,R) tal que:

1) para cada subconjunto Y de X, h(Y ) es subconjunto cerrado de conv(h(Y )).

2) h(X) ⊂ {f ∈ C(X,R) : ||f || ≤ diam(X)}.

Lema 1.32. Sea C un subespacio convexo de C(I∞,R). Entonces C es contráctil. En
particular C(I∞,R) es contráctil.

Demostración. Sea f0 ∈ C. Hagamos a H : C× [0, 1] −→ C por H((f, t)) = (1− t)f+ tf0.
Como C es convexo, H está bien definida. La continuidad de H se sigue del Lema 1.28.
Aśı, para cada f ∈ C, H((f, 0)) = (1− 0)f + 0f0 = f y H((f, 1)) = (1− 1)f + 1f0 = f0.
Por lo tanto C es contráctil. Dado que (1 − t)c0 + tc1 ∈ C(I∞,R) para cualesquiera c0,
c1 ∈ C(I∞,R) y cualquier t ∈ [0, 1], entonces C(I∞,R) es contráctil.

1.5.1. Normalidad y el cubo de Hilbert

El siguiente resultado es conocido como el Teorema de extensión de Dugundji (ver [9,
Teorema 1.4.13, p. 38]).

Teorema 1.33. Sea (V, ρ) un espacio vectorial topológico normado, separable y no vaćıo.
Para cada espacio X, cada subespacio cerrado A de X y toda función continua f : A −→
V , existe una función continua F : X −→ V tal que F |A = f y F (X) ⊂ conv(f(A)).

Como consecuencia del Teorema 1.33, obtenemos el Teorema de extensión de Tietze
(ver [9, Teorema 1.4.14, p. 39]).

Teorema 1.34. Sean X un espacio métrico, separable y no vaćıo, y A un subconjunto
cerrado de X. Si f : A −→ [0, 1] es una función continua, entonces existe una función
continua F : X −→ [0, 1] tal que F |A = f .

Del Teorema 1.34, se obtiene el siguiente resultado conocido como el Lema de Urysohn
(ver [9, Teorema 1.4.15, p. 39]). Es conocido que todo espacio métrico es normal, por lo que
se puede aplicar el Lema de Urysohn, sin usar la hipótesis de ser separable, sin embargo
lo escribimos como aparece en la referencia.

Teorema 1.35. Sea X un espacio métrico, separable y no vaćıo. Si A y B son subcon-
juntos cerrados y ajenos de X. Entonces existe una función continua f : X −→ [0, 1] tal
que f(A) = {0} y fB) = {1}.

Teorema 1.36. Todo espacio métrico, separable y no vaćıo X se puede encajar en el cubo
de Hilbert I∞.

Demostración. Dado que todo espacio métrico y separable es segundo numerable, sea
β = {U1, U2, . . .} una base numerable para la topoloǵıa de X. Definamos W = {(Ui, Uj) ∈
β × β : Cl(Ui) ⊂ Uj}. Por el Lema 1.3, W ≠ ∅. Como W ⊂ β × β y β × β es numerable,
W es a lo más numerable. Supongamos que W = {W1,W2, . . .}.
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Dado que X es normal, para cada n ∈ N consideremos Wn = (Uin , Ujn) en W . Por el
Teorema 1.35, existe una función continua fn : X −→ [0, 1] tal que

fn(x) =


0, si x ∈ Cl(Uin),

1, si x ∈ X \ Ujn .

Definimos la función f : X −→ I∞ por f(x) = (f1(x), f2(x), . . .). Probaremos que f es un
homeomorfismo sobre su imagen.
Primero veamos que f es continua. Sea πn : I∞ −→ I la n-ésima proyección. Entonces,
π ◦ f = fn para cada n. Como cada fn es continua para cada n, f es continua.

Para probar la inyectividad de f , sean x y y puntos distintos de X. Como X es de
Hausdorff, existe Uj ∈ β tal que x ∈ Uj y y /∈ Uj. Dado que X es normal, existe Ui ∈ β
tal que x ∈ Ui ⊂ Cl(Ui) ⊂ Uj. De esta manera, (Ui, Uj) ∈ W . Sea m ∈ N tal que
(Ui, Uj) = Wm. Dado que x ∈ Cl(Ui) y y ∈ X \ Uj, fm(x) = 0 y fm(y) = 1. De donde
f(x) ̸= f(y). Por lo que f es inyectiva.

Ahora, probaremos que f es una función cerrada.
Sea A un subconjunto cerrado de X. Probaremos que Cl(f(A)) = f(A). Claramente
f(A) ⊂ Cl(f(A)). Para probar la otra contención, sea y ∈ Cl(f(A)). Veamos que y ∈ f(A).
Supongamos que y /∈ f(A). Sea x ∈ X tal que f(x) = y. Entonces x /∈ A.

Dado que x ∈ X \ A y X \ A es abierto, existe Uj ∈ β tal que x ∈ Uj ⊂ X \ A.
Dado que X es normal, existe Ui ∈ β tal que x ∈ Ui ⊂ Cl(Ui) ⊂ Uj. Sea k ∈ N tal que
(Ui, Uj) = Wk. Ahora, como x ∈ Cl(Ui) y A ⊂ X \ Uj, entonces fk(x) = 0 y fk(a) = 1
para cada a ∈ A. Entonces, para cada a ∈ A

dI∞(f(x), f(a)) =
∞∑
i=1

|fi(x)− fi(a)|
2i

≥ |fk(x)− fk(a)|
2k

=
|0− 1|
2k

=
1

2k

>
1

2k+1
.

Aśı, B( 1
2k+1 , f(x)) ∩ f(A) = ∅. De donde f(x) = y /∈ Cl(f(A)), una contradicción. Con-

cluimos que y ∈ f(A). Por lo que Cl(f(A)) ⊂ f(A) y Cl(f(A)) = f(A). Esto prueba que
f es cerrada.
Por lo tanto f : X −→ f(X) es un homeomorfismo de X sobre f(X).



Caṕıtulo 2

Una introducción a los RA y a los
RVA

2.1. Retractos

Definición 2.1. Sea X un espacio topológico y A un subespacio no vaćıo de X. Decimos
que A es un retracto de X si existe una función continua r : X −→ A tal que r(a) = a,
para toda a ∈ A. A la función r se le llama retracción.

Proposición 2.2. Sean X un espacio topológico de Hausdorff y A un subespacio de X.
Si A es un retracto de X, entonces A es cerrado en X.

Demostración. Sean A un retracto de X y r : X −→ A una retracción. Si A = X, A
es cerrado en X. Supongamos que A ̸= X, sea x0 ∈ X \ A. Notemos que r(x0) ̸= x0.
Entonces existen dos abiertos ajenos U0 y V0 tales que x0 ∈ U0, r(x0) ∈ V0. Ahora, como
r es continua, r−1(V0) es un abierto de X tal que x0 ∈ r−1(V0). Sea W0 = U0 ∩ r−1(V0).
Entonces W0 es un abierto de X y x0 ∈ W0. Dado que W0 ⊂ r−1(V0), r(W0) ⊂ V0.
Aśı, W0 ∩ r(W0) = ∅. Vamos a probar que W0 ⊂ X \ A. Supongamos que W0 ∩ A ̸= ∅.
Sea a ∈ W0 ∩ A. Como a ∈ A y r es una retracción, r(a) = a. Aśı, dado que a ∈ W0,
r(a) = a ∈ r(W0). Entonces a ∈ W0 ∩ r(W0), lo cual es una contradicción. De donde,
W0 ⊂ X \ A y X \ A es abierto en X. Por lo tanto A es cerrado en X.

Proposición 2.3. Sean X un espacio topológico y A un subespacio de X. Entonces A es
un retracto de X si y solo si para cada espacio Y y cada función continua f : A −→ Y ,
existe una función continua F : X −→ Y tal que F |A = f .

Demostración. Para probar la Necesidad, consideremos una retracción r : X −→ A. Sean
Y un espacio topológico y f : A −→ Y una función continua. Hagamos F = f ◦r. Entonces
F es una función continua de X en Y . Dado que r es una retracción, F (a) = (f ◦ r)(a) =
f(r(a)) = f(a), para cualquier a ∈ A. De donde F |A = f .

Para ver la Suficiencia, sea Y = A y f = IdA. Por hipótesis, existe una función continua
F : X −→ A tal que F |A(a) = IdA. Veamos que F es una retracción. Sea a ∈ A. Entonces,
F (a) = F |A(a) = IdA(a) = a. Por lo tanto, A es un retracto de X.

Proposición 2.4. Sean X un espacio contráctil y A un subespacio de X. Si A es un
retracto de X, entonces A es contráctil.

25
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Demostración. Sea r : X −→ A una retacción. Como X es contráctil, existen un punto
x0 ∈ X y una función continua H : X× [0, 1] −→ X tales que H((x, 0)) = x y H((x, 1)) =
x0 para toda x ∈ X. Definamos la función F : A × [0, 1] −→ A como F ((a, t)) =
(r ◦ H)((a, t)) para cada (a, t) ∈ A × [0, 1]. Entonces F es una función bien definida
y continua. Ahora, sea a ∈ A. Aśı,

F ((a, 0)) = (r ◦H)((a, 0))

= r(H((a, 0)))

= r(a)

= a

y

F ((a, 1)) = (r ◦H)((a, 1))

= r(H((a, 1)))

= r(x0).

Por lo tanto A es contráctil.

Proposición 2.5. Sean {Cn}n∈N, {Yn}n∈N dos familias de espacios topológicos tales que

Yn ⊂ Cn para cada n ∈ N. Si U es un abierto de
∞∏
n=1

Cn tal que
∞∏
n=1

Yn ⊂ U y r :

U −→
∞∏
n=1

Yn es una retracción, entonces, para cada y ∈
∞∏
n=1

Yn, existe m ∈ N tal que

{y1} × · · · × {ym} ×
∞∏

n=m+1

Yn es un retracto de {y1} × · · · {ym} ×
∞∏

n=m+1

Cn.

Demostración. Sea y ∈
∞∏
n=1

Yn. Elegimos un número m ∈ N el cual es proporcionado por el

Lema 1.22. Entonces {y1}×· · ·×{ym}×
∞∏

n=m+1

Cn ⊂ U . Sea z ∈ {y1}×· · ·×{ym}×
∞∏

n=m+1

Cn.

Ahora, definimos la función φz : N −→ {y1, . . . , ym} ∪
∞⋃

n=m+1

Yn por,

φz(n) =


yn, si n ∈ {1, . . . ,m},

pn(r(z)), si n ≥ m+ 1,

donde pn es la n-ésima función proyección. Observemos que φz está bien definida y φz ∈
{y1} × · · · × {ym} ×

∞∏
n=m+1

Yn. De lo anterior, definimos una función

Gm : {y1} × · · · {ym} ×
∞∏

n=m+1

Cn −→ {y1} × · · · × {ym} ×
∞∏

n=m+1

Yn

como Gm(z) = φz, para cada z ∈ {y1} × · · · × {ym} ×
∞∏

n=m+1

Cn.
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Afirmamos que la función Gm es continua y Gm(z) = z, para toda z ∈ {y1} × · · · ×
{ym} ×

∞∏
n=m+1

Yn. Con el fin de probar esto, sea n ∈ N. Vamos a probar que pn ◦ Gm es

continua. Si n ∈ {1, . . . ,m}, entonces pn ◦ Gm es igual a la constante yn. En el caso en
que n ≥ m + 1, pn ◦ Gm = pn ◦ r. En cualquiera de los casos, pn ◦ Gm es continua para
toda n ∈ N. Por lo que Gm es una función continua.

Para probar la otra parte, sea z ∈ {y1} × · · · × {ym} ×
∞∏

n=m+1

Yn. Con el fin de demostrar

que Gm(z) = z, usando que Gm(z) = φz, es suficiente probar que φz = z. Notemos que
las funciones φz y z tienen el mismo dominio. Para probar la otra parte de la igualdad de
funciones, sea n ∈ N. Si n ∈ {1, . . . ,m}, entonces φz(n) = yn = z(n). En el caso de que
n ≥ m+ 1,

φz(n) = (pn ◦ r)(z)
= pn(r(z))

= pn(z)

= z(n).

En cualquiera de los casos, se tiene que φz(n) = z(n). De lo anterior, concluimos que,
φz = z. Por lo que, Gm(z) = z.

Por lo tanto, {y1}×· · · {ym}×
∞∏

n=m+1

Yn es un retracto de {y1}×· · ·×{ym}×
∞∏

n=m+1

Cn.

Proposición 2.6. Sea {Xλ}λ∈Λ una familia de espacios topológicos. Entonces para cada
λ ∈ Λ, Xλ es un retracto de

∏
λ∈Λ

Xλ.

Demostración. Sean α ∈ Λ y x ∈
∏
λ∈Λ

Xλ. Para todo λ ̸= α, definimos Yλ = {x(λ)}, y

para λ = α, definimos Yλ = Xα. Ahora, por cada a ∈ Xα, definimos la función

φa : Λ −→
⋃
λ∈Λ

Yλ

por

φa(λ) =


x(λ), si λ ̸= α,

a, si λ = α.

Notemos que φa ∈
∏
λ∈Λ

Yλ para cada a ∈ Xα.

Finalmente, definimos la función iα : Xα −→
∏
λ∈Λ

Yλ por iα(a) = φa para cada a ∈ Xα.

Entonces, iα(Xα) es un subespacio de
∏
λ∈Λ

Xλ. Probaremos que la función composición

iα ◦ pα :
∏
λ∈Λ

Xλ −→
∏
λ∈Λ

Yλ es una retracción. Dado que iα y pα son continuas, iα ◦ pα es
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continua. Sea a ∈ Xα. De donde

(iα ◦ pα)(iα(a)) = iα(pα(iα(a)))

= iα(pα(φa))

= iα(φa(α))

= iα(a).

Aśı, iα(Xα) es un retracto de
∏
λ∈Λ

Xλ y iα ◦ pα es una retracción.

Por lo tanto, Xα es un retracto de
∏
λ∈Λ

Xλ.

2.2. RA, EA, RVA y EVA

En este caṕıtulo probaremos que la propiedad de ser un retracto de vecindad absoluto
es equivalente a la propiedad de ser un retracto de vecindad absoluto, asimismo veremos
que la propiedad de ser un retracto de vecindad absoluto es equivalente a la propiedad de
ser un extensor de vecindad absoluto. Para los retractos en un continuo, se tiene que éstos
son retractos absolutos o retractos de vecindad absolutos siempre que el continuo sea un
retracto absoluto o un retracto de vecindad absoluto, respectivamente. Para el producto
topológico probaremos algunos resultados relacionados con retractos absolutos, retractos
de vecindad absolutos y retractos de vecindad absoluto contráctil.
A continuación recordaremos la decinición de retracto de vecindad.

Definición 2.7. Sean X un espacio topológico y A un subespacio de X. Decimos que
A es un retracto de vecindad de X si existen un abierto U de X tal que A ⊂ U y una
retracción r : U −→ A.

Definición 2.8. Sea X un espacio topológico. Decimos que X es un retracto absoluto si
para cada espacio Z y cada encaje h : X −→ Z tal que h(X) es un subconjunto cerrado
de Z, se tienen que h(X) es un retracto de Z.

Proposición 2.9. Si C es un subconjunto convexo de un espacio vectorial normado,
separable y no vaćıo V , entonces C es un retracto absoluto.

Demostración. Sean Z un espacio topológico y h : C −→ Z un encaje tal que h(C) es
cerrado en Z. Como h−1 : h(C) −→ C es una función continua. Por el Teorema 1.33, existe
una función continua H : Z −→ Conv(C) tal que H|h(C) = h−1. Como C es convexo,
Conv(C) = C. Sea r : Z −→ h(C) definida como r = h ◦H. Entonces, r es una función
continua tal que

r(h(c)) = (h ◦H)(h(c))

= h(H(h(c)))

= h(h−1(h(c)))

= h(c).

Con esto r es una retracción. Por lo tanto, C es un retracto absoluto.
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Definición 2.10. Sea X un espacio topológico. Decimos que X es un extensor absoluto si
para cada espacio Z, cada subconjunto cerrado y no vaćıo A de Z y toda función continua
f : A −→ X, existe una función continua F : Z −→ X tal que F |A = f .

Definición 2.11. Sea X un espacio topológico. Decimos que X es un retracto de vecindad
absoluto si para cada espacio Z y cada encaje h : X −→ Z tal que h(X) es un subconjunto
cerrado de Z, se tiene que h(X) es un retracto de vecindad de Z.

Definición 2.12. Sea X un espacio topológico. Decimos que X es un extensor de vecindad
absoluto si para cada espacio Z, cada subconjunto cerrado y no vaćıo A de Z, y cada
función continua f : A −→ X, existen un subconjunto abierto U de Z tal que A ⊂ U y
una función continua F : U −→ X tal que F |A = f .

Proposición 2.13. Las propiedades de ser un retracto absoluto y de ser un retracto de
vecindad absoluto son propiedades topológicas.

Demostración. Solo probaremos que la propiedad de ser un retracto de vecindad absoluto
es una propiedad topológica ya que la prueba para un retracto absoluto es similar.

Sean X y Y espacios topológicos y f : X −→ Y un homeomorfismo. Supongamos que
X es un retracto de vecindad absoluto. Sean Z un espacio topológico y h : Y −→ Z un
encaje tal que h(Y ) es un subconjunto cerrado de Z. Notemos que h ◦ f : X −→ Z es un
encaje. Como

(h ◦ f)(X) = h(f(X)) = h(Y ),

(h ◦ f)(X) es un cerrado en Z. Dado que X es un retracto de vecindad absoluto, existe
un abierto U de Z tal que (h ◦ f)(X) es un retracto de U . Aśı, dado que

(h ◦ f)(X) = h(f(X)) = h(Y ),

Y es un retracto de vecindad absoluto.

Proposición 2.14. Todo retracto absoluto es un retracto de vecindad absoluto.

Demostración. La demostración se sigue de la definición.

Proposición 2.15. Las propiedades de ser un extensor absoluto y de ser un extensor de
vecindad absoluto son propiedades topológicas.

Demostración. Probaremos que la propiedad de ser un extensor de vecindad absoluto es
una propiedad topológica, ya que la prueba para el caso de ser un extensor absoluto es
análoga.
Sean X un extensor de vecindad absoluto y Y un espacio homeomorfo a X. Sea h : Y −→
X un homeomorfismo. Sean Z un espacio, A un subconjunto cerrado no vaćıo de Z y
f : A −→ Y una función continua. Notemos que h ◦ f : A −→ X es una función continua.
Como X es un extensor de vecindad absoluto, existen un subconjunto U de Z tal que
A ⊂ U y una función continua g : U −→ X tal que g|A = h ◦ f . Definimos F : U −→ Y
como F = h−1 ◦g. Entonces, F es una función continua. Ahora, probaremos que F |A = f .
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Sea a ∈ A. Entonces,

F (a) = (h−1 ◦ g)(a)
= h−1(g(a))

= h−1((h ◦ f)(a))
= h−1(h(f(a)))

= (h−1 ◦ h)(f(a))
= Id|Y (f(a)) = f(a).

Con esto F |A = f . Por lo tanto, Y es un extensor de vecindad absoluto.

Proposición 2.16. Sea X un espacio métrico y separable. Entonces:

(1) X es un retracto absoluto si, y sólo si, X es un extensor absoluto.

(2) X es un retracto de vecindad absoluto si, y sólo si, X es un extensor de vecindad
absoluto.

Demostración. Sólo probaremos (2), ya que la demostración de (1) es similar. Para probar
la Necesidad de (2), sean Y un espacio, A un subconjunto cerrado no vaćıo de Y y
f : A −→ X una función continua. Dado que X un espacio métrico y separable, por el
Teorema 1.36, existe un encaje h

′
: X −→ I∞. Como I∞ es métrico y compacto, por

el Teorema 1.31, existe un encaje isométrico h
′′
: I∞ −→ C(X,R) tal que h

′′
(h

′
(X)) es

un subconjunto cerrado de conv(h
′′
(h

′
(X))). Consideremos la siguiente función continua

h
′′ ◦ h

′ ◦ f : A −→ h
′′
(h

′
(X)). Nótese que h

′′ ◦ h
′ ◦ f : A −→ C(X,R) sigue siendo

continua. Por el Teorema 1.33, existe una función continua f : Y −→ C(X,R) tal que
f |A = h

′′ ◦ h′ ◦ f y f(Y ) ⊂ conv(h
′′
(h

′
(f(A)))). Usando que

h
′′
(h

′
(f(A))) ⊂ h

′′
(h

′
(X)) ⊂ conv(h

′′
(h

′
(X)))

y la definición de casco convexo de un conjunto, se tiene que

conv(h
′′
(h

′
(f(A)))) ⊂ conv(h

′′
(h

′
(X))).

Por lo que f : Y −→ conv(h
′′
(h

′
(X))) sigue siendo continua.

Por otra parte, dado que X es un retracto de vecindad absoluto y h
′′
(h

′
(X)) es

un subconjunto cerrado en conv(h
′′
(h

′
(X))), existe una vecindad U de h

′′
(h

′
(X)) en

conv(h
′′
(h

′
(X))) y una retracción r : U −→ h

′′
(h

′
(X)). Como

f(A) = h
′′
(h

′
(f(A))) ⊂ h

′′
(h

′
(X)) ⊂ U,

entonces (f)−1(U) es una vecindad de A en Y . Sea

G = r ◦ (f |(f)−1(U)) : (f)
−1(U) −→ h

′′
(h

′
(X)).

Notemos que G es continua. Veamos que G|A = h
′′ ◦h′ ◦f . Para esto, sea a ∈ A. Entonces,

G(a) = r(f(a)) = r(h
′′
(h

′
(f(a)))) = h

′′
(h

′
(f(a))).
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Ahora, definamos las siguientes funciones

g1 = (h
′′
)−1|h′′ (h′ (X)) : h

′′
(h

′
(X)) −→ h

′
(X),

g2 = (h
′
)−1 : h

′
(X) −→ X

y
g = g2 ◦ g1 : h

′′
(h

′
(X)) −→ X.

Con lo anterior, definimos la función F = g ◦ G : f−1(U) −→ X, la cual es continua.
Probaremos que F |A = f . Sea a ∈ A. Entonces,

F (a) = g(G(a))

= g2(g1(h
′′
(h

′
(f(a)))))

= (h
′′
)−1((h

′
)−1(h

′′
(h

′
(f(a)))))

= f(a).

Por lo tanto X es un extensor de vecindad absoluto. Para la Suficiencia, supongamos que
X es un extensor de vecindad absoluto. Mostraremos que X es un retracto de vecindad
absoluto. Sean Z un espacio y h : X −→ Z un encaje tales que h(X) es un subconjunto
cerrado de Z. Usando la Proposición 2.15, h(X) es un extensor de vecindad absoluto. Aśı,
de la definición de extensor de vecindad absoluto, para la función identidad Id : h(X) −→
h(X), existen un subconjunto abierto U de Z que contiene a h(X) y una función continua
F : U −→ h(X) tal que F |h(X) = Id. Entonces, F es una retracción y h(X) es un retracto
de U . Por lo que, h(X) es un retracto de vecindad absoluto. Por lo tanto, X es un retracto
de vecindad absoluto.

Proposición 2.17. Las siguientes afirmaciones se cumplen:

(1) Todo subconjunto abierto y no vaćıo de un retracto de vecindad absoluto es un
retracto de vecindad absoluto.

(2) Todo retracto de un retracto absoluto es un retracto absoluto.

(3) Todo retracto de un retracto de vecindad absoluto es un retracto de vecindad abso-
luto.

Demostración. Para ver que se cumple (1), supongamos que X un retracto de vecindad
absoluto. Sean U un subconjunto abierto no vaćıo de X, Z un espacio y h : U −→ Z un
encaje tales que h(U) es un subconjunto cerrado de Z. Entonces, h−1 : h(U) −→ X es una
función continua. Como X es un retracto de vecindad absoluto, por la Proposición 2.16,
X es un extensor de vecindad absoluto. Aśı, dado que h(U) es un subconjunto cerrado
de Z, existen un subconjunto abierto V de Z tal que h(U) ⊂ V y una función continua
F : V −→ X tal que F |h(U) = h−1. Como U es abierto en X, W = F−1(U) es un
subconjunto abierto en V y también en Z. Veamos que h(U) ⊂ W . Sea a ∈ U . Entonces,
F (h(a)) = h−1(h(a)) = a ∈ U . Aśı h(U) ⊂ W .
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Por otra parte, sea r : W −→ h(U) definida por r(w) = (h◦F |W )(w). Como h y F son
continuas, r es continua. Para probar que r es una retracción, sea h(u) ∈ h(U). Entonces,

r(h(u)) = (h ◦ F )(h(u))

= h(h−1(h(u)))

= h(u).

Aśı, h(U) es un retracto de W . Por lo tanto, U es un retracto de vecindad absoluto.

Ahora probaremos (3). La demostración de (2) es similar. Sean X un retracto de
vecindad absoluto y Y un retracto de X. Sea r : X −→ Y una retracción. Sean Z un
espacio, A un subconjunto cerrado y no vaćıo de Z y f : A −→ Y una función continua.
Como X es un retracto de vecindad absoluto, por la Proposición 2.16, existen un abierto
V de Z tal que A ⊂ V y una función continua g : V −→ X tal que g|A = f . Hagamos
F = r ◦ g : V −→ Y . Entonces, f es una función continua. Veamos que F |A = f . Sea
a ∈ A. Aśı,

F (a) = (r ◦ g)(a)
= r(g(a))

= r(f(a))

= f(a).

Por lo que Y es un extensor de vecindad absoluto. Por la Proposición 2.16, Y es un re-
tracto de vecindad absoluto.

Proposición 2.18. Sea {Xλ}λ∈Λ una familia de espacios topológicos. Si
∏
λ∈Λ

Xλ es un

retracto absoluto, entonces Xλ es un retracto absoluto para cada λ ∈ Λ.

Demostración. Supongamos que
∏
λ∈Λ

Xλ es un retracto absoluto. Sea α ∈ Λ. Probaremos

que Xα es un retracto absoluto. Consideremos la función iα definida en la Proposición
1.21. Nuevamente, por la Proposición 1.21, iα(Xα) es un retracto de

∏
λ∈Λ

Xλ. Por la Pro-

posición 2.17, (2), iα(Xα) es un retracto absoluto. De la Proposición 2.13 se sigue que,
Xα es un retracto absoluto.

Proposición 2.19. Sea {Xn}∞n=1 una familia numerable de espacios métricos, separables

y no vaćıos. Si cada Xn es un retracto absoluto, entonces
∞∏
n=1

Xn es un retracto absoluto.

Demostración. Por la Proposición 1.20,
∞∏
n=1

Xn es un espacio métrico separable. Para

probar que
∞∏
n=1

Xn es un retracto absoluto, por la Proposición 2.16, es suficiente ver que
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∞∏
n=1

Xn es un extensor absoluto. Sean Z un espacio, A un subconjunto cerrado y no vaćıo

de Z y f : A −→
∞∏
n=1

Xn una función continua. Sea m ∈ N. Consideremos pm ◦ f : A −→

Xm, la cual es una función continua. Dado que cada Xm es un retracto absoluto, por la
Proposición 2.16, Xm es un extensor absoluto. Entonces, para cada m ∈ N, existe una
función continua fm : Z −→ Xm tal que fm|A = pm ◦ f .
Por otra parte, definamos una familia de funciones de la siguiente manera. Sea z ∈ Z,
definimos

δz : N −→
⋃
n∈N

Xn

por
δz(n) = fn(z).

Dado que δz(n) = fn(z) ∈ Xn para cada n ∈ N. Aśı, δz ∈
∞∏
n=1

Xn. Finalmente, definamos

la función

F : Z −→
∞∏
n=1

Xn

por
F (z) = δz.

Veamos que F |A = f . Sea a ∈ A. Como F (a) = δa, basta probar que δa = f(a). Nótese que
el dominio de las funciones δa y f(a) es N. Sea n ∈ N. Probaremos que δa(n) = (f(a))(n).
Esto se sigue de que

δa(n) = fn(a)

= (pn ◦ f)(a)
= pn(f(a))

= (f(a))(n).

Concluimos que δa y f(a) son iguales. Entonces, F |A = f . Aśı,
∞∏
n=1

Xn es un extensor

absoluto. Utilizando nuevamente la Proposición 1.10,
∞∏
n=1

Xn es un retracto absoluto.

Proposición 2.20. El producto de una familia finita de retractos de vecindad absolutos
es un retracto de vecindad absoluto.

Demostración. Para cada n ∈ N, sea {Xi}ni=1 una familia finita de retractos de vecindad
absolutos. La prueba será por inducción matemática sobre n.

Primero probaremos que X1 ×X2 es un retracto de vecindad absoluto, por la Propo-
sición 2.16, es suficiente probar que X1×X2 es un extensor de vecindad absoluto. Sean Z
un espacio, A un subconjunto cerrado y no vaćıo de Z y f : A −→ X1 ×X2 una función
continua. Consideremos las funciones continuas π1 ◦ f : A −→ X1 y π2 ◦ f : A −→ X2.
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Como X1 y X2 son extensores de vecindad absoluto, por la Proposición 2.16, existen dos
subconjuntos abiertos V1 y V2 de Z tales que A ⊂ V1, A ⊂ V2 y dos funciones continuas
f1 : V1 −→ X1, f2 : V2 −→ X2 que cumplen que f1|A = π1 ◦ f y f2|A = π2 ◦ f . Sean
V = V1 ∩ V2. Definimos la función F : V −→ X1 ×X2 como F (v) = (f1(v), f2(v)). Nótese
que F es una función continua. Veamos que F |A = f . Sea a ∈ A. Entonces,

F (a) = (f1(a), f2(a))

= ((π1 ◦ f)(a), (π2 ◦ f(a)))
= (π1(f(a)), π2(f(a)))

= f(a).

Aśı, F |A = f . Por lo que X1 × X2 es un extensor de vecindad absoluto. Por lo tanto
X1 ×X2 es un retracto de vecindad absoluto.
Ahora, sea {Xi}ni=1 una familia finita de retractos de vecindad absolutos. Por la hipóte-

sis de inducción,
n−1∏
i=1

Xi es un retracto de vecindad absoluto. Por la Proposición 1.13,(
n−1∏
i=1

Xi

)
×Xn es homeomorfo a

n∏
i=1

Xi y Xn es un retracto de vecindad absoluto. Por lo

tanto, por la Proposición 2.13,
n∏

i=1

Xi es un retracto de vecindad absoluto.

Proposición 2.21. El producto de una familia a lo más numerable de espacios métricos,
separables y no vaćıos es un retracto absoluto si, y sólo si, cada factor es un retracto
absoluto.

Demostración. La prueba se sigue de la Proposición 2.18 y la Proposición 2.19.

Proposición 2.22. Sea {Xλ}λ∈Λ una familia de espacios topológicos. Si
∏
λ∈Λ

Xλ es un

retracto de vecindad absoluto, Xλ es un retracto de vecindad absoluto para cada λ ∈ Λ.

Demostración. Sea α ∈ Λ. Por la Proposición 2.13, Xα es un retracto absoluto de
∏
λ∈Λ

Xλ.

Por la Proposición 2.17, (3), Xα es un retracto de vecindad absoluto.

Proposición 2.23. Los espacios I∞, R∞, Rn y [0, 1]n, con n ∈ N, son retractos absolutos.

Demostración. Consideremos al conjunto de los números reales R con la norma usual
(valor absoluto) y con la métrica inducida por la norma usual. Es conocido que R con la
métrica usual es separable. El intervalo cerrado [0, 1] es considerado como subespacio de
R, el cual también es separable.

Probaremos que [0, 1] es un subconjunto convexo de R. Sean a, b, t ∈ [0, 1] tales que
a < b y t > 0. Probaremos que (1 − t)a + tb ∈ [0, 1]. Dado que ta ≤ tb ≤ a + tb,
ta ≤ a + tb. Aśı, 0 ≤ a − ta + tb = (1 − t)a + tb. Para probar la otra desigualdad, como
t ≤ 1 y b− a > 0, (b− a)t ≤ b− a. Dado que b− a ≤ 1− a, (b− a)t ≤ 1− a. Entonces,
(1− t)a+ tb = −ta+ tb+ a ≤ 1. Por lo tanto [0, 1] es un subconjunto convexo de R.
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También nótese que R es un subconjunto convexo de R. Por el Corolario 1.12, R es un
espacio vectorial topológico. Por la Proposición 2.9, R y [0, 1] son retractos absolutos. Por
Proposición 2.17 inciso (4), R∞ y [0, 1]∞ son retractos absolutos.

Proposición 2.24. Todo retracto de vecindad de un retracto de vecindad absoluto es un
retracto de vecindad absoluto.

Demostración. Sean X un retracto de vecindad absoluto y A un retracto de vecindad
de X. Para ver que A es un retracto de vecindad absoluto, sean Z un espacio, B un
subconjunto cerrado y no vaćıo de Z y f : B −→ A una función continua. Como X es un
retracto de vecindad absoluto, por la Proposición 2.16, existen un abierto V de Z tal que
B ⊂ V y una función continua g : V −→ X tal que g|B = f .

Por otra parte, dado que A es un retracto de vecindad de X, existen un abierto U de
X tal que A ⊂ U y una retracción r : U −→ A. Por la continuidad de g, W = g−1(U) es
un abierto de V . Dado de V es abierto en Z, W es un abierto en Z. Necesitamos probar
que B ⊂ W . Sea b ∈ B. Entonces,

g(b) = g|B(b)
= f(b) ∈ A ⊂ U.

Aśı, b ∈ g−1(U). De donde B ⊂ W . Finalmente, definimos la función F : W −→ A como
F = r ◦ g|W . Nótese que F es continua. Veamos que F |B = f . Sea b ∈ B. Entonces,

F (b) = (r ◦ g|W )(b)

= r(g|B(b))
= r(f(b))

= f(b).

Concluimos que F |B = f . Por lo tanto, usando la Proposición 2.16, A es un retracto de
vecindad absoluto.

Proposición 2.25. Sea {Xn}∞n=1 una familia numerable de espacios métricos, separables

y no vaćıos. Entonces,
∞∏
n=1

Xn es un retracto de vecindad absoluto si, y sólo si, cada Xn es

un retracto de vecindad absoluto y existe m ∈ N tal que Xn es un retracto absoluto para
cada n ≥ m.

Demostración. Para probar la Suficiencia, supongamos que cada Xn es un retracto de ve-
cindad absoluto y que existe m ∈ N tal que Xn es un retracto absoluto para cada n ≥ m.

Por la Proposición 1.13,
∞∏
n=1

Xn es homeomorfo a
m−1∏
n=1

Xn×
∞∏

n=m

Xn. De la Proposición 2.19,

∞∏
n=m

Xn es un retracto absoluto. Entonces, de la Proposición 2.14,
∞∏

n=m

Xn es un retracto de

vecindad absoluto. Por la Proposición 2.20,
m−1∏
n=1

Xn es un retracto de vecindad absoluto.

Entonces, por la Proposición 2.20,
m−1∏
n=1

Xn ×
∞∏

n=m

Xn es un retracto de vecindad absoluto.
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Aśı, por la Proposición 2.13,
∞∏
n=1

Xn es un retracto de vecindad absoluto.

Para la Necesidad, supongamos que
∞∏
n=1

Xn es un retracto de vecindad absoluto. Sea

m ∈ N. Considerando la función im como en la Proposición 2.6, Xm es homeomorfo a

im(Xm). Por la Proposición 2.6, im(Xm) es un retracto de
∞∏
n=1

Xn. De la Proposición 2.17,

(3), im(Xm) es un retracto de vecindad absoluto. Aśı, por la Proposición 2.13, Xm es un
retracto de vecindad absoluto.
Para la segunda parte sea n ∈ N. Por el Teorema 1.36, existe un encaje hn : Xn −→ I∞.

Dado que I∞ es métrico, compacto y separable, por el Teorema 1.31, existe un en-
caje isométrico h : I∞ −→ C(I∞,R) tal que para cada subconjunto cerrado Y de I∞,
h(Y ) es cerrado en conv(h(Y )). Entonces, para cada n ∈ N, hn(Xn) es un cerrado en
conv(h(hn(Xn))). Para simplificar la prueba, hagamos Cn = conv(h(hn(Xn))) para toda

n ∈ N. Por la Proposición 1.15,
∞∏
n=1

hn(Xn) es un cerrado en
∞∏
n=1

Cn. Por el Corolario 2.9,

Cn es un retracto absoluto para toda n ∈ N. Del Corolario 2.14, Cn es un retracto de
vecindad absoluto para toda n ∈ N.
Usando que cada hn es un encaje sobre su imagen, se sigue de la Proposición 1.17 que,
∞∏
n=1

Xn es homeomorfo a
∞∏
n=1

hn(Xn). Y dado que
∞∏
n=1

Xn es un retracto de vecindad abso-

luto, se tiene por la Proposición 2.13 que,
∞∏
n=1

hn(Xn) es un retracto de vecindad absoluto.

De está manera, existen un abierto U de
∞∏
n=1

Cn tal que
∞∏
n=1

hn(Xn) ⊂ U y una retracción

r : U −→
∞∏
n=1

hn(Xn). Sea y ∈
∞∏
n=1

hn(Xn). Elegimos m ∈ N como en la Proposición

2.5. Por la Proposición 2.9, cada Cn es un retracto absoluto. Dado que, cada Cn es un
subespacio métrico separable de C(I∞,R) (ver 1.27) se sigue de la proposición 2.19 que,
∞∏
n=1

Cn y
∞∏

n=m+1

Cn son retractos absolutos. Notemos que
∞∏

n=m+1

Cn es homehomorfo a

{y1}× · · ·×{ym}×
∞∏

n=m+1

Cn. Por la Proposición 2.13, {y1}× · · ·×{ym}×
∞∏

n=m+1

Cn es un

retracto absoluto. Por la Proposicioń 2.5, {y1}×· · ·×{ym}×
∞∏

n=m+1

hn(Xn) es un retracto

de {y1} × · · · × {ym} ×
∞∏

n=m+1

Cn. Por la parte (2) de la Proposición 2.17, {y1} × · · · ×

{ym}×
∞∏

n=m+1

hn(Xn) es un retracto absoluto. Dado que, {y1}×· · ·×{ym}×
∞∏

n=m+1

hn(Xn)

es homeomorfo a
∞∏

n=m+1

hn(Xn) y
∞∏

n=m+1

hn(Xn) es homeomorfo a
∞∏

n=m+1

Xn. Por la Pro-

posición 2.13,
∞∏

n=m+1

Xn es un retracto absoluto. Finalmente, por la Proposición 2.18, Xn

es un retracto absoluto, para toda n ≥ m.

El siguiente teorema es conocido como El Teorema de Extensión Homotópica de Borsuk
(ver [9, Teorema 1.6.3, p.52]).
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Teorema 2.26. Sean X un retracto de vecindad absoluto, Z un espacio, A un subconjunto
cerrado y no vaćıo de Z y f : A× [0, 1] −→ X una función continua. Si existe una función
continua F0 : Z −→ X tal que F0(a) = f((a, 0)) para toda a ∈ A, entonces existe una
función continua F : Z × [0, 1] −→ X tal que para toda z ∈ Z, F ((z, 0)) = F0(z) y
F ((a, t)) = f((a, t)), para toda a ∈ A y para toda t ∈ [0, 1].

Proposición 2.27. Sea X un espacio métrico, separable y no vaćıo. Entonces, X es un
retracto absoluto si, y sólo si, X es un retracto de vecindad absoluto contráctil.

Demostración. Para la Necesidad, supongamos que X es un retracto absoluto. Por la Pro-
posición 2.14, X es un retracto de vecindad absoluto. Ahora, veamos que X es contráctil.
Por la Proposición 1.36 existe, un encaje g : X −→ I∞. Del Teorema 1.31, existen un
subespacio convexo C de C(I∞,R) y un encaje h : X −→ C de tal forma que h(X) es un
subconjunto cerrado de C. Dado que X es un retracto absoluto, h(X) es un retracto de
C. Por la Proposición 2.4 y por el Lema 1.32, h(X) es contráctil. Usando la Proposición
1.24, concluimos que X es contráctil.
Para la Suficiencia, supongamos que X es un retracto de vecindad absoluto contráctil.
Por la Proposición 2.16, (1), es suficiente probar que X es un extensor absoluto. Sean Z
un espacio, A un subconjunto cerrado no vaćıo de Z y f : A −→ X una función continua.

Como X es contráctil, existen un punto x0 ∈ X y una función continua H : X ×
[0, 1] −→ X tales que para toda x ∈ X, H((x, 0)) = x y H((x, 1)) = x0. Definamos las
siguientes funciones:

1. ϕ : [0, 1] −→ [0, 1]
ϕ(t) = 1− t;

2. g : A× [0, 1] −→ X × [0, 1]
g((a, t)) = (f(a), ϕ(t));

3. f
′
: A× [0, 1] −→ X

f
′
((a, t)) = (H ◦ g)(a, t),

4. F0 : Z −→ X
F0(z) = x0.

Obsérvese que ϕ, g, f
′
y F0 son continuas. Ahora, para toda a ∈ A, tenemos que

f
′
((a, 0)) = H((f(a), 1− 0))

= H((f(a), 1))

= x0

= F0(a).

Por el Teorema 2.26, existe una función continua F : Z × [0, 1] −→ X tal que para cada
(a, t) ∈ A × [0, 1], F ((a, t)) = f

′
((a, t)). Sea F1 : Z −→ X dada por F1(z) = F ((z, 1)).
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Dado que F1 = F |Z×{1}, F1 es una función continua. Si a ∈ A, entonces

F1(a) = F ((a, 1))

= f
′
((a, 1))

= H((f(a), 1− 1))

= H((f(a), 0))

= f(a).

Por lo que, F1|A = f . Aśı, X es un extensor absoluto. De la Proposición 2.16. (1), X es
un retracto absoluto.
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