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Introduccion

A principios de los anos treinta del siglo XX, Karol Borsuk define el concepto de
retracto [1], asi como los conceptos de retracto absoluto y retracto de vecindad absoluto
[2]. La teorfa de estos espacios, llamada Teoria de los Retractos, se desarrollo tanto, que
para 1967 ya se habian escrito dos libros sobre ellos: [6] y [3]. La teoria de los retractos a
resultado ser muy 1til en la topologia de dimensién infinita [4], [9] y [10]. Se han estudiado
los retractos absolutos en la teoria de los hiperespacios de espacios métricos, compactos
y conexos [5] y [12] (véanse [7] y [8] para saber mds de hiperespacios).

El siguiente trabajo se distribuye de la siguiente manera, el primer capitulo esta de-
dicado a estudiar conceptos basicos, asi como producto topolégico, un poco de contrac-
tibilidad, separabilidad, la metrizabilidad del espacio de las funciones continuas, ademés
presentamos algo de conjuntos convexos.

En el segundo capitulo estudiamos retractos absolutos, retractos de vecindad absolutos,
y las relaciones entre ellos.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1.

Conceptos basicos

Comencemos considerando los siguientes conjuntos:

N denota el conjunto de los niimeros naturales.
R denota el conjunto de los niimeros reales.

Al conjunto de los nimeros reales lo consideramos con su topologia usual, la cual
se define como la topologia inducida por el valor absoluto.

A la cerradura de un conjunto A la denotaremos como CI(A).

Para n > 2, R" denota el espacio euclidiano de dimensién n cuya norma, || - ||, esté
dada por:

n 3
(1, 2, - .., 20)|| = <Zx§> .
=1

Sea X un espacio métrico con métrica p sobre X. Sean x € X y ¢ > 0. Definimos
la bola abierta de radio € con centro en z como el conjunto:

By(e,x) ={y € X : p(z,y) < e}

En el caso de que no haya confusién en el uso de la métrica p, usaremos el simbolo
B(e,x) en ves de B,(e, x).

Para el espacio métrico R con la métrica del valor absoluto, denotaremos la bola
abierta de radio € con centro en z como B¥(e, z).

Sean (X, d) un espacio métricoy A C X y r > 0. Definimos

N(A,r)={z € X : existe a € A tal que d(z,a) <r} = U B(r,a).

acA
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= La bola cerrada de dimensién n y radio 1 es el conjunto:

B"={z eR": |jz|| < 1}.

» La esfera de dimension n — 1 y radio 1 es el conjunto:
S ={r e R": ||z]| = 1}.

» El cubo de Hilbert, denotado y definido por I* = [][0,1},, donde [0, 1], = [0, 1]

n=1
para cada n € N. Al cubo de Hilbert lo consideramos con la topologia producto.

» Definimos R* = [] R,,, donde R,, = R para cada n € N. A R* lo consideramos

n=1
con la topologia producto.

Lema 1.1. Sean (X,d) un espacio métrico y A C X compacto. Si U es un abierto que
contiene a A, entonces existe un € > 0 tal que N(A,e) C U.

Demostracion. Supongamos que U # X. Sea
e =inf{d(z,y) :x € A,y € X\ U}.

Probaremos que ¢ > 0. Supongamos que € = 0, entonces existen dos sucesiones, una
{z,}50, € Ay otra {y,}22, € X \ U tales que la sucesién {d(z,,y,)}>>, converge a
0. Como A es compacto, entonces existe una subsusecién convergente, sin pérdida de
generalidad podemos suponer que la sucesién {x, }°°, converge a x para algiun z € A.
Ahora veamos que z € C1({y,}52,). Sea § > 0. Vamos a probar que Bs(z) N {y,}°, # 0.
Como d(x,,y,) — 0, existe Ny € N tal que d(z,,y,) < g para todo n > N;. Dado que
x, — x, existe Ny € N tal que d(z,,z) < % para todo n > Ns. Sea n > max{Ny, No}.
Usando la desigualdad del triangulo,

A yn) < d ) + A ) < 5 + 3 =6
Por lo que d(z,y,) < d. Se sigue que y,, € Bs(z) N {y,}5°,. Asi, v € Cl({yn}>2 ;). Como
x € Cl({yn}o2,) C CI(X\U) = X\U. Tenemos que x € X\U, lo cual es una contradiccion.
Por lo que £ > 0. Finalmente, probaremos que N(A,¢) C U. Para esto, sea © € N(A,¢).
Supongamos que x ¢ U. Entonces x € X \ U. Como = € N(A,¢), existe a € A tal que
d(z,a) < e. Por otro lado, como a € Ay xz € X\ U, ¢ < d(z,a). Asi, d(z,a) < d(x,a),
contradiccién. Por lo que x € U. De aqui concluimos que N(A,e) C U. [

Proposicién 1.2. Sean (X, 1) un espacio normal, F' C X cerrado y U € 7 tales que
F C U. Entonces, existe W € 7 tal que F C W C Clx(W) C U.

Demostracion. Si U = X, entonces W = X y CI(W) = X C U. Consideremos que
U # X. Como F'y X \ U son cerrados y ajenos en X, por la normalidad de X existen
VW ertalesque VNW =0, X\UCVyFCW.

Notemos que X \ (X \U) =U D X\V D Wy X\ V es cerrado. Asi, F C W C Cl(W) C
CX\V)=X\V CU.Dedonde FCW C Cl(W) CU. ]
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Corolario 1.3. Sean X un espacio normal y Ty y B una base para X . Entonces para cada
V e By para cada x € V, existe U € B tal que x € U y CI(U) C V.

Demostracion. Sean V € fy x € V. Dado que los puntos son cerrados y X es normal,
por la Proposicién 1.2, existe un abierto W en X tal que x € W C CI(W) C V. Como
f es una base, existe U € 3 tal que z € U C W. Tomando cerraduras, obtenemos que
Cl(U) c CI(W). Asix e U C Cl(U) C V.

O

Proposicion 1.4. Sea X un espacio topologico. Si X es sequndo numerable, entonces X
es separable.

Demostracion. Sea f = {Uy,...,U,,...} una base numerable para la topologia de X. Por
cada i € N, sea x; € U;. Probaremos que {z;}°; es un subconjunto denso de X. Sean U
un abierto en X y x € U. Como 8 es una base, existe ¢+ € N tal que x € U; C U. Dado
que z; € U;, z; € U; N U. Concluimos que {z;}°; es un subconjunto denso de X. Por lo
tanto X es separable. O

Proposicién 1.5. Sea (X, d) es un espacio métrico. Entonces, las siguientes condiciones
son equivalentes.

1) X es sequndo numerable;

2) X es separable.

Demostracion. Por la Proposicién 1.4, 1) implica 2).
Para probar 2) implica 1), sea D C X denso y numerable. Definimos

= {Bu(3,%) : v € D,k € N}.

Claramente 3 es numerable. Probaremos que S es una base para la topologia sobre X.
Sean z € X, e >0y k € Ntal que + < 5. Como D es denso en X, By(3,2) N D # 0. Sea
& € By(3,2) N D. Nétese que z € Bd( x). Ahora probaremos que Bd( ,x) C By(e, 2).
Sea y € By(4,z). Entonces,

1
d(y,2) < dly, ) +d(w,2) < 1+ =

Asi, y € By(e, z). Asi, By(3,2) C Byl(e, 2).
Esto prueba que (§ es una base numerable para la topologia sobre X. Por lo tanto X es
segundo numerable. ]

Proposicién 1.6. Si (X,d) es un espacio métrico y compacto, entonces X es separable.

Demostracion. Observemos que por cada k € N, la familia {By(3,2) : © € X} es una
cubierta abierta de X. Sea k € N. Por la compacidad de X, ex1sten mp € Ny Dy, =

{af,... 2k, } C X tales que X = U Ba(3,2¥). Hagamos D = U Dy. Entonces, D es

a lo mas numerable. Ahora, probaremos que CI(D) = X. Sean z 6 X,e>0ykeN

tales que ¢ < . Como z € X = U Ba(z,2F), se tiene que © € By(3,2F) para algin

i€ {1,...,my}. Asf d(z,2F) < % < e. De donde z¥ € By(e,x). Dado que z¥ € Dy,
Ba(g,z) N D # 0.
Concluimos que Cl(D) = X. Por lo tanto X es separable. ]
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Lema 1.7. Sean X un conjunto y S = {Uy,Us, ...} C P(X) numerable. Entonces:
1) B={ND:D C Ses finito no vacio} es numerable.
2) C ={UD: D C Ses finito no vacio} es numerable.

Demostracién. Para la prueba de 1), notemos que |J N* = NUN?U --- es numerable.
seN
Definamos la funcién ¢ : |J N°* — B por
seN

U, sia €N,

Us, stia=(xy,...,2,) € N", n>2.
1

)

pla)=19 »

Claramente ¢ esta bien definida. Probaremos que ¢ es suprayectiva. Sea D C S finito
y no vacio. Consideremos los siguientes casos.
Caso I. Supongamos que D = {U;} para algin i € N.
Entonces, ¢(i) = U; = (D.
Caso II. Supongamos que D = {U,,,...,U; }.

De donde o((i1,...,1,)) = [ U, = D.
j=1

De los casos anteriores concluimos que ¢ es suprayectiva. Como |J N* es numerable, B
seN
es numerable.

La prueba de 2), es similar al anterior. O

Lema 1.8. Sean X un espacio topologico y S una base numerable para la topologia sobre
X. Entonces C ={JD :D C S es finito no vacio} es una base numerable para X.

Demostracion. Por el Lema 1.7, C es un conjunto numerable. Dado que & C C, se sigue
que C es una base para X. O

Definicién 1.9. Sean dy y dy dos métricas para un conjunto X . Decimos que dy y dy son
equivalentes si la topoldgia inducida por dy coincide con la topoldogia inducida por ds.

Proposicién 1.10. Sea (X, p) un espacio métrico. Entonces, existe una métrica acotada
por 1 sobre X equivalente a p.

Demostracion. Definamos la funcién p; : X x X — R por py(z,y) = min{l, p(z,y)} pa-
ra cada (x,y) € X x X. Vamos a probar que p; es una métrica para X. Sean x,y,z € X.
Necesitamos probar las siguientes afirmaciones.

Afirmacién 1. pi(x,y) = 0 siy sélo si z = y.

Supongamos que pi(z,y) = 0. Como py(z,y) = min{l, p(z,y)} = 0, p(x,y) = 0. Asi,
T =1.

Para x = y, tenemos que p(x,y) = 0. De donde p;(z,y) = min{l, p(x,y)} = 0. Esto
prueba la afirmacién 1.

Afirmacién 2. pi(x,y) = p1(y, x).

Dado que p(z,y) = p(y,x), pi(z,y) = min{1, p(z,y)} = min{1, p(y,2)} = p1(y, ). En-
tonces p1(z,y) = pr(y 7).
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Afirmacién 3. p(z,y) < p(z, z) + p(z,9).
Sean p(z,z) = a, p(z,y) = b, p(z,y) = c. Como p(z,y) < p(z,2) + p(z,y), ¢ < a+b.
Entonces,

min{1l,a} + min{1,b}
min{2,1+a, 1+ b,a + b}
min{1, ¢}

p(x,y).

/01(*1'7 Z) + p1(2> y)

AVARLY,

Por lo que p1(z,y) < pi(z, 2) + p1(2,y).

De las Afirmaciones 1, 2 y 3, p; es una métrica sobre X. Notemos que p; estd acotada
por 1.

Veamos que p y p; son equivalentes. Sean ¢ > 0 y a € X. Probaremos que B,(¢,a) C
B, (g,a). Sea c € B,(e,a). Como

pl(a,c) < p(aac) <g, pl(aa C) <é&.
Asi, c € By, (g, a).

Ahora veamos que B, (¢,a) C B,(¢,a). Sea ¢ € B,, (¢, a). Consideremos los siguientes
casos:
Caso 1. Supongamos que € < 1.
Como ¢ € B, (e,a), pi(a,c) < e < 1. Asi, por la definicién de py, pi(a,c) = p(a,c) < e.
Por lo que ¢ € B,(e, a).
Caso 2. Supongamos que 1 < .
Subcaso 1. Supongamos que 1 < p(a,c) < e. Entonces, ¢ € B,(¢, a).
Subcaso 2. Supongamos que p(a,c) < 1 < e. Entonces, p(a,c) = pi(a,c) < €. Por lo que
c € By(e,a).

Concluimos que p; y p son equivalentes. ]
Proposicion 1.11. Las siguientes operaciones definidas en R son continuas,

+:RxR—R

+(a,b) =a+b
T RxR—R
(a,b) =a-b,

donde el conjunto R x R tiene la métrica del mdximo, la cual satisface que para cada
(a,b),(c,d) € R x R le asigna el nimero max{|a — ¢|, |b —d|}.

Demostracién. Primero probaremos que “+7 es continua. Sean € >0y § = 5.
Consideremos (a,b), (¢,d) € R x R tales que max{|a — ¢|,|b — d|} < . Entonces,

[(@a+b) = (c+d)] = [(a—c)+(b—d)
< la—cl+b—d
< £4°

373
E.
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Por lo que la operaciéon suma es continua.
Ahora, sea (¢, d) € R xR. Probaremos que

(132

es continua en (¢, d). Hagamos r = |c|+]d|.

Seane >0y d = \/a—|—§ — 5. Necesitamos probar que 6 > 0. Si w/s+§ - <0,

2
entonces /€ + % < 5, de donde

702 T‘2

TTST

IA

)
)

reoor
— 4 4

lo cual es una contradicciéon. Por lo que d > 0.

Sea (a,b) € R x R tal que max{|a — ¢/, |b — d|} < §. Entonces,
lac —bd| = |(ac—bc)+ (be — bd)

< |ac — be| + |be — bd]|

|a = bf|c] + [b]|c = d]

< dlc| + |blé

S(fef +[b]).

Como
o] = |[b—d+d|
< b—d+1d
< 0+|d,
o(fel +1ol) < o(|e[ + 0 +[d])
= d(0+7r).

Por lo que
lac — bd| < 6(0 + 7).

Por otra parte, dado que

o = (=5 -5) (Ve 55 )
- (V= 7-5) (7 3)

T2 T2

- tTT T

= E’
lac —bd| < (0 +71) < e.

Concluimos que la operacién producto es continua.
]

Corolario 1.12. El espacio R con la topologia usual, su suma y producto es un espacio
vectorial topologico.
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1.2. Producto topolégico

Sea X un conjunto, {(Y), 7y, ) }rea una familia de espacios topoldgicos y {fy : X —
Y3 }aea una familia de funciones. Sea 7 la topologfa en X generada por la familia { f; ' (V3) :
X € A, V) € 7y, }, la cual resulta ser una subbase para 7. La topologia 7 en X tiene como

k
base a la familia de todos los conjuntos de la forma () f5.'(V;), donde Ai,..., Ay € Ay
=1

V; es un abierto de Y), para cada i € {1,...,k}. Ademés 7 es la minima topologia que
contiene a {f, (Vi) : A € A,V € 7v,}. La topologia 7 en X es llamada la topologia
generada por la familia de funciones {f)}aea.

A continuacién recordaremos el producto topoldgico de una familia abitraria de espa-
cios topoldgicos. Sea { X} ea una familia de espacios topoldgicos. Definamos

HXA: {z:A— UXAZI(/\) € X, para cada A € A}.
AEA AEA

Para cada A € A, definimos la funcién py : [[ X\ — X, como py(x) = z(\). Hagamos
aEA
Tyrod 12 topologia generada por las funciones {py }ren. Esta siempre dotado por la topologia

producto. El conjunto [] X, es considerado con la topologia 7,,.q4. A la topologia 7,4 se
AEA
le conoce con el nombre de Topologia de Tychonoff o Topologia Producto sobre [] X,.
AEA
Por cada A € A, la funcién py : [] Xo — X\ es llamada la A-ésima proyeccion.
acl

El producto cartesiano de una familia finita de espacios {X;}¥ , es denotada por
X; X -+ x Xg. Si X; = X para toda i € {1,...,k}, entonces el producto cartesiano
X x --- x X} es denotada por X*.

Debido a que la demostracion del siguiente resultado es muy técnica, omitimos la de-
mostracion.

Proposiciéon 1.13. Sean A una familia de indices, I'1 y I's dos subconjuntos de A tales
que T7yUTy = A yT1NTy =0 y {X)}aea una familia de espacios topoldgicos. Entonces
[T X es homeomorfo a ] Xy x [] X,.

AEA el A€l

El siguiente resultado se encuentra probado en [11, Teorema 16.4, p. 109].

Proposicion 1.14. Si {X,}32, es una familia de espacios topoldgicos Hausdorff y sepa-

o0
rables, entonces |[ X, es separable.
n=1

Proposicién 1.15. Sea {X;}ses una familia de espacios topoldgicos. Si Ag es un subes-
pacio de X para toda s € S, entonces

Cl (H AS> =[] cuA,).

seS seS
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Demostracion. Primero, sea x € Cl (H AS). Queremos ver que z € [[ Cl(Ay). Notemos
ses ses
que z € [] Xs. Queremos ver que para toda s € S, z(s) € Cl(Ay). Sean s € Sy W € 7x,
seS
tal que z(s) € W. Probaremos que W N Ag # (). Notemos que = € p;*(W). Por definicién

de cerradura, p;'(W)N ] As # 0. Seay € p;'(W) N ] As. Entonces, ps(y) = y(s) € W
seS seS

v ps(y) = y(s) € A,. Asi, y(s) € WN A,. Por lo tanto W N A, # (0. Asi xz(s) € CI(A,). De
donde = € [] Cl(A,). Por lo tanto C1 { J] As) C 1 CI(As).

seS ses ses

Por otro lado, sea x € [] Cl(As). Dado que z(s) € Cl(4,) C X, para toda s € S. Por

seS

lo que z € [] X,. Queremos ver que x € Cl (H AS). Sean si,...,8, € Sy Wy, € 7x,,

sES sSES

para todo i € {1,...,n} tales que z € N p; ' (W,).
=1

(2

Vamos a demostrar que (ﬂ p;l(Wsi)) N ] As # 0. Sabemos que p,, (z) = z(s;) € Wy, y
i=1 ses
x(s;) € Cl(Ay,) paratodoi € {1,...,n}. Entonces, Wy, NA,, # () paratodoi € {1,...,n}.

Sea a; € Wi, NA,, C Xj,. Por el axioma de eleccion, [] As # 0. Sea z € J] As. Definamos
seSs seS
y: S — |J As como
ses

a;, si s €{s1,...,5n},

2(s), si s¢&{s1,...,Sn}

y(s) =

Asi, y € T] A,. Queremos ver que y € () p;'(Ws,). Notemos que py, (y) = y(s;) = a; €
ses i=1
W,, N A, para todo i € {1,...,n}. Por lo que y € p;'(W;) para todo i € {1,...,n}.

De donde y € (ﬂ pSil(WSi)) N ][ As. Concluimos que x € Cl (H As>. Por lo que
i=1

seS seS

[T Cl(A4,) c Cl (H AS).

ses seS

Por lo tanto Cl (H AS) = [] CI(Ay). O

sES seS

La prueba del siguiente resultado se puede encontrar en [11, Teorema 8.8, p. 55].

Proposicién 1.16. Sean X un espacio topoldgico, {Y\}ren una familia de espacios to-

polégicos no vacios y F: X — [[ Y una funcion. Entonces F' es continua si y solo si
AEA
pa o F' es continua para toda A\ € A.

Proposicion 1.17. Sean {X)}ren, {Ya}rea dos familias de espacios topolégicos no vacios
y {hx: Xn — Yalaea una familia de funciones tales que cada hy es un homeomorfismo.

Entonces, [] X\ es homeomorfo a [] Yi.
AEA AEA

Demostracion. Para cada A\ € A consideremos las siguientes funciones proyeccion,
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DX - HYa—>Y)\Y
aEN

T - HXQ—>XA.

a€EA

Ahora, para cada z € [] X, definimos la funcién
AEA

Yo : N —> /\LejAY,\ por y.(A) = hy(z(N))

para cada A € A.
Definamos la funcién F': [[ Xy — [] Y, por F(x) = y, para toda x € [[ X,. Para

AEA AEA AEA
probar la continuidad de F', sean z € [[ X\ y A € A. Dado que h) o ) es continua y
AEA
(pro F)(z) = pa(yz)
= ()
= ha(z(A))
= (haom)(x),

px o F' es continua. Entonces, por la Proposicién 1.16 F' es continua.
A continuacién, definimos la funcién inversa de F' de la siguiente manera, para cada

y € [] Ya, definimos la funcién
AEA

z,: A — |J X, por z,(\) = h;l(y(/\))
AEA

para cada A € A. Finalmente, definimos la funcién inversa

G: [ Y — I Xo por G(y) = z,,.
AEA AEA

Para probar la continuidad de G, sean y € [] Y\ y A € A. Dado que h;l o p, es continua
AEA
y

(moG)(y) = m(G(y))

1
> 80
> < >
—~~
= ,_.>/
S —
>~
~—
~—

my o G es continua. Entonces, por la Proposicién 1.16, G es continua.

Demostraremos que G o F' = Id] x, y F'o G = Id[j y,. Para probar la primera

A€EA AEA

igualdad, sea z € [[ X, entonces, (G o F)(z) = G(F(z2)) = G(y,) = x,,. Veamos que
AEA
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las funciones z y x,,, son iguales. Claramente, ellas tienen el mismo dominio. Para la otra
parte, de la igualdad de funciones, sea A € A, entonces

y. (M) “Hy=(N)
x (ha(z(N))
(A)-

Asf, las funciones z y x,, son iguales. Por lo que G o F' = Id ] x,.
AEA

[y

IS

N

Similarmente se prueba que F'o G = Id 17 v,
AEA

Concluimos que F' es un homeomorfismo. Por lo tanto, [[ X, es homeomorfoa [] Y. O
AEA XEA

Proposicién 1.18. Sea {(X;, p;)}52, una familia de espacios métricos tal que para cada

o0
i € N, p; se puede elegir como una métrica acotada por uno en X;. Hagamos X = [] X.
i=1

Si definimos la funcion p : X x X — R por p(x,y) = Z%Pi(%,%), para cada
i=1

x = (z1,22,...),y = (y1,%2,...) € X, entonces p es una métrica sobre X acotada por
uno.

Demostracion. Veamos que p estd bien definida. Sean = = (x1,z9,...),y = (y1,%2,...) €
X. Sea i € N. Como p;(z;,y;) < 1, entonces %pz(xl,yl) < 2l Asi,

n

i 1
plr,y) = r}g{}(};;m(%,yz)

"1
< { —
< Jwd g
= 1.

De donde p estd bien definida y acotada por uno. Claramente p(x,y) > 0, para cuales
quiera z,y € X.

Sean = = (z1,%2,...), ¥y = (Y1,Y2,-..), 2 = (21,29,...) € X. Necesitamos probar las
siguientes afirmaciones.

Afirmacidn 1. p(z,y) = 0siy sélosiz =y.

Primero, supongamos que p(z,y) = 0. Sea S, = >_ % p;(2;,y;) para todan € N. Entonces,

i=1
lim S, = p(z,y) = 0. Sea i € N. Vamos a probar que p;(x;,y;) = 0. Supongamos que
n—oo

pi(xi,y;) > 0. Asi, 0 < %pl(:cl,yl) < S, para todo n > i. De donde 0 < %pi(azi,yi) <

h_)m S, = 0, lo cual es una contradiccién. De lo anterior, se sigue que p;(z;,y;) = 0 para
n [o.¢]

toda i € N. Por lo que z; = y; para todo 7 € N. Concluimos que z = y.

Ahora, supongamos que x = y. Entonces, p;(x;,y;) = 0. De donde x; = y; para todo i € N.
Asi, p(x,y) = 0.

Afirmacién 2. p(x,y) = p(y, x).
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Dado que 5 pi(i,y;) = 5:pi(ys, i) para todo i € N,
p(z,y) = lim ilp-(l’- Yi)
) 00 — 21 K3 1y J

R
= Jin 2 gl )
= ply,z).

De donde p(z,y) = p(y, z).

Afirmacién 3. p(z,y) < p(z, z) + p(z,9).
Usando la desigualdad del tridngulo, se tiene que p;(z;, v;) < p(z4, z;) + p(z;, y;) para toda
1 € N. Entonces,

n

1 = Pi(xiazi> +pi<zi7yi)
Z Epi(%’, yi) < Z 9i
i=1 i=1

_ zn: (pi(fl;, zi) + Pi(éz’; yi))

=1

n

=1

=1

De lo anterior y de que p esté bien definida, tenemos que

"1 "1 "1
Iim 2—1 2,L-pz<l'zay7,) < lim E_l 2Z.p@(acz,zz) + lim 2—1 2Z.pz(zz,yz)

Por lo que
p(z,y) < plx, 2) + p(z,y).

Por las afirmaciones anteriores, p es una métrica sobre X. ]

Siguiendo con la anterior notacion, es conocido que la topologia producto en X coincide
con la topologia inducida por la métrica p.

Corolario 1.19. La funcion dj= : I x [ — [0, 00| definida por di(x,y) = > w,
ieN
es una métrica sobre I°°.

Demostracion. Para toda 7 € N. Definamos la funcion
Pi [O, 1]1’ X [0> 1]i — R por Pi(%’»yi) = \331 - yi’,

donde [0,1]; = [0,1]. Dado que p; es una restriccién del valor absoluto, entonces p; es
una métrica para [0, 1];. Sean z;,y; € [0, 1];. Entonces, 0 < z; < 1y —1 < —y; < 0. Asi,
—1 < x; —y; < 1. Por tanto p;(z;,y;) = |v; — y;| < 1. De donde p esta acotada por 1.

Por la Proposicién 1.18, p : I x I*®> — R definida por p(z,y) = Y 5pi(2,¥:), es una
ieN
métrica sobre /°°. O
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Proposicion 1.20. Sea {(X;, p;)}52, una familia de espacios métricos y separables. En-

tonces, X = [ Xi es separable.

i=1
Demostracion. Se sigue de que la topologia producto en X coincide con la topologia
inducida por la métrica p y de la Proposiciéon 1.14. O

Como [0, 1] con la topologia usual es compacto, por el Teorema de Tychonoff, I es
compacto.

Proposicién 1.21. Sea { X, } e una familia de espacios topoldgicos. Entonces, para cada

a € A, X, es homeomorfo a un subespacio de [[ Xy.
AEA

Demostracion. Sean o € Ay x € [] X). Para todo A # «, definimos Y\, = {z(\)}, v

AEA
para A = «, definimos Y, = X,,. Ahora, por cada a € X, definimos la funcién

Ya: N — UYA

AEA
por
x(A), siA#aq,
Pa(A) =
a, si A= a.

Notemos que ¢, € [] Y, para cada a € X,.
AEA
Finalmente, definimos la funcién

io: Xo — [[ ¥
AEA
por
in(a) = @q.
Veamos que 7, es un homeomorfismo. Primero probaremos la inyectividad de i,. Sean
a,b € X, tales que a # b. Notemos que i,(a) = ¢, ¥ ia(b) = . Como @u(a) = a'y
wp(a) = b, pa(a) # pp(a). De donde ¢, # ¢, para toda A € A\ {«a}. Asi, i, es inyectiva.

Para la suprayectividad, sea z € ][] Yi. Entonces, z(A\) € Y\ = {z(\)} para cada
AEA

A # ay z(a) € X, Dado que 2(A) = x()\) para cada A # «, 2 = @.(o). De donde

ia(2()) = 2 = @s(a). Esto prueba la suprayectividad de i,.

Para probar la continuidad de ,, consideremos las funciones proyeccién pg : [[ Yr — V5.
AEA
Por la Proposicién 1.16 es suficiente probar que pg o7, es continua para cada 5 € A. Sea

A € A. Consideremos los siguientes casos.

Caso 1. Supongamos que [ # a.

Sea a € X,. Entonces, (pgoia)(a) = ps(ia(a)) = ps(ea) = a(B) = x(B). Asl, (pgoia)(a) =
x(f). Por lo que (pg o i,) es una funcién constante.

Caso 2. Supongamos que [ = a.

Entonces, (pq ©i0)(a) = palia(a)) = pa(ws) = pa(a) = a para toda a € X,. De donde
(ps ©iq) es la funcién identidad.

Entonces, (py o i,) es continua para toda A € A. Por lo que i, es continua.
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Finalmente, probaremos que i_' es continua. Para ello, dado que i, es una funcién bi-

yectiva, es suficiente probar que i, es una funcién abierta. Sea U un abierto en X,.

Probaremos que i,(U) es un abierto en [] Y). Observemos que p;'(U) es un abierto en
AEA

[T Ya. Probaremos que p,*(U) = i,(U). Sea a € U. Entonces, i,(a) = @a ¥ palia(a)) =
AEA

Pa(pa) = wa(a) = a € U. As, iy(a) € p,*(U). Concluimos que i,(U) C p ' (U). Para
probar la otra contencion, sea z € p;*(U). Recordemos que z = ¢,(,). Como z € p 1 (U),
Pa(2) = z(a) € U. De donde z = @) = ia(2(a)) € iq(U). Por lo que z € i,(U). Se
concluye que, p,'(U) C i,(U). De lo anterior, obtenemos que p, ! (U) = i, (U). Asi, i,(U)

es un abierto en [] Y,. Esto prueba que i, es abierta.
AeA
Por lo tanto i, es un homeomorfismo.

Dado que ][] Y\ es un subespacio de [[ X\, X, es homeomorfo a un subespacio de
AEA AEA

IT X.. [

AEA

Continuando con las condiciones y notacién de la proposicién anterior, consideramos

a X, como subespacio del [[ X, cuando no exista confusion.
AEA

Lema 1.22. Sean {C, },en una familia numerable de espacios topolégicos y U un abierto

de [[ Cn. Siy €U, entonces existe m € N tal que {y1} x -+ x{ym} x [I C.CU.
n=1 n=m-+1

Demostracion. Dado que y € U, existen nl,.. ,ny € N y abiertos W,,,..., W, de
Chy, ..., Cy,, respectivamente, tales que y € ﬂ Do (an) C U. Sin pérdida de gene-

ralidad, podemos suponer que {nq, .. nk} = {1 .,m} para algin m € N. Necesitamos
probar que {y1 } x---x{ym}x [[ CnC ﬂp (W ) Seaz € {y1}x- - x{ymix [ Chn.
n=m+1 n=m+1

Entonces, para todo j € {1,...,m}, p;(z) =y; = p;(y) € W;. Asi, z € ﬂ p; Y(W;). Por
=

lo tanto {y1} X - x{ym} x [ C.CU. O

n=m+1

1.3. Contractibilidad

Definicién 1.23. Decimos que un espacio topologico X es contrdctil si existen un punto
xo en X y una funcion continua H : X x [0,1] — X tales que H((2,0)) =z y h((x,1)) =
xg, para toda v € X.

Proposicién 1.24. La propiedad de ser contrdctil es una propiedad topoldgica.

Demostracion. Sean X y Y espacios topologicos tales que X es un espacio contractil, y
f : X — Y un homeomorfismo. Denotemos por f~! a la funcién inversa de f. Definamos
la funcion

g:Y x |0, 1]—>X><[0,1]
por g((y, 1)) = (f'(y), 1)
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para toda (y,t) € Y x [0,1]. Dado que la funcién inversa f~! y la funcién identidad
Idjp 1) son continuas, g es continua. Probaremos que Y es contractil. Como X es contréctil
existen o € X y una funcién continua H : X x [0,1] — X tales que H(z,0) =z y
H(x,1) = 20 para todo x € X. Ahora, definamos la funcién H' : Y x [0,1] — Y como
H'(y,t) = (f o Hog)(y,t). Dado que f, H y g son continuas, H es continua. Entonces,

H'(y,0) = (foHog)(y,0)
= f(H(g(y,0)))
= fH(f(y),0))
= f(f ()

y
H'(y,1) = (foHog)(y,1)
= f(H(g(y,1)))
= fH{(f(),1))
= f(xo).
Por lo tanto Y es contractil. O

1.4. El espacio de funciones continuas

Sea (X, d) un espacio métrico y compacto. Consideremos (R, 7g) donde 7z es la topo-
logia usual de R. Definimos

C(X,R)={f: X — R: fes continua}.

Dado que X es compacto, todas las funciones en C(X,R) son acotadas. Definamos la

funcién norma || - || : C(X,R) — [0, 00) como
Al = sup{|f(z)] - & € X}.
Es facil probar que || - || es una norma para C(X,R).

Ahora, definimos la funcién p : C(X,R) x C(X,R) — [0, 00) como

p(f,9) = If — gl| =sup{|f(z) — g(x)] : x € X}.

Noétese que la funcién p estd bien definida y ademds que p es una métrica para C'(X, R).
Denotemos por 7, la topologia inducida por la métrica p.

Es conocido que ((C(X,R),7,),+,*) es un espacio vectorial topolégico, donde el operador
suma estd definido de la siguiente manera, para cualesquiera f,g € C(X,R) definimos la
funcién f+ g : X — R como (f + g)(x) = f(x) + g(x), de manera similar se define el
producto de un escalar por una funcién.
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Siguiendo con la misma notacién del anterior parrafo, consideremos K(X) = {K C X :
Kes compacto y no vacio}. Sean K € K(X) y A un subconjunto abierto de R. Definimos

[K: Al ={feC(X,R): f(K) C A};

S={[K:A4]: KeK(X),Aem}

Sea 7., la topologia que tiene como subbase a la familia S. A 7, se le conoce como la
topologia compacto-abierta.

Proposicion 1.25. Sea X un espacio topologico compacto. Entonces, la topologia indu-
cida por p en C(X,R) coincide con la topologia compacto-abierta en C'(X,R).

Demostracion. Vamos a demostrar que 7., C 7,. Para ello consideremos Uy, ..., U, € T,

Ky,...,K, e K(X)yU=][K;Uj]. Tomemos f € U. Veamos que existe £ > 0 tal que
i=1

B,(e, f) C U. Como f es continua, f(K;) es compacto en R. Sea ¢ € {1,...,n}. Como

f(K;) C U;, por el Lema 1.1 existe ¢; > 0 tal que f(K;) C N(f(K;),e;) C U,.

Hagamos ¢ = min{e; : ¢ € {1,...,n}}. Probaremos que B,(¢, f) C U. Sean g € B,(¢, f)

y z € K;. Dado que [g(2) — f(2)] < plg, f) <&,

g(z) € B¥(¢, f(z)) C N(f(K;),e) C N(f(K;),&:) C U;.

Asi, g(z) € U;. Por lo que ¢g(K;) C U;. Entonces, g € [K;, U;]. Por lo tanto B,(e, f) C U.
Ahora, sean V € T, v f € V. Entonces existen Uy, ..., U, € g, Ki,..., K, € K(X)

tales que f € ([K;, U;] C V. Por lo anterior, existe € > 0 tal que
i=1

n

Bz, f) C (K U C V.

i=1

Por lo que V € 7,. Asi, Teom C 7).

Finalmente, probaremos que 7, C Teom. Sean € > 0y f € C(X,R). Por cada = € X,

definimos U, = f~'(B(f(z),£)). Notemos que la familia {U, : + € X} es una cubierta

abierta de X. Dado que X es compacto, existen zy,...,x, € X tales que X = |J U,,.
i=1
Para cada ¢ € {1,...,n}, hagamos:
€

Observemos que cada C; es compacto y que cada V; es abierto.
Afirmacién 1. f € N[C;, Vi].

i=1
Sea 1 € {1,...,n}. Dado que f es continua, f(Cl(U,,)) C CI(f(Uy,)). Asi

2

F(Cy) € CU(f(Ua,)) = CUS(fTHBH(S, f(20))))) € CUBA(§, f(a:))) € BX(S, f(xi)) = Vi
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Por lo que f(C;)) CV,y f € ﬂ[oz,W]

Afirmacién 2. ﬂ (Ci, Vi] C By(e, f).

Sean g € ﬂ Ci,Vily z€ X = U U,,. Entonces, z € U,, para algun i € {1,...,n}. Dado
i=1

quezEUmCC’iyg(C)CVl,g( ) € Vi. Asi,

9(z) € BX(5. f(2:) v 9(2) — fl@)] < 5.
Por otra parte, dado que z € U,, C C; y f(C;) C V;, se tiene que:

f(z) € BE(S, fa) v If () = fla)| < £

De lo anterior,

Por lo que |f(z) — g(2)| < 5. Asi p(g,f) < €. De donde g € B,(e, f). Esto prueba la
Afirmacién 2.
Concluimos que B, (e, f) € Teom. Por lo tanto .o, = 7). O

Proposicién 1.26. Si (X,d) es un espacio métrico y compacto, entonces (C(X,R),7,)
es sequndo numerable.

Demostracion. Por las Proposiciones 1.5 y 1.6, existe Sx una base numerable para la to-
pologia sobreX. Por el Lema 1.8, podemos suponer que Sx contiene a las uniones finitas
de sus elementos. Sea g una base numerable para la topologia de R tal que contiene a
las uniones finitas de sus elementos. Hagamos C = {Clx(V) : V € fx}. Notemos que
C C K(X) y es a lo mas numerable.

Sea S = {[K,U]: K € Cy U € fr}. Nétese que S es a lo mas numerable. Ahora probare-
mos que S es una subbase para la topologia T.m. Sean K € K(X), U € r y f € [K, U].
Afirmacién 1. Existe V € fx tal que K C Clx(V) C f~1(U).

Por la continuidad de f, f~'(U) es abierto en X. Por otra parte, para todo =z € K,
existe V, € By tal que z € V, C f~Y(U). Por la normalidad de X, podemos supo-
ner que Clx(V,) C f~'(U) para cada € K. Dado que la familia {V, : © € K} es
una cubierta abierta de K y K es compacto, existen zy,...,x, € K tales que K C

U Vi, C U Clx(Vy,) € f7YU). Sea V = CJ Vy,. Entonces V € fx, Clx(V) € Cy
F(K)  f(Clx (V) € U. Asi K © Cly(V) © FA(D).

Afirmacién 2. Existe W € [ tal que f(Clx(V)) Cc W CU.

Dado que Clx (V) es cerrado y X es compacto, entonces Clx (V') es compacto. Como la
compacidad es una propiedad topoldgica, f(Clx(V)) es compacto en Ry f(Clx (V) C U.
Por cada y € f(Clx(V), existe W, € [g tal que y € W, C U. Dado que la fami-
lia {W, : y € f(Clx(V)} es una cubierta abierta de f(ClX(V), existen yi,...,Ym €

f(Clx(V)) tales que f(Clx(V)) C U W,, Cc U. Sea W = U W,,. Claramente W € fg.
Asi, f(Clx(V)) C W C U. Esto termlna la prueba de la Aﬁrmamon 2.
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Afirmacién 3. Existen V' € Sy y W € fg tales que f € [Clx(V), W] C [K,U].
Elegimos V € Bx vy W € g como en las afirmaciones 1 y 2, respectivamente. Ahora bien,
como f(Clx(V)) Cc W, f € [Clx(V),W]. Ahora, necesitamos probar que [Clx(V'), W] C
[K,U]. Sea g € [Clx(V),W]. Dado que K C Clx(V), g(K) C ¢g(Clx(V)) Cc W C U. Por
lo que g € [K,U]. De todo lo anterior, f € [Clx(V), W] C [K,U].

Afirmacién 4. Para todo U € 7., y para toda f € U, existen Vi,...,V,, € Bx ¥y
Wi,..., W, € Br tales que f € N[Clx(V;),W;] C U.

i=1
Por la definicién de 7o, existen Ky, ..., K, € K(X) y Uy,...,U, € 1x tales que f €

n

N [K;, U;] CU. Por la Afirmacién 3, existen Vi, ..., V,, € Bx y Wy,..., W, € (g tales que
i=1
f € [Clx(V;),W;] C |[K;,U;] para cada i € {1,...,n}. Por lo que

n n

fe(Clx(Va), Wi] € (IK:, Uil CU.

i=1 i=1

De la Afirmacion 4, concluimos que S es una subbase para la topologia 7..m,-

De donde, la familia S’ de las intersecciones finitas de elementos de S es una base para
Teom. Por €l Lema 1.7, S" es una base numerable para Teom,.

Por lo tanto (C(X,R), 7,) es segundo numerable. O

Corolario 1.27. Si (X,d) es un espacio métrico y compacto, entonces (C(X,R),7,) es
separable.

Demostracion. Se sigue de las Proposiciones 1.5 y 1.26 que (C(X,R), 7,) es separable. [

Lema 1.28. Sean fy € C(I*°,R). Entonces la funcion H : C(I1*°,R) x [0,1] — C'(I*,R)
definida por H(f,t) = (1 —t)f + tfy es una funcion continua.

Demostracion. Consideremos (f,t) € C(I*,R) x [0,1]. Sea {(fn,t,)}52, una sucesién
en C(I°°,R) x [0,1] tal que (f,,t,) — (f,t). Para probar que H((fn,t,)) — H(f,t),
probaremos que (1 —1t)f, +tofo — (1 —t)f +tfo. Como (fu,tn) — (f,1), fuo — [ ¥
t, — t. Por la continuidad del producto por un escalar en el espacio vectorial topologico,
(1—=0f, — A —=0)f y tufo — tfo. Asi, dado que la suma es una funcién continua,
(1 —=8)fu+tufo — (1 —1t)f 4+ tfo. Esto prueba que H es continua. O

1.5. Conjuntos convexos

Definicién 1.29. Sean V' un espacio vectorial métrico, separable y no vacio, y C' un sub-
conjunto no vacio de V. Decimos que C' es un subconjunto convexo si para cualesquiera
dos elementos co y c¢1 de C, se tiene que {(1 —t)co +tcy 1t €[0,1]} C C.

Definicién 1.30. Sea V' un espacio vectorial métrico separable, compacto y no vacio, y
A un subconjunto no vacio de V. El casco convexo de A, denotado por conv(A), se define
como:

conv(A) = ﬂ{C’ : A C C yCes un conjunto convezo}.
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La prueba del siguiente resultado se puede consultar en [9, Teorema 1.2.3, p. 8].

Teorema 1.31. Para cada espacio métrico, compacto, separable y no vacio X, existe un
encage isométrico h : X — C(X,R) tal que:

1) para cada subconjunto Y de X, h(Y') es subconjunto cerrado de conv(h(Y)).
2) h(X) c{f e C(X,R) - [|f[| < diam(X)}.

Lema 1.32. Sea C un subespacio convero de C(I*°,R). Entonces C' es contrdctil. En
particular C(1°°,R) es contrdactil.

Demostracion. Sea fo € C. Hagamos a H : C' x [0,1] — C por H((f,t)) = (1—t)f +tfo.
Como C' es convexo, H estd bien definida. La continuidad de H se sigue del Lema 1.28.
Ast, para cada f € C, H(f,0)) = (1— 0)f +0fo = f y H((f.1)) = (1~ 1)f + Lo = fo.
Por lo tanto C' es contrictil. Dado que (1 — t)cy + te; € C(I1°°,R) para cualesquiera ¢y,
c1 € C(I*,R) y cualquier t € [0, 1], entonces C'(I*°,R) es contractil. O

1.5.1. Normalidad y el cubo de Hilbert

El siguiente resultado es conocido como el Teorema de extensién de Dugundji (ver [9,
Teorema 1.4.13, p. 38]).

Teorema 1.33. Sea (V) p) un espacio vectorial topoldgico normado, separable y no vacio.
Para cada espacio X, cada subespacio cerrado A de X y toda funcion continua f: A —
V', existe una funcion continua F : X — V tal que F|a = f y F(X) C conv(f(A)).

Como consecuencia del Teorema 1.33, obtenemos el Teorema de extension de Tietze
(ver [9, Teorema 1.4.14, p. 39]).

Teorema 1.34. Sean X un espacio métrico, separable y no vacio, y A un subconjunto
cerrado de X. Si f : A — [0,1] es una funcion continua, entonces existe una funcion
continua F : X — [0,1] tal que Fls = f.

Del Teorema 1.34, se obtiene el siguiente resultado conocido como el Lema de Urysohn
(ver [9, Teorema 1.4.15, p. 39]). Es conocido que todo espacio métrico es normal, por lo que
se puede aplicar el Lema de Urysohn, sin usar la hipdtesis de ser separable, sin embargo
lo escribimos como aparece en la referencia.

Teorema 1.35. Sea X un espacio métrico, separable y no vacio. Si A y B son subcon-
Juntos cerrados y ajenos de X. Entonces existe una funcion continua f : X — [0,1] tal

que f(A) ={0} y fB) = {1}.

Teorema 1.36. Todo espacio métrico, separable y no vacio X se puede encajar en el cubo
de Hilbert Z°°.

Demostracion. Dado que todo espacio métrico y separable es segundo numerable, sea
f = {Ui, Us,...} una base numerable para la topologia de X. Definamos W = {(U;,U;) €
B x B : Cl(U;) C U;}. Por el Lema 1.3, W # (). Como W C 8 x By 8 x (8 es numerable,
W es a lo mas numerable. Supongamos que W = {W;, W, .. .}.
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Dado que X es normal, para cada n € N consideremos W,, = (U;,,U;,) en W. Por el
Teorema 1.35, existe una funcién continua f, : X — [0, 1] tal que

0, six € Cl(UZn),

1, sixe X\U,,.

Definimos la funcién f : X — I por f(z) = (fi(z), fo(z),...). Probaremos que f es un
homeomorfismo sobre su imagen.

Primero veamos que f es continua. Sea 7, : I — [ la n-ésima proyeccién. Entonces,
mo f = f, para cada n. Como cada f, es continua para cada n, f es continua.

Para probar la inyectividad de f, sean x y y puntos distintos de X. Como X es de
Hausdorft, existe U; € (3 tal que x € U; y y ¢ U;. Dado que X es normal, existe U; € (3
tal que x € U; C Cl(U;) C Uj. De esta manera, (U;,U;) € W. Sea m € N tal que
(U;,U;) = Wy,. Dado que z € CI(U;) y y € X\ Uj, f(x) =0y fn(y) = 1. De donde
f(z) # f(y). Por lo que f es inyectiva.

Ahora, probaremos que f es una funcién cerrada.

Sea A un subconjunto cerrado de X. Probaremos que CI(f(A)) = f(A). Claramente
f(A) C CI(f(A)). Para probar la otra contencién, sea y € Cl(f(A)). Veamos quey € f(A).
Supongamos que y ¢ f(A). Sea x € X tal que f(x) = y. Entonces = ¢ A.

Dado que z € X \ Ay X \ A es abierto, existe U; € f tal que z € U; C X \ A.
Dado que X es normal, existe U; € § tal que z € U; C CI(U;) C U;. Sea k € N tal que
(Ui, U;) = Wy. Ahora, como z € Cl(U;) y A C X \ Uj, entonces fk( ) =0y fela) =1
para cada a € A. Entonces, para cada a € A

dre(f (), /(@) = Z'f’ /L]
() — o)

> oF
_ o1
= o
1
2k
1
> W

Asf, B(ge, f(x)) N f(A) = 0. De donde f(z) =y ¢ CI(f(A)), una contradicciéon. Con-
cluimos que y € f(A). Por lo que CI(f(A)) C f(A) y CI(f(A)) = f(A). Esto prueba que
f es cerrada.

Por lo tanto f: X — f(X) es un homeomorfismo de X sobre f(X).



Capitulo 2

Una introduccién a los RA y a los

RVA

2.1. Retractos

Definicién 2.1. Sea X un espacio topologico y A un subespacio no vacio de X . Decimos
que A es un retracto de X si existe una funcion continua r : X — A tal que r(a) = a,
para toda a € A. A la funcion r se le llama retraccion.

Proposicién 2.2. Sean X un espacio topolégico de Hausdorff y A un subespacio de X.
Si A es un retracto de X, entonces A es cerrado en X.

Demostracion. Sean A un retracto de X y r : X — A una retraccién. Si A = X, A
es cerrado en X. Supongamos que A # X, sea xy € X \ A. Notemos que r(xg) # xo.
Entonces existen dos abiertos ajenos Uy y Vj tales que zg € Uy, r(xg) € Vy. Ahora, como
r es continua, r~1(Vj) es un abierto de X tal que xg € r~1(Vp). Sea Wy = Uy N1 (V).
Entonces Wy es un abierto de X y xy € Wy. Dado que Wy C r1(Vg), r(Wy) C V.
Ast, Wo N r(Wy) = 0. Vamos a probar que Wy C X \ A. Supongamos que Wy N A # 0.
Sea a € Wy N A. Como a € Ay r es una retraccién, r(a) = a. Asi, dado que a € W,
r(a) = a € r(Wp). Entonces a € Wy N r(Wy), lo cual es una contradiccién. De donde,
Wy C X\ Ay X\ A es abierto en X. Por lo tanto A es cerrado en X. O

Proposicion 2.3. Sean X un espacio topologico y A un subespacio de X. Entonces A es
un retracto de X si y solo si para cada espacio Y y cada funcion continua f : A — Y,
existe una funcion continua F : X — Y tal que F|s = f.

Demostracion. Para probar la Necesidad, consideremos una retraccion r : X — A. Sean
Y un espacio topolégicoy f : A — Y una funcién continua. Hagamos F' = for. Entonces
F es una funcién continua de X en Y. Dado que r es una retraccién, F(a) = (for)(a) =
f(r(a)) = f(a), para cualquier a € A. De donde F|4 = f.

Para ver la Suficiencia, sea Y = Ay f = Id4. Por hipétesis, existe una funciéon continua
F: X — Atal que F|a(a) = Ida. Veamos que F' es una retraccién. Sea a € A. Entonces,
F(a) = F|a(a) =1d4(a) = a. Por lo tanto, A es un retracto de X. O

Proposicion 2.4. Sean X un espacio contrdactil y A un subespacio de X. Si A es un
retracto de X, entonces A es contrdctil.

25
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Demostracion. Sea r : X — A una retacciéon. Como X es contractil, existen un punto
xo € X y una funcién continua H : X x [0,1] — X tales que H((z,0)) =z y H((z,1)) =
xo para toda z € X. Definamos la funcién F : A x [0,1] — A como F((a,t)) =
(r o H)((a,t)) para cada (a,t) € A x [0,1]. Entonces F' es una funcién bien definida
y continua. Ahora, sea a € A. Asi,

F((a,0)) = (roH)((a,0))
= r(H((a,0)))
= r(a)

y
F((a,1)) = (roH)((a,1))
= r(H((a,1)))
r(xo).
Por lo tanto A es contréctil. ]

Proposicién 2.5. Sean {C)}nen, {Yn}nen dos familias de espacios topoldgicos tales que

Y, C C, para cada n € N. Si U es un abierto de [] C, tal que [[Y, C U y r :

o0 o0
U — ][] Yn es una retraccion, entonces, para cada y € [ Y,, eriste m € N tal que
n=1 n=1

{n} x - x{yn} x ] Ya esun retracto de {y1} x -+ {ym} x [] Chn.

n=m-+1 n=m-+1

o
Demostracion. Seay € [] Y,. Elegimos un niimero m € N el cual es proporcionado por el
n=1

Lema 1.22. Entonces {y; } x- - -x{yn}x [[ C,CU.Seaz e {y1}x---x{yn}tx [I Cu.

Ahora, definimos la funcién ¢, : N — {y1,...,yn}tU U Y, por,

n=m+1

Yn, sine{l,...,m},
¢:(n) =
pa(r(z)), sin>m+1,
donde p,, es la n-ésima funcién proyeccién. Observemos que ¢, esta bien definida y ¢, €

{n} x - xA{yn} x ]I 1Yn. De lo anterior, definimos una funcién
n=m-+

G} %Ay x [ Co— {mn} - x fya} x ] Yo

n=m+1 n=m-+1

como Gp,(z) = ¢, paracada z € {y1} X -+ X {ym} x [] Cn.

n=m+1
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Afirmamos que la funcién G,, es continua y G,,(z) = z, para toda z € {y1} x -+ X

{ym} x [] Ya. Con el fin de probar esto, sea n € N. Vamos a probar que p, o G, es
n=m+1
continua. Si n € {1,...,m}, entonces p, o G, es igual a la constante y,. En el caso en

que n > m+ 1, p, o G, = p, or. En cualquiera de los casos, p, o G,, es continua para
toda n € N. Por lo que GG,, es una funcién continua.

oo
Para probar la otra parte, sea z € {y1} X -+ X {ym} X ][] Ya. Con el fin de demostrar

n=m+1
que G,,(z) = z, usando que G,,(z) = ¢, es suficiente probar que ¢, = z. Notemos que
las funciones ¢, y z tienen el mismo dominio. Para probar la otra parte de la igualdad de
funciones, sea n € N. Sin € {1,...,m}, entonces ¢.(n) = y, = z(n). En el caso de que
n>m+1,

p=(n) = (pnor)(z)
= pa(r(2))
= pn(2)
= z(n).

En cualquiera de los casos, se tiene que p,(n) = z(n). De lo anterior, concluimos que,

¢, = z. Por lo que, G,,,(2) = z.

Por lo tanto, {y1} X+ - {ym}x [] Ynesunretractode {y;}x---x{ym}x [[ C,. O
n=m+1 n=m+1

Proposicién 2.6. Sea {X)}ren una familia de espacios topoldgicos. Entonces para cada

A€ A, Xy es un retracto de [] X,.
AEA

Demostracion. Sean o« € Ay x € [[ X,. Para todo A # a, definimos Yy = {z(\)}, v

AEA
para A = «, definimos Y, = X,,. Ahora, por cada a € X, definimos la funcién

gOaZA—> UY/\

AEA
por
z(A), siA#aq,
‘;Oa()‘) =
a, si A= a.
Notemos que ¢, € [] Y, para cada a € X,.
AEA
Finalmente, definimos la funcién i, : X, — ][] Y) por in(a) = ¢, para cada a € X,.
AEA
Entonces, i,(X,) es un subespacio de [][ X,. Probaremos que la funcién composicién

XEA
i ©Pa : || Xx — [] Yi es una retracciéon. Dado que i, ¥ p, son continuas, i, © p, €s
AEA AEA
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continua. Sea a € X,. De donde

(iaopa)(ia(a» = g

Asi, i,(X,) es un retracto de [ X, ¥ in © po €s una retraccién.
AEA
Por lo tanto, X, es un retracto de [] X,. O
AEA

2.2. RA, EA, RVA y EVA

En este capitulo probaremos que la propiedad de ser un retracto de vecindad absoluto
es equivalente a la propiedad de ser un retracto de vecindad absoluto, asimismo veremos
que la propiedad de ser un retracto de vecindad absoluto es equivalente a la propiedad de
ser un extensor de vecindad absoluto. Para los retractos en un continuo, se tiene que éstos
son retractos absolutos o retractos de vecindad absolutos siempre que el continuo sea un
retracto absoluto o un retracto de vecindad absoluto, respectivamente. Para el producto
topoldgico probaremos algunos resultados relacionados con retractos absolutos, retractos
de vecindad absolutos y retractos de vecindad absoluto contractil.

A continuacién recordaremos la decinicién de retracto de vecindad.

Definicién 2.7. Sean X un espacio topolégico y A un subespacio de X. Decimos que
A es un retracto de vecindad de X si existen un abierto U de X tal que A C U y una
retraccion r : U — A.

Definicién 2.8. Sea X un espacio topologico. Decimos que X es un retracto absoluto st
para cada espacio Z y cada encaje h : X — Z tal que h(X) es un subconjunto cerrado
de Z, se tienen que h(X) es un retracto de Z.

Proposicién 2.9. Si C' es un subconjunto convexro de un espacio vectorial normado,
separable y no vacio V', entonces C' es un retracto absoluto.

Demostracion. Sean Z un espacio topolégico y h : C — Z un encaje tal que h(C') es
cerrado en Z. Como h™! : h(C') — C' es una funcién continua. Por el Teorema 1.33, existe
una funcién continua H : Z — Conv(C) tal que H|py = h™'. Como C es convexo,
Conv(C) = C. Sea r : Z — h(C') definida como r = h o H. Entonces, 7 es una funcién
continua tal que

r(h(c)) = (ho H)(h(c))

Con esto 7 es una retraccién. Por lo tanto, C' es un retracto absoluto. O
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Definicién 2.10. Sea X un espacio topologico. Decimos que X es un extensor absoluto si
para cada espacio Z, cada subconjunto cerrado y no vacio A de Z y toda funcion continua
f:A— X, existe una funcion continua F : Z — X tal que F|a = f.

Definicion 2.11. Sea X un espacio topologico. Decimos que X es un retracto de vecindad
absoluto si para cada espacio Z y cada encaje h : X — Z tal que h(X) es un subconjunto
cerrado de Z, se tiene que h(X) es un retracto de vecindad de Z.

Definiciéon 2.12. Sea X un espacio topologico. Decimos que X es un extensor de vecindad
absoluto si para cada espacio Z, cada subconjunto cerrado y no vacio A de Z, y cada
funcion continua f : A — X, existen un subconjunto abierto U de Z tal que A C U y
una funcion continua F : U — X tal que F|y = f.

Proposicién 2.13. Las propiedades de ser un retracto absoluto y de ser un retracto de
vecindad absoluto son propiedades topologicas.

Demostracion. Solo probaremos que la propiedad de ser un retracto de vecindad absoluto
es una propiedad topoldgica ya que la prueba para un retracto absoluto es similar.

Sean X y Y espacios topolégicos y f : X — Y un homeomorfismo. Supongamos que
X es un retracto de vecindad absoluto. Sean Z un espacio topolégico y h : Y — Z un
encaje tal que h(Y") es un subconjunto cerrado de Z. Notemos que ho f: X — Z es un
encaje. Como

(ho f)(X) = h(f(X)) = h(Y),

(ho f)(X) es un cerrado en Z. Dado que X es un retracto de vecindad absoluto, existe
un abierto U de Z tal que (ho f)(X) es un retracto de U. Asi, dado que

(ho f)(X) = h(f(X)) = h(Y),
Y es un retracto de vecindad absoluto. O]
Proposicion 2.14. Todo retracto absoluto es un retracto de vecindad absoluto.
Demostracion. La demostracion se sigue de la definicion. ]

Proposicion 2.15. Las propiedades de ser un extensor absoluto y de ser un extensor de
vecindad absoluto son propiedades topologicas.

Demostracion. Probaremos que la propiedad de ser un extensor de vecindad absoluto es
una propiedad topoldgica, ya que la prueba para el caso de ser un extensor absoluto es
andloga.

Sean X un extensor de vecindad absoluto y Y un espacio homeomorfo a X. Sea h : Y —
X un homeomorfismo. Sean Z un espacio, A un subconjunto cerrado no vacio de Z y
f A — Y una funcién continua. Notemos que ho f : A — X es una funcién continua.
Como X es un extensor de vecindad absoluto, existen un subconjunto U de Z tal que
A C U y una funcién continua g : U — X tal que g|4 = ho f. Definimos F' : U — Y
como F = h~'og. Entonces, F es una funcién continua. Ahora, probaremos que F|4 = f.
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Sea a € A. Entonces,

F(a) = (k" og)(a)
)

Con esto F|4 = f. Por lo tanto, Y es un extensor de vecindad absoluto. O
Proposicion 2.16. Sea X un espacio métrico y separable. Entonces:
(1) X es un retracto absoluto si, y solo si, X es un extensor absoluto.

(2) X es un retracto de vecindad absoluto si, y sélo si, X es un extensor de vecindad
absoluto.

Demostracion. Sélo probaremos (2), ya que la demostracion de (1) es similar. Para probar
la Necesidad de (2), sean Y un espacio, A un subconjunto cerrado no vacio de Y y
f: A — X una funcién continua. Dado que X un espacio métrico y separable, por el
Teorema 1.36, existe un encaje h' : X — I®°. Como I es métrico y compacto, por
el Teorema 1.31, existe un encaje isométrico h" : I — C(X,R) tal que k" (k' (X)) es
un subconjunto cerrado de conv(h”(h'(X))). Consideremos la siguiente funcién continua

"

R oh of : A — B"(h(X)). Nétese que h" o h' o f : A — C(X,R) sigue siendo
continua. Por el Teorema 1.33, existe una funcién continua f : Y — C(X,R) tal que
fla=h' oh' ofy f(Y)Cconv(h'(h(f(A)))). Usando que

1" /

' (h

’

(f(A)) € A" (A (X)) C conv(h" (I (X))

y la definiciéon de casco convexo de un conjunto, se tiene que
1" / 1"

conv(h” (W' (f(A)))) C conv(h” (k' (X))).

Por lo que f : Y — conv(h” (h'(X))) sigue siendo continua.

Por otra parte, dado que X es un retracto de vecindad absoluto y h"(h'(X)) es
un subconjunto cerrado en conv(h”(h'(X))), existe una vecindad U de h"(h'(X)) en
conv(h”(h'(X))) y una retraccién r : U — h"(h'(X)). Como

fA)=h
entonces (f)~'(U) es una vecindad de A en Y. Sea

G =70 (flg-10) : (F)THU) — R (B(X)).

"

(W (F(A))) C B (W(X) C U,

Notemos que G es continua. Veamos que G|4 = h"oh'o f. Para esto, sea a € A. Entonces,

1 ! " I

G(a) = r(f(a)) =r(h (h (f(a))) = b (h (f(a))).
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Ahora, definamos las siguientes funciones

" " ’

gr= )y o b (X)) — (X)),

/ i

gp=0h)"h(X)— X

g=gr0g :h (F(X)) — X.

Con lo anterior, definimos la funciéon F' = go G : f~}(U) — X, la cual es continua.
Probaremos que F|4 = f. Sea a € A. Entonces,

Fla) = 4(G(a)
= ga(or(h" (W ((@))
= (h
= ).

Por lo tanto X es un extensor de vecindad absoluto. Para la Suficiencia, supongamos que
X es un extensor de vecindad absoluto. Mostraremos que X es un retracto de vecindad
absoluto. Sean Z un espacio y h : X — Z un encaje tales que h(X) es un subconjunto
cerrado de Z. Usando la Proposicién 2.15, h(X) es un extensor de vecindad absoluto. Asi,
de la definicién de extensor de vecindad absoluto, para la funcién identidad Id : h(X) —
h(X), existen un subconjunto abierto U de Z que contiene a h(X) y una funcién continua
F:U — h(X) tal que F|;x) = Id. Entonces, F' es una retraccién y h(X) es un retracto
de U. Por lo que, h(X) es un retracto de vecindad absoluto. Por lo tanto, X es un retracto
de vecindad absoluto. ]

Proposicion 2.17. Las siguientes afirmaciones se cumplen:

(1) Todo subconjunto abierto y no vacio de un retracto de vecindad absoluto es un
retracto de vecindad absoluto.

(2) Todo retracto de un retracto absoluto es un retracto absoluto.

(3) Todo retracto de un retracto de vecindad absoluto es un retracto de vecindad abso-
luto.

Demostracion. Para ver que se cumple (1), supongamos que X un retracto de vecindad
absoluto. Sean U un subconjunto abierto no vacio de X, Z un espacioy h: U — Z un
encaje tales que h(U) es un subconjunto cerrado de Z. Entonces, h~! : h(U) — X es una
funcién continua. Como X es un retracto de vecindad absoluto, por la Proposicién 2.16,
X es un extensor de vecindad absoluto. Asi, dado que h(U) es un subconjunto cerrado
de Z, existen un subconjunto abierto V' de Z tal que A(U) C V' y una funcién continua
F :V — X tal que Flpp) = h~' Como U es abierto en X, W = F~1(U) es un
subconjunto abierto en V' y también en Z. Veamos que h(U) C W. Sea a € U. Entonces,
F(h(a)) =hY(h(a)) =a € U. Asi L(U) C W.
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Por otra parte, sea r : W — h(U) definida por r(w) = (ho F|w)(w). Como h'y F son
continuas, r es continua. Para probar que r es una retraccién, sea h(u) € h(U). Entonces,

r(h(w) = (ho F)(h(u))
= h(h™(h(w)))
= h(u).

Asi, h(U) es un retracto de W. Por lo tanto, U es un retracto de vecindad absoluto.

Ahora probaremos (3). La demostracién de (2) es similar. Sean X un retracto de
vecindad absoluto y Y un retracto de X. Sea r : X — Y una retraccion. Sean Z un
espacio, A un subconjunto cerrado y no vacio de Z y f: A — Y una funcién continua.
Como X es un retracto de vecindad absoluto, por la Proposicién 2.16, existen un abierto
V de Z tal que A C V y una funcién continua g : V. — X tal que g|4 = f. Hagamos

F=rog:V — Y. Entonces, f es una funcién continua. Veamos que F|4 = f. Sea
a € A. Asi,

F(a) = (rog)(a)
(9(a))
(

I
<

Il
<

= fla).

Por lo que Y es un extensor de vecindad absoluto. Por la Proposicién 2.16, Y es un re-
tracto de vecindad absoluto.

O

Proposicién 2.18. Sea {X)}iea una familia de espacios topoldgicos. Si [ X es un
AEA
retracto absoluto, entonces X, es un retracto absoluto para cada A € A.

Demostracion. Supongamos que [[ X es un retracto absoluto. Sea o € A. Probaremos
AEA
que X, es un retracto absoluto. Consideremos la funciéon i, definida en la Proposicion
1.21. Nuevamente, por la Proposicién 1.21, i,(X,) es un retracto de [] X,. Por la Pro-
AEA
posicién 2.17, (2), i,(X4) es un retracto absoluto. De la Proposicién 2.13 se sigue que,

X, es un retracto absoluto.

]

Proposicién 2.19. Sea {X,,}7°, una familia numerable de espacios métricos, separables
o0

y no vacios. Si cada X, es un retracto absoluto, entonces [[ X,, es un retracto absoluto.
n=1

oo
Demostracion. Por la Proposicion 1.20, [] X, es un espacio métrico separable. Para

n=1
[eS)

probar que [] X, es un retracto absoluto, por la Proposicién 2.16, es suficiente ver que
n=1
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(o9}
[] X, es un extensor absoluto. Sean Z un espacio, A un subconjunto cerrado y no vacio
n=1

o
de Zy f: A— ][ X, una funcién continua. Sea m € N. Consideremos p,, o f : A —
X, la cual es un; flunci(')n continua. Dado que cada X,, es un retracto absoluto, por la
Proposicién 2.16, X, es un extensor absoluto. Entonces, para cada m € N, existe una
funcién continua f,, : 7 — X, tal que f,|a = pm o f.
Por otra parte, definamos una familia de funciones de la siguiente manera. Sea z € Z,
definimos

0, : N — U X,
neN
por

02(n) = fu(2).

Dado que d,(n) = f,(z) € X,, para cada n € N. Asi, §, € [[ X,,. Finalmente, definamos
n=1
la funcién

F:7— HXn
n=1
por
F(z) =4.,.

Veamos que F|4 = f.Seaa € A. Como F(a) = ¢,, basta probar que 6, = f(a). Nétese que
el dominio de las funciones 0, y f(a) es N. Sea n € N. Probaremos que d,(n) = (f(a))(n).
Esto se sigue de que

da(n) = fula)
(Pn o f)(a)
= pa(f(a))
= (f(a))(n).

[o.¢]
Concluimos que 9, y f(a) son iguales. Entonces, F|4 = f. Asi, [] X, es un extensor
n=1

o0
absoluto. Utilizando nuevamente la Proposicién 1.10, [] X, es un retracto absoluto.
n=1

]

Proposiciéon 2.20. El producto de una familia finita de retractos de vecindad absolutos
es un retracto de vecindad absoluto.

Demostracion. Para cada n € N, sea {X;}" ; una familia finita de retractos de vecindad
absolutos. La prueba sera por inducciéon matematica sobre n.

Primero probaremos que X; x X5 es un retracto de vecindad absoluto, por la Propo-
sicion 2.16, es suficiente probar que X; X X5 es un extensor de vecindad absoluto. Sean Z
un espacio, A un subconjunto cerrado y no vacio de Zy f: A — X; x X5 una funcion
continua. Consideremos las funciones continuas my o f : A — Xy ympo f : A — Xo.
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Como X; y X, son extensores de vecindad absoluto, por la Proposicién 2.16, existen dos
subconjuntos abiertos V; y V5 de Z tales que A C Vi, A C V5 y dos funciones continuas
fi: Vi — Xq, fo: Vo — X5 que cumplen que fija = m o fy fola = m o f. Sean
V = Vi N Va. Definimos la funcién F: V. — X; X X5 como F(v) = (f1(v), f2(v)). Nétese
que F' es una funcién continua. Veamos que F|4 = f. Sea a € A. Entonces,

(f1(a), f2(a))

(10 f)(a), (w2 0 f(a)))
= (m(f(a)),m(f(a)))
= [fla).

F(a)

Asi, Fla = f. Por lo que X; x X, es un extensor de vecindad absoluto. Por lo tanto
X x X5 es un retracto de vecindad absoluto.

Ahora, sea {X;}, una familia finita de retractos de vecindad absolutos. Por la hipéte-
n—1

sis de induccién, [] X; es un retracto de vecindad absoluto. Por la Proposicién 1.13,
i=1

n—1 n
(H Xi> x X,, es homeomorfo a [[ X; y X, es un retracto de vecindad absoluto. Por lo
i=1 =1

n
tanto, por la Proposicién 2.13, [] X; es un retracto de vecindad absoluto.
i=1

O

Proposicién 2.21. FEl producto de una familia a lo mds numerable de espacios métricos,
separables y no vacios es un retracto absoluto si, y solo si, cada factor es un retracto
absoluto.

Demostracion. La prueba se sigue de la Proposiciéon 2.18 y la Proposicién 2.19.

[

Proposicion 2.22. Sea {X)}iea una familia de espacios topoldgicos. Si [ X es un
AEA
retracto de vecindad absoluto, X, es un retracto de vecindad absoluto para cada \ € A.

Demostracion. Sea o € A. Por la Proposicion 2.13, X, es un retracto absoluto de [] X,.
AEA
Por la Proposicién 2.17, (3), X, es un retracto de vecindad absoluto. ]

Proposicién 2.23. Los espacios I°, R* R" y [0, 1]", conn € N, son retractos absolutos.

Demostracion. Consideremos al conjunto de los niimeros reales R con la norma usual
(valor absoluto) y con la métrica inducida por la norma usual. Es conocido que R con la
métrica usual es separable. El intervalo cerrado [0, 1] es considerado como subespacio de
R, el cual también es separable.

Probaremos que [0, 1] es un subconjunto convexo de R. Sean a,b,t € [0,1] tales que
a < byt > 0.Probaremos que (1 —t)a + tb € [0,1]. Dado que ta < tb < a + tb,
ta < a+th. Asi, 0 < a—ta+th= (1 —t)a + tb. Para probar la otra desigualdad, como
t<lyb—a>0,(b—a)t<b—a Dadoqueb—a<1-—a, (b—a)t <1-—a. Entonces,
(1—t)a+tb=—ta+tb+ a < 1. Por lo tanto [0, 1] es un subconjunto convexo de R.
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También noétese que R es un subconjunto convexo de R. Por el Corolario 1.12, R es un
espacio vectorial topoldgico. Por la Proposicién 2.9, R y [0, 1] son retractos absolutos. Por
Proposicién 2.17 inciso (4), R y [0, 1] son retractos absolutos. O

Proposicién 2.24. Todo retracto de vecindad de un retracto de vecindad absoluto es un
retracto de vecindad absoluto.

Demostracion. Sean X un retracto de vecindad absoluto y A un retracto de vecindad
de X. Para ver que A es un retracto de vecindad absoluto, sean Z un espacio, B un
subconjunto cerrado y no vacio de Z y f : B — A una funcién continua. Como X es un
retracto de vecindad absoluto, por la Proposicién 2.16, existen un abierto V' de Z tal que
B C V y una funcién continua g : V- — X tal que g|p = f.

Por otra parte, dado que A es un retracto de vecindad de X, existen un abierto U de
X tal que A C U y una retraccién r : U — A. Por la continuidad de g, W = g~ 1(U) es
un abierto de V. Dado de V es abierto en Z, W es un abierto en Z. Necesitamos probar
que B C W. Sea b € B. Entonces,

g9(b) = gls(b)
= fbye AcCU.

Asi, b € g Y(U). De donde B C W. Finalmente, definimos la funcién F': W — A como
F =rog|w. Nétese que F es continua. Veamos que F|g = f. Sea b € B. Entonces,

Fb) = (roglw)®)
= 7(g]s(b))
= r(f(b))
= [f(b).

Concluimos que F|g = f. Por lo tanto, usando la Proposicién 2.16, A es un retracto de
vecindad absoluto. ]

Proposicién 2.25. Sea {X,,}°°, una familia numerable de espacios métricos, separables
o0

y no vacios. Entonces, [[ X, es un retracto de vecindad absoluto si, y sdlo si, cada X,, es
n=1
un retracto de vecindad absoluto y existe m € N tal que X,, es un retracto absoluto para

cadan > m.

Demostracion. Para probar la Suficiencia, supongamos que cada X, es un retracto de ve-

cindad absoluto y que existe m € N tal que X,, es un retracto absoluto para cada n > m.
00 m—1 00

Por la Proposicién 1.13, [[ X, es homeomorfoa [[ X, x [[ X,. De la Proposicién 2.19,

n=1 n=1

n=m

o o
[] X es un retracto absoluto. Entonces, de la Proposicién 2.14, [[ X, es un retracto de

=m 1 n=m
vecindad absoluto. Por la Proposicién 2.20, [] X, es un retracto de vecindad absoluto.
n=1

m—1 00
Entonces, por la Proposicién 2.20, [] X, x [] X, es un retracto de vecindad absoluto.
n=1 n=m
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[o.¢]
Asi, por la Proposicién 2.13, [] X,, es un retracto de vecindad absoluto.

n=1
(o]
Para la Necesidad, supongamos que [][ X, es un retracto de vecindad absoluto. Sea
n=1

m € N. Considerando la funcién 7,, como en la Proposicion 2.6, X,, es homeomorfo a
o0

im(Xm). Por la Proposicién 2.6, i,,(X,,) es un retracto de [[ X,,. De la Proposicién 2.17,

n=1
(3), im(Xn) es un retracto de vecindad absoluto. Asi, por la Proposicién 2.13, X, es un
retracto de vecindad absoluto.
Para la segunda parte sea n € N. Por el Teorema 1.36, existe un encaje h, : X,, — I*°.

Dado que I*™ es métrico, compacto y separable, por el Teorema 1.31, existe un en-
caje isométrico h : I* — C(I°°,R) tal que para cada subconjunto cerrado Y de I,
h(Y') es cerrado en conv(h(Y)). Entonces, para cada n € N, h,(X,) es un cerrado en
conv(h(h,(X,))). Para &mphﬁcar la prueba, hagamos C,, = conv(h(h (X,))) para toda

n € N. Por la Proposicién 1.15, H hn(X,) es un cerrado en H C.,. Por el Corolario 2.9,

n=1
C,, es un retracto absoluto para toda n € N. Del Corolario 2.14, C), es un retracto de
vecindad absoluto para toda n € N.
Usando que cada h,, es un encaje sobre su imagen, se sigue de la Proposicion 1.17 que,
H X,, es homeomorfo a H hn(X5). Y dado que [] X, es un retracto de vecindad abso-

n=1 n=1

(0.)
luto, se tiene por la Proposicién 2.13 que, [] h,(X,) es un retracto de vecindad absoluto.
n=1

oo o0
De estd manera, existen un abierto U de [[ C, tal que [] hn(X,) C U y una retraccién
n=1 n=1

r:U — [] ha(Xn). Sea y € [] hn(X,). Elegimos m € N como en la Proposicién
=1

2.5. Por la P}oposicién 2.9, cada 671 es un retracto absoluto. Dado que, cada C,, es un
subespacio métrico separable de C'(I*°,R) (ver 1.27) se sigue de la proposicién 2.19 que,

[I1C.y [ C. son retractos absolutos. Notemos que [] C, es homehomorfo a
n=1 n=m+1 n=m+1

{1} x- - x{ym}tx ][ Cn.PorlaProposicién 2.13, {y1} x -+ x{ym} x [] C,esun

retracto absoluto. Por la Proposicion 2.5, {y1} X -+ X {ym} x [ ha(X,) es un retracto
n=m-++1

de {ya} x -+ X {ym} x [] C,. Por la parte (2) de la Proposicién 2.17, {y;} x -+ X
n=m-+1

{ym}x [] ha(X,) esun retracto absoluto. Dado que, {y1} X+ x{ym} x [] ha(Xyp)

n=m+1 n=m+1

es homeomorfo a [] h.(X,)y ][I ha(X,) es homeomorfo a [] X,. Por la Pro-

n=m+1 n=m-+1 n=m-+1

o
posicién 2.13, [] X, es un retracto absoluto. Finalmente, por la Proposicién 2.18, X,
n=m-+1
es un retracto absoluto, para toda n > m. O

El siguiente teorema es conocido como El Teorema de Extension Homotoépica de Borsuk
(ver [9, Teorema 1.6.3, p.52]).
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Teorema 2.26. Sean X un retracto de vecindad absoluto, Z un espacio, A un subconjunto
cerrado y no vacio de Z y f : Ax|[0,1] — X una funcion continua. Si existe una funcion
continua Fy : Z — X tal que Fo(a) = f((a,0)) para toda a € A, entonces existe una
funcién continua F : Z x [0,1] — X tal que para toda z € Z, F((z,0)) = Fo(2) y
F((a,t)) = f((a,t)), para toda a € A y para toda t € [0, 1].

Proposicion 2.27. Sea X un espacio métrico, separable y no vacio. Entonces, X es un
retracto absoluto si, y solo si, X es un retracto de vecindad absoluto contractil.

Demostracion. Para la Necesidad, supongamos que X es un retracto absoluto. Por la Pro-
posicién 2.14, X es un retracto de vecindad absoluto. Ahora, veamos que X es contractil.
Por la Proposicion 1.36 existe, un encaje g : X — [*°. Del Teorema 1.31, existen un
subespacio convexo C' de C'(I*°,R) y un encaje h : X — C' de tal forma que h(X) es un
subconjunto cerrado de C. Dado que X es un retracto absoluto, h(X) es un retracto de
C'. Por la Proposicién 2.4 y por el Lema 1.32, h(X) es contréctil. Usando la Proposicién
1.24, concluimos que X es contractil.

Para la Suficiencia, supongamos que X es un retracto de vecindad absoluto contractil.
Por la Proposicién 2.16, (1), es suficiente probar que X es un extensor absoluto. Sean Z
un espacio, A un subconjunto cerrado no vacio de Zy f : A — X una funcién continua.

Como X es contractil, existen un punto rg € X y una funcién continua H : X X
[0,1] — X tales que para toda z € X, H((z,0)) = x y H((x,1)) = xo. Definamos las
siguientes funciones:

1. ¢:[0,1] — [0,1]
o(t) =1-1;

2. g: Ax[0,1] — X x [0,1]
9((a, 1)) = (f(a),o(t));

3. f 1t Ax[0,1] — X
f((a,t)) = (H o g)(a,t),

4 Fy:Z — X
Fy(z) = xo.

Obsérvese que ¢, g, f v Fy son continuas. Ahora, para toda a € A, tenemos que

f(@0) = H((f(a),1-0)
= H((f(a),1))
Fo(a).

Por el Teorema 2.26, existe una funcién continua F': Z x [0,1] — X tal que para cada
(a,t) € A x[0,1], F((a,t)) = f ((a,t)). Sea Fy : Z — X dada por Fi(z) = F((z,1)).



CAPITULO 2. UNA INTRODUCCION A LOS RA Y A LOS RVA

Dado que F} = F|z,3, F1 es una funcién continua. Si a € A, entonces

Fi(a) = F((a,

38

Por lo que, Fi|4 = f. Asi, X es un extensor absoluto. De la Proposicién 2.16. (1), X es

un retracto absoluto.

]
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