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Resumen

En este trabajo, se calcula la densidad y temperatura criticos de fluidos de Lennard-Jones
mediante la ley de escala y la ley de diametros rectilineos, respectivamente. Ademas, la
presion critica se estima utilizando la ecuacion de Clausius-Clapeyron. Se analiza el efecto
de tamano finito sobre las propiedades termodinamicas ya mencionadas, para ello se usan
los datos calculados con dindamica molecular y que estan mas cerca de los valores criticos. Se

exploran diferentes valores de los exponentes criticos para hallar los mejores valores posibles.
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Hipotesis

La temperatura, densidad y presion criticas se pueden calcular con mayor precisién con po-
cos pasos de ajuste, si se obtiene un parametro critico adecuado, ademas de obtener valores
numéricos de las densidades del equilibrio liquido-vapor con mejor precision usando el méto-
do de sumas de Ewald. Se verifica, si tomar un término extra en el desarrollo de Wegner es
adecuado para conseguir mayor precision en los datos, o algunos de los datos numéricos del
exponencial critico ya reportados en la literatura es suficiente para determinar propiedades

termodinamicas criticas con precisiéon en un proceso numérico corto y simple.

Objetivo general

Calcular la densidad, temperatura y presion criticos de un fluido de Lennard-Jones de ma-
nera precisa, siguiendo un procedimiento de cilculo numérico corto y simple, explorando dos
opciones. Particularmente, se estiman las densidades del equilibrio liquido-vapor usando las
sumas de Ewald a través de simulacion molecular para capturar la interacciéon completa y

también para evitar el efecto de tamano finito.

Objetivos particulares

Calcular la presion de vapor y las densidades del equilibrio liquido-vapor de fluidos de
Lennard-Jones usando un radio de corte de 2.5, 4.0 y 7.0, junto con la aproximacion es-
féricamente truncada del potencial de Lennard-Jones. Esto se llevara a cabo con el objetivo
de observar las variaciones en las propiedades termodinamicas criticas en funcion del radio

de corte.
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Calcular la presion y las densidades del equilibrio liquido-vapor de fluidos de Lennard-Jones
usando un radio de corte de 3.0, junto con el método de sumas de Ewald para tomar en
cuenta la interaccion completa del potencial de Lennard-Jones y con ello verificar que las
propiedades termodindmicas criticas de interés correspondan al fluido donde la funcién de

interaccion es tomada de manera completa.

Calcular la exponencial critica usando un cuarto termino en la expansién de Wegner para

determinar un nuevo valor numérico del exponencial critico, ..

Calcular la presion, temperatura y densidad criticas de un fluido de Lennard-Jones usando
el exponencial critico determinado. Para comparar los valores criticos obtenidos con los re-

portados en la literatura y con ello determinar si hubo mejoras o no.

Calcular la presion, temperatura y densidad criticas de un fluido de Lennard-Jones usando
los exponenciales criticos ya determinados y publicados. Esta accién se propone con la in-
tencion de reproducir datos ya reportados en la literatura usando el codigo de simulacion

usado en este trabajo, con ello verificar que la metodologia usada aqui es correcta.



1. INTRODUCCION

La teoria de campo medio determina un valor para el exponente critico f = 0,5 y su ex-
tension A; = 0,5, los cuales no arrojan buenos valores de las propiedades termodinamicas
criticas, un estudio posterior donde se us6 la teoria de grupo de renormalizacién arroja un
valor para § de 0.325 y A; = 0,5, que en algunos casos mejora los valores criticos. Sin em-
bargo, continiia siendo insuficiente pues no se consiguen datos criticos precisos con pocas
interacciones propias del proceso. Una explicacion para esto es que no es posible establecer
transferibilidad ni representatividad de campos de fuerza de fluidos simples, lo que llevaria
a valores de entrada (input) no precisos. Hasta donde sabemos no hay un trabajo que dirija
esfuerzos en esa direccion. La transferibilidad permite que una tinica parametrizacion usada
en el potencial de interaccion permita obtener la presién de vapor, las densidades del equili-

brio liquido-vapor y la tension superficial con precision.

Una de las primeras propuestas para obtener propiedades termodinamicas criticas es mos-
trada por Cailletet y Mathias en 1886 [1| después trabajada por Young [2] en 1900. La
idea es generar datos de las densidades del equilibrio liquido-vapor a ciertas temperaturas,
calculados de alguna manera, por ejemplo, experimentos o teoria y recientemente mediante
simulacion molecular. Posteriormente se leen dichos datos y se hace una proyeccién o con-
volucién para predecir donde las curvas del liquido y del vapor se interceptan, lo que nos
arroja el dato numérico de la densidad y la temperatura criticas. En las figuras 1 y 2 se
muestra el diagrama de fase de un fluido simple, presion vs temperatura; asi como presion
vs volumen, donde se pueden ubicar las propiedades termodindmicas criticas. La comunidad
ha direccionado sus esfuerzos por establecer relaciones matematicas de los datos conocidos o

calculados con pardmetros incognitas, el desafio consiste en hallar o determinar constantes
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de ajuste que acompanan a la teoria. Uno de los parametros importantes es el exponente
critico que es el valor numérico que acompana a la ley de diametros rectilineos [3, 4]. El
exponente critico efectivo fue definido por primera vez por Verschaffelt [5] el cual fue usado
como una mediciéon de la forma de una curva de coexistencia liquido- vapor. La expresion

del exponente critico, (., en términos de la densidad del vapor y la densidad del liquido

_ Oln(pL — pv)
Be = =g (1)

cont =1—T/Te, siendo Tc la temperatura critica, ademas se usa la expresion

(pr — pv) = Bolt|” (1.2)

donde By es el termino de amplitud.

Wegner us6 la teoria de grupo de renormalizacion y obtuvo las relaciones siguientes |30, 7]

(pr + pv)

5 = po + Ch|t]® + Colt|® + Calt|*T21 + - - (1.3)

(0L = pv) = Bo|t]” + Bu|t| 751 4 Bt **%1 .. (1.4)

los C; v los B; son coeficientes o también llamados amplitudes de correlacion, los cuales se
pueden determinar mediante un procedimiento recursivo. Ademaés, § y A; es un exponente
critico y un exponente de salto o perturbacion A; = 0,5. El primer valor numeérico del expo-
nente critico fue 0.36, luego se obtuvo un valor de 0.3, y otros méas. Asi también hay variantes

del valor numeérico usado para A, el cual ha sido 0.5 o 0.54 y otros valores numéricos mas

8, 9].

En general ain no hay una metodologia que permita estimar con alta precision los valores
numéricos de la presion, temperatura y densidad criticas de fluidos simples y complejos, sin

necesidad de recurrir a un proceso recursivo largo.



2. CONCEPTOS FUNDAMENTALES

1. Teoria de van der Waals

En el transcurso de los milenios, la humanidad ha estado interesada en descubrir sobre las
anomalias fisicas que se presentan en su camino, preguntandose esencialmente como funciona
todo.

Gracias a las evidencias que ha plasmado el ser humano a lo largo de su historia de conoci-
miento, durante los siglos XVII y XVIII las innovaciones tecnologicas iban revolucionando
la industria, provocando estudios cientificos para su mejor compresion y progreso, hablando
especificamente del estudio de los gases.

Brillantes cientificos de aquella época realizaron descubrimientos de gran relevancia, tal es
el caso de Robert Boyle y Joseph-Louis Gay-Lussac, que en base a sus experimentos en
fluidos lograron obtener aproximaciones para determinar el comportamiento de algunos ga-
ses, aportando relaciones matematicas que describian fenémenos fisicos como la presion o

temperatura, dando lugar asi a las primeras ecuaciones de estado.

Ecuacién de estado

Un sistema termodinamico puede ser descrito mediante dos o mas variables independientes
X1, X, ..., X, la forma analitica de la funcién dependera de la sustancia de estudio [22].

9:f<X1,X2,...,Xn) (21)
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Existen miltiples ecuaciones que representan distintos sistemas de fluidos, para el caso de
los gases reales Garcia-Colin L. (1976) menciona que ”independientemente de su naturaleza
y temperatura, tienden a obedecer a presiones muy bajas una relacion universal"(p. 33).

Por lo que aparece la primera ecuaciéon para un gas ideal

PV =nRT (2.2)

Este sistema estd compuesto de particulas o moléculas que se consideran como masas pun-
tuales, ocupan todo el volumen del medio y no hay interacciones entre estas particulas, donde
P es la presion, V' el volumen, T' la temperatura, n el niimero de moles y R la constante de
los gases.
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FEcuacién de van der Waals

A diferencia de la ecuacion (2.2) que hace referencia a la composicion de gases de naturaleza
idealizada, el holandés Johannes Diderik van deer Waals considero que las teorias propues-
tas sobre gases se encontraban inconclusas, por lo que en 1873 postul6 el desarrollo de una
teoria, basandose en que las moléculas ocupan espacio y ejercen atracciones entre estas, por
lo que modifico la Ley Boyle y Gay-Lussac considerando asi el tamano finito para explicar
las propiedades fisicas de los gases en la regién de coexistencia liquido-vapor, a través de lo

que él propone son las fuerzas intermoleculares.

Estas fuerzas son de corto alcance, pero aparecen en toda la superficie de contacto entre
la interaccion de atomos o moléculas, la ecuacion (2.3) propuesta por Waals agrega dos
propiedades a considerar, la primera es ”"a” una medida que cuantifica la fuerza de cohesion
y la interaccion atractiva de la sustancia, y la segunda es ”b” que cuantifica el volumen
excluido y hace correcciéon al volumen total del sistema [22].

(P+ %) (V —b) = RT (2.3)

Desarrollamos a (2.3) e igualamos a cero se tiene la siguiente expresion

PV? —V*Pb+ RT)+aV —ab=0 (2.4)

Si la temperatura es constante la ecuacion anterior presenta 3 raices (reales o imaginarias)

interceptadas en los puntos en la linea P constante como se muestra en la Figura 2.1.

A temperaturas bajas las 3 raices son reales, pero cuando aumenta la temperatura solo exis-
te una raiz real en el intervalo de presiones hasta llegar a un valor de T' = T, lo cual, la

ecuacion (2.3) presenta un punto critico, que es un punto de inflexion en la isoterma critica
[22].

La presion critica, el volumen y la temperatura criticos pueden ser escritas en términos de

” 0

a” y "b”, para lograr esto se despeja a P de la ecuacion (2.4)
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P=cte

Vv

Fig. 2.1: Tsotermas (ilustracion adaptada de [22])

El punto critico esta dado por las condiciones

2
8_13 =0, 8_P =0
oV ) r_r. ovz) .

Derivando (2.5) e igualando a cero

oP RT, 2a
(67),0 = wo !
<82_P> _ _2RT.  Ga _ 0
V) yoq, (Ve=b)P V2

Resolviendo el sistema de ecuaciones para obtener V. y T, tenemos que

(2.6)

(2.7)

(2.8)
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V.=23b (2.9)
8a
T. = bR (2.10)

Sustituyendo estos resultados a la ecuacion (2.5)

a
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Ecuacién reducida

Una ecuacion de estado puede describirse de manera adimensional con las expresiones de P,,
V. y T, que corresponderia a un estado reducido de condiciones, de esta manera se definen

las variables reducidas de cualquier sistema de estudio, adquiriendo asi una forma universal.

P 1% T
pr— sV o 2 2.12
Pc’v v, T. (2.12)

Si se introducen los términos de P*, V* T en la ecuacion (2.3), y acomodando algebraica-

mente se obtiene

.3 e
(P +(V*)2)(3V 1) = 8T (2.13)

” 0

La ecuacion de van der Waals reducida, en esta expresion desaparecen las constantes "a” y
70", por lo que esta ecuacion es aplicable a todos aquellos gases que tengan un comportamien-
to de forma similar y si los valores de P*, V* y T™ son los mismos, se dice que los gases estan
en estados correspondientes, a este hecho se le denominé la ley de estados correspondientes
[23].
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Ley de los didmetros rectilineos

Los métodos experimentales usados por los cientificos en el siglo XIX, eran un requisito ne-
cesario para obtener algunos pardmetros de las variables de presion, volumen y temperatura
criticos de ciertos compuestos o sustancias, los inicios en el desarrollo de estas mediciones
estuvieron a cargo del barén Charles Cagniard de la Tour en 1822 y posteriormente del
cientifico Thomas Andrews, méas tarde van der Waals definiria con el principio de estados
correspondientes los concepto de punto critico y variables reducidas.

El interés de la comunidad cientifica se vio rapidamente atraida por la determinacion de
propiedades termodinamicas en la regién de liquido-vapor, esto al confrontar la continuidad
de estados y la indistincion en la condicién supercritica; sobre toda esta polémica, resalto el
fisico francés Louis Paul Cailletet quien no se centré en la teoria envuelta del tema, si no, en
una implementacion de las técnicas experimentales. El desarrollo de mejores instrumentos
de medicion lo llevo a estudiar fendémenos quimicos y posteriormente la compresibilidad de
gases y liquidos, a través de sus estudios sobre licuefaccion en la Ecole Normale Supérieure
en Francia, Cailletet conoce al fisico Emile Ovide Joseph Mathias.

Ambos compartian el criterio de la nociéon de no continuidad de estados, por lo que en 1886
empezaron sus investigaciones sobre las densidades de gases licuados, teniendo como objetivo
estudiar el principio de estados correspondientes, disenando asi algunos artefactos para sus
experimentaciones. Tras su primer informe, Cailletet y Mathias mostraron sus resultados y
mencionaron por primera vez una ecuacion, con la posibilidad de determinar la densidad y
temperatura en el punto critico a partir de las representaciones graficas de las densidades
del liquido y vapor de los sistemas que estudiaron [24].

1

5 (L4 pv) = po+aT (2.14)

Donde p, es la densidad media, « coeficiente angular, p;, la densidad en estado liquido, py
la densidad en estado vapor, T es la temperatura del sistema.
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Concluyeron que la interseccion de la linea recta con la proyeccion de unién del perfil de las
curvas de densidades les brindaba una estimacion del valor de la densidad critica (Figura

2.2).

po = po+ alp (2.15)

-?.._u""'T ager — =

A

Fig. 2.2: Representacion grafica del diametro rectilineo para dioxido de azufre (imagen obtenida de
[24])
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2. Teoria de Grupo de Renormalizacion

Transiciones de Orden

Conforme avanzaban los estudios y experimentos, a varios cientificos de la época les fue in-
teresando el estudio de la materia en sus diferentes estados de agregacion, como el sélido o
liquido de diversas sustancias, pero lo intrigante era cuando cambiaban de un estado a otro
por medio de una fase, y esto modificaba las propiedades del sistema.

Las transiciones de fases mas comunes que se encuentran en una sustancia son evaporacion,
fusién y sublimacién, estas pueden clasificarse analiticamente segtn la continuidad en las
derivadas del potencial termodindmico de Gibbs (G) o Energia libre de Helmholtz (A) los
cuales Huang, Kerson (1987) ”son ttiles para determinar el estado de equilibrio de un sistema
que no esta aislado" (p.22).

G=A+VP (2.16)
A=U—ST (2.17)

Teorema 1: Para un sistema que mantiene temperatura y presion constantes, el potencial de
Gibbs nunca aumenta [25].

dG = —SdT + VdP (2.18)

En el momento en que ocurren cambios no continuos en la entropia (S) y volumen (V)
del sistema, las primeras derivadas del potencial termodinamico de Gibbs son discontinuas
(2.19), a este hecho se le conoce como transicién de primer orden. Pero si en el sistema,
tanto la entropia como el volumen se mantienen de forma continua indicando que las primeras
derivadas también los son, esto modifica que otras propiedades del sistema asociadas a las
segundas derivadas sean discontinuas (2.20), por lo cual se le denomina transicién de

(39,4 (),

0*G 1 [(0°G 1 9*G
Cp=-T <aT) "y (aT) b=y (apaT) (2:20)

segundo orden [26].
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Ecuacién de Clausius-Clapeyron

Al considerar un sistema donde un gas en mezcla con un liquido comienza a interactuar,
después de un determinado tiempo llegan a un equilibrio termodindmico donde la presion
y temperatura se mantienen constantes, a lo que el sistema puede absorber o ceder cierta

% 9

cantidad de energia, esto se conoce como calor latente ”¢” (transicion de primer orden) [27].
Para determina la condicién de equilibrio de fase se pueden tomar dos magnitudes, ya sea
la temperatura, la presion o el potencial quimico. Partiendo del potencial termodinamico de
Gibbs (2.18)

G1(P,T) = Go(P,T) (2.21)

(a(GgZ—DGl)L:%_% | (%)P: (S, — ) (2.22)

Dividiendo las dos relaciones anteriores

<8AG)

or ),  AS

IAG\ AV (2.23)
P ),

Donde Py T son parte de G como funcion, se tiene la siguiente relacion

(or), (o)., (75, = o2

e (),
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Bajo la condicion de equilibrio ”G” se mantiene fija en el valor de cero, entonces la derivada
’
de la presic’)n con respecto ala temperatura

dP OP
o 2= 2.2
a7 (aT)AG:o (2:26)

Reacomodando y sustituyendo con (2.23), (2.25) y (2.26)

dP AS
— = —— 2.2
ar AV (227)
Ademas, 7q” calor latente se define como
qg=TAS (2.28)
Por lo que se obtiene una de las expresiones de la ecuaciéon de Clausius-Clapeyron
dP q
=1 2.2
dar  TAV (229)

Menciona L. D. Landau, E. M. Lifshitz. (1950) que la ecuacién anterior "determina la varia-
cion de la presion de las fases que se encuentran en equilibrio al variar la temperatura"(p.318).

Ahora tomense dos casos en particular, donde la ecuacién anterior corresponde al equilibrio
de un liquido con su vapor, en la mayor parte de los casos el volumen del gas es mucho mayor
que el volumen del liquido. Por lo que puede considerarse el primer caso en que Vo > V) y
expresando su volumen en funcion de la presion y temperatura Vo = 7'/ P la ecuacion (1.29)
queda de la siguiente manera
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dP qP

Para el segundo caso, considere que el V; > V5, hay mas cantidad de volumen condensando
que de volumen de gas, y considerando V; = T/ P, la ecuacion (1.29) toma la forma de

dP qP
=L (2.31)
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Exponentes criticos

Un aspecto relevante para las sustancias que se encuentran en las proximidades de una tran-

sicion de fase, es que el comportamiento de ciertas propiedades del sistema se pueden llegar a

representar mediante los exponentes criticos, los cuales Huang, Kerson. (1987) ”describen

la naturaleza de las singularidades en varias cantidades medibles en el punto critico” (p. 396).

Estas singularidades son magnitudes fisicas conocidas de diversas formas, como la capacidad

calorifica, el parametro de orden o la susceptibilidad (véase Figura 2.3) estas dependen de

una cantidad llamada temperatura reducida t, la cual estard relacionada a una funcién de

potencia en las cercanias de la temperatura critica.

. T—-T¢
=7
Heat capacity: C~ ="
Order parameter: M ~ |t|#
Susceptibility: X~ 77"

Equation of state (r =0): M ~H /¢

Exponent TH EXPT MFT  ISING2?  ISING3  HEIS3
a 0014 0 0 012 ~0.14
B 032039 1,2 1/8 031 0.3
y 13-14 1 7/4 1.25 1.4
8 4-5 3 15 5

v 0.6-0.7 1/2 1 0.64 0.7

M 0.05 0 1/4 0.05 0.04
a+2B+7 2 2004001 2 2 2 2
(B8-vy)/B 1 0934008 1 1 1

Q@ - nv/y 1 1024005 1 1 1 1

@ - a)/vd 1 4/d 1 1 1

*TH., theoretical values (from scaling laws); EXPT, experimental values (from a vanety of systems);
MFT, mean field theory; ISINGd, Ising model in 4 dimension; HEIS3, classical Heisenberg model,

d=3.

(2.32)

Fig. 2.3: Magnitudes escalares de exponentes criticos de diversos modelos matematicos (tabla obte-

nida de [25])
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Un aspecto relevante del sistema es la regién critica en el que se encuentra abordado, debido
a que presenta dos caracteristicas importantes que es la universalidad y la escala las cuales
permiten ayudar a describir mejor el comportamiento del punto critico.

Derivado de que las fluctuaciones que hay en el sistema son de mayor alcance que del poten-
cial de interaccion, los detalles microscopicos dejan de ser relevantes, por lo que se presenta
una misma dimensionalidad espacial. La hipotesis de escala para Huang, Kerson. (1987) es
que "el valor de una cantidad con dimension debe expresarse en términos de unidad estan-
dar de longitud, y cambia cuando cambia ese estandar. Asi, una cantidad adimensional sera
invariante; otros cambiaran segin sus dimensiones" (p. 399-400).

Aceptando esta hipotesis surgen diversas leyes de escala dependiendo de las funciones ter-
modinamicas, donde la tinica caracteristica del sistema cerca del punto critico es la longitud
de correlacion &, que es el tamano minimo que se puede alcanzar sin tener cambios en el

sistema, para un gas dependera de la temperatura y la presion.
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Campo medio de Landau

La concepcion de esta teoria se debio a las irregularidades teéricas y experimentales que
existian sobre los sistemas magnéticos, asi como los fluidos, en 1937 el fisico soviético Lev
D. Landau logro de cierta manera integrar estos marcos mediante la Teoria de Campo
Medio la cual postula que, en la vecindad de una transicion de fase, el comportamiento del
sistema puede ser descrito mediante el desarrollo de la energfa libre en una serie de potencias
del parametro de orden [28].

Su estudio principalmente se concentrd en las transiciones de segundo orden, tal como men-
ciona R. K. Pathria. (1996) “en el sentido de las segundas derivadas de la energia libre, es
decir, el calor especifico y la susceptibilidad magnética (o compresibilidad isotérmica, en el
caso de los fluidos), muestran una divergencia” (p. 341).

Ademas, la simetria fue una importancia fundamental en su trabajo, donde el enfoque feno-
menologico radica en cantidades macroscopicas, la cual también aplica a un amplio campo
de sistemas independientemente de su estructura microscoépica, pero por otro lado, la teoria
de Landau no es totalmente confiable cuantitativamente y predice un grado demasiado alto
de universalidad, donde actualmente existen muchas clases de universalidad diferentes, cada
una definida por los pardmetros ”d” la dimension y ”"n” el nimero de componentes internos

[28].

En esos anos varios cientificos propusieron modelos matematicos para brindar un mejor
soporte al estudio de sistemas ferromagnéticos y fluidos en general, de los cuales el modelo
mas destacado fue creado por los fisicos Wilhelm Lenz y FErnst Ising, nombrado como Modelo
Ising (1923) el cual, consiste en una red de atomos constituidos por una base de vectores
de spin, donde presentan dos configuraciones (alineado y antialineado), y la interaccion
entre ellos es de corto alcance. Asi como argumenta R. K. Pathria. (1996) “Nos ayuda a
desarrollar técnicas matemaéticas para tratar redes en dimensiones superiores, lo cual es
esencial para comprender el comportamiento critico de una variedad de sistemas fisicos que
se encuentran en la naturaleza” (p. 367). Desafortunadamente tanto la teoria de Landau como
el modelo Ising no funcionaban completamente ya que arrojaban datos de escalamiento no
comprensibles en los puntos criticos, aun habia fallas tanto cuantitativas como analiticas,
pero eso a su vez aumenta la curiosidad de los cientificos de la época en mejorar estas
entidades matemaéticas.
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Grupo de renormalizacién

Atun faltaba una teoria que en el proceso no se desmoronara y que a su vez, lograra explicar
la fisica de sistemas con enormes cantidades de particulas o 4tomos, por lo que tiempo des-
pués llega la teoria de grupo de renormalizacién, el cual es un método matematico para
abordar problemas fisicos con gran cantidad de grados de libertad, donde incluye la teoria

relativista de campos cuanticos o los fenémenos criticos.

En el ano de 1971 el fisico tedrico Kenneth G. Wilson cambio totalmente ese panorama,
aplicando el grupo de renormalizaciéon a las escalas de longitud, tal como explica Wilson
K. (1983). “El enfoque del grupo de renormalizacion consiste en integrar las fluctuaciones
en secuencia, comenzando con las fluctuaciones a escala atémica y luego pasando a escalas
sucesivamente mayores hasta que se hayan promediado las fluctuaciones en todas las escalas”
(p. 584). Lo que practicamente hizo fue realizar promedios estadisticos de las fluctuaciones
térmicas en todas las escalas de tamano.

Por lo que genero una explicacion de la universalidad del comportamiento critico para diferen-
tes tipos de sistemas a niveles cuanticos, las transiciones liquido-gas, transiciones magnéticas,
transiciones de aleaciones etc. Muestran experimentalmente los mismos exponentes criticos

[29].

Anos después hubo transformaciones en el grupo de renormalizacién, por lo que también hu-
bo varios involucrados en esos procesos y uno relevante fue el fisico aleman Franz J. Wegner
que en 1976 modifico parte del modelo de grupo de renormalizacion. El concepto de Wegner
se basa en la simetria y la escala, la cual busca que las propiedades del sistema a una gran
escala sean invariantes bajo ciertas transformaciones, lo que permite estudiar los sistemas

criticos y las transiciones de fase independientemente de la escala en la que se esté estudiando.

Ademas, Wegner F. (1972) menciona que “una forma linealizada de las ecuaciones del grupo
de renormalizaciéon conduce a leyes de escalamiento para fenomenos criticos” (p. 4530). A
partir de la cual se desprende una expresiéon relevante para el calculo de los exponentes
criticos.

1
pr=po+COL|t|Y +Cy |t ]| +Cs |t YT 4. £ 3 (Bo [ t|° +By | t|7T2 +..)  (2.33)
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La cual puede reducirse a
1
pr=po+Colt] 45 (Bo | t|P 4By | t[PH2) (2.34)

T (2.35)
-1 L |

donde p_ y p, son las densidades del equilibrio en fase vapor y fase liquida, respectivamente.
Los Ci y los Bi son coeficientes o también llamados amplitudes de correlacion. Ademés, 3
y Aq son el exponente critico y un exponente de salto o perturbacion el cual toma el valor
numérico de 0.5 segiin la teoria de grupo de renormalizacion.

Dando lugar a la ley de escalamiento para el modelo de grupo de renormalizacién de
Wegner

pr —pv = B(T = To)’ (2.36)
donde B es una constante de ajuste, p; y py son las densidades del liquido y de vapor, pc
es la densidad critica, T es la temperatura critica y 1" es la temperatura del sistema.

Para el calculo del exponente critico 3, se usa la ecuacion (2.34) con el objetivo de conocer
los distintos resultados que arroja la expresion, se considera primero hasta el tercer termino

y posteriormente el cuarto termino, como se muestra enseguida.

Tercer termino.

1
p+=pc+Cy|t] +3 (Bo | t17) (2.37)

e [B%} pe+Co || —ps] (2.38)
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Tenemos dos casos, el primero para la densidad en fase liquida
2
B =logy | | 5| [zpc = Ca | t] +p4]
0

El segundo caso para la densidad en fase de vapor

8. = log, ({é%][pc4—c&\t\<—pJ)

Cuarto termino.

1
Pi:pc+02U‘i§[(30+31\t\A1) (|t"8)]

2
Bo+Bllt|A1

£lep=| e+ Calel —pa

De igual manera dos casos, para la densidad en fase liquida

2
/ﬁzm“q&+&uwjkw_@uwmﬂ

Para la densidad en fase de vapor

f- = logy, ([ . ] loc + Ca | t] —P])

BO“I‘Bl‘t’AI

(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)

(2.43)

(2.44)



3. METODOLOGIA DE LA SIMULACION

1. Mecanica Estadistica

En el estudio del manejo de grandes cantidades de particulas, hay una rama de la fisica que
especificamente se encarga de esto y se trata de la mecanica estadistica, la cual, permite
conectar el comportamiento microscopicos de un sistema con las propiedades termodinami-
cas que lo rigen, tal y como menciona Chandler D. (1944). “si un observable de un sistema
de muchas particulas puede especificarse mediante un pequeno nimero de otras propiedades
macroscopicas, asumimos que el observable puede describirse mediante mecanica estadistica”

(p. 55).

El marco esencial de la mecénica estadistica esta en la base que lo conforma, llamado como
espacio fase, este contendra las coordenadas r; y los momentos p, de las particulas ¢. Cada
punto del espacio caracteriza al estado microscopico y el flujo temporal serd determinado
por las ecuaciones de movimiento de Newton, proporcionando asi condiciones iniciales [31].

(TN;pN) :(rlar2>-"arN;p1a"'7pN> (31)

Un concepto basico es que si durante las interacciones de las particulas, si se espera lo su-
ficiente, el sistema puede pasar por todos los estados microscopicos disponibles, dada la
configuracion a la que se someta o se restrinja. Al tener muchos cuerpos en el sistema, las
trayectorias pueden ser controladas por algunas variables, como la energia total £, el nimero
de particulas N, el volumen V.

Estas variables pueden estar relacionadas a un término relevante para distinguir o diferenciar
ciertos sistemas, a lo que se conoce como un ensamble, el cual, serfa un conjunto de todos
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los microestados posibles o coherentes con las caracteristicas macroscopicas del sistema, es-
tas caracteristicas por supuesto son las propiedades termodinamicas del estudio que quiera

realizarse.

Al contener demasiada informacion se realizan promedios que surgen de las mediciones hechas
en un rango de tiempo largo, debido al flujo a través del espacio de estados, por lo que el
promedio de tiempo se considera lo mismo que el promedio estadistico del ensamble. A este

tipo de sistemas dinamicos se les conoce como ergoddicos.

<k >tiempo™— < E > ensamble (32)

Algunos de estos ensambles, por ejemplo, son el microcanénico, que es el conjunto de todos
los estados con energia total fija y el sistema se encuentra aislado. También estd el candnico,
en este la energia de los estados si puede variar y el sistema esta cerrado, pero en contacto

con un bano térmico.

Q (N, V, E) = numero de microestados con N,V E
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Potencial de Lenard-Jones

Uno de los modelos mas utilizados para conocer la interacciéon a pares entre dos particulas es
el conocido potencial intermolecular de Lennard-Jones, que fue propuesto en el ano de 1924
por el matemético y profesor de fisica tedrica John Edward Lennard-Jones, posteriormente
en 1931 hizo la mencién en uno de sus trabajos al realizar un estudio sobre la energia de

cohesion, en varias moléculas como el argon [32].
o\ 12 PN
U (ri) =4 - — = 3.3
olry) ‘ [(rij) (%’) ] 83)

La ecuacion anterior describe la energia potencial de interacciéon entre dos particulas en
funciéon de la distancia que las separa, la cual, a su vez esta contiene dos términos que repre-

6
. 2 .
sentan las fuerzas atractivas de largo alcance | — | y las fuerzas repulsivas de corto alcance
T'ij

Donde r;; es la distancia escalar entre la particula ¢ y la particula j, o didmetro efectivo de
las particulas y € la profundidad del pozo de potencial.

Actualmente este potencial es muy utilizado en el A&mbito de la simulacién computacional
debido por su conveniencia al ser uno de los modelos méas confiables si se cuenta con las con-
diciones apropiadas, y también porque puede llegar a describir el comportamiento de &tomos,

particulas, moléculas incluso llegar con cuerpos mas grandes como proteinas complejas.
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2. Simulacion Computacional

Durante varias décadas del siglo XX la revoluciéon de informacion fue en subida gracias a los
avances cientificos por la tecnologia, uno de los més importantes fue el desarrollo de equipos

informaticos.

Estos equipos ayudaron esencialmente a realizar tareas complejas de la sociedad, para hacer-
las més eficientes y sencillas, hubo varios propoésitos para estos, desde realizar textos hasta

hacer calculos matematicos.

Para la década de 1970 varios personajes lograron realizar simulaciones computacionales pa-
ra diversos propositos académicos. Ademas, menciona Rapaport D. (2004) que “la simulacion
se basa en fundamentos tedricos basicos, pero intenta evitar gran parte de la aproximacion
normalmente asociada con la teoria, reemplazandola por un esfuerzo de célculo mas elabo-
rado” (p. 2).

La relevancia de hacer simulaciones de diversos eventos es que requiere que todo el célculo
se reproduzca varias veces para asegurar un buen muestreo, si no se logra concretar este

proceso adecuadamente, es complejo esperar resultados confiables del estudio.

Por lo que la simulacion esta basada tanto en teoria como en experimentacioén, aunque es mas
costosa en presupuesto y tiempo, ya que es necesario contar con las herramientas necesarias
y esperar los resultados. En este contexto, el proposito de la simulacion se logra cuando un
modelo es plausible, capaz de reproducirse y predecir la observacion experimental [33].
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3. Dinamica Molecular

Existen muchas formulaciones derivadas de la simulacién computacional, pero hay una a
gran detalle que se encarga de calcular el equilibrio y las propiedades de un sistema que
obedece a las leyes de la mecanica clésica, la cual se denomina dinidmica molecular. La
base esta constituida principalmente de los resultados de Euler, Hamilton, Lagrange y New-
ton los cuales se encargaron de darle forma a la teoria de la mecanica analitica. Este tipo
de simulacion abarca dos formas, la primera para sistemas en equilibrio y la segunda para

sistemas que no estan en equilibrio.

Para medir una cantidad observable menciona Frenkel D., Smit B. (1996) “primero debemos
poder expresar este observable en funcién de las posiciones y momentos de las particulas en
los sistemas” (p. 64).

) oOH ou
) OH p;
te S op, my (3:5)

Para sistemas en equilibrio, aplica a los sistemas que se encuentran aislados, que tienen un
numero fijo de moléculas N y volumen V', manteniendo su energia E constante. Lo que se
conoce como ensamble NVE y las posiciones de r" se obtienen al resolver numéricamente
las ecuaciones de movimiento de Newton

ouU (xM)

Fi(t) =mi(t) = T ar (3.6)

Donde F; es la fuerza sobre i causada por las otras moléculas N, m es la masa molecu-
lar, ademas la ecuaciéon esta relacionada con una derivada parcial de la energia potencial
intermolecular, al realizar una integracion repetida durante miles de veces, esta produce tra-
yectorias atomicas individuales de las cuales se pueden hacer promedios de tiempo, hasta
que las propiedades del sistema no cambien, para que esto funcione el tiempo se discretiza
en intervalos de ancho At a lo que conduce a distintos algoritmos de integracion [35].
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4. Algoritmo de integracion

Un aspecto relevante de las simulaciones es que existen varios métodos para la resolucion de
las ecuaciones de movimiento clasicas, pero muy pocos son los que concretamente pueden
integrar estas ecuaciones debido a que el célculo méas pesado es la evaluacion de la fuerza,
entonces cualquiera que sea el método de integraciéon si este requiere un célculo extra y mas
pasos de tiempo, entonces es innecesario. A lo cual Rapaport D. (2004) menciona unas conje-
turas importantes “los criterios para elegir un método numeérico se centran en la conservacion
de la energia y en la capacidad de reproducir ciertas correlaciones dependientes del tiempo
y del espacio con un grado suficiente de precision” (p. 60).

Una vez que se han calculado todas las fuerzas entre las particulas, se procede a integrar la
ecuacion de movimiento por lo que se utiliza un algoritmo, hay varios algoritmos disenados
de distintas maneras, pero el que se considera como el mejor es el llamado algoritmo de
Verlet porque es simple y cumple con su propoésito de producir trayectorias idénticas. Por
lo que se utiliza una expansion de Taylor de la coordenada de una particula alrededor del

tiempo t
r(t+ At) = r(t) + v(t)At + %Aﬁ - Ag—fg 7+ 9(AEY) (3.7)
_ f(t) 2 At 4
r(t — At) =r(t) —v(t)At + %At T + U(At?) (3.8)

Por lo que si se suman las ecuaciones anteriores se obtiene

r(t+ At) +r(t — At) = 2r(t) + S0 A +9(AtY) (3.9)

m

Donde At es el paso de tiempo, el algoritmo no utiliza la velocidad para calcular la nueva
posicion, pero se puede derivar la velocidad a partir del conocimiento de la trayectoria
_r(t+ At) —r(t — At)

v(t) = S As + J9(AL?) (3.10)
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Ya que se calculan las nuevas posiciones, las posiciones en el tiempo ¢ se convierten en las
antiguas, y las nuevas posiciones se convierten en las actuales y asi sucesivamente, después de
cada paso de tiempo, las velocidades se utilizan para calcular la energia cinética, se calculan
las temperaturas, la energia potencial y la energia total, la cual debe conservarse. Siendo asi
todo este proceso hasta que se llegue al tiempo destinado de la simulacion [35].
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5. Configuracion inicial

Cada sistema tiene su proposito de estudio, por lo que al elegir condiciones iniciales lo hace
especifico a los detalles como el seleccionar que tipo de fluido, escoger un ensamble, un po-
tencial de interaccion o los pasos de integracion, entonces principalmente la condicion inicial
viene dada a como menciona Rapaport D. (2004) “Al elegir las coordenadas iniciales, el mé-
todo habitual es colocar los 4tomos en los sitios de una red cuyo tamano de celda unitaria
se elige para garantizar una cobertura uniforme de la region de simulacion” (p. 67).

Entonces practicamente es escoger una red base en la que se colocaran las particulas, donde
lo més importante es seleccionar la geometria de esta red, ya sean celosias cuadradas o
triangulares (puede haber méas tipos), ademas de asignar el tipo de dimension de longitud,
esto dependera del objetivo del estudio.

Fig. 3.1: Representacién grafica visual de la celda primaria y las celdas de imagen para un sistema
bidimensional (imagen obtenida de [37])



3. Metodologia de la Simulacién 37

Condiciones de borde periodicas

Aunado a la condicién inicial hay otro tipo de requisito de alta relevancia, ya que en sistemas
pequenos en donde solo contienen unos cientos o miles de particulas, predominan los efectos
superficiales, lo cual proporciona informacion sobre las interacciones del fluido solamente en
las paredes de la superficie, no sobre el fluido en general, para evitar esta circunstancia se
utilizan condiciones de borde periodicas.

Esta condiciéon consiste en tomar un volumen pequeno del fluido de interés, el cual se le
llamara celda primaria, que serd una representacion del fluido en cuestién de materia, a su
vez es rodeada de replicas exactas de si misma y que se les denominara celdas de imagen.
Estas celdas de imagen contienen el mismo nimero de atomos, el tamano y la forma que la
celda primaria (véase Figura 3.1).

La celda primaria serd rodeada y replicada periédicamente en todas las direcciones, esto de-
pendera de las dimensiones del sistema, ademas la periodicidad se expandiré en las posiciones
y momentos de las celdas de imagen, formando asi una muestra macroscopica. Para conocer
como es la relacion de las posiciones y momentos de las particulas de las celdas de imagen
con las particulas de la celda primaria, se le asigna un marco de referencia que incluye un

vector de dimension.

Debe aclararse que las celdas estan separadas por limites abiertos esto para que las particulas
y las celdas puedan entrar y salir libremente al interactuar, cabe mencionar que como cada
celda de imagen contiene el mismo ntimero de particulas que la celda primaria, al momento
que una particula de la celda primaria sale del borde entra una particula de la celda de

imagen simultaneamente y de manera opuesta a esta.

Por lo que en el transcurso de la simulacion se almacenan las posiciones solo de las particulas
de la celda primaria, para las posiciones de las celdas de imagen se calcula la posicion de la
particula mas el vector de dimension de la celda [36].
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6. Truncamiento del potencial

Una parte esencial de la dinadmica molecular esté implicada en el calculo de la energia poten-
cial de cualquier tipo de sistema, y més relevante atn, son las fuerzas que actiian en todas
las particulas, pero hay un inconveniente en esto, y es que al realizar los calculos de todas las
interacciones se trata de un numero infinito de términos, por lo que los céalculos se vuelven
en inalcanzables. Lo que se hace para resolver este asunto, es que se puede restringir la suma

de todos los términos haciendo una aproximacion.

Para cierta funcion de energia potencial de corto alcance, se toma una region del sistema
que tiene la misma forma y tamano de la caja de simulacién, se hacen réplicas iguales de la
region principal en todas las direcciones y se designa una distancia de interaccion, en la cual
cada particula interactuara con las otras particulas més cercanas y cuyo centro se encuentra
dentro de la distancia limite, a lo que més convencionalmente se le conoce como radio de
corte "R,.”.

R. < (3.11)

no| b

También menciona Allen M., Tildesley D. (1987) que "la mayor contribucion al potencial
y a las fuerzas proviene de los vecinos mas cercanos y para las fuerzas de corto alcance
se aplica un limite esférico"(p. 40). Por lo que practicamente se designa una longitud de
interaccion para que el potencial se pare a ciertos valores y sea mas viable el calculo de las
aproximaciones. Esta técnica es una consecuencia de las condiciones de borde periddicas y
se le denomina convencién de minima imagen (véase Figura 3.2).

{ULJ(T'), T’<Rc

UTW'uncamientO(r) - { 0 r>R (312)
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Fig. 3.2: Representacion grafica visual del limite esférico de la condicion de minima imagen (imagen

obtenida de [37]).
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7. Sumas de Ewald

Las interacciones de corto alcance son de gran relevancia, pero infortunadamente basicas, ya
que no ofrecen un amplio margen de estudio para sistemas complejos, debido a que excluyen
diversos problemas que involucran cargas eléctricas o dipolos (entre otros mas), por tanto, las
interacciones que abarcan todo el sistema para su analisis se les conoce como interacciones

de largo alcance, las cuales no son truncadas.

Existen distintos métodos para los célculos de las interacciones a largo alcance, uno de estos
métodos es conocido como Sumas de Ewald, el cual, reorganiza las sumas de interacciones
sobre imagenes periodicas del sistema e incorpora limites peridédicos, esto debido a que las

fuerzas de largo alcance no pueden truncarse sin caer en errores a la hora de simular.

Tal como menciona Rapaport D. (2004) el método de Ewald “puede aprovechar la estructura
reticular peridédica para reorganizar la expresion de la energia total en una forma que pueda
evaluarse facilmente” (p. 345). De esta forma, las sumas de Ewald eliminan las discontinuida-
des que surgen de las fuerzas truncadas, pero existe la posibilidad de afectar las propiedades

del sistema conforme a la eleccidén de las condiciones de contorno.

Ya que se escoge la matriz (cuadricular, triangular, etc.) y que se replica en todas las direc-
ciones, junto con las condiciones de contorno periédicas, debido a las interacciones de largo
alcance, la energia del sistema contiene contribuciones de todas las réplicas ya que no hay

ningin truncamiento, de modo que la energia total de interacciéon se expresa como

/' Nm Nmp

XY .13

donde ¢; es la carga del a&tomo i y L es la longitud del borde (se supone una region cibica).

La suma es sobre todos los vectores enteros n, y el nimero primo indica que los términos
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con i = j se omiten cuando |n| = 0 se evita la autointeraccion, pero los a&tomos interactian

con sus iméagenes réplica [49].

La ecuacion anterior se basa en reorganizar esta suma de réplicas en sumas sobre capas

esféricas concéntricas, asumiendo neutralidad de carga ) ;4 =0

!/
B erfc(alr;; + Ln|) 1 1 wn?  2mi
Un= 2o, 0 [Zn Py o DD L Gy R A

1<i<j<Nm 7120
1 eTfC (O[LTL) 1 7T2n2 200 N ot Ny,
— 2 2
2 N - i T 573 19 3.14
+2 nZﬂ)( In +7TLn2exp< a2L2)> \/E]jzlqj+3L3|jzlqu]’ ( )
Donde

2 [
erfc(:c):ﬁ/x e " dt (3.15)

es la funcion de error complementaria. Hay varias derivaciones de la ecuacion (3.14) la cual,
puede desarrollarse agregando términos y factores para que sea condicionalmente convergen-
te, las sumas reordenadas incluyen el parametro «, donde su valor maximizara la precision

numérica, dando de esta manera la siguiente expresion

qiq; erfc(ar;) a om
_ i9j tj 2
U= D - VDA
1<i<j<Np, v j=1
1 1 202\ | o 2mi 5
+ﬁ 2. [ﬁ exp (—m) | Zlqj erp (Tn rj) | (3.16)

Ahora los términos para el espacio real de la ecuacion (3.16) son de corto alcance, por lo que

se puede usar un corte esférico (r. < L/2) junto con limites periddicos .
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8. LAMMPS

LAMMPS (Large-scale Atomic/Molecular Massively Parallel Simulator) fue desarrollado en
Sandia National Laboratories, en el Departamento de Energia de los Estados Unidos, y es un

software de codigo abierto distribuido bajo los términos de la Licencia Publica GNU Version

2 (GPLv2).

LAMMPS es un codigo clasico de dindmica molecular que se centra en el modelado de ma-
teriales, el cual, el propdésito es hacer modelos de diversas colecciones de particulas en los

estados solido, liquido o gaseoso.

Los modelos pueden ser en 2 dimensiones o 3 dimensiones, con tamanos desde unas cuantas
particulas hasta millones de particulas, ademas, estos modelos de sistemas van desde esferas

solidas pequenas hasta llegar a polimeros complejos con varias estructuras.

La base de LAMMPS es integrar las ecuaciones de movimiento de Newton para un conjunto
de particulas que interactian, que en su mayoria son interacciones de corto alcance, asimis-

mo pueden incluirse modelos de largo alcance.

Un aspecto interesante es que también estd disenado para ser ficil de modificar o ampliar
con nuevas capacidades, tales como nuevos campos de fuerza, tipos de atomos, condiciones

de contorno o diagnosticos [38].
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Fig. 3.3: Representacién grafica visual de una caja de simulacién en LAMMPS mediante el visuali-
zador OVITO.



4. PROPIEDADES TERMODINAMICAS

Conociendo el contexto de la teorfa y como sea desarrollado el estudio de la materia en sus
diversos estados durante los tltimos siglos, ya se puede entrar mas a detalle sobre aspectos
relevantes y es que para este trabajo el sistema elegido es un fluido de Lennard-Jones, el mé-
todo que se utilizara es una simulaciéon de dinamica molecular en el software LAMMPS para
generar un conjunto de cuerpos esféricos y obtener las densidades de coexistencia liquido-
vapor a temperaturas cercanas al punto critico; Esto nos arrojara resultados como presion,

tension superficial, o mas a detalle algiin exponente critico.

1. Perfil de densidad

La simulaciéon estard conformada por una caja central de dimensiones L, la cual contiene
los cuerpos esféricos, se haran dos replicas vacias de la caja central (una a cada lado) con
las mismas dimensiones solamente a lo largo de un eje (ya sea X, Y o Z), formando asi un
rectangulo como celda final de simulacion, posteriormente el sistema evoluciona para emplear
el método de la interfase explicita en la formacion de una fase liquida y una fase de vapor,
esto con la finalidad de analizar el comportamiento y las propiedades termodinamicas del
sistema (véase Figura 4.1).

El proposito del perfil de densidad consiste en localizar si en el sistema existe la coexis-
tencia de fases, esto se observarfa al encontrar regiones de alta densidad asf como regiones de
baja densidad. Para determinar el perfil de densidad, el célculo de las densidades del liquido
y vapor se estiman a través de la ecuacion (4.1), la clave consiste en dividir un ancho de
tamano 0 en n rebanadas perpendiculares en la direccion de la interfase en este caso en la
direccion z [39].
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p(z) = %(PL +pv) — %(PL — pv) tanh [M] (4.1)

donde p(z) es el perfil de densidad, zy es la posicion media de la interfase, p; v py son las

densidades del liquido y del vapor.

AN L e P W Y R ey

Fig. 4.2: Representacion grafica del perfil de densidad respecto a la caja de simulacién, la region
de densidad alta corresponde a la fase liquida y las dos regiones de densidad baja son
correspondientes a la fase de vapor.
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2. Tension superficial

La tension superficial se calcula a través de su definicibn mecanica que a continuacion se
escribe

L,
2

(P..) es el promedio de la componente de la presion que es normal a la interfase y £ (P, + Pyy)
es la componente de la presion que es tangente a la interfase. L, es la dimension de la caja de
simulacion més larga, tomando en cuenta que la forma de la celda de simulacion es un para-
lelepipedo. Las componentes de la presion se calculan usando el término virial, la expresion

matematica que se sigue es la siguiente

N-1 N
\/Pa@—z:mz UZaU@5+ZZ (Tij)a (4.3)
i=1 i=1 j>i

donde m; y v; son las masas y velocidad de atomo 4, r;; y F;; son la distancia y la fuerza
entre los atomos ¢ y j, respectivamente. NV es el nimero de 4&tomos y V' es el volumen de la

celda de simulacion.
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3. Punto critico

Para cualquier sistema que este conformado por algin tipo de fluido y este interactie en
un estado liquido y a su vez en un estado de vapor, durante el proceso con las condiciones
termodinamicas requeridas, se puede llegar a un punto donde no existe diferencia entre ambos
estados, coexisten las fases, a este sitio se le denomina punto critico [40].

Una de las maneras de estudiar el punto critico es por medio de diagramas de equilibrio,
tales diagramas pueden estar en distintas coordenadas, como (7%, V*) o (P*,V*). Y estas
figuras por lo general presentan una forma tipo de parabola inclinada, cabe mencionar que los
diagramas se basan en los modelos tedricos, ya que en la practica experimental es complejo
llegar a esta forma en su totalidad (véase Figura 4.3).

Asf mismo L. D. Landau, E. M. Lifshitz. (1950) mencionan que “Solo es posible hablar de
dos fases cuando ambas existen simultdneamente, en contacto la una con la otra, es decir,

cuando se encuentran sobre la curva de equilibrio” (p. 231).

Pl
~ CRITICAL POINT

Fﬂ’ =
BT,
P(T) =T
N COEXISTENCE - <T

CURVE
1 1 | v
% % Y%

Fig. 4.3: Representacion grafica de la curva de coexistencia liquido-vapor (imagen obtenida de [41])

Un aspecto relevante es que el sistema al estar en las proximidades del punto critico, las
variables como volumen, temperatura, presion, etc. Presentan una cantidad critica, la cual

se detallard méas adelante.
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Densidad critica

La densidad es una magnitud escalar que refiere a la cantidad de materia que hay en un
determinado volumen, entonces para la densidad critica seria ese valor de porciéon de materia
que se encuentra en el espacio critico. Para determinar la densidad critica se usa la ley de
didmetros rectilineos, la cual esta definida por la combinacion de la ecuacion (2.14) y (2.15)

1
= (pL +pv) =po +C(T" = T¢) (4.4)

[\

Temperatura critica

La temperatura es una manifestacion estadistica sobre la cantidad de energia que contiene
un cuerpo expresado en forma de calor a sus exteriores. Por tanto, la temperatura critica
es el testimonio de energia de las particulas del sistema que interactiian en el punto critico.
Para estimar la temperatura critica se usa la ley de escalamiento (2.36)

o — iy = BT" ~ T2’ (45)

Presién critica

El médulo de la fuerza que acttia sobre una unidad de &rea se conoce como presion, de modo
que la presion critica es la magnitud de la energia ejercida en la coordenada de area critica.
La presion critica Pp, se determina a través de los valores numéricos calculados cercanos al
punto critico. Particularmente, una vez determinada la temperatura critica, la presion critica
se calcula a través de la ecuacion de Clausius-Clapeyron, para el caso de V; > V5, se tiene la
ecuacion (2.31)

ap _ 4P
dT T2
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Al atender en las proximidades del punto critico, se procede a integrar y resolver la ecuacion
anterior, quedando como
B

In|Pol = A+ 7 (4.6)

De las ecuaciones (3.2), (3.3) y (3.4) se tiene que T es la temperatura, p; la densidad de
liquido y pj, la densidad de vapor del sistema, pf es la densidad critica, 8 un exponente
critico, P} es la presion critica, T¢ es la temperatura critica, A, B y C son constantes de
ajuste.



5. RESULTADOS Y DISCUSION

En este capitulo se presenta el producto final de las actividades realizadas, para el célculo
de los datos y gréaficos que se obtuvieron sobre el estudio de la presion, densidad y tempera-
tura criticas de fluidos de Lennard-Jones. Se calculan las tres propiedades termodinamicas

mencionadas anteriormente como funcién del radio de corte.

Se comienza con escoger el ensamble de estudio, el rango de temperaturas y el radio de corte.
En consecuencia, en el programa LAMMPS, se introduce la serie datos de inicio en el archivo
in.uno donde principalmente se determina el tipo de simulacion, las dimensiones de la caja,

el tipo de particulas o a&tomos y las condiciones termodinamicas del sistema.

Posteriormente se corre la simulaciéon y el programa arroja los archivos de salida que tienen
la informacion de la presion de vapor, la tension superficial o el perfil de densidad, en los que
se encuentran los resultados de las simulaciones a diversas temperaturas. Para este punto ya
se obtuvo la base de datos principal para seguir con los demas calculos de las propiedades
termodinamicas. Cabe mencionar que se realizaron diversas pruebas de las simulaciones, ya
que se debe ingresar un rango adecuado de valores numéricos en algunos comandos, como
la variable timestep que establece el tamano del periodo de tiempo, el comando run que es
el nimero especificado del periodo de tiempo, o el comando thermo que calcula e imprime
la informacion termodinamica (temperatura, energia, presion, etc.) en un cierto intervalo
de tiempo. Si no son elegidos acertadamente provoca que no se logren adecuadamente los

perfiles que se buscan durante la simulacién y, por tanto, los datos no sean confiables.
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Datos de la simulacién.

Se muestran los datos obtenidos a través de simulaciones de dindmica molecular a diversas
temperaturas 7™, usando un radio de corte de R, = 2,5 el rango de temperaturas reducidas
que se consider6 es de 0.6 a 1, donde pj, es la densidad del vapor, p; la densidad del
liquido, v* es la tensién superficial y Py, la presion de vapor, estas mismas propiedades

termodinamicas estan escritas en variables reducidas, ver Tabla 5.1.

o [T n
0.2489 | 1.0 | 0.5580
0.0725 | 0.95 | 0.6225
0.0490 | 0.9 | 0.6635
0.0345 | 0.85 | 0.6975
0.0245 | 0.8 | 0.7280
0.0195 | 0.75 | 0.7525
0.0075 | 0.7 | 0.7745
0.0043 | 0.65 | 0.8120
0.0002 | 0.6 | 0.8360

Tab. 5.1: Datos de las distintas densidades en fase liquida y en fase de vapor a diferentes tempera-
turas.

En la Tabla 5.2 se muestran los datos obtenidos después de realizar simulaciones de dindmica

molecular usando también un radio de corte de R, = 2,5
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T ~
1.0 | 0.0422
0.95 | 0.1467
0.9 | 0.1983
0.85 | 0.3172
0.8 | 0.3692
0.75 | 0.4764
0.7 | 0.5751
0.65 | 0.6729
0.6 | 0.7610

Tab. 5.2: Datos de la tensiéon superficial a diferentes temperaturas.

™1 P;
1.0 | 0.0480
0.95 | 0.0453
0.9 | 0.0314
0.85 | 0.0214
0.8 | 0.0130
0.75 | 0.0089
0.7 | 0.0042
0.65 | 0.0023
0.6 | 0.0004

Tab. 5.3: Datos de la presion de vapor a diferentes temperaturas.
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1. Perfil de densidad

Ya con los archivos de salida se procede al anélisis del comportamiento de las propiedades
termodinadmicas por medio de los graficos en el software XMGRACE, primero con el archivo
“profileDensidad.dat” que contiene los datos de la densidad en su fase liquida y en su fase
vapor, después se localiza y se determina el punto de cambio de estas dos fases. Estos puntos
son clave esencial para el calculo de la densidad critica y temperatura critica. El perfil de
densidad tiene una gran relevancia en el estudio, ya que se encuentra la informaciéon sobre
la distribucion de las esferas a lo largo de la caja y co6mo evolucionan con los pasos de tiem-
po. En secuencia también se analizan los archivos “Pvapor.dat” que contiene los datos de la
presion de vapor y “SurfTension.dat” que tiene los datos de la tension superficial de toda la

simulacion.

En la figura 5.1 se observa la distribucién de particulas en la caja de simulacion, se calcula
la densidad del sistema a través del eje z, a diversas temperaturas reducidas en un rango de
0.6 a 1.1. En la parte elevada del perfil se nota la distribuciéon en la fase liquida, mientras

que en las partes descendentes se observa la fase en vapor.
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Fig. 5.1: Conjunto de perfil de densidad que corresponden a diferentes temperaturas, a lo largo del

M LN

eje "z
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2. Densidades del equilibrio liquido-vapor

Al escoger los puntos de la densidad del vapor (parte izquierda) y de la densidad del liquido
(parte derecha), se hace un gréfico, el cual, muestra el comportamiento de la densidad con-
forme varia la temperatura del sistema, este grafico es la curva de coexistencia liquido-vapor
que se busca. De igual manera se hacen graficos de presion de vapor contra temperatura y

tension superficial contra la temperatura reducida.

1.4 T | T | T T T T
5 a i
*
1.2 =
A

08 B 1.SM. Re=3.0
: O—0 ST, Re=7.0
O—O ST, Re=4.0
A ST, Re=2.5
0 ' L I L I L I L
: 02 04 0.6 0.8
*®
P

Fig. 5.2: Densidades del equilibrio liquido-vapor como funcién de la tempertura, variando el radio
de corte.

En la figura 5.2 se observa que cuanto més grande es el radio de corte se obtiene una
temperatura critica mas grande, es decir, al usar un radio de corte cada vez més grande se
aumenta la cohesion entre los atomos lo que fomenta la fase liquida, al final se observa que

se requiere una mayor temperatura para evaporar el liquido.
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3. Tension superficial

La tension superficial del fluido de Lennard-Jones se calcula a través de su expresion mecé-

nica, que esta escrita en funciéon de las componentes normal y tangente de la presion.

B [L.SM. Rc=3.0 —]
00 ST.Rc=70
O ST.Re=40

W/ ST.Rc=25

1.3

Fig. 5.3: Tension superficial de fluidos de Lennard-Jones a diferentes radios corte como funcién de
la temperatura.

La figura 5.3 muestra la tension superficial de fluidos de Lennard-Jones variando el radio
de corte. Es decir, se usa el potencial de Lennard-Jones y se trunca de manera que las
propiedades termodindmicas de interés dependen del radio de corte. Se emplean los radios
de corte adimensionales de 2.5, 4.0 y 7.0. También se incluye la curva de tension superficial

obtenida con el método de sumas de Ewald con el cual se toma en cuenta la interaccion
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completa, empleando un radio de corte en el espacio real de 3.0. De hecho, la interaccion
completa del potencial de Lennard-Jones se alcanza con un radio de corte adimensional de
7, se obtiene el mismo resultado al usar el método de sumas de Ewald. En ambos casos el
tiempo de computo es grande, el cual se puede disminuir al implementar la lista de vecinos y
el procedimiento llamado tiempo de paso miultiple (miltiple time step). La tension superficial
toma el valor de cero en la temperatura critica, lo que indica que cuando el radio de corte
usado crece, entonces la tension superficial también lo hace. Es la tendencia que se observa

en la figura 5.3.

4. Presion de vapor

La presiéon de vapor de fluidos de Lennard-Jones se calcula como funcién de la temperatura,
fijando el radio de corte a valores numéricos 2.5, 4, 7, y de 3 usando el método de sumas de

Ewald.

02 1 I 1 I 1
i B L.SM, Re=3.0 i
©—0 ST, Re=70
©—0 ST, Re=4.0 .
0.15H <}—€ ST,Rc=25 .
e
g
. > 01fF —
=W
0.05H —
0 1
0 L5

Fig. 5.4: Presion de vapor de fluidos de Lennard-Jones como funcién de la temperatura.
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La componente de la presion que es normal a la interfase formada por la fase liquido y vapor,
se identifica como la presion de vapor. Si el eje z es el eje normal a la interfase entonces la

componente P, es la presion de vapor P,qpor.

5. Valores criticos

El procedimiento para calcular la temperatura y la densidad critica se describe a continua-
cion, después de calcular los datos de densidad contra temperatura se procede a calcular los
valores criticos, se usan los cuatro valores de las densidades del equilibrio liquido-vapor que
corresponden a los valores mas altos de temperatura, y se lleva a cabo un procedimiento
recursivo para ajustar los valores 6ptimos de las constantes Bi, y con ello se obtienen la
densidad y la temperatura criticas usando la ley de escalamiento y el método de didmetros
rectilineos, respectivamente. Contando ya con los valores criticos del sistema, se continua
con la operaciéon para obtener el exponente critico por lo que se hace uso de las ecuaciones

(2.39), (2.40), (2.43) y (2.44) a distintas temperaturas.

Por ultimo, se realiza el calculo de la presion critica a través de la ecuacion (4.6) y toma los

valores de la presion de vapor con las distintas temperaturas.

En la tabla 5.4 se pueden apreciar los valores correspondientes a las densidades, temperaturas
y presiones criticas a distintos radios de corte, se observa que los datos que se obtuvieron
(final de la tabla) corresponden de buena manera a los diversos resultados de la literatura,
esto da a entender que tanto las simulaciones como los célculos, arrojan amables cifras
de informacién con gran éxito, las cuales, expresan numéricamente el comportamiento del

sistema tal como predice la teoria en las proximidades del punto critico.
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Tab. 5.4: Temperatura, presion y densidad criticas del fluido Lennard-Jones a diferentes radios de
corte, se uso la aproximacion esféricamente truncada (ST).

R, o T P referencia
2.00 0.32 1.061 — [42]
2.50 0.33 1.176 — [42]
2.50 | 0.3197 | 1.1876 — [43]
2.50 0.319 | 1.186 | 0.1098 [44]
4.40 0.307 | 1.295 | 0.1297 [44]
5.00 0.32 1.281 — [42]
5.00 0.316 | 1.3145 — [45]
d.50 0.307 | 1.309 | 0.1303 [44]

> 5,70 | 0.314 | 1.310 | 0.126 [46]

Leg | 0317 | 1.313 | — [47]
Leg 03174 | 1.3126 | — [47]
3.00 0.316 | 1.310 | 0.132 | este trabajo®
7.00 0.315 | 1.311 | 0.131 | este trabajo
4.00 0.318 | 1.252 | 0.156 | este trabajo
250 | 0.3295 | 1.0422 | 0.0883 | este trabajo

* ge uso el método de sumas de Ewald [48]
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Caso particular: sin tomar la temperatura de simulaciéon 7" = 1

Para esta parte se hizo la prueba para conocer los valores del exponente critico sin la tempe-
ratura de 1, y con gran sorpresa arroja mejores datos en las ecuaciones (2.39), (2.40), (2.43)

y (2.44), los cuales son mas parecidos a los reportados en la literatura.

Esto puede ser debido a que en el punto critico, la temperatura critica ronda alrededor del
valor de 1, se conoce que en esa region la convivencia de interacciones entre cuerpos coexiste
en ambas fases (liquido y vapor), cuando se toma la temperatura de 1 en consideracion en la
ecuacion de Wegner, los datos a esa temperatura no son claros en exactitud por la cercania
critica, esto modifica los resultados del exponente critico como se ve en las tablas 5.5 y 5.6,
entonces al considerar temperaturas menores a 1, los valores que arroja la ecuaciéon son mas

aproximados a la literatura.

Ademas, el objetivo del exponente critico es que, al conocer ese dato, sea méas accesible ob-

tener el valor de la densidad o temperatura critica en la ecuaciéon de Wegner. Por lo que si

al dar un valor cercano a esa regiéon critica, la ecuacion tenga un limite en la temperatura
*

reducida de t = 1 — T y por tanto difieran los datos que arroje. En conclusion, los datos

obtenidos del exponentce critico sin la temperatura 1 son més aproximados y parecidos, esto

basandose conforme a la literatura (ver las tablas 5.8 y 5.9).

En base a los resultados mostrados en las tabas 5.8 y 5.9, podemos decir que incluir el tercer
termino en el desarrollo de Wegner nos da variaciones al exponente critica § sin clara la
tendencia a temperaturas cercanas a la temperatura critica, sin embargo, cuando el cuarto
térmico del desarrollo de Wegner es incluido se observa una clara tendencia del valor del
exponente critico 3, al menos a las temperaturas usadas para este ejercicio, tomando como
promedio el valor numérico f = 0,325. En resumen, mencionamos que incluir el cuarto

término del desarrollo de Wegner es mejor que incluir el tercer término, pues se observa

estabilidad.
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Calculo del exponente critico.

En esta secciéon mostramos los valores calculados del exponente critico, al considerar dos
casos particulares: al tomar en cuenta el tercer término del desarrollo de Wegner, y también
cuando se toma en cuenta el tercer y cuarto términos del desarrollo de Wegner, en ambos

casos se analizan los resultados obtenidos y su alcance.

Tomando el tercer término de la ecuacion (2.34), se despeja la variable 5 y al realizar los
célculos pertinentes los cuales son las ecuaciones (2.39) y (2.40), estas arrojan dos valores,
que serfa el exponente critico cercano a la fase vapor 5_ y el exponente critico cercano a la
fase liquida S. Por lo que es claro observar en la tabla 5.5 que, a las temperaturas cercanas
al punto critico, el valor del exponente critico varia conforme a la literatura. Unicamente la
temperatura de 1 el valor del exponente critico de 0.38 y 0.12 son los més proximos a 0.3
como mencionan los diversos estudios de la comunidad cientifica, para los demés valores el

exponente critico cambia significativamente.

Tercer termino.

B- ™| B
0.3814 | 1.0 | 0.1274
0.0465 | 0.95 | 0.0857
-0.0091 | 0.9 | 0.0602
-0.0647 | 0.85 | 0.0365

Tab. 5.5: Valores del exponente critico en un rango de temperaturas de 0.85 a 1, considerando hasta
el tercer termino, ecuacion (2.39) y (2.40) .
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Es evidente que hay diferencias a las distintas temperaturas, pero tomando el cuarto término
de la ecuacion (2.34) y desarrollando se obtienen las ecuaciones (2.43) y (2.44), donde los
valores para f; y f_ mejoran demasiado y son mas proximos al exponente critico de 0.3 de

la literatura, como puede observarse a la temperatura de 0.9 y 0.85 (tabla 5.6).

Cuarto termino.

B | T | By
0.4958 | 1.0 | 0.2417
0.2541 | 0.95 | 0.2933
0.2895 | 0.9 | 0.3588
0.3288 | 0.85 | 0.4300

Tab. 5.6: Valores del exponente critico en un rango de temperaturas de 0.85 a 1, considerando el
cuarto termino, ecuacion (2.43) y (2.44).
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pv | T7 PL
0.0725 | 0.95 | 0.6225
0.0490 | 0.9 | 0.6635
0.0345 | 0.85 | 0.6975
0.0245 | 0.8 | 0.7280
0.0195 | 0.75 | 0.7525
0.0075 | 0.7 | 0.7745
0.0043 | 0.65 | 0.8120
0.0002 | 0.6 | 0.8360

Tab. 5.7: Datos de las distintas densidades en fase liquida y en fase de vapor a diferentes tempera-

turas (no se considera la T=1).

Tercer termino.

B-

T*

B

0.3567

0.95

0.3551

0.3697

0.9

0.3708

0.3868

0.85

0.3875

0.4057

0.8

0.4039

Tab. 5.8: Valores del exponente critico a distintas temperaturas considerando hasta el tercer ter-

mino, ecuacion (2.39) y (2.40).

Cuarto termino.

B

T*

By

0.3257

0.95

0.3241

0.3240

0.9

0.3252

0.3249

0.85

0.3255

0.3257

0.8

0.3238

Tab. 5.9: Valores del exponente critico a distintas temperaturas en un rango de 0.8 a 0.95, consi-

derando el cuarto termino, ecuacion (2.43) y (2.44).



6. CONCLUSIONES

Se llevaron a cabo simulaciones de dindmica molecular para calcular las densidades del equi-
librio liquido-vapor, presion de vapor y tension superficial de fluidos de Lennard-Jones. A
partir de los datos obtenidos con la simulacién molecular se calcularon los valores criticos
para densidad, la presion y la temperatura. Se usaron 3 radios de corte diferentes: 2.5, 4, y
7. Se obtuvieron diferentes valores criticos y se observo que los valores criticos dependen del
radio de corte, entre més grande el radio de corte es mas grande son los valores numéricos

de los valores criticos de las propiedades termodinamicas antes mencionadas.

Por otro lado, se llevaron a cabo simulaciones de dindmica molecular de fluidos de Lennard
-Jones usando un radio de corte de 3, pero también se incluy6 el método de sumas de Ewald
con el objetivo de calcular las interacciones completas, no solo hasta el radio de corte. Se
observa que se obtienen los mismos resultados mediante la simulacion molecular al usar un
radio de corte 7 y al usar las sumas de Ewald con un radio de corte de 3. Se usaron la ley
de escalamiento y la ley de diametros rectilineos para calcular la densidad y temperatura
critica, respectivamente. Para la presion critica se us6 la ecuacion de Clausius-Clapeyron

para determinar los valores reportados en este trabajo.

Se exploraron dos casos al incluir més términos en el desarrollo de Wegner, cuando se in-
cluy6 solo el tercer término y cuando se incluy6 hasta el cuarto término, en cada caso se
obtuvieron valores numéricos del exponente critico, para el caso en que se incluy6 hasta
el cuarto término en el desarrollo de Wegner se obtuvo un resultado de § = 0,325, mos-
trando consistencia para todas las temperaturas exploradas, es importante mencionar que

es preferible usar temperaturas cercanas al punto critico pero no pueden ser consideradas
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las temperaturas extremadamente cercanas a la temperatura critica debido a que método

presenta inestabilidades.
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