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OBJETIVOS

OBJETIVOS

General.
Calcular determinantes hasta de orden 4x4 aplicando
las propiedades fundamentales




CONCEPTOS: Determinantes

* DETERMINANTE. La suma de los n productos formados
por n-factores que se obtienen al multiplicar n-elementos
de la matriz de tal forma que cada producto contenga un
sOlo elemento de cada fila y columna de A.

* DETERMINANTE DE LA MATRIZ DE 1x1. Sea A una
matriz de orden n, si n=1. Entonces, se tiene: A=[a, ],
detA=ay,

Ejemplos:

A=[7], detA=7
B=[15], detB=15
C=[152], detC =152




_‘
« DETERMINANTE DE LA MATRIZ DE 2X2. Se llama

determinante de la matriz A de orden 2 al numero a,;.a,,-
a,,.8,; Y escribimos:

a2 v
azz‘ , DetA = (a1 Xaz)—(az Xap) |,

= +

Ejemplos:

_ [3\5]. _ _ 49 10 —
A__2>(4], DetA = (3x4)—(2x5)=12—10=2

B=[>|;DetB=(3x-1)-(4x-2)=-3+8=5




DETERMINANTES: USO

Los lados que tienen (1,1)
como vertice comun se
pueden considerar como
los vectores

a= (2,1 - (1,1) = (1,0) vy
b=(2,3) - (1,1) = (1,2).

Por tanto, el area del
paralelogramo esta dada
por el determinante

0 i ’ -
L g =W =OIy ==




CONCEPTOS: Menores y Cofactores

MENORES. SI A es una matriz cuadrada, se llama menor
Mij del elemento a; de la matriz A, al determinante de
matriz de orden n-1 que resulta de suprimiren Alafilaiy
la columna |. Ejemplo:

11 G2 413 Gyy Gy
A=10az1| Q2 Az3], M, = ‘agl a33‘
d3zq1, Az |A33

COFACTORES. EIl cofactor Cij del elemento aij es el
namero real Cij = (-1)" M;. Ejemplo:

Cip = (=DM [(a1 X azz) — (az1 X as,)]




MENORES Y COFACTORES. Ejemplo

Adjunto y menor complementario de un elemento

o23 =

(menor)

4 N\
aii1 iz Q13 AQi4

azi1 G2z Qz3 Q24
a31 a3z a33 Qs34
h:.'141 Q42 Q43 Q44 H

Q31 Q32 a3 Q34

6141 Q42 Q43 044)
azs = 1

aii1 aiz Qi4
as1 a3z Qs34
Q41 Q42 Q44

5 -2 3 5)

-5 1 2
6 -2 4
9 8 0,

-2 5
6 4
9 O

-166

A2z = (-1)°a23=-(-166)=166

(adjunto)




0

=13

2 1
-1 2],

Calcular los menores y los cofactores.

-5

—4

—3

1l =

1‘=

=5 ol

ol =+
-
M=y 2| =-6

My =

Ci3 = ‘i _01‘ =4

(o3 = ‘Z

Cofactores o adjuntos




MENORES Y COFACTORES. Ejercicio

0 2 1
3 —1 2|, Calcular los menores y los cofactores.




i QA13°
Sea A = G2 Gz3|; entonces det A = Y7_;a,;Cy;
A3z, A33]

‘azz a23‘_ ‘a21 a3

azq azz‘
a3z d3z3 “lag; asz

detA = |4| = sy gy

+a13‘

Se denomina determinante por desarrollo o expansion
de cofactores de la primera fila.

[0 2 1]
Sea A = {3 —1 2‘ ;
4 -4 1

detA = |A _o‘

ﬂ+1‘z :}L‘=10—8=2

—4 1‘_2‘4




DETERMINANTE DE LA MATRIZ 3 x 3: Ejercicios
0 2 1
Sea A=1|3 -1 2]; calcular el determinante por expansion

4 0 1
de cofactores.

|A|=O‘_01 ﬂ—z‘i ﬂ+‘i _01‘=0(—1)+2(5)+1(4)=14
al==3|g |+l -2, o=

al=4]% gl-oly ol 5 Al




El significado geométrico de la magnitud de un
determinante de orden 3x3 es el volumen de un
paralelepipedo.




DETERMINANTE

Si los vertices del paralelepipedo son el origen 0 = (0, O,
0), v; = (a5, by, ¢y), vV, = (a,, by, C,), ¥ V5 = (83, bs, Cy),
entonces su volumen es el valor absoluto del determinante
de la matriz de coeficientes del sistema:

a1x +by+ciz=0

arx + by +crz =0

azx +byy +c3z =0




DETERMINANTE

El volumen de un paralelepipedo con vertices (0, 0, 0),
(1, 2, 0), (2, 0, 1), (-1, 1, 3) es igual al valor absoluto
de:

120 12 —1 *;r"
2 01| o [20 1| —45 /)
~113 01 3 P yLava

/ y
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REGLA DE SARRUS: Paso 1

1. Copie la primera y segunda columna(fila) de la matriz a su
derecha(abajo)

a1 412 Q13
Sea A =031 Gy azszl,
d3zq1 dzp dzsz

a1 A2 Q13 411
|A| = [G21 Qp2 Q3 a4pq
31 a3z Az3 0d3q




REGLA DE SARRUS Sarrus




)
REGLA DE SARRUS: Ejercicios

o 2 1
SeaAd=1|3 -1 2|;Calcule el determinante.

4 —4 1

B\\Z\N 2
=0+16—-124+4—-0—-6=2
_/\1\4\

0o 2 1
3 —1 2];Calcule el determinante.

1




DETERMINANTE DE LA MATRIZ nxn

Sea A una matriz de nxn. Entonces el determinante de A,

denotado por det A o |A|, esta dado por

Al = ¥7=1a1C1j = 41111 + @101 + o+ a1, Gigy

Que se denomina desarrollo por los cofactores o expansion por

cofactores de la primera fila.

1 3 5 2]
_10 -1 3 4
EJEMPLO, Sea A = 5 1 9 @l
| 3 2 4 8]
-1 3 4 0 3 4 0 -1
Al=1[1 9 6|/—3|12 9 6[+5]|2 1
2 4 8 3 4 8 3 2

=1(—92) —3(-70) + 5(2) — 2(—16) = 160

4
6
38

— 2

0
2
3

Al = 2?=1a1j61j

-1 3
1 9
2 4
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DETERMINANTE DE LA MATRIZ nxn
Expansion por cofactores de la primera fila.

d1 -'51 C1

a; by o =a -
153 C3 d3 (3 d3 »‘53

b, |32 € a, by
1
a b3 o

+c
a b o as Ca a, b
ag bz ¢ a3 C3 d3 153

Expansion por cofactores de la segunda fila.




Expansion por Filal |4 = (-1)(4)+ (3) (1) +(2)(2) =3

Expansion por fila 2 | 4| = (0)(6) + (—2)(0) + (1)(3) =3

Expansion por Fila 3 |4 = (1)(7) + (0)(1) + (-2)(2) =3




MATRIZ ADJUNTA

Sea A una matriz de nxn y sea C, la matriz de sus
cofactores. Entonces, la adjunta de A, denotada por Adj
(A) es la transpuesta de la matriz C de los cofactores.

Ci11 €21 Cn1
, C C C
Adj(A)=C= 12 2:2 n2
Cln C2n Cnn
Ejemplo:

-1 3 2] (4 1 2 4 6 7
A= 0 -2 1 C={6 0 3 AdjA=1 0 1
] 1 0 —2_ _? | 2_ _2 3 2_




7 ADJUNTA: Eiercicios
0 2 1 -1 5 4 ]

3 -1 2], Entonces C = [—2 —4 8
4 0 1 5 3 -6

Adj(A)=|5 -4 3
4 8 —6

-1 -2 5]

Calcular la adjunta de las siguientes matrices.




1. Determinante de la transpuesta
Si1 A es cualquier matriz cuadrada, entonces:
det(A)= det(AY

(1 =1 2)
Sea A=|3 1 4 |. Entonces 4' =
0 —2 5]
1A| = 47| = 16.




PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES

2. Si B se obtiene INTERCAMBIANDO dos filas de A,
entonces el determinante cambia de signo:
det B =- det A

(OPERACION ELEMENTAL 1)

/ | p p
a1y a2 adyy ap dy ayy,
1 4y Arp A s s,
A= | djp Ay, |Y B = ip1l Giy12 0 i
Air1] 9412 1 G a; R
Uy ) (4 . \ d d,» dy,,




PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES

3. Si B se obtiene MULTIPLICANDO una fila de A por el

escalar c, entonces el determinante queda multiplicado por c.
det B = c (det A)

(OPERACION ELEMENTAL 2)

typ  dpp dyy, ayy dps dyy,
ty dpr oy tyy dra tay,

‘q : - . Ll Ll : {.} L] w® Ll : t:} ‘A‘
Cdpy Cdp - Oy, Ay dp - iy




4. Si B se obtiene sumando a una fila de A un multiplo de
otra fila de A, entonces el determinante no se altera
det B = det A
(OPERACION ELEMENTAL 3)

(1 —1 2) (0 =2 5)
3 1 4] 3 1 4]
0 -2 5 q -1 2

det A = 16 ydet B= det C = —16.




PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES

5. Determinante de una matriz triangular
El determinante de una matriz triangular esta dado
por el producto de los elementos de su diagonal.

A, &, &5 - &y,
O a,, a,; .. a,,
det| O O a;; ... a; | =a,,8,,8;5,;...a,,




PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES
6. Determinante de la inversa
S1 A es no singular, entonces det(A) =0,V :

1
det(A)

det(A™) =

Es decir una matriz tiene inversa si su determinante
es diferente de cero.

Si el determinante de una matriz es cero , la matriz no
tiene Inversa.




MATRIZ INVERSA CON

FOormula de la inversa de una matriz invertible. Sea A
una matriz de nxn con det (A) # 0. Entonces

1

ATl =
det A

adj (A)

Ejemplo:

1 2

3 4l detA:‘é 421‘:_2‘ C:[—z _3]

a=| ;

4
-3

2 1
2 1/,

Adj (4) = |

ATl = [3_




= ?

A
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MATRIZ INVERSA: Ejercicio

1'12 —13 —-7]
-3 5 2




REGLA DE CRAMER

Cada incognita de un sistema de ecuaciones lineales
puede expresarse como la razon de dos determinantes
con denominador D y con numerador obtenido a partir de
D, al reemplazar la columna de coeficientes de la
iIncognita en cuestion por las constantes independientes

by, b, ... b
det(A det(A det(A
p, = Gl detty) o det(dn
det(A) det(A) det(A)
b1 A2 ‘en aln
bZ a22 - aZn
Xy = bn Clnz - ann
1 a1 aqr aln

arq aro . ClZn

an 1 Clnz - ann




REGLA DE CRAMER
Encontrar la solucion del siguiente sistema de ecuaciones

Oxc+oy =2 S 3-10=-4
2x-4y = -10 2 -4 -
> 5
04 s 2
YT T o 4

8 2
2 -10] 80-4 84 _

U T T
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