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Introduccion

Diferentes autores han investigado varias propiedades de conjuntos especiales den-
tro de un continuo, especialmente se han estudiado conjuntos que en cierta forma estan
en el borde de él. Por ejemplo, Grace en [4] proporciona un estudio que relaciona los
puntos de aponsindesis y los puntos de corte débil. Los puntos orilla fueron introduci-
dos por L. Montejano, V. Neumann-Lara e I. Puga como un reforzamiento de la idea
de un punto de no corte, asi como también para el estudio de las dendritas ; R. Leonel
en [8] extendid el resultado de Moore al demostrar que cada continuo no degenerado
tiene al menos puntos orilla ; V. Nall en [6] explora la relacién entre los puntos de
centro y los puntos orilla en un dendroide; A. Illanes introduce la nocién de puntos de
bloque. Posteriormente, A. Illanes y P. Krupski en [6] estudian los puntos de bloque y
no bloque de varios tipos de continuos. En continuos encadenables la nocién de punto
final se usa generalmente en otro sentido (al convencional) y se sabe que en ellos los
puntos finales estan estrechamente relacionados con los puntos de no bloque.

La Teoria de Continuos se ha ocupado en estudiar las propiedades de estos espacios
y de clasificar los puntos dentro de ellos segiin sus caracteristicas. La intencién de
este trabajo es dar una presentacion basica de algunos puntos importantes en el
"borde” de un continuo, asi como algunas de sus propiedades. Aqui, proporcionaremos
una introduccion a la clasificacion de puntos en el ”borde”de un continuo, incluyendo
ejemplos, implicaciones y teoremas importantes. Por ejemplo, se sabe que un arco es
un continuo homeomorfo al intervalo cerrado [0, 1] y los puntos de los extremos son
puntos terminales, mientras que cualquier punto interior es un punto de corte. En
un circulo, no hay puntos de corte ya que eliminar cualquier punto deja el resto del
espacio conexo, ya que en cierta forma, todos los puntos en un circulo son similares.
En el intervalo cerrado [0,1] de la recta real, cada punto diferente de 0 y 1 es un
punto de bloque.

Este trabajo estd basado principalmente en el articulo [3].

El trabajo se encuentra distribuido de la siguiente manera: el primero trata de
nociones béasicas de topologia y continuos; en el segundo, damos algunos resultados
sobre espacios cociente, pues dentro de la teoria de continuos son muy usados para
construir ejemplos; en el tercero definimos cierta clase de puntos en el "borde”de
continuos, veremos que tipo de puntos implican cuales, daremos ejemplos en donde
se aprecie que estos tipos de puntos son diferentes. Daremos una equivalencia entre
ellos cuando el continuo es semilocalmente conexo; finalizando el capitulo con 3 ca-
racterizaciones del intervalo usando algin tipo de puntos en el "borde”; en el capitulo

IIT



INTRODUCCION IV

cuatro hablaremos de los conjuntos G5 y F, y la relacién que tiene con los puntos
mencionados.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo presentaremos los conceptos basicos que necesitamos conocer de
la Teoria de Continuos y algunos resultados para el desarrollo del presente trabajo.

1.1. Espacios Topoldégicos

Sea X un conjunto. Una familia 7 de subconjuntos de X es llamada una topologia
en X si satisface las siguientes propiedades:

s ), X erT.
» SiU,V €r7,entonces UNV € 1.

» Si{U,C X :ae€ I} tal que U, € 7, para toda « € I, entonces | J,,.; U, € T.

acl

A la pareja (X, 7), donde X es un conjunto y 7 una topologia en X es llamada es-
pacio topolégico. Los elementos de 7 son llamados conjuntos abiertos del espacio
topolégico (X, 7). Si (X, 7) es espacio topoldgico y A C X, entonces el conjunto
T4 ={UNA:U € 7} es una topologia para A llamada la topologia relativa con
respecto a (X, 7). En tal caso diremos que (A, 74) es un subespacio de (X, 7).

Algunos ejemplos de topologias son:

= Topologia discreta
™D = P(X>7 X 7é 0

= Topologia indiscreta

n={0,X}, X #0

= Topologia cofinita
7={AC X : A°es finito } U {0}

= Topologia de Sierpinski
s =1{0, X, {1}}, X ={0,1}
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Definicién 1.1.1. Sea (X, 7) es un espacio topoldgico.
Sea F' C X. Diremos que F es un conjunto cerrado de X, si F° € 7.

Obsérvese que si A no es abierto no significa que sea cerrado. Si F' no es cerrado
no significa que sea abierto.

Sean X un espacio topoldogico y A C X.

Definicién 1.1.2. Sip € A diremos que p es un punto interior de A. Si existe
U et tal quep € U C A. Al conjunto de puntos interiores lo denotaremos por int(A)
y se llama el interior de A.

Definicién 1.1.3. Sean (X,7) un espacio topolégico y A C X y p € X. Diremos
que p es un punto de adherencia de A, si para cada abierto U que contiene a p se
tiene que U N A # (.

Al conjunto de puntos de adherencia se le suele llamar la adherencia de A o la
cerradura de A, la cual denotaremos por A.

Definicién 1.1.4. Si p € X. Diremos que p es un punto frontera de A. Si para
todo U € 7 tal quep e U, UNA# 0 yUnN A® # (. Al conjunto de puntos frontera
lo denotaremos por Fr(A) y le llamaremos la frontera de A.

Definicién 1.1.5. Un conjunto A es denso en un espacio topologico X si su cerra-
dura coincide con todo el espacio X. Es decir, A = X.

Definicién 1.1.6. Sean (X, 1) un espacio topolégico, VC X y x € V. Diremos que
V' es vecindad de x si existe un abierto U de X tal que v € U C V. El conjunto
V(z) ={V C X :V es vecindad de X } es llamado el sistema de vecindades de
x.
Sea V' C V(x). Diremos que V' es una base local de vecindades de x si para cada
Ve V(x) existe V' € V' tal que V' C V.

Figura 1.1:
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Definicién 1.1.7. Una funcion f: X — Y entre dos espacios topoldgicos se dice
que es continua si para todo conjunto abierto V C Y, f~HV) C X es un conjunto
abierto en X.

Definicién 1.1.8. Sean X y Y dos espacios topologicos. Una funcion f: X — Y
es un homeomorfismo si cumple las siguientes condiciones:

1. f es una funcion inyectiva (uno a uno) y sobreyectiva (sobre).
2. La funcion f es continua.

3. La funcion inversa f=' 1Y — X también es continua, es decir, para cada
conjunto abierto U C X, la imagen (f~1)~YU) CY es un conjunto abierto en
Y.

Definicién 1.1.9. Sean X y Y espacios topolégicos, una funcion f : X — Y se
llama funcion cerrada si para cada conjunto cerrado C' C X, la imagen f(C') es un
congunto cerrado en Y .

Definicién 1.1.10. Sean X y Y espacios topoldgicos, una funcion f: X — Y es
abierta si para cualquier conjunto abierto U en X, la imagen f(U) es abierta en'Y.

Proposicién 1.1.11. Sea ¢ : X — Y wuna funcion continua, biyectiva y abierta
(cerrada) entre espacios topoldgicos. Entonces, ¢ es un homeomorfismo.

Demostracion. Para que ¢ sea homeomorfismo hay que probar que su funcién inversa
o 1Y — X es continua.
Sea F' C X un cerrado. Tenemos que demostrar que (p~!)(F) es cerrado en Y

Como ¢ es cerrada, entonces p(F) = E es un conjunto cerrado y dado que
(0™ H™HF) = ¢(F), se tiene que ¢! es continua.
La prueba se hace semejante si suponemos que ¢ es abierta. O]

Definicién 1.1.12. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Diremos que X es un espacio
topologico Ty, si para cualesquiera dos puntos x,y € X, existen dos abiertos U,V de

X tal que x € U\V yy € V\U. Véase la Figura 1.2.

U

Figura 1.2:

Definicién 1.1.13. Sea (X, 7) un espacio topolégico. Diremos que X es un espacio
topolégico Ty, o de Hausdorff si para cualesquiera dos puntos distintos x,y € X,
existen dos abiertos ajenos U yV de X, tal que x € U yy € V. Véase la Figura 1.5.
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Figura 1.3:
Definicién 1.1.14. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Un espacio topoldgico X es un
espacio regular o T3 si satisface las siguientes condiciones:
1. X es un espacio T,

2. Para cualquier FF C X cerrado y x € X\F' existen conjuntos abiertos ajenos U
yV tales que x € U y F' C V. Véase la Figura 1.4

xe

Figura 1.4:

Como en los espacios T todos los conjuntos unipuntuales son cerrados, todo es-
pacio T3 es un espacio T5.

Definicién 1.1.15. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Un espacio topolégico X es
normal o T si satisface las siguientes condiciones:

1. X es un espacio T,

2. Para cualquiera subconjuntos cerrado y ajenos Fy y Fy de X, existen abiertos
ajenos Ay, y Ay de X tales que Fy C Ay y Fy C As. Véase la Figura 1.5.
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G

Figura 1.5:

Todo espacio normal es un espacio regular o T3.

Definicién 1.1.16. Un espacio métrico es un par ordenado (M, p) que consta de
un conjunto M y una funcion p: M x M — R que llamaremos métrica que satisface:

1. pl(z,y) = 0;
p(x,y) =0 si y solo si x =vy;
p(z,y) = ply, z);
plx, z) < p(x,y) + ply, 2); para toda x,y,z € M (desigualdad del tridngulo).

Definicién 1.1.17. Seane >0, pe X y A C X, se definen los conjuntos:
B(e,p) ={q € X :d(p,q) <e} y

N(e,A) ={q € X : existe v € A tal que d(z,q) < e} = U, Ble, x)

Estos conjuntos los llamaremos la bola de radio ¢ centrada en p y la nube de
radio ¢ centrada en A.

Definicién 1.1.18. Sea (X, T) un espacio topoldgico. Diremos que X es metrizable
si existe una métrica tal que T(d) = 7, donde T(d) es la topologia generada por la
métrica.

Recordemos que si (X, 7) es un espacio métrico, d genera una topologia, la cual
estd dada a partir de uniones arbitrarias de bolas abiertas, junto con el conjunto
vacio.

No es dificil ver que todo espacio métrico satisface los axiomas de separaciéon antes
descritos.

1.2. Conexidad y compacidad

Definicién 1.2.1. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Diremos que X es disconexo
si existen dos abiertos (cerrados) ajenos y no vacios U y'V tales que X =UUV. En
tal caso diremos que U y V' forman una separacion de X.

Diremos que X es conexo si no es disconexo.
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Un subespacio C de X se dira que es disconexo si como subespacio es disconexo.
De igual manera si no es disconexo se dird que es conexo.

Se puede mostrar que un subespacio C' de X es disconexo si y sélo si existen 2
subconjuntos no vacios Ay B de X tales que C = AUBy ANB =( = ANB. En tal
caso se dice que A y B forman una separacién de C'y se suele escribir que C' = A|B.

Cuando 2 subconjuntos H y K de X satisfacen que HNK = ) = HN K se
dice que son o estdn mutuamente separados y se escribe H|K cuando consideramos
la unién H U K con H y K mutuamente separados.

Con esta notacién se suele describir que C' es disconexo si existen A, B C X no
vacios tales que C' = A|B.

Notemos que cuando C' C X es abierto o cerrado con C' disconexo y C' = A|B,
podemos elegir a los conjuntos A y B abiertos ambos o cerrados segin sea el caso.

No es dificil ver que un espacio X es conexo si y sélo si los tnicos abiertos y
cerrados de X son el conjunto vacio y el mismo X.

Proposiciéon 1.2.2. Sean X un espacio topologico y C C X. Si C' es un espacio
conexo, U yV de X no vacios tales que C C U|V entonces C CU 6 C C V.

Demostracidn. SiCNU # 0y CNV # ), entonces C' = (CNU)U(CNV'). Mostraremos
que C'=CNU | CNV. Para ello, solo basta con mostrar que (CNU)N(CNV) =1
y(CnV)n(CnU)=0.

Notemos que (CNV)N(CNU)CCNVNCNU=CNUNV = . Por lo que
(CNV)N(CNU)=0. De igual manera se tiene que (CNU)N(CNU) = 0. Asi, C
es disconexo. Lo que contradice la hipétesis. Por lo tanto, C CU 6 C C V. O]

Definicién 1.2.3. Una componente conexa de un espacio topolégico X es un
subconjunto conexo C' C X que es maximal con respecto a la inclusion. Eso quiere
decir que:

1. C' es un conjunto conezxo.

2. Si C esta contenido en algin subconjunto conexo D C X, entonces C' = D.

Lema 1.2.4. Sea X un espacio topologico y sea A un subconjunto cerrado de X con
un numero finito de componentes. Si x € int(A) y C es una componente de A tal que
x € C, entonces x € int(C).

Demostracion. Sean C,CYy, ..., C,, los componentes de A. Como z € int(A), existe un
subconjunto abierto U de X, tal que x € U C A. Como A es cerrado en X, cada
C,Ch, ..., Cy es cerrado en X. Sea V = U N (X\Jj_, Cj). Entonces V' es un conjunto
abierto de X tal que z € V.C Ay VN (Uj_, Cj) = 0. Por lo que, V' C C. Por lo
tanto x € int(C). O

Definicién 1.2.5. Un espacio topologico X es semilocalmente conexo en un
punto x € X, si para cada abierto U, existe otro conjunto abierto V' tal que x € V C
U y X\V tiene una cantidad finita de componentes.

Diremos que X es semilocalmente conexo si es semilocalmente conexo en cada
punto de X.
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Definicién 1.2.6. Un espacio topologico X es localmente conexo en un punto
xr € X si para cada vecindad N de x existe un conjunto abierto conexo V tal que
r €V CN. S X eslocalmente conexo en cada uno de sus puntos, se dird que X
es localmente conexo.

Esta definicién es equivalente a que para cada x € X y cada abierto U que contiene
a x, se tiene que las componentes de U son conjuntos abiertos.

Definicién 1.2.7. Sea X un espacio topologico. Diremos que X es arco conexo si
para cualquiera dos puntos en X, existe un arco en X que los contiene.

Definicién 1.2.8. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Decimos que X es compacto
st y solo si para toda cubierta abierta de X existe una subcubierta finita. Es decir, X
es compacto si para cualquier familia de conjuntos abiertos de X, {Ua}aca tal que:

X = UaeA UOU
eziste un subconjunto finito {Ua,, Uy, ..., Ua, } de esa familia tal que:
X = U?:l Uai‘

Sea K C X. Diremos que K es compacto, si como subespacio de X es compacto.

Teorema 1.2.9. Sea X un espacio topologico y K C X si X es compacto y K es
cerrado, entonces K es compacto.

Demostracion. Sea K C X cerrado. Queremos demostrar que K es compacto. Sea
{Us}aca una cubierta de abiertos relativos de K, es decir, K = (J,c4 Ua-

Para cada o € A, sea V,, un abierto en X tal que U, = V,NK. Nétese que U, C V.
Por otra parte como K es cerrado, X\ K es abierto. Asf la familia {V,, : « € A} U
{X\K} es una cubierta abierta de X, pues X = (X\K) UK C (X\K)U (Uues Va)-

Dado que X es compacto, y dado que (X\K)N K = () se tiene que existe una
cantidad finita V,,, ..., V,, tal que X C (X\K)U (U, Va,). Estoes, K C |J, Vo, —
(1)

Por lo que {U,,,...,Uq,} serd una subcubierta de {U,}aca, pues de (1), K =
U?:l (K n Vai) = U?:l Ua,-

Asi, se concluye que K es compacto. O]

Teorema 1.2.10. Sean X un espacio topologico y K C X. Si K es compacto y X
es Ty, entonces K es cerrado.

Demostracion. Para demostrar que K es cerrado, necesitamos mostrar que su com-
plemento X\ K es abierto. Si X\ K = (), ya terminamos.

Siz € X\K y dado que X es un espacio de Hausdorff entonces para cada punto
k € K, existen abiertos de X disjuntos Uy y Vi tales que k € U, x € V.

La coleccion {Uy N K}rex = {Br}rex es una cubierta abierta de K. Como
K es compacto, de esta cubierta abierta, podemos tomar una subcubierta finita
{Bk,, Bry, -, Br, }- Esto implica que, K C Uy, U Uy, U ... U Uy,. Sean Vi, Vi,, ..., Vi
los abiertos asociados al punto x, donde cada Vi, es disjunto de Uy,.

n
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Sea V =V, NV, N...N V.. El conjunto V' es abierto y es tal que x € V' y no
intersecta K, porque V' C V. para todo 7 y cada Vj, es disjunto Uy,. Por lo tanto,
VNK = 0; estoes V C X\ K. Dado que esto es cierto para cualquier punto z € X\ K,
concluimos que X\ K es abierto. Por lo tanto, K es cerrado. ]

1.3. Continuos

En esta secciéon definiremos algunos conceptos que nos ayudaran para demostrar
teoremas principales de este trabajo.

Definicién 1.3.1. Decimos que X es un continuo, si X es un espacio métrico,
compacto y conexo. Decimos que C' C X es un subcontinuo de X, si C como
subespacio es un continuo.

1.3.1. Ejemplos de Continuos.

1. El continuo més sencillo, es el intervalo [0,1], o cualquier espacio topoldgico
homeomorfo a él le llamaremos arco. Obsérvese la Figura 1.6.

Figura 1.6:

Otros continuos muy sencillos son:

2. La circunferencia S', el disco (relleno). A cualquier espacio homeomorfo
a S! le llamaremos una curva cerrada simple y una n-celda es un espacio ho-
meomorfo al producto [0, 1]". Las n-celdas también son ejemplos de continuos.
Obsérvese la Figura 1.7.
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Circunferencia Disco relleno

Figura 1.7:

3. También podemos tomar el continuo sen(%) que es la cerradura en R? de la

grafica de la funcién sen(2) definida en el intervalo (0, 1]. Obsérvese la Figura

1.8. ‘

—— e e s =~
—

J V

Figura 1.8:

4. Si agregamos al continuo Sen(%) un arco como en la figura de abajo, se obtiene
el continuo llamado Circulo de Varsovia. Obsérvese la Figura 1.9.
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Figura 1.9:

También se pueden construir continuos uniendo segmentos siempre que resulten
compactos. Algunos ejemplos importantes son:

5. Abanico armonico X. Cuya construccion estd dada por la sucesién armonica
{%};‘)LO:I’ conp = (O’ O)v q= (1’ O) y paran € N, a, = (17 %) X = qu(UZO:l pan)
donde pa,, representa el segmento de recta que une a p con a,, y pq es el segmento
de recta que une a p con gq.

Figura 1.10:

6. Espacio Peine. Sean A; = [0,1] X {%} para j € N, I = ({0} x [0,1]) y
J = ([0,1] x {0}. Consideremos al continuo X = (U;Z, 4;) U T U J. Este es
llamado el Espacio Peine. Obsérvese la Figura 1.11.
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Figura 1.11:

7. Abanico de Cantor. El abanico de Cantor resulta de unir cada punto del
Conjunto de Cantor con segmentos de lineas a un punto que no pertenece a él,
como se muestra en la Figura 1.12.

Figura 1.12:

Un resultado que es muy usado es el siguiente:

Teorema 1.3.2. Sea (X, 7) un espacio topoldgico conexo, y sea L un subconjunto
conexo de X. Si X\L = U|V, entonces LUU y LUV son conexos. Si X y L son
continuos, entonces LUU y LUV son continuos.

Demostracion. Supongamos que LUV = A|B. Dado que L es conexo, se tiene por la
Proposicién 1.2.2. que L C A o L C B. Digamos que L C A.
De esto v de la igualdad anterior tenemos que B C V. Dado que UNV =0 =V NU
tenemos que BNU =0y UNB = 0.

Sea W = AUU. De esta manera X = (X\L)UL = (UUV)UL=UU((VUL) =
UU(AUB)=(UUA)UB=WUB.

Nétese que W y B son no vacios pues A y B son no vacios. Ademés, W N B =
UNANBCUNANB=0.Porloque WNB=0yWnNB=UNANB = {.
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Por lo que W y B forman una separaciéon de X lo cual es una contradiccién, pues
X es conexo. Asi, LUV es conexo. De forma similar se puede mostrar que L U K es
Conexo.

Si L es un continuo X'\ L es abierto, de la definicién de disconexidad se pueden
elegir 2 abiertos, U y V no vacios ajenos tales que X\L = UUV. Lo que implica que
LUU =X\V y LUV = X\U son conjuntos cerrados y por lo tanto compactos.

De lo anterior U U L y V U L son continuos. 0

Lema 1.3.3. Sea (X, 7) un espacio topoldgico conexo. Supongamos que x,y € X tal
que: X\{z} = K|L,X\{y} = M|N. Siz e M yy € K, entonces NU{y} C K.

Demostracion. Por el Teorema 1.3.2., N U{y} es conexo. Como z € M,z ¢ N U{y}.
Dado que y € K, se tiene que [NU{y}|NK # @. Por lo que, NU{y} es un subconjunto
conexo de X\{z} y N U {y} intersecta a K. Por lo tanto, como X\{z} = K|L se
tiene que N U {y} C K. O

1.4. Dendroides y dendritas

Definicién 1.4.1. Un continuo X es unicoherente si AN B es conexo, para cual-
quiera subcontinuos A, B € X tales que X = AUB. Decimos que X es hereditaria-
mente unicoherente si cada subcontinuo propio de X es unicoherente.

El circulo de Varsovia (Figura 1.13) es un ejemplo de un continuo no unicoherente,
pues si consideramos A igual a una copia del continuo sen% y B un arco que une al
punto p = (0, —1) con el punto (1, sen(1)) = ¢ como se muestra en la Figura 1.13, se
tiene que AN B = {p, q} el cual no es conexo.

A

Figura 1.13:
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El intervalo (Figura 1.14) es un ejemplo de un continuo unicoherente, pues para
cualquier 2 subcontinuos A y B cuya unién es el intervalo, se tiene que la interseccion
es un intervalo; es decir, es un conjunto conexo.

Figura 1.14:
A B
*— ®
P r q

Definicién 1.4.2. Un dendroide es un continuo X arco conexo y hereditariamente
unicoherente. Véase la Figura 1.15.

Ejemplo:

Figura 1.15:

Lema 1.4.3. Sea X un dendroide. SiY y Z son subcontinuos de X, entonces Y NZ
es conexo.

Demostracion. Si'Y N Z = (), entonces es conexo. Si Y N Z # () y dado que X es
hereditariamente unicoherente, se tiene que Y U Z es un subcontinuo de X con la
propiedad de ser unicoherente. De donde se concluye que Y N Z es conexo. O
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Lema 1.4.4. Sean X un dendroide, y xz,y € X.
1. Six,y €Y yxy es un arco en X que une a x con y, entonces xy C Y,
2. Todo subocontinuo de X es un dendroide,

3. Para todo par de puntos distintos p,q € X, existe un unico arco con extremos
p y q al que denotaremos por pq. También definimos pp = {p}.

Demostracion. 1. Puesto que xy y Y son subcontinuos de X, y X es un dendroide,

entonces por el lema anterior, zy N'Y es un subconjunto conexo del arco xy que
contiene a = y .
Sea A = zyNY C xy. Si a : [0,1] — xy es un homeomorfismo, entonces
a '({z,y}) = {0,1}. Como {0,1} C o~ (A) y a'(A) es un subconjunto conexo
de [0, 1] que contiene a los puntos 0 y 1 en el intervalo [0, 1], entonces a™(A) =
0, 1], esto implica que A = a(a™'(A)) = a([0,1]) = xy, pero A = zyNY de
donde se tiene que xy NY = xy. Por lo que zy C Y.

2. Sea Y un subcontinuo de X. Queremos demostrar que Y es hereditariamente
unicoherente y arco conexo.
Para esto, primero veamos que Y es hereditariamente unicoherente.
Sean Z un subcontinuo de Y. Como Z es un subcontinuo de X, entonces Z es
unicoherente. Por lo tanto, Y es hereditariamente unicoherente.
Para demostrar que Y es arco conexo, sean x y y dos puntos distintos en Y.
Por ser X arco conexo, existe un arco xy en X que une a x con y. Por el inciso
1 tenemos que zy C Y, por lo tanto Y es arco conexo.

3. Sean p,q € X. Como X es arco conexo, existe un arco «, con extremos p y q.
Debemos demostrar que este arco es unico.
Supongamos que existe otro arco § con extremos p y q. Puesto que « es un arco
con extremos py ¢ y 0 es un subcontinuo que contiene a p y a ¢, se tiene por
1) que a C . Anélogamente se prueba que 5 C «. Por lo que, a = f.
O

Definicién 1.4.5. Un dendroide que es localmente conezo es llamado una dendrita.
La Figura 1.16 muestra un ejemplo de una dendrita.
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Ejemplo:

Figura 1.16:

Observacién: Se sabe que una dendrita también se puede definir como un continuo
localmente conexo, sin curvas cerradas simples.

Definicién 1.4.6. Un abanico es un dendroide con un unico punto de ramificacion,
el cudl es llamado vértice.

Definicién 1.4.7. Un continuo de X es descomponible si existen dos subcontinuos
propios no vacios A y B de X tales que X = AU B. Los continuos que no son
descomponibles son llamados tndescomponibles.

Definicién 1.4.8. Un continuo X se dice hereditariamente indescomponible si
X y cada subcontinuo no degenerado de X es indescomponibles.

Ejemplos:

1. Sea X = S*. Notemos que X es un continuo descomponible pues X = HUK
donde H = {(cosf,sinf) : 6 € [0,7|} y K = {(cosb, sinb) : 6 € [7,27]}, son
subcontinuos propios de X. Véase la Figura 1.17.

1
N

Figura 1.17:
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2. El arcoiris de Knaster, el solenoide diadico y el pseudo-arco son ejemplos de
continuos indescomponibles. Para la prueba de esto se usan herramientas
que se escapan de este trabajo por lo que nos conformaremos en creer que son
indescomponibles.

1.5. Meétrica de Hausdorft

Denotaremos a X como un continuo no degenerado (con més de un punto) con
la métrica d. Los hiperespacios de X son ciertas familias de subconjuntos de X con
alguna propiedad en comtun. Dos de las més conocidos son:

={A C X : A es cerrado y no vacio}
C(X)={A€2%: Aes conexo }
Como 2% contiene a C'(X), para darle una métrica a él, bastara dérsela a 2.

Definamos una métrica para 2% (métrica de Hausdorff). Dados A, B € 2%, defi-
nimos el siguiente niimero

H(A,B)=inf{e¢>0: AC N(e,B)y BC N(¢,A)}.
Proposicién 1.5.1. H : 2% x 2X — R definida como

H(A,B)=inf{e>0: AC N(¢,B) y BC N(e, A)}
es una métrica para 2~ .

Demostracion. Por demostrar que

1. H estd bien definida.

B)
B) > 0.
3. H(A,B) =

(4,

2. H(A,
(4, H(B, A)
(

4. H(A,B) =0siy sélosi A= B.

5. H satisface la desigualdad del tridangulo, es decir: H(A,C) < H(A, B)+H(B,C)

Para probar (1) y (2) se probara que el didm(X) existe. Veamos que {d(z,y) : z,y €
X} C [0,00) vy didm(X) = sup{d(z,y) : z,y € X}. Sean p € X y la funcién
fp: X —[0,00) dada por f,(x) = d(p, ).

Se sabe que f, es continua y dado que X es compacto, se tiene que f, alcanza
su valor maximo. Como f,(X) es un continuo no degenerado en [0,00), tenemos
que f,(X) = [0,d(p, z0)] para algin x, € X. Asi, para todo, x,y € X se tiene que
d(z,y) < d(z,p) + d(p,y) < 2d(p,zo). Por lo que el conjunto {d(z,y) : =,y € X}
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estd acotado superiormente y dado que d(z,z) = 0 para todo z,y € X, se tiene que
{d(z,y) : z,y € X} es no vacio. Por lo tanto didam(X) existe.

Sean A, B € 2%. Definimos el conjunto F(A,B) = {¢ > 0: A C N(¢,B) y
B C N(e, A)}. De esta manera, H(A, B) = inf E(A, B). Ahora veamos que H(A, B)
estd bien definida. Mostraremos que el conjunto E(A, B) es diferente del vacio y
estd acotado inferiormente como para todo, z,y € X, d(z,y) < didm (X) <didm(X)+
1 € E(A, B). Por otra parte, el conjunto E(A, B) esta acotado inferiormente por 0.
En conclusion, inf E(A, B) existe y por lo tanto H(A, B) > 0.

(3) se sigue de que F(A, B) = E(B, A). La prueba se puede ver facilmente de la
definicién del conjunto de E(A, B) pues se pueden intercambiar los conjuntos A y B
sin que se modifique el conjunto F(A, B).

(4) =) Supongamos que H(A, B) = 0. Queremos probar que A = B probando
que AC By B C A.
Sean a € Ay € > 0. Por la defincién de infimo existe 0 < § < ¢ tal que 6 € E(A, B).
De esta manera, si a € A, existe b € B tal que d(a,b) < § < ¢, es decir B(e,a)NB # ().
Por lo tanto a € B. Dado que B es cerrado, B = B. Asi, a € B. La otra contencién
se prueba de manera similiar a la anterior. Por lo que A = B.

<) Supongamos que A = B eso quiere decir que H(A,B) = H(A,A) =
infE(A, A) =inf([0,00)) = 0. Por lo que, H(A, B) = 0.

(5) Sean A, B,C' € 2¥,a > 0y § = 4. Veamos que H(A, B) < H(A, B)+96, existe
e € E(A,B) tal que 0 < H(A,B) < e < H(A,B) + 6. Dado que 0 < H(B,C) <
H(B,C)+9, existe e; € E(B,C) tal que 0 < H(B,(C) < ¢;. De donde B C N(gy,C),
entonces b existe ¢ € C tal que d(b,c) < ey < H(B,C) + 4. De esta forma, d(a,c) <
d(a,b)+d(b,c) < HA,B)+0+ H(B,C)+aasi AC N(H(A,B)+ H(B,C)+a,C).
De manera similar se prueba que C' C N(H(A, B) + H(B,C) + «, A). Por lo tanto,
H(A,B)+H(B,C)+a € E(A,B),asi H(A,C) =inf E(A,C) < H(A,B)+H(B,C)+
a. Concluimos que H(A,C) < H(A,B) + H(B,C) + «a, para a > 0. Por lo que,
H(A,C)<H(A,B)+ H(B,C) O

Intuitivamente, esta métrica nos dice que tan cerca estan dos conjuntos cerrados,
como se muestra en la imagen siguiente:

Figura 1.18:



CAPITULO 1. PRELIMINARES 19

Una forma de probar que tan cercanos estdn 2 conjuntos nos la da la siguiente
proposicién.

Proposicién 1.5.2. Sean A, B € 2% y e > 0, entonces H(A,B) < € si y sdlo si
ACN(e,B) y BC N(g,A).

Demostracion. =) Tomemos € > 0. Supongamos que H (A, B) < ¢, asi infE(A, B) <
g, por lo que € no es cota superior entonces existe § € F(A, B) tal que § < ¢, por lo que
ACN(),B)yBC N(§,A). Seax € N(9,A), tomemos y € A tal que d(z,y) < § < ¢,
es decir d(z,y) < e entonces x € N(e, A). Por lo anterior N(6,B) C N(¢,B) y
N(§,A) C N(g, A), por lo tanto A C N(e,B) y B C N(g, A)

<) Supongamos que A C N(¢,B)y B C N(e,A). Como N(d, B) es abierto en
X para toda § > 0. Definimos D = {N (6, B) : 6 € (0,¢)}. Queremos probar que D es
una cubierta abierta de A. Sea a € A, tenemos que a € N(g, B), tomemos b € B de
tal manera que d(a,b) < e. Sea B € R tal que d(a,b) < 8 < ¢, tenemos que ( € (0,¢)
y a € N(f3, B) entonces D es una cubierta abierta de A.
Como A es compacto, existen 0y, ..., d, € (0,¢) de tal manera que A C |J;_; N(B, d;).
Sea 04 =m&x{dy,...,0,}. Asi A C N(d4,B) y 0 < d4 < &, con el mismo procedi-
miento se puede encontrar dp € (0,¢) tal que B C N(dg,A) vy 0 < dp < &. Sea
d =max{ds,0p} entonces 0 < J <ecyd € FE(A, B),asi H(A,B) <4 <e. O]



Capitulo 2

Topologia cociente

En este capitulo hablaremos brevemente de la topologia cociente. Este tipo de
topologias son una herramienta muy importante en la construccion de continuos y
espacios topoldgicos en general.

Sea (X, 7x) un espacio topolégico y Y un conjunto no vacio.

Sea p : X — Y una funcién suprayectiva, definimos el conjunto:

7, ={UCY :p'(U) € 7x}.
Proposicién 2.0.3. 7, es una topologia para Y .
Demostracion. La familia 7, cumple que:
1. El conjunto vacio y Y son elementos de 7, pues p*(0) =0 y p~ (V) = X.

2. Sean A, B € 7,. Nétese que p~'(A) Np~*(B) = p (AN B). Dado que p~(A)
y p~1(B) son abiertos en X, entonces p~'(A) Np~!(B) es abierto en X. Por lo
que p~'(A N B) es abierto en X. Asi, AN B € 7,.

3. Si {A; : i € I} es una familia de elementos de 7,, entonces p~!(A;) es abierto
de X, para todo ¢ € [ y su union:

Uier pH(A)

también es abierto de X y como J;c;p ' Ai = pH(U;es Ai), luego U, Ai es
elemento de 7,.

Por lo tanto, 7, es una topologia para Y O

No es dificil ver que p~'(A) =JA = J, 4 A- En tal caso A C Y es abierto en Y
siy sélo si | J A es abierto en X. Nétese que por la definicién de 7,, p resulta continua.
También se puede mostrar facilmente que B es un conjunto cerrado en Y si y sélo si
p~'(B) es un conjunto cerrado en X.

20
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Teorema 2.0.4. Sea p : (X,7x) — Y wuna funcion suprayectiva. Si T es una topo-
logia en Y que hace continua a p, entonces T C 7,; es decir, T, es la topologia mds
grande que hace continua a p.

Demostracion. Sea T una topologia en Y que hace continua a p. Por demostrar que
7 C 7. Para ello, sea V € 7, entonces por la continuidad de p, se tiene que p~*(V) €
Tx. Esto implica que V' € 7,, por definicién de 7,. Por lo tanto 7 C 7,,. O

Definicién 2.0.5. Sean (X, 7x) y (Y, 7y) espacios topoldgicos. Una funciénp : X —
Y continua y suprayectiva es llamada funcion de identificacion si Ty = 7.

Observemos que como Ty es una topologia que hace continua a p, entonces por el
resultado anterior 7y siempre es un subconjunto de 7,.

Por lo que para mostrar que p es una funcién de identificacién basta con probar
que 7, € Ty.

Un resultado importante relacionado a funciones de identificacion lo dice el si-
guiente teorema:

Teorema 2.0.6. Sea p : X — Y wuna funcion suprayectiva entre espacios topologi-
cos. St p es abierta o cerrada, entonces p es una funcion de identificacion.

Demostracion. Por la observacion anterior, basta mostrar que 7, C 7v. Para ello,
tomemos V' € 7, esto implica que p~*(V) € 7x. Asi, como p es suprayectiva X \p~ (V)
es cerrado en X. Supongamos que p es cerrada. De esta manera p(X\p~'(V)) =
p(X)\p(p~ (V) =Y\V.

De donde se tiene que Y\V es cerrado en Y. Asi, V' es abierto en Y, es decir
V € 7y. Por lo tanto 7, C 7y.

Supongamos ahora que p es abierta, si V' € 7, entonces p~! (V) € 7x. Dado que p
es abierta y suprayectiva se tiene que V- =p(p~'(V)) € 7y. Por loque 7, C 7. [

Definicién 2.0.7. Sean (X, 7x) y (Y, 7y) espacios topoldgicos. Una funcionp : X —
Y continua y suprayectiva es llamada funcion de identificacion si Ty = 7.

Observemos que como Ty es una topologia que hace continua a p, entonces por el
resultado anterior 7y siempre es un subconjunto que 7,.

Por lo que para mostrar que p es una funcién de identificacién basta con probar
que 7, € Ty.

Un resultado importante relacionado a funciones de identificacion lo dice el si-
guiente teorema:

Teorema 2.0.8. Sea p: X — Y una funcion suprayectiva entre espacios topologi-
cos. Si p es abierta o cerrada entonces p es una funcion de identificacion.

Demostracion. Por la observacion anterior, basta mostrar que 7, C 7y. Para ello,
tomemos V' € 7, esto implica que p~*(V) € 7x. Asi X\p~ (V) es cerrado en X .
Supongamos que p es cerrada. De esta manera p(X\p~'(V)) es cerrado en Y. Por la

suprayectividad p(X\p~1(V)) = p(X)\p(p~1(V)) = Y'\V.
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De donde se tiene que Y\V es cerrado en Y. Asi, V es abierto en Y es decir,
V € 7y. Por lo tanto 7, C 7y

Supongamos ahora que p es abierta, si V' € 7, entonces p~! (V') € 7x. Dado que p
es abierta y suprayectiva se tiene que V = p(p~'(V)) € 7y. Porloque 7, C 7. O

Teorema 2.0.9. Sea f: X — Y una funcion continuua si X es compacto y 'Y es
de Hausdorff, entonces f es cerrada y como consecuencia es una funcion de identifi-
cacion.

Demostracion. Sea F' un conjunto cerrado de X. Dado que X es compacto, entonces
F es compacto. De la continuidad de f, se tiene que f(F') es compacto. Pero todo
conjunto compacto en un espacio de Hausdorff es cerrado, por lo que f(F') es cerrado.
Asi, f es una funcién cerrada y por tanto una identificacion. O

Corolario 2.0.10. 5 X y Y son continuos y f : X — Y es una funcion continua
y suprayectiva, entonces f es una funcion de identificacion.

Demostracion. Como X y Y son continuos, X es compacto y Y es de Hausdorff. Por
el teorema anterior, se sigue que f es cerrado y por lo tanto f es una identificacion. [

Proposiciéon 2.0.11. Sean f : X — Y una funcion de identificacion. Sig:Y — Z
es una funcion. Entonces go f es continua si y solo si g es continua.

Demostracion. —) La funcién ¢ es continua, f es continua entonces la composicién
de ambas es continua.

<) Queremos ahora probar que la imagen inversa de g de cualquier abierto de
Y, es un abierto de X.
Sea B C Y un abierto. Entonces, su imagen inversa A = (g o f)~'(B) es un abierto
de X, puesto que g o f es continua.
Veamos que, A = (go f)"(B) = f~(g~*(B)). Como f~'(g~*(B)) es abierto, por
definicién de la topologfa sobre X , el conjunto g~1(B) es abierto. O]

Teorema 2.0.12. Teorema de la Transgresion. Sea p : X — Y una funcion
de identificacion y h : X — Z una funcién continua. Si hp~™! tiene valor unico; esto
es, h es constante en cada fibra p~'(y). Entonces hp™' :' Y — Z es continua y el
diagrama de la Figura 2.1. conmuta.

X N, 7

Figura 2.1:
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Demostracidén. Por la Proposicién 2.0.9, basta probar que la composicién (hp~!)op es
continua para concluir que hp~! es continua. Realmente probaremos que (hp~!)op =
h.

Sea € X, entonces por definicién de fibra p~t(p(z)) = {w € X : p(w) =
p(x)}, de aqui z € p~*(p(z)). Dado que h es constante en cada fibra, se tiene que
h(p~*(p(x)) = z para algtin z € Z. Como x € p~!(p(x)), h(z) = z = h(p~(p(x)). Asi,
(hp=') o p = h. Por ser h continua y p ser una funcién de identificacién tenemos que
hp~! es continua. O

Sea X un conjunto no vacio. Una relacién de equivalencia «~ sobre el conjunto X
es una relacion binaria sobre X cumpliendo las siguientes propiedades:

1. Reflexividad. Para cada x € X si tiene que = «~ .
2. Simetria. Para cada =,y € X tal que = «~ y entonces y -« x.
3. Transitividad. Para cada z,y,z € X tal que x ~y y y «~ z entonces x « z.

Si X es un conjunto no vacio y ~ es una relacién de equivalencia en X, para x € X,
se define la clase de equivalencia de x como:

(7] ={y e X 1z ~y}.

El conjunto de todas las clases de equivalencia sobre X se denota por X\ ~ se
denomina conjunto cociente:

X\ ~={[z] : z € X}.

Llamamos proyeccién natural a la funcién de X sobre el conjunto cociente X'\ ~ dada
por p: X — X\ ~, definida por p(x) = [z].

Sean (X,7) un espacio topoldgico, ~ una relacién de equivalencia sobre X y
p: X — X\ ~ su proyeccién natural. Llamamos espacio cociente a la pareja (X'\ ~
,T~), siendo 7. = {A C X\ ~:|JA € 7}; esto es 7. = 7, ya que p~1(A) = J A.

Esto significa que 7. es una topologia de identificacion y por tanto p es continua y
de identificacién, por lo que p satisface los resultados para funciones de identificacién.

Un resultado importante que relaciona las siguientes funciones de identificacion
con el espacio cociente es el siguiente:

Teorema 2.0.13. Sean X y Y espacios topolégicos y f : X — Y wuna funcion de
identificacion. Si Dy = {f'(y) : y € Y}, entonces D; es homeomorfo a Y.

Demostracion. Notemos primero que Dy, me define una familia de clases de equiva-
lencia, bajo la relacién de equivalencia siguiente: 2 elementos x y y estan relacionados
siy solosiz,z€ f(y) para algin y € Y.

Sea p : X — Dy la proyeccién natural. Notemos primero que p es constante en
cada fibra f~1(y), pues p(f~'(y)) = f~'(y). Como f es una funcién de identificacién,
se tiene por el Teorema de la Transgresién que h = pf~! es continua.

Por otra parte, notemos que f es constante en cada fibra p~!(f~!(y)), pues

fo ' (W) = f(f ) =y
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Dado que p es una funcién de identificacion entonces del Teorema de la Transgre-
sién se tiene que g = fp~! es continua.
Finalmente se mostrard que h y g son funciones inversas. Si f~!(y) € Dy, entonces

(hog)(f y)) =

Por lo tanto h y g son funciones inversas y continuas. Por lo que se tiene un
homeomorfismo O

Ejemplos: (Espacios cocientes)

1. Sean I = [0, 1]. Definamos una relacién de equivalencia de la siguiente manera,
sean x,y € I, x y y estédn relacionados siy sélosiz =y é6x =0y y=1.

Las clases de equivalencia se ven como siguen:

a) [z] ={z}, 2 #0,1
b) [0] = [1] ={0,1}
Lo que hace la relacién intuitivamente es pegar los dos extremos, del intervalo.

Asi, podemos imaginar que su espacio cociente es homeomorfo a una circunfe-
rencia. Véase la Figura 2.2.
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[O] = {031}

{x}

[\~
Figura 2.2:

Veamos que en efecto I/ ~ es homeomorfo a una circunferencia.

Sea f : [ — S' definida por f(t) = (cos(2nt), sen(27t)). Esta funcién es
continua, por que cada funciéon coordenada es continua, y es cerada pues es una
funcién definida de un conjunto compacto a un espacio de Hausdorff y como f
es suprayectiva, entonces f es una funcion de identificacion.

De esta manera tenemos que fy p: I — I/ ~ satisfacen el teorema anterior,
pues Dy = I/ ~. Por lo que I/ ~ es homeomorfo a la circunferencia unitaria.

I\~ ? >
A i S‘
p
f="Yop
1
Figura 2.3:
2. Para el siguiente ejemplo, definamos sobre el conjunto J = [0,2x] x [0,1] la

siguiente relacién de equivalencia: para 2 elementos (z,y), (¢, ') € J, (z,y) ~
(' y) siysblosi (z,y) = (2/,y) 6 =0,x=2nyy =1—yparatodoy € Y.
Intuitivamente se pegan en un cuadro los lados laterales en sentido contrario.

Si B = banda de Mébius y la funcién f : J — B estd dada por f(z,y) =
(U(:Ij‘, y)a V(l’, y), W(l‘, y)) donde



CAPITULO 2. TOPOLOGIA COCIENTE 26

I [\~

Figura 2.4:

Se puede ver que Dy = J/ ~ y razonando como en el ejemplo anterior se tiene
que J/ ~ es homeomorfo a B.



Capitulo 3

Puntos en el borde de un Continuo

En la teoria de continuos y topologia general, varios tipos especiales de puntos
se definen y estudian para comprender mejor las propiedades estructurales de los
espacios topolégicos. A continuacién, se presenta las definiciones de algunos de ellos
en donde nos enfocaremos principalmente y lo cual forma parte principal de nuestro
trabajo.

Definicién 3.0.14. Dado un continuo X diremos que p es un punto de conexidad
colocal de X, si existe una base local de vecindades abiertas de p tal que cada elemento
tiene complemento conexo.

Ejemplo:

Sea yz el segmento de recta como en la Figura 3.1, el punto y es un punto de
conexidad colocal, pues podemos encontrar una base local de vecindades abiertas tal
que su complemento es conexo.

En general, los puntos interiores del arco no son puntos de conexidad colocal, pues
para abiertos pequenos, su complemento tiene al menos 2 componentes.

s
xNe
Ne

Figura 3.1:

27
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Definicién 3.0.15. Dado un continuo X diremos que p es un punto de no corte
débil si cada par de puntos distintos a p estan contenidos en un subcontinuo que no
contiene a p.

Ejemplo:

Consideremos el espacio peine X dibujado en la Figura 3.2 y A = pq. Si z €
A\{q}, este no es un punto de no corte débil, pues existen 2 elementos y,z € X y
cada continuo que los contiene, contiene también a x. Sin embargo, ¢ y cada ¢;,i =
1,...,n, ... son puntos de no corte débil. Siempre es posible encontrar para cada par
de puntos diferentes de ¢ o ¢; un subcontinuo que no contenga a q o ¢;, dependiendo
del caso.

A1

z A, q,
Ay
T - 94
P x Y 9
Figura 3.2:

El siguiente resultado nos da otra forma de identificar puntos de no corte débil.

Proposicién 3.0.16. Sean X un continuo y x € X. Entonces x es un punto de
no corte débil si y solo si existen subcontinuos Ay C Ay C Az C ... C X tal que

Xz} =UpZy Ane

Demostracion. =) Supongamos que x € X es un punto de no corte débil. Tomemos
un punto p € X\{z}. Sean € N tal que p ¢ Bi(x) y sea A, la componente conexa
de X\Bi(x) que contiene a p. Entonces parancada n suficientemente grande, los
conjuntog A,, son subcontinuos donde p € A,. Podemos suponer A; # (), entonces
Ay CAyC ... CX.

Queremos demostrar que |J,~, A, = X\{z}. Por construccién, |JA, C X\{z}.
Ahora veamos que X\{z} C J'~, A,. Para ello, sca y € X\{z}, entonces existe
L e C(X) tal que p,y € L C X\{z}.

Afirmacion. Existe n € N tal que L C X\Bui(x). Para demostrar la afirmacion,
supongamos que para todo n € N, L N Bi(z) # (). Entonces para todo n € N, existe

a,NB1(x). Como L es compacto la sucesion {a, }5°, tiene una subsucesién convergen-
. n 7 . . Z
te, sin pérdida de generalidad para la prueba podemos suponer que lim,,_ ., a, = a,
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para algin a € L. Como d(a,,x) < % para toda n € N, entonces lim,,__,., a,, = x. Asi,
x=a € L C X\{z} lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, existe n € N tal que
L C X\Bi(z). De esta manera, como p € LN A, y dado que A,, es una componente
de X\B1 (nx), se tiene la implicacion L C A,, y como y € L, entonces y € A,,. Por lo
que, X\Ex} C U;Z, A,. Con esto se concluye la implicacién. Asi, ()77, A, = X\{z}

<=) Supongamos ahora que existe {A,}>>; C C(X) tal que X\{z} =2, 4y
Ay C Ay C ... € X\{z}. Sean p,q € X\{x}. Existen ¢,j € N tal que p € A;,q € Aj.
Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que i < j. Asi, p € A; € A; y como
q € Aj,p,q € Aj. Porlo que, x es un punto de no corte débil. O

Definicién 3.0.17. Dado un continuo X diremos que un punto p de X es un punto
de no bloque si existe una sucesion {A,}°2, de subcontinuos de X que no contienen
al punto p y A, C Apy1 para todan € N y U | A, es densa en X. Si no existe tal
sucesion diremos que p bloquea o es de bloque.

Ejemplo:

Consideremos el continuo sen(%) que llamaremos S. Si p es un punto en la barra
limite, entonces p es un punto de no bloque. Para visualizarlo, sea r = (1, sen(1))y
sea {p;}iey una sucesién de puntos en S que converge a p como en la Figura 3.3.
Para cada ¢ € N, sea A; el arco que une a r con p;. Entonces tenemos que para cada
ieN,A CA,pé¢ Ay U, A =S, por lo que p es de no bloque.

P‘

—
=

Figura 3.3:

Por otra parte, si ¢ es un punto en el continuo que no esta en el segmento limite,

tenemos que ¢ es un punto de bloque.
Cada sucesién creciente de elementos de C'(X) que no contengan a g, se tiene que

U,—, A, C Ky o bien |-, A, C K», donde K> es el arco que va de r a ¢ y K es

una copia homeomorfa a sen(L) con punto final en g. Por lo tanto, U~ An # X.

x
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Ki

X\{a}=K,V K,

Figura 3.4:

Definicion 3.0.18. Dado un continuo X diremos que un punto p de X es un punto
orilla si para cada € > 0 existe un subcontinuo C' de X tal quep ¢ C y H(C, X) < e.

Ejemplo:

Figura 3.5:

Sea X el espacio del peine como en la Figura 3.5 (Véase la descripcién en el
Ejemplo 6) y sea p un punto en la barra limite A. Mostraremos que p es un punto
orilla. Para ello, sea € > 0, por el Axioma Arquimediano existe n € N tal que % < E.
Nétese que C' = (U;j_, A;) U({0} x [0,1]) es un subcontinuo de X que no contiene a
p. La afimacién es que H(A, X) < e, es decir, A C N(g,X) y X C N(e, A).

Como A C X, entonces A C N (e, X). Para probar que X C N (e, A) consideremos
z € X.Siz ¢ A, entonces podemos tomar 2 casos: 1) T = (z,+), Lt <X << neN
02) T = (2,0). Si, a = (z,a,) € A, y (x,~) € Ay, entonces d((z, %), (z, 1)) =
e LY

Si T = (z,0), se tiene que d((,0), (z,£)) =]+ |=+ < £ <e

Por lo tanto, X C N(e, A).

De donde se concluye que p es un punto orilla.
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Un concepto relacionado al concepto anterior es el siguiente:

Definicién 3.0.19. Un subconjunto no vacio A de un continuo X con int(A) = ()
es un conjunto orilla, si para cada € > 0, existe un subcontinuo C' de X tal que
ANC =0y HX,C) <e, con H la métrica de Hausdorff.

Lema 3.0.20. Sea X un continuo. Si A es un subconjunto propio de X tal que X\ A
es arco conexo, entonces A es un conjunto orilla de X si y sdlo si Int(A) = 0.

Demostracién. Si A es un conjunto orilla, de la definicién se tiene que Int(A) = 0.
Supongamos que Int(A) = @), X\ A es arco conexo. Queremos demostrar que A es un
conjunto orilla.

Sea € > 0. De la compacidad de X existen bolas abiertas Bs(z1), ..., Bg () tales
que X = U7, By (a,).
Seay e X\Ayz € B (x;)\A. Consideremos el arco yz; = «; que va de y a z; para
cada i € {1,2,...,n} en X\A.
Sea D = U;Zl a;. Notemos que por construccion, D es un subcontinuo de X tal que
DN A=0, resta demostrar que H(D, X) < e.
Claramente D C N (e, X). Veamos ahora que si z € X, entonces x € N (e, D), es decir
existe un z € D tal que d(z, 2) < e. Tomemos Bs (z;) para algin i € {1,2,...,n} tal
que z € Bs(z;). Como z; € B (w;), entonces d(z, 2;) < d(x, ;) + d(z;, 2) < e. Asi,
d(z, z;) < e.
De esta manera, H(D, X) < €. Por lo tanto, A es un conjunto orilla.

]

Definicién 3.0.21. Dado un continuo X, diremos que p es un punto de no centro
fuerte si para cada par de abiertos A, B de X no vacios, existe un subcontinuo K
que no contiene ap y KNA#DO y KNB#(.

Ejemplo:

Sea X el continuo sen(%) y sea T = 0. El punto Z es de no centro fuerte, ya que
cualquier par de conjuntos abiertos A y B es el continuo, simpre se puede encontrar
un subcontinuo que intersecte ambos conjuntos sin incluir el punto 0, pues continuo
oscila infinitamente cerca de T, y por lo que intersecta a los conjuntos abiertos.
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\
S |

———— = = = = =

Figura 3.6:

Definicion 3.0.22. Dado un continuo X, diremos que un punto p de X es un punto
de no corte si X\{p} es conexo; en caso contrario se dira que p es un punto de

corte.

Observacion: La propiedad de tener puntos de corte se conserva bajo homeomor-
fismos, pero para las funciones continuas no siempre se conservan los puntos de corte.
Vamos a definir que es una cortadura para lo que sigue:

Sean X un continuo y p € X. Si p es un punto de corte y U y V son 2 abiertos de
X tales que X\{p} = U|V, entonces el conjunto {p,U,V} es llamada una cortadura

de X.
Si X es un continuo y {p,U,V} una cortadura. Entonces por el Teorema 1.3.2,

UU{p} y VU{p} son continuos.
Ejemplo:

En el continuo Abanico arménico con el segmento limite alargado, el punto ¢
marcado en la Figura 3.7. es un punto de no corte, pues X\{q} es conexo.

El punto p es de corte. Consideremos H como el abanico arménico sin el punto p
y K el intervalo (p,q], entonces X\{p} = H U K donde H y K son abiertos ajenos
no vacios. Por lo tanto, p es de corte.
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Figura 3.7:

3.1. Comparacién de los puntos en el borde

Para probar que ser punto de conexidad colocal implica ser punto de no corte
débil, probaremos el siguiente resultado.

Teorema 3.1.1. Sean X un continuo yp € X. Si p es de conexidad colocal entonces
existen subcontinuos Ay C Ay C ... C X tales que X\{z} = 7, A,.

Demostracion. Sea x € X tal que x es un punto de conexidad colocal. Esto implica
por definicién que existe un sistema local de vecindades abiertas V, de x tal que para
todo V € V,, X\V es conexo, y como V es abierto, X\V es cerrado y por lo tanto
compacto. Esto es X\V es un continuo para todo V' € V,.
Sea x € V4, para alguna V' € V,. Por lo anterior X\V = A; es un continuo. Como V;
es un abierto, existe 0 < g1 < % tal que = € B, (z) C Vj. Por lo que existe V5 € V), tal
que Vo C B, (z). Sea Ay = X\ V5, el cual cumple que A; C As. De manera inductiva
existe 0 < g, < 2% tal que B, (x) C V, y existe V11 € V, tal que V,,,1 C B, (z) y
ademés si A, 11 = X\V,41, entonces A, 1 es un continuo tal que A,, C A, 4.
Afirmacion. |J,—, A, = X \{x}.
Como A, = X\V y z € V, entonces A, C X\V C X\{z}. Por lo que A, C X\{z}.
De esta manera | J~ | A, C X\{z}.
Por otra parte, si y € X\{z}, sea ¢ = d(z,y) > 0. Tomemos n € N tal que ¢, < e.
Esto implica que y ¢ B, (z) y como V, 1 C B. (z), entonces y ¢ V, 1. Asi, y €
X\Vit1 = Aps1. De donde concluimos que y € [J7 | A, O

Proposicién 3.1.2. Sean X un continuo y p € X. Si p es un punto de conexidad
colocal entonces p es un punto de no corte débil.

Demostracion. La demostracion se sigue de la Proposicién 3.0.3 y del Teorema 3.1.1.
m

Ser punto de no corte débil no implica ser punto de conexidad colocal. Para eso
veamos el continuo que se observa en la Figura 3.8.
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Sea X el dendroide en el plano construido de la siguiente manera: si p = (0,0),q =
(1,0),an, = (1,2),b, = (1,—2) y ¢, = (0,—+) son puntos en R? entonces X =
pq U (U,~,(pa, U S, Ub,c,) es un dendroide, donde para cada n € N, S,, es la semi
circunferencia con centro en ¢ que contiene a los puntos a, y b,. El punto g es un
punto de no corte débil, y no es punto de conexidad colocal.

Pues cada abierto V' lo suficientemente pequeno que contiene a ¢ satisface que
X\V no es conexo, al menos hay 2 componentes: una que contiene a p y otra que
contiene ¢, para alguna n € N.

Y siy,z € X\{q}, entonces siempre hay un arco yz que no contiene a ¢g. Por lo
que ¢ es un punto de no corte débil.

Qn

A ans

Cn bn

Figura 3.8:

Proposicién 3.1.3. Sean X un continuo y p € X. Si p no es un punto de no corte
débil, entonces p es un punto de no bloque.

Demostracion. Sea p un punto de no corte débil entonces por la Proposicién 3.0.3.
existe una sucesion de subcontinuos A; C Ay C ... C X tal que X\{p} = _, An.
Por lo que tenemos que demostrar que (J -, A, = X. Para ello, basta mostrar que
X U7 A
Notemos primero que si X es un espacio métrico conexo, entonces para cada x € X
y € > 0, las B.(x) son no degeneradas, pues si B.(x) = {z}, entonces {z} serfa un
abierto en X. Ademds, como X es métrico, {p} es cerrado en X. Lo cual contradice
que un espacio es conexo si y solo si los tnicos abiertos y cerrados son el conjunto
vacio y el mismo X.

Por lo que, B.(z) es no degenerada.
Comencemos la prueba, seap € X y e > 0. Sea g € B.(z)\{p}, entonces ¢ € X\{p} =
U~ , An, por lo que para algin n € N, g € A,. Por lo tanto, ¢ € B.(p) N A,, lo que

significa que p € |~ A,. Asi, p es un punto de no bloque. n

Ser punto de no bloque no implica ser punto de no corte débil. Consideremos
el continuo X = sen(:). El continuo X se puede ver como la unién de L con S
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donde L = {0} x [-1,1] y S es la grafica de la funcién f : (0,1] — R, dada por
f(@) = sen(L).

Si x € L, ya vimos por la Figura 3.3 que x es de no bloque.

Sin en cambio, si x € Ly y € L(z # y) y z € S, no hay forma de tener un
continuo que contenga a y y z que no contenga a x pues todo continuo que contiene
ayy z debe contener a L y x € L. Por lo que = no es punto de no corte débil.

L.'n!] 5

|
“'5 ;

' |

Figura 3.9:

Teorema 3.1.4. Sean X un continuo y p € X. Si p es un punto de no bloque,
entonces p es un punto orilla.

Demostracion. Supongamos que p no es un punto orilla; es decir, supongamos que
existe € > 0 tal que para todo C' € C(X) tal que p ¢ C se tiene que H(C, X) > e.
De acuerdo a la Proposicién 1.5.2, X & N(e,C). Por otra parte, dado que p es un
punto de no bloque, existe una sucesién {4, }°;, de continuos tal que A, C A,4
para todon € Ny J | A, = X. Por lo supuesto, para cada n € N tenemos que
X & N(g,Ay); es decir, existe z, € X\N(g, A,). De aqui B.(x,) N A, = 0 para
todo n € N. Hemos construido una sucesiéon {z,}°°, en X que de la compacidad
de X, existe una subsucesion convergente. Sin perder generalidad podemos suponer
que la sucesién converge a un punto z € X. Dado que | J>—, A, = X, se tiene que
Be(z) N Ay # () para algin m € N. Como A, C A, para toda n € N, se tiene
que B: (x) N A, # 0 para toda n > m. Por otra parte, de la convergencia de la
sucesion {z, };2; tenemos que existe N € N tal que para todo n > N, z,, € B ().
Para ng =max{N,m} se tiene que Bz (z) N Ap, # 0 y 7, € Bz(x). De lo anterior si
2 € Be(2)NA,, d(ny, 2) < d(2ny, 2)+d(7,2) < 5+5 = &. Porlo que B.(2n,)N Ay, # 0
contradiciendo el hecho de que B.(x,) N A, = 0 para toda n € N.

Por lo tanto estuvo mal suponer que p no es punto orilla. Asi, p es un punto orilla. [J

Definicién 3.1.5. Dado un espacio métrico (X,d) y e > 0, un subconjunto S C X
es una € — red si para todo punto x € X, eziste un punto s € S tal que d(x,s) < ¢.

Ser punto orilla no implica ser punto de no bloque. Para ello construiremos un
dendroide auxiliandonos del abdnico de Cantor.
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Sea C el conjunto de Cantor y A el abanico de Cantor construido de la siguiente
manera:

Tomamos el conjunto de Cantor como base y altura 1, luego identificamos a la
altura %, %, %L y asi sucesivamente. Para ello nos vamos a auxiliar del abanico de Cantor.
Para construir el dendroide de Cantor.

Para ello construiremos un dendroide X de la siguiente manera: Sean C el conjunto
de Cantor y p = (0, 1). El abanico de Cantor Y estd dado como Y = ey oy P¢ © R2.

Ahora para cada n € N, consideremos una %-red finita de C x {0} que denotaremos
por D,, = {d, ..., dZ(n)}' Tomemos el espacio cociente X de Y, cuyos elementos no
degenerados estan dados por conjuntos finitos M dados de la siguiente manera:
Para cada a € [1 — 1,1) y n € N, consideremos M = [, N (UZ(IL) pd™) donde
lo ={(t,a) : t € R}.

Figura 3.10:

El espacio cociente X bajo esta descomposicién, que resulta ser semicontinua
superiormente, es un dendroide donde {p} es un punto orilla pero no es de bloque.

Figura 3.11:

Proposicién 3.1.6. Sean X un continuo y p € X si p es un punto orilla, entonces
p es un punto de no centro fuerte.

Demostracion. Sea p un punto orilla de X y sean A y B dos conjuntos abiertos
distintos de X. Tomemos a € A,b € B tales que a #p # by a # b. Sea 0 < ¢ <min
{d(a,p),d(a,b),d(b,p)} y que ademés se cumpla que B.(a) C Ay B.(b) C B.

Por hipétesis existe C' € C(X) talquep ¢ C'y H(X,C) < € es decir, X C N(g,C).
Por lo anterior, como a,b € X, existen c,, ¢, € C tales que d(cq,a) < ey d(c,b) < €.
Esto implica que C N B.(b) # 0y CN B.(a) # (. Porloque CNA# 0y CN B #0.

De donde se concluye que p es un punto de no centro fuerte. O

Ser punto de no centro fuerte no implica ser punto orilla. Veamos el siguiente
ejemplo:

Figura 3.12:

Consideremos de nuevo el conjunto de Cantor C y el abanico de Cantor Y.

Sea D = {(a},ay) € C x C:a" # a} paran € Ny {a", a5} N {a},ay} = () para
m # n} denso en C' x C. Definimos una descomposicién 7 del abdnico de Cantor y
cuyos elementos no degenerados constan de K = [, N U?Zl pa; para cadan € Ny
a€ll— %, 1), donde [, es como en el ejemplo anterior.

El espacio cociente X = Y/7 es nuevamente un dendroide, donde el punto {p}
mostrado en la Figura 3.12 es un punto de no centro fuerte pero no es punto orilla.
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Proposiciéon 3.1.7. Sean X un continuo y p € X si p es un punto de no centro
fuerte, entonces p es un punto de no corte.

Demostracion. Procederemos por contrapuesta.

Supongamos que p es un punto de corte, entonces X\{p} = U UV donde U y V
son abiertos ajenos no vacios de X. Sea Y € C(X) tal que p ¢ Y. Esto implica que
Y C X\{p}. De la Proposiciéon 1.2.2, Y CU oY CV.SiY C U entonces Y NK = {).
De esta manera hemos encontrado un subcontinuo Y tal que p ¢ Y y no intersecta a
la vez a 2 abiertos. Esto implica que p no es de no centro fuerte. O

Ser punto de no corte no implica ser punto de no centro fuerte. Veamos el siguiente
ejemplo:

Sea X un continuo definido de la siguiente manera: Tomemos S! la circunferencia
unitaria. Sea V; una espiral que se va acercando desde afuera hacia la circunferencia
y sea V5 una espiral que se va acercando desde adentro hacia la circunferencia como
se muestra en la Figura 3.13.

Figura 3.13:

Cualquier punto de la circunferencia S* es un punto de no corte, pues X\{p} es
conexo.

Sin embargo, p no es de no centro fuerte. Para ello, consideremos a z el punto
extremo de la espiral V] y y el punto extremo de la espiral V5.

Sea 0 < € <min d(z,S'),d(y, S'). Si consideramos un subcontinuo C' que inter-
secte a B(r) N X y B.(y) N X, forsozamente debe contener a S*, por lo que p estaria
en C. De esto p no puede ser de no centro fuerte.

El siguiente resultado muestra que los conceptos arriba definidos son equivalentes
en los continuos semilocalmente conexos.

Proposiciéon 3.1.8. Si X es un continuo semilocalmente conexo entonces los siguien-
tes conceptos son equivalentes:

1. punto de conexidad colocal.

2. punto de no corte débil.
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3. punto de no bloque.

4. punto orilla.

5. punto de no centro fuerte.
6. punto de no corte.

Demostracion. Por las implicaciones mostradas anteriormente es suficiente mostrar
que 6) = 1).
Sea x un punto de no corte. Tomemos una vecindad U de X. Dado que X es semi-
localmente conexo en x, existe un abierto V de X tal que z € V C U y X\V tiene
una cantidad finita de componentes C4, ..., Cy,. Como X\U C X\V. Consideremos
sin pérdida de generalidad que C4, ...,C,, (n < m) cubren a X\U.

Por [18, (6.2)], existen subcontinuos X;; € X\{z},1 < 1,5 < n, tal que X;; in-
tersecta a C; y C; para toda i # j. Consideremos el conjunto W = U\(U;_, C; U
Ui;éj Xij)-

Afirmacion. W es un abierto tal que X\W es conexo.
Claramente W' es un conjunto abierto, pues W = U\(U;_, C; U U,; Xi) = U N
(U, Ciu Uiz; Xi5)¢, es la interseccion de 2 conjuntos abiertos de X
Para probar que X'\ es conexo, vamos a probar que X\W = |J;_, C; U (U,; Xij)-
Notemos que:

X\W = X\(U\( U u(Jxi)
i=1 i#]

=x\unx\(JculJxn)

i#]

= (X\U)U Uo U Jxy)

7]

:UC U((JXy), pues X\U C OO

1#£j i=1

Por lo que concluimos que X\W = (J, C; U (U,; Xij). Dado que cada par
de componentes C;, C; son intersectadas por un continuo Xj;, se tiene que X\W es
conexo que es lo que queriamos probar. O

Definicién 3.1.9. Sean X un continuo y p, ¢ € X. Diremos que X es aposindético
en p con respecto de q si existe un subcontinuo W de X y un conjunto abierto
U de X tal quep € U C W C X\{q}. El continuo X es aposindético en p si es
aposindético en p con respecto a cualquier otro punto. Y diremos que X es aposindético
st X es aposindético en cada uno de sus puntos.
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Ejemplos:
Consideremos el arco pg como en la Figura 3.8. El arco es aposindético. Para

cualesquiera 2 puntos z, y distintos en pq, siempre es posible encontrar un subcontinuo
Y de z, tal que z € int(Y) CY C pg\{y}.

Figura 3.14:
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Para el siguiente ejemplo consideremos el abanico arménico X. No es dificil con-
vencerse que si x pertenece a la barra limite y que es diferente del vértice, X no es
aposindético en z. Cualquier continuo Y que contenga a x en su interior, forzosamente
debe contener a y. Por lo que X no es aposindético. A pesar de eso, X es aposindético
en el vértice.

Figura 3.15:

Teorema 3.1.10. Un continuo X es aposindético si y solo si este es semilocalmente
conexo.

Demostracion. Supongamos que X es aposindético. Sea x € X. Mostraremos que X
es semilocalmente conexo en z.

Sea U un subconjunto abierto de X que contiene a x. Como z es aposindético,
para cada y € X\U existe un subcontinuo W, de z y un abierto V' de x tal que
yeV CW, C X\{z}. La propiedad anterior se puede escribir como y € int(W,) C
W, € X\{z} ..... (1)

Como para cada y € X\U se puede obtener un continuo W, como en (1) y dado
que X\U es cerrado y por tanto compacto, se tiene que la familia C' = {int(W},) :
y € X\U} es una cubierta abierta X\U por lo que existen yi, ..., y, € X\U tales que
X\U C U;n:l int(W,).

Sea V = X\ (Uj~,(W,)). Afirmamos que V" es el abierto buscando pues z € V. C U
y como X\V = |J_, W,,.; es decir, es la unién de un ntmero finito de continuos
entonces X\V tiene a lo mds un ndmero finito de componentes. Por lo tanto X es
semilocalmente conexo, pues = fue arbitrario.

Ahora supongamos que X es semilocalmente conexo. Sean x,y € X. Mostraremos
que x es aposindético en x con respecto a y. Sea U un subconjunto abierto de z tal
que y € U C X\{z}. Como X es T3, existe un conjunto abierto U’ de X tal que
yeU C U’ C U. Dado que X es semilocalmente conexo, existe un conjunto abierto
de X tal que y € V. C U’ y X\V tiene una cantidad finita de componentes. Por el
Lema 1.2.4, = pertenece al interior de la componente de X\V que contiene a z.
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Como la componente es cerrada y conexo, es un continuo que contiene a x en
su interior y que estd contenido en X\{y}. Por lo que X es aposindético en = con
respecto a y. Asi, X es aposindético, debido a que = y y fueron arbitrarios. O

Teorema 3.1.11. Sea X un continuo. Si X es localmente conexo entonces X es
aposindético.

Demostracion. Sean x,y € X. Dado que X'\{x} es un abierto que contiene a y, existe
un abierto U de X tal que y € U C U C X\{z}. De la conexidad local existe un
abierto y conexo V' tal que x € V C U. De esta manera V es un subcontinuo de X
tal que x € int(V) C X\{z}. Asi, X es aposindético. O

Por los Teorema 3.1.10 y Teorema 3.1.11 se tiene como corolario el siguiente re-
sultado.

Corolario 3.1.12. Si X es continuo localmente conexo, entonces X es semilocalmen-
te conexo.

De los resultados anteriores tenemos que si X es continuo localmente conexo,
entonces todos los puntos en el borde dados en la Proposiciéon 3.1.8 también son
equivalentes en este tipo de espacios.

3.2. Existencia de puntos en el borde

En esta seccién veremos que cualquier continuo no degenerado, tienen puntos
orilla, no bloque, de no centro fuerte y de no corte.

Teorema 3.2.1. [2, Teorema 5, pp. 500] . Sea X un continuo y A un subconjunto
propio de X. Entonces existe x € X\A tal que |J{C € C(X) : C C X\{z} vy
CNA+#D} es densa en X.

Teorema 3.2.2. Sea X un continuo no degenerado. Entonces, X tiene al menos 2
puntos orilla.

Demostracion. Sea p € X, por el Teorema 3.2.1, existe un punto ¢ € X\{z}, tal que
D= {CeC(X):xe€Cyq¢ C} es un conjunto denso en X. Ahora bien para
€ > 0, podemos cubrir a X con los elementos de la familia B = {B:(z) : z € X }. Por
la compacidad de X, existen z1, ..., 7, € X tal que X = J_, Be(z;).

Dado que D es un conjunto denso, BE(:BZ) N D # () para todo i = 1, ..., n. Esto quiere
decir que existe un subcontinuo C; tal que z € C;,q & C; y Be(z;) N C; # 0.
Consideremos el continuo C' = |J;_, C;. Notemos que por la definicién del conjunto
D, q ¢ C; . Mostraremos que ¢ es un punto orilla, probando que H(C, X) < e. Dado
que C' C N(X). Basta probar que X C N.(C).

Sea y € X. Entonces existe i = 1,...,n tal que y € Bg(;). De aqui, d(y,z;) <
y €Omo Bi(xz) N C; # ) entonces existe z; € C; tal que d(x;,2;) < e. Por lo qu
d(y, z) < d(y,v;) +d(xi, z:) < 5§+ § =€ Asi, X C N(A).

Por lo tanto ¢ es un punto orilla. Repitiendo el mismo argumento de la prueba para
¢, obtenemos un punto p distinto de ¢ que es orilla. De esta manera, X tiene al menos
2 puntos orilla. O

£
2
€,
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De las implicaciones dadas en el capitulo anterior tenemos lo siguiente.

Corolario 3.2.3. Sea X un continuo no degenerado. Entonces X tiene al menos 2
puntos de no centro fuerte.

Probaremos que pasa lo mismo para puntos de no bloque.

Sea NB = {p € X : p es un punto de no bloque }.

Teorema 3.2.4. Sea X un continuo. Entonces no existe un subcontinuo propio de
X que contenga a NB.

Demostracion. Supongamos que existe Y subcontinuo propio de X tal que NB C Y.
Por el Teorema 3.2.1 existe x € X\Y tal que el conjunto B = | J{C C C(X) : C C
X\{z} con CNY # 0} es denso en X. Como z ¢ Y, = es de bloque y d(z,Y) > 0.
Sea ¢ = d(z,Y’). Consideremos la sucesién ()52 ;. Claramente lim,, o 5 = 0.
Ahora consideremos C), la componente de X\B < (z) que contiene a Y para cada
n € N. Dado que el conjunto B¢ (z) es abierto, entonces C, es cerrado en X. Por
lo que C), es un subcontinuo de X. Por construccién C,, C C),,; para todo n € N.
Mostraremos que | J -, C,, = X.

Para ello mostraremos que B C |J,~, C,. De esta manera tendremos que B C
U,~, C,, = X. Por lo que |J;~, C,, serfa densa en X.

Sea C € C(X) tal que CNY # 0y C C X\{z}. Si r =d(z,C) > 0 entonces
existe N € N, tal que 0 < 5% < r. Esto implica que X\B, C X\BQLN. Dado que C,
es la componente de X\BZLN que contiene a Yy CNY # (), entonces C C C,,.

Por lo que B C J.2, C,. De donde se concluye que x es de bloque, lo cual
contradice la eleccion de x. O

Corolario 3.2.5. Sea X un continuo no degenerado. Entonces X contiene al menos
2 puntos de no bloque.

Demostracion. Primero mostraremos la existencia de un punto de no bloque. Sip € X
es arbitrario, entonces por el Teorema 3.2.1 existe x € X\{p} tal que el conjunto
U{C CCX):CC X\{z} ype C} esdenso en X. Usando la misma prueba del
teorema anterior se prueba que x es un punto de bloque.

Si fuera el dnico, entonces el subcontinuo {z} serfa un subcontinuo propio que
contiene a z. Lo cual contradice el teorema anterior. Por lo que al menos X debe
tener 2 puntos de no bloque. O

Lo que sigue es mostrar que todo continuo tiene al menos 2 puntos de no corte.
Sean X un continuoy p € X. Sip es un punto de corte y U y V son 2 abiertos de X
tales que X \{p} = U]V, entonces el conjunto {p, U,V'} es llamado una cortadura
de X.
Si X es un continuo y {p,U,V} es una cortadura, entonces por el Teorema 1.3.2,
UU{p}y V U{p} son continuos.

Teorema 3.2.6. Si X es un continuo y {p,U,V} es una cortadura entonces cada
uno de los conjuntos U y V' contiene algin punto que no es de corte.
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Demostracién. Sea NC = {p € X : p es de no corte}. Supongamos que NC NU = (J;
es decir, todos los puntos de U son de corte. Entonces para cada x € U tenemos una
cortadura {z,V,,U,}. Como U, U {xz} y V, U {x} son conexos. Observemos que si
p € V, entonces U, {x} C U y sip € U, U{z} se tiene que V, U {z}. Sin pérdida
de generalidad, llamemos V, al elemento de la cortadura que contiene a p. De esta
observacion se tiene que U, U {z} C U.

Consideremos la familia F = {U, : ¢ € U} ordenada parcialmente de la siguiente
manera: diremos U, > U, siy sélo si U, C U,,.

Sea § = {{Us, }aca : {Us, }aca es una cadena} y definamos un orden parcial de la
siguiente forma: {Us, faca < {Us, ften, St {Us, faca € {Us, treB 6 {ZTa}aca € {Ts}rep-

Afirmacion: Toda cadena de § tiene cota superior. Para probarlo, sea C = {{U,, }asea
i € I} una cadena de elementos de §. Mostraremos que € = (J{{U,, }aea:i €1} =
{Uxa }aseaier es un elemento de §. Si ay y b; pertenecen a A; entonces Ux y Uxbk
pertenecen a la misma cadena { Uxa }a;ea. Por lo que Uxa < Uzb 0 Vlceversa

Si ay, pertenece a A; y b, pertenece aAjcon A, # A, entonces Uza € {Uxa }aJGA
y Uz b; {U{L‘al }CL»LEAZ

Dado que las cadenas anteriores estan contenidas en C sucede que
{Uso, Yasen;, © {Usy Yaica; 0 {Usy, taica, © {Us,, tajea, 0 viceversa. Por lo tanto se
concluye que € es un elemento de § y ademaés es una cota superior. Usando el Lema
de Zorn, § tiene un elemento maximal {U,, }aca.

Ahora veamos que (,c4 Uz, = (yealUse U{Za}] - (1)

Claramente, (,c4 Uz, C ﬂaeA[Uxa U {x.}].

Para la otra contencién, queremos ver que para toda a € A, existe b € A tal que
zq & Us, ast tendremos que las z, no estan en la interseccién (,c 4 [Uz, U {x4}]. Por
lo que al tomar la interseccién anterior obtenemos (1).

Si existiera x; tal que x, € U,, para toda a # b entonces V,, U {z,} C Uy, UV,,,
pero como p € V,, NV, se tiene que V,,, U {z,} C V,, por lo que z, perteneceria a
Vi, - Entonces U,, U{zp} C U,, UV,,, pero como se supuso que z, € U,,, se tiene que
Uzb U {xb} g Uaca-

Por lo tanito, Uy, U{es} € MaealUs U{ad] = (MysylUa, Udwa})) 0 0, U} €
Uy, U{xs}. De aqui, U, U{xs} = (yealUz, U {za})-

Si @, € U, entonces Vi, U{zp,} NU, #0 .... (2).

Sea z € U,, entonces x;, ¢ U..

Afirmacion. Si z € U,b, entonces x;, ¢ U..

Pues x;, € V,,, U{xp,} NU,, de aqui se tiene que V,, U{z,} NV, # 0 .... (3), porque
peV, NV,.

De (2) y (3) tenemos que V,, U {x,} C U, UV,, por lo tanto U, U V, es una
separacion de V,, U {x;} contradiciendo el hecho de que V,, U {z} es conexo. Por lo
que zp, ¢ U,.

De lo anterior, tenemos que U, U{z} C U,,. Por lo tanto, U, C U,, C U,, y como
xp ¢ U,, resulta que U, # U,, para toda a € A, ademéas U, > U,, por lo que la familia
{Us, }aea U{U.} es una cadena con un elemento mas que {U,, }4ca lo que contradice
lo maximal de la misma. Por lo tanto se tiene (1).
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También tenemos que cada conjunto U,, U {z,} es cerrado y la familia satisface
la propiedad de la intersccién finita. Asi existe un punto xg € () .4 U, Ahora, si ¢
es un punto de U, , entonces xy ¢ U,, de donde U, C Uy, .... (4)

Como x¢ € U,, para toda a € A, se tiene que V,, U {x,} C V,, de lo que se tiene
Uz, C Up,y U{Tao} C Uy, - (5)

De (4) y (5) se tiene que U, C U,, para toda a € Ay como zy ¢ U, resulta que
U, # U,, para toda a € A, luego la familia {U,, }sea U {U,} contiene propiamente
a {Uyg, taca contradiciendo lo maximal de la familia. La contradiccion proviene de
suponer que NC NU = .

Por lo tanto U tiene puntos que no son de corte. Analogamente se muestra que V'
tiene puntos que no son de corte. O

acA

Teorema 3.2.7. Todo continuo no degenerado X tiene al menos dos puntos de no
corte.

Demostracion. Sea X un continuo no degenerado. Si X no contiene puntos de corte
ya acabamos, pues todo continuo no degenerado tiene mas de un punto por lo tanto
tiene mas de 2 puntos de no corte. Si p es un punto de corte de X, entonces p me
genera una cortadura {p, U, V'} de X. Por el Teorema 3.2.6, U y V tienen puntos que
no son de corte. O]

Notese que otras formas de probar que un continuo tiene al menos dos puntos
de no corte, nos las dan el Teorema 3.2.2 y el Corolario 3.2.5, pues sabemos por lo
realizado anteriormente que todo punto de bloque y todo punto orilla son puntos de
no corte.

3.3. Caracterizaciones del intervalo con puntos en
el borde

A continuacién daremos una caracterizacion del intervalo [0, 1], usando el concepto
de grafica y puntos de no corte.

Definicién 3.3.1. Una grdfica es un continuo el cual se puede representar como una
union finita de arcos, tales que para cualesquiera 2 arcos, se tiene 6 que son disjuntos
0 se intersectan en un punto extremo o se intersectan ambos en sus puntos finales.

Ejemplos:

Definicién 3.3.2. Un drbol es una grdifica finita que no contiene curvas cerradas
simples.

Para la caracterizacion del intervalo, usaremos también el concepto de niimero de
disconexién.

Definicién 3.3.3. (Numero de disconexion). Sea X un espacio topoldgico conezxo.
Un nimero cardinal n < xo es llamado numero de disconexion para X si para
cada subconjunto B de X con cardinalidad igual a n; es decir, si |B| = n, se tiene
que X\ B no es conero.
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Figura 3.16:

Se denota por D(X) a un nimero de disconexiéon de X menor o igual que xo.
Denotaremos por D?(X) al menor nimero de disconexién para X.

Ejemplos de nimero de disconexion.

1. Sean X = pq un arco, B = {p,w,q},C = {p,w},D = {w}h, E = {p,q} vy
F={q}.
|B| =3,|C|=2,|D| =1,|F|=1,|E| =2 ni 2, ni 1 son nimeros de disconexién
y 3= D(X) = D*(X).

2. Si X =8y A= {p,q,r}, entonces 3 es ntimero de disconexién, sin embargo
D? = 2 ya que al menos necesitamos tener conjuntos de 2 puntos, para tener
que su complemento sea disconexo.

3. Si X representa el continuo de la Figura 3.13.; no es dificil convencerse, que 9
por ejemplo es nimero de disconexion, pero D*(X) = 5.

El siguiente resultado no se mostrara pero se dejara la referencia para su consulta.

Teorema 3.3.4. ([12, Teorema 9.24, pp.152) ). Sea X un continuo. Las siguientes
proposiciones son equivalentes:
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Figura 3.17:

Figura 3.18:

1. X es una grdfica,

2. D(X) < x.

3. existe n € N el cual es un nimero de disconezion de X; es decir, D*(X) < xo.
Definamos a continuacion el orden de un conjunto en un continuo.

Definicién 3.3.5. Sean X un continuo, A C X y B un niumero cardinal. Se dice
que A tiene orden < 5 en X, que denotaremos por ord(A, X) < f3, si para cada
conjunto abierto U de X, existe otro abierto V', tal que ACV CU y |Fr(V)| < 8.
Diremos que A es de orden 5 en X, denotado por ord(A, X) = siord(A, X) <
B yord(A, X) £ « para cada nimero cardinal o < 3.
En el caso particular de que A = {p}, se escribe ord(P, X), en lugar de ord({p}, X),
y si ord(p, X) =1 se dice que p es un punto extremo de X.

El siguiente teorema muestra como es el orden de cada punto en una grafica.
Teorema 3.3.6. Si X es una grifica, entonces se cumple lo siguiente:

1. ord(p, X) < xo para todo p € X.
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Figura 3.19:

2. ord(p, X) < 2 para todo p € X, excepto en un nimero finito de puntos.

Demostracion. Como X es la union finita de arcos que por pares son ajenos 6 se unen
en un punto extremo 6 se unen en sus 2 puntos extremos, entonces podemos tener 3
clases de puntos dentro de la grafica.

a) Puntos finales los cuales tienen orden uno y la cardinalidad de tal conjunto es
finito, pues sélo se tienen un nimero finito de arcos.

b) Puntos llamados puntos de ramificacién en donde se unen 3 o mas arcos cuyo
orden es mayor o igual a 3 y menor que xp. De estos sélo se tiene una cantidad finita,
pues la gréafica sélo consiste de un ntimero finito de arcos.

¢) Puntos llamados ordinarios que son el complemento de la unién de los puntos
finales y de ramificacién. Dado que |X| = 2X° y la cardinalidad de los puntos de
ramificacién unién los puntos finales es finito, entonces la cardinalidad de los puntos
de orden 2 es infinita. Esto es, ord(p, X) = 2 para todos excepto para un nimero
finito de puntos. n

Teorema 3.3.7. Si X es un continuo con una cantidad finita de puntos de no corte,
entonces X es un drbol.

Demostracion. Sea NC' = {p € X : p es de no corte }. Para probar que X es un
arbol, mostraremos primero que |[NC| + 1 es un nimero de disconexién de X. Sea
F C X tal que |F| = |[NC| + 1. De lo anterior, existe p € F' tal que p es un punto de
corte de X; es decir, X\{p} es disconexo con al menos 2 componentes, cada cual es
no numerable por ser X no degenerado.

De esta manera como p € F, se tiene que X\ F no es conexo y |F| < xo, de donde se
concluye que [NC|+ 1 es nimero de disconexién de X. Del Teorema 3.3.4. X es una
grafica.

Supéngase ahora que X contiene una curva cerrada simple S y sea B = {w € S :
ord(w, X)) > 2}. De la definicién de B, si p € S\B, se tiene que p es de no corte en
X, pues S\{p} es conexo. Si z € X\S, existe un arco A en X, que va de z a un punto
w € B tal que ANS = {w}. Dicho de otra manera (S\B) C NC'. Dado que |B| < xo
por la condicién 2) del Teorema 3.3.6, se tiene que |S\B| = xo, lo cual contradice que
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INC| < xo. Por lo tanto X no tiene curvas cerradas simples. De donde se concluye
que X es un arbol. O

Corolario 3.3.8. Sea X un continuo no degenerado y sea N el conjunto de todos los
puntos de no corte de X. Entonces ningun subconjunto propio conexo de X contiene

a N.

Demostracion. Supongamos que existe un subconjunto propio conexo C' de X tal que
N C C. Como C es propio, sea z € X\{C}. Dado que N C C, entonces z es un punto
de corte, es decir X\{z} = A|B para algunos subconjuntos A y B de X. Dado que
z ¢ C, entonces C' C X\{z}.

Por otra parte, por el Teorema 3.2.6 A y B tienen puntos de no corte, es decir
NNA#Qy NNB#0ydado que N C C, entonces CNA#Dy CNB=40.

De esta manera, como C' C X \{z} = A|B se tiene que C es disconexo, lo cual es una
contradiccion. Por lo que estuvo mal suponer que C' es propio. O]

El siguiente resultado muestra una caracterizacion del arco en términos de sus
puntos de no corte.

Teorema 3.3.9. Un continuo X es un arco si y solo si X tiene exactamente dos
puntos de no corte.

Demostracion. =) Un arco al ser homeomorfo a un intervalo, solo tiene 2 puntos
de no corte.

<) Supongamos que X es un continuo con exactamente dos puntos de corte p y
q. Por el Teorema 3.3.7 X es un arbol, por definicién de arbol es un continuo arco
conexo. Asi, existe un arco 5 de X que va de p a ¢, usando el corolario anterior se
deduce que 8 = X es decir; X es un arco. O

A continuacién daremos una caracterizacién del arco en términos de puntos de
irreducibilidad.

Definicién 3.3.10. Sean X un continuo y A C X. Diremos que X es irreducible
alrededor de A si no existe un subcontinuo propio que lo contenga. Si A = {p, q},
se dice que X es irreducible entre p y q. A los puntos p y q se les suele llamar
puntos de irreducibilidad.

Se dird que X es trreducible si existen 2 puntos de X en donde X es irreducible
entre ellos. Diremos que p es un punto de irreducibilidad si existe otro punto q € X,
para el cual X es irreducible entre p y q.

Definicién 3.3.11. Un continuo X es unicamente irreducible si solo tiene 2 puntos
de irreducibilidad.

Un resultado importante en teoria de continuos que caracteriza a los continuos
indescomponibles es el siguiente.

Teorema 3.3.12. ([12, Corolario 11.19]). Sea X un continuo no degenerado. Enton-
ces X es indescomponible si y solo si cada punto de X es de irreducibilidad.
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Como consecuencia de lo anterior tenemos que si un continuo es inicamente irre-
ducible entonces es descomponible.

Definicién 3.3.13. Sean X un continuo y A, B subconjuntos compactos no vacios
de X . Decimos que un subconjunto continuo C' de X es irreducible de A a B, y
escribimos:

C =irr(A, B)

siempre que C N A # 0,C N B # ( y ningin subconjunto continuo propio de C
intersecta tanto a A como a B. Si A o B son conjuntos unipuntuales, omitimos la
notacion de conjunto; asi, por ejemplo, si A = {p} y B = {q} como se indicd antes,
decimos que C' es irreducible de p a q y escribimos

C =irr(p,q)
que es la definicion de irreducible entre 2 puntos.

Proposicién 3.3.14. ( [12, Proposicion 11.30, pp. 212 ). Si X es un continuo y
A, B son subconjuntos compactos de X, entonces existe un subcontinuo C' de X que
es irreducible entre A y B.

Teorema 3.3.15. Sea X un continuo no degenerado. X es un arco si y solo si cada
subcontinuo no degenerado de X es unicamente irreducible.

Demostracion. =) Si X es un arco, claramente X es inicamente irreducible y cada
uno de sus subcontinuos no degenerados es inicamente irreducible.

<) Supongamos quee existen p,q € X, tales que X es tnicamente irreducible
entre p,q. Sea r € X\{p,q}. Sea A = {r,p} y B = {r,q}. Entonces por la Proposi-
cion 3.3.14, existen subcontinuos, en este caso propios, H y K de X tales que H es
irreducible entre r y p, K es irreducible entre r y gq.

Demostraremos que H N K = {r}. Notemos primero que X = K U H pues X es
irreducible.

Supongamos que existe s # r tal que s € H N K. Como H es unicamente irredu-
cible, entonces s no es punto de irreducibilidad de H. Esto implica que existe H' un
subcontinuo propio de H tal que s,p € H', mas atin r ¢ H'. De igual forma existe
un subcontinuo propio K’ de K tal que s,q € K' y r ¢ K'. Por lo que H' U K’ es un
subcntinuo propio de X que contiene a p y ¢, lo cual contradice que X es irreducible
entre p y q. Por lo que H N K = {r}. De esta manera r es un punto de corte pues
X\{r} = (H\{r}P)|(K\{r}) es decir X\{r} es disconexo.

Asi, cada r ¢ {p,q} es un punto de corte. Por otra parte sabemos que todo
continuo no degenerado tiene al menos 2 puntos de no corte. Esto implica que p y ¢
deben ser los tinicos puntos de no corte. De la caracterizacion del arco con puntos de
no corte, tenemos que X es un arco. m

Definicién 3.3.16. Sean X un continuo y p € X. Definimos la composante deno-
tada por K(p) como la union de todos los subcontinuos propios de X que contienen
a p. Equivalentemente,
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K(p) = {x € X : existe un subcontinuo propio H tal que x,p € H}.
No es dificil probar que las composantes son densas.

Teorema 3.3.17. Sea X wun continuo, si p es un punto de irreducibilidad de X,
entonces p es un punto orilla de X.

Demostracion. Sean py q puntos de irreducibilidad y ¢ > 0. La familia B = {Bs () :
x € X} es una cubierta abierta de X. Por la compacidad de X, existen z; € X,
i=1,..,n tales que X = J;, B:(z;). Sea K(q) la composante en X que contiene a
q. Por la densidad de K(q), existe K; C K(q) tal que Be(x;) N K; # 0y K; € X\{p}
para cada 1 = 1,2, ...,n.

Sea K = |J;_, K;. Entonces K € C(X), pues g € (i, K, p ¢ K y por construccién
H(K,X) < e. Por lo que p es un punto orilla. O

El siguiente resultado se usara sin demostracion, pero se deja una referencia para
su consulta.

Teorema 3.3.18. ([9, Corolario 2, pp.437) ). Sea X un continuo irreducible y he-
reditariamente descomponible. Si p es un punto orilla de X, entonces p es un punto

de irreducibilidad de X .

Lema 3.3.19. Sea X un continuo unicamente irreducible entre los puntos y y z. Si
B es un subcontinuo propio indescomponible de X, entonces {z,y} N B = ).

Demostracion. Supongamos que z € By y ¢ B. Nétese que, no puede ocurrir que
z,y € B. Pues X es unicamente irreducible entre y y z. Sea w € B tal que w # z y
w estd en la composante K (z) en B. Es posible elegirlo pues B es no degenerado.
Por definicién de composante existe un subcontinuo propio de B y por tanto de X
que contiene a w y z. Por lo que w no es un punto de irreducibilidad de X. De esta
manera, existe un subcontinuo propio K de X tal que {w,y} C K.

Como w € K(z), existe C' un subcontinuo propio de B que contiene a {w, z}. Asi,
CUK es un subcontinuo propio que contiene a y y z, lo que contradice la hipotesis. [

Teorema 3.3.20. Sea X un continuo unicamente irreducible y p un punto orilla de
X. Entonces p es un punto de irreducibilidad.

Demostracion. Se sabe que en un continuo indescomponible, todo punto es de irre-
ducibilidad. De esta manera, como X es inicamente irreducible entonces X debe ser
descomponible. Esto implica que existen subcontinuos propios Z y Y de X tales que
X=YUdZ.

Si X fuera hereditariamente descomponible, entonces por el Teorema 3.3.12, p seria
un punto de irreducibilidad y terminariamos la prueba.

Si X no es hereditariamente descomponible, consideremos a y y z los tinicos puntos
de irreducibilidad de X. Notese que y v z no pueden estar en Y y Z a la vez por la
irreducibilidad de X.

Sin pérdida de generalidad, supongamos y € Y\Z y z € Z\Y. Por el Lema 3.3.19,
tanto Y como Z son descomponibles. Asi, existen Y7, Y5 y Z;, Z5 subcontinuos propios
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de Y y Z respectivamente tales que Y =Y, UY, v Z = Z; U Z,. De igual manera,
podemos suponer que y € Y1\Ys v 2 € Z,\ 7.

Si suponemos que p ¢ {y, z}, entonces p ¢ Y; U Zs.

Sea 0 < e <r="2{d(z,7,),d(z,Y),d(y,Z),d(y,Y2)} tal que B.(y) € X\ (Y2, Z) C
Y1y B(z) C X\(Z,UY) C Z,. Dado que p es un punto orilla, existe C' € C(X) tal
quep ¢ C'y H(C,X) < e. Notemos que Y; UCU Z, es un continuo que no contiene a
p. Como vy, z € X, entonces existen ¢; y ¢ en C tales que d(y,c;) < ey d(z,c) < €;
esto es, co € B.(2) y ¢1 € B.(y). Porloque CNY; # 0y CNZy # 0.

Asi, Y1 U C U Zs es subcontinuo propio que contiene a y y z, lo cual contradice que
X es irreducible entre y y z. Por lo tanto, p € {y, z}; es decir, p es un punto de
irreducibilidad. O]

Proposicién 3.3.21. Sea X un continuo no degenerado. Entonces X es unicamente
wrreducible st y solo si X tiene solo 2 puntos orilla.

Demostracion. =) Si X es tnicamente irreducible, entonces por el Teorema 3.3.18
cada punto de irreducibilidad es orilla. Entonces al menos los 2 puntos de irreducibi-
lidad son orilla, si existiera otro punto orilla diferente, entonces el Teorema 3.3.20 el
punto seria de irreducibilidad distinto a los de irreducibilidad tnicos de X. Lo cual
seria una contradiccién. Por lo tanto, sélo se tienen 2 puntos orilla.

<) Notemos primero que X es irreducible entre p y ¢ donde p y ¢ son los puntos
orilla. De no ser asi, existirfa un subconjunto propio K de X tal que {p,q} C K.
Por el Teorema 3.2.1 existe w € X\K tal que D = |J{C € C(X) : C C X\{w}
y CN K # 0} es denso en X. Por algunas pruebas ya realizadas w serfa un punto
orilla, lo cual contradice la hipétesis. Por lo tanto, X es irreducible. Si X tuviera mas
puntos de irreducibilidad, X tendria méas puntos orilla, por el Teorema 3.3.20. Asi, X
es unicamente irreducible. O]

Corolario 3.3.22. Sea X un continuo no degenerado X es un arco si y solo si cada
subcontinuo no degenerado tiene exactamente 2 puntos orilla.

Demostracion. =) Es claro.
<) Si cada subontinuo K de X tiene sélo 2 puntos orilla, entonces por la Propo-
sicion 3.3.21, K es unicamente irreducible y por el Teorema 3.3.15, X es un arco. [

3.4. Continuos encadenables, irreducibilidad y pun-
tos en el borde

A continuacién veremos que los puntos de irreducibilidad también son de no blo-
que.

Teorema 3.4.1. Cada punto de irreducibilidad en un continuo no degenerado es de
no bloque.

Demostracién. Sip es un punto de irreducibilidad, entonces existe ¢ € X \{p} tal que
q es de irreducibilidad. Esto implica que no existe subcontinuo propio que contenga a
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py q. Dicho de otra manera p no esté en la composante K (p), que como sabemos es
densa. Por [12, Proposicion 11.14, pp. 203] se puede expresar como uniéon numerable
y creciente de subcontinuos que no contienen a p. Asi, p es punto de no bloque. [

Como consecuencia inmediata del resultado anterior y del Teorema 3.4.1, se tiene
que todo punto en un continuo indescomponible no degenerado es de no bloque.

Ademas, de las implicaciones mostradas en la Seccion 3.1 y del teorema anterior
se tiene que los puntos de irreducibilidad son entonces de orilla, de no centro fuerte
y de no corte.

Definicién 3.4.2. Un continuo X se dice que es encadenable si, para todo ¢ > 0,
existe una coleccion finita de subconjuntos abirtos {U;}1_, de X tal que:

1. Cada U; tiene un didmetro menor que €, es decir, diam(U;) < € para todo
ie{l,2,...,n}.

2. X =, U; (es decir, la coleccion {U;}, cubre X).
3. Para cada i1 =1,2,3,....n— 1, U; N U1 # 0.

Lema 3.4.3. Sea X un continuo encadenable y descomponible. Si X = AU B con
A, B € C(X)\{X}, entonces cada p € AN B es punto de centro fuerte.

Demostracion. Sea p € AN B y supongamos que p no es un punto de centro fuerte.
Consideremos los conjuntos abiertos no vacios X\ A y X\B. Como p no es de centro
fuerte, existe un continuo M que intersecta a A y B pero no contiene a p. Esto implica
que

MU(AUB)=(MNAUMNB)U(ANB)

forma un triodo débil. Esto es una contradiccién con el hecho de que los continuos
encadenables no contienen triodos débiles. [12, Corolario 12.7] ]

Proposicién 3.4.4. Sean X un continuo encadenable y p € X. Las siguientes pro-
posiciones son equivalentes:

1. p es un punto de irreducibilidad.
2. p es un punto de bloque.

3. p es un punto orilla.

4. p es un punto de no centro fuerte.

Demostracion. Por el Teorema 3.4.2, 1) = 2) y Teorema 3.1.4, Proposicién 3.1.6,
2) = 3) = 4). Para probar 4) = 2). Tomaremos dos casos: X indescomponible y
X descomponible. Si X es indescomponible por el Teorema 3.3.12, p es un punto
de irreducibilidad. Asi, por el Teorema 3.4.1 p es de no bloque. Supongamos que X
es descomponible. Sea X = K U L, con L y K subcontinuos propios de X. Por el
Lema 3.4.3, p ¢ K N L. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que p € K\ L.
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Como X es métrico compacto, es separable y por lo tanto segundo numerable. Sea
B' = {B!,: m € N} una base de X y por lo tanto existe una base B C B’ numerable
para X\{p}. Digamos que B = {B,, : n € N}. Dado que p es de no centro fuerte,
existe para cada n € N un continuo M,, que intersecta a B, y a X\K y p ¢ M,.

Si consideramos P, = L U M; U My U ... U M, tenemos que P, es un continuo para
cadaneN p¢ P,y PP CP,CP;C..CP,yporlaeleccién de {B, : n € N} y
|J P, es densa en X. Por lo que p es de no bloque. Por lo que 4) = 2).

Para tener toda la equivalencia es suficiente mostrar que 2) = 1). Procediendo como
en la implicacion anterior, podemos suponer que X es descomponible es decir, existen
H y L subcontinuos propios de X tales que X = H U L. Asi mismo, podemos suponer
que p € K\ L. Como sabemos todo continuo tiene al menos 2 puntos de no bloque y
ademas no existen subcontinuos propios que contengan al conjunto de puntos de no
bloque. Asi, existiria otro punto de no bloque ¢ tal que ¢ € L\ K. Se mostrard que X
es irreducible entre p y ¢ y con ello terminariamos la prueba.

Supongamos que existe un subcontinuo propio K de X tal que p,q € K. Sea a €
K N H N L. Notemos que a es un punto de centro fuerte por el Lema 3.4.3. Por
otra parte al menos uno de los conjuntos H\K é L\ K son no vacios, de lo contario
H\K = () = L\K del hecho de que X = H U L tendriamos que X = HUL = K, lo
que implicaria que K no es propio, contradiciendo que K es propio.

Supongamos sin pérdida de generalidad que H\K # (). Asi, dado que p es un punto
de no bloque existe una sucesion {A,,}22 ; de subcontinuos de X tal que p ¢ A,,, A,, C
Ans1y ﬁ_An =X.

Por ello existe N lo suficientemente grande tal que x € Ay y (H\K) N Ay # 0.

Con ello (LNA)U(KNA)U(K N B) es un triod débil, lo cual contradice que X es
encadenable. (Ver [12, Corolario 12.7])

Por o tanto X es irredubible entre p y ¢, lo que implica que p es de irreducibilidad de
X. O

Como corolario tenemos el siguiente resultado.

Corolario 3.4.5. Sea X un continuo encadenable. Entonces, X es indescomponible
sty solo st cada punto es de no bloque si y solo si cada punto es de no centro fuerte.

Otro corolario es el siguiente:

Corolario 3.4.6. Sea X un continuo encadenable. Entonces las siquientes proposi-
ctones son equivalentes:

1. X es un arco.

2. X tiene exactamente 2 puntos de no corte.

3. Cada subcontinuo no degenerado de X es unicamente irreducible.

4. Cada subcontinuo no degenerado de X tiene exactamente 2 puntos orilla.
5

. Cada subcontinuo no degenerado de X tiene exactamente 2 puntos de no bloque.
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6. Cada subcontinuo no degenerado de X tiene eractamente 2 puntos de no centro
fuerte.

Demostracion. Por el Teorema 3.3.9, 1) <= 2).

Por el Teorema 3.3.15, 1) <= 3).

Por la Proposicién 3.3.21, 3) <= 4).

Por el Corolario 3.3.22, 1) <= 4) y por la Proposicién 3.4.4, 4) <= 5) <= 6).
Con todo ello tenemos prueba de la equivalencia. O

Como observacién los puntos de no corte bajo esta caracterizacion son de bloque,
orilla, de no centro fuerte y de irreducibilidad.

3.5. Conjuntos G5 y F, y puntos en el borde

Definicién 3.5.1. Sea X un espacio topologico. Un subconjunto A C X es un
conjunto Gs si existe una sucesion {U,}3>, de conjuntos abiertos en X tal que
A =", U,. Es decir, A puede ser expresado como la interseccion numerable de
conjuntos abiertos de X.

Definicién 3.5.2. Sea X un espacio topoldgico. Un subconjunto A C X es un
congunto F, si existe una sucesion {F,}5°, de conjuntos cerrados en X tal que
A=U,_, F,. Es decir, A puede ser expresado como la unidn numerable de conjuntos
cerrados en X.

Proposicion 3.5.3. El complemento de un conjunto F, es un conjunto Gg, y el
complemento de un conjunto Gs es un conjunto F,.

Demostracion. Supongamos que A C X es un conjunto F,. Entonces podemos escri-
bir a A como la unién numerable de conjuntos cerrados A = J>~ | F,.
Necesitamos demostrar que X\ A es un conjunto Gs.

El complemento de A en X es X\A = X\ J 2, F,,. Por las leyes de De Morgan,
sabemos que el complemento de la unién es la interseccién de los complementos.

X\ Uiozl Fy = ﬂZO:l(X\Fn)

Cada X\F, es abierto porque F,, es cerrado. Por lo tanto, X\ A = ()7 (X \F,).
Por lo que, X\ A es un conjunto Gj.

Ahora debemos demostrar que el complemento de Gy es F,.

Supongamos que B C X es un conjunto Gs. Entonces, podemos escribir B como
una interseccién numerable de conjuntos abiertos B = (), U, donde U, es un abierto
en X.

Por tltimo, tenemos que demostrar X\ B es un conjunto F,.

El complemento B en X es X\ B = X\ (.~ U,. Utilizando las leyes de De Morgan,

sabemos que el complemento de una interseccion es la union de los complementos

X\ ﬂ;od Un = Uff:l(X\Un)
Cada X\U, es cerrado porque U, es abierto. Por lo tanto, X\ B es una unién nume-
rable de conjuntos cerrados
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X\B = Ufle(X\Un)
Por lo que, X\ B es un conjunto F, O
Proposicién 3.5.4. Sea X un continuo. Se cumple:

1. El conjunto de puntos de conexidad colocal es Gy.
2. El conjunto de puntos orilla es G

3. El conjunto de puntos de no centro es G

Demostracion. 1. Sea C el conjunto de todos los puntos de conexidad colocal.
Para todo n € N existe una cubierta abierta 5, de C por conjuntos abiertos de
diametro menor que % cuyos complementos en X son conexos. Demostraremos
que C = (2, UB..

Para demostrar que C' C (°2, |J B,. Sea z € C. Por definicién de C, para cada
n € N existe una cubierta abierta B,, de C' que consiste en conjuntos abiertos de
didmetro menor que % y cuyos complementos en X son conexos. Esto significa
que para cada n, existe un conjunto B, € B, tal que = € B,. Por lo tanto,
z € |JB, para cada n, lo que implica que z € ()~ U B,.

Para la otra contencién. Supongamos que = € ('~ |J B,.. Esto implica que para
cada n € N, existe algiin conjunto B,, € B, tal que = € B,,. Como B,, es una
cubierta de C' con los conjuntos de didmetro menor que % y cuyos complementos
en X son conexos, esto implica que x es un punto de conexidad colocal. Por lo
tanto, z € C.

2. Paran € N. Sea G,, un conjunto de todos los puntos p en X para el cual existe un
continuo %— denso en X'\{p} entonces G,, es abierto y necesitamos demostrar
que ()~ , G, es el conjunto de todos los puntos orilla de X.

Sea p € X tal que p es orilla y n € N. Para ¢ = %, existe Y € C(X) tal que
peY yHY X)< % Por lo que, p € G,,.
1

Sea p € (,_;Gny e >0 Sean € N tal que = < e. Como p € G,, existe
VeCX)talquep¢Y y H(Y,X) < L <e Porloque, p es orilla.

3. Sea B una base numerable de X. El conjunto de todos los puntos de no centro
fuerte se puede expresar como:

F=Mpes(U{X\K: KNA#9+#KnNB,K continuo } = K(4, B))

CSeanp e F'y A, B € B tales que dados A y B existe K un continuo que no
contiene ap, KNAy KNB.

D Seap €y pep(UH{X\K : KNA#2# KNB, K continuo } = K(4, B)).
Tenemos que demostrar que para cada par de abiertos distintos del vacio U y
V, hay un subcontinuo K tal que UN K # @ # V N K y no contiene a p.
Tomemos v € U y y € V existen Ay, By € B talesque x € Ag CU y yo € By C
V', entonces K N Ay # @ # K N By, por lo que p € K(Ay, By) = U{X\K :
KNAy# @ # KN By, K continuo }, entonces p € X yp ¢ K.

m
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