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Resumen

La noción de operador asociado a una topoloǵıa Γ sobre un conjunto X fue

formulada por S. Kasahara en [7]. Con base en este enfoque, se presentan los

conceptos de conjunto α-semi abierto y α-semi cerrado los cuales introduje-

ron C. Carpintero, E. Rosas y J. Vielma en [2] y los cuales fueron presentados

como una generalización de los conjuntos semi abiertos introducidos por N.

Levine en [8]. A partir de la noción de conjunto α-semi abierto se derivan

conceptos como α-semi continuidad, α-semi conexidad, α-semi compacidad,

propiedades de α-semi separación, los cuales generalizan los conceptos clási-

cos de la topoloǵıa general.

Este trabajo está enfocado en demostrar propiedades relevantes derivadas de

los conceptos antes mencionados, en particular, nos concentraremos en ana-

lizar su comportamiento y las relaciones entre ellos, dando caracterizaciones

concretas de ciertos espacios topológicos a través de estos conceptos.
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Introducción

Este trabajo inicia con la noción de operador asociado a una topoloǵıa intro-

ducida por Kasahara en [7] y posteriormente estudiada por C. Carpintero,

E. Rosas y J. Vielma en [2]. Además, se estudian dos clases de operadores

asociados a una topoloǵıa, los monótonos y los estrella, que se estudiarán por

la gran importancia de sus implicaciones.

Con base en la noción de operador asociado a una topoloǵıa, el punto de

partida fundamental lo constituyen los conjuntos α-semi abiertos y α-semi

cerrados que fueron formulados por C. Carpintero, E. Rosas y J. Vielma en

[2] y además en [8, Definición 1. p. 36] se presenta un ejemplo de un opera-

dor asociado a una topoloǵıa, usando el operador cerradura, el cual permite

definir la noción de conjunto α-semi abierto. En este trabajo usaremos ope-

radores asociados a una topoloǵıa mas generales que el operador cerradura

para definir la colección de los conjuntos α-semi abiertos, denotada por α-

sO(X), la cual nos va a pemitir generalizar varios de los conceptos básicos de

la topoloǵıa general, sin embargo la familia α-sO(X) no posee una estructura

topológica, por lo que se le pedirán condiciones adicionales a los operadores

asociados a una topoloǵıa. Se estudio y analizó los resultados dados por E.

Rosas y J. Vielma en [3], [4], [12] y [13] con respecto a los conceptos de α-
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semi continuidad, α-semi conexidad, α-semi compacidad, entre otros. Cabe

mencionar que, al considerar al operador α como el operador identidad, los

conceptos anteriores coinciden con las nociónes de lo estudiado en topoloǵıa

general, por lo que támbien se estudian algunas generalizaciones de resultados

importantes interpoladas a operadores asociados bajo ciertas condiciones.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1. Espacios topológicos y conceptos elemen-

tales

A lo largo de este caṕıtulo presentaremos la mayoŕıa de los conceptos elemen-

tales de topoloǵıa general los cuales ayudarán al desarrollo de este trabajo.

Definición 1.1.1 Sea X un conjunto. Una topoloǵıa en el conjunto X es

una familia Γ de subconjuntos de X que satisface las siguientes condiciones:

i. ∅, X ∈ Γ.

ii. Si U, V ∈ Γ entonces U ∩ V ∈ Γ.

iii. Si {Ai}i∈I es una colección de subconjuntos de Γ, entonces
⋃
i∈I

Ai ∈ Γ.

El conjunto X junto con la topoloǵıa Γ recibe el nombre de espacio to-

pológico denotado por (X,Γ), y los elementos que pertenecen a Γ reciben

el nombre de subconjuntos abiertos de (X,Γ).
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1.1 Espacios topológicos y conceptos elementales

En este trabajo denotaremos al conjunto de los números reales como R, al

plano como R2 y denotaremos Tu a la topoloǵıa usual o euclidiana.

Definición 1.1.2 Sea (X,Γ) un espacio topológico y sea U ⊂ X. Decimos

que U es un subconjunto cerrado de (X,Γ) si X \ U es abierto, es decir, si

X \ U ∈ Γ.

Proposición 1.1.3 Sea (X,Γ) un espacio topológico. Entonces, se cumplen

las siguientes condiciones:

i. ∅, X son subconjuntos cerrados de (X,Γ).

ii. Si {Bi}i∈I es una colección de subconjuntos cerrados de (X,Γ), entonces⋂
i∈I

Bi es un conjunto cerrado de (X,Γ).

iii. Si F,G son subconjuntos cerrados de (X,Γ), entonces F ∪ G es un

conjunto cerrado de (X,Γ).

Demostración. Dado que ∅, X ∈ Γ. Nótese que X \X = ∅ y X \ ∅ = X.

Por el inciso i. de la Definición 1.1.1, ∅ y X son subconjuntos cerrados de

(X,Γ).

Por otro lado, sea {Bi}i∈I una colección de subconjuntos cerrados de (X,Γ).

Entonces, X \Bi ∈ Γ para todo i ∈ I. Por el inciso iii. de la Definición 1.1.1,⋃
i∈I

X \ Bi ∈ Γ. Nótese que
⋃
i∈I

X \ Bi = X \
⋂
i∈I

Bi. Por lo tanto
⋂
i∈I

Bi es un

conjunto cerrado de (X,Γ).

Finalmente, sean F y G subconjuntos cerrados de (X,Γ). Entonces,X\F,X\

G ∈ Γ. Por el inciso ii. de la Definición 1.1.1, (X \F )∩ (X \G) ∈ Γ. Nótese

que (X \ F ) ∩ (X \ G) = X \ (F ∪ G). Por lo tanto, F ∪ G es un conjunto

cerrado de (X,Γ). ■
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1.1 Espacios topológicos y conceptos elementales

Definición 1.1.4 Sea x un elemento del espacio topológico (X,Γ). Un sub-

conjunto V de X es una vecindad de x en (X,Γ) si existe A ∈ Γ tal que

x ∈ A ⊂ V . A la colección de vecindades de x en X le llamamos sistema de

vecindades del punto x en X y lo denotamos como V(x).

Definición 1.1.5 Sean (X,Γ) un espacio topológico y A ⊂ X no vaćıo. Un

punto x ∈ X es un punto de adherencia de A si cada abierto U que

contiene a x, cumple que U ∩ A ̸= ∅. Al conjunto que consiste en todos

los puntos de adherencia de A lo llamamos la cerradura de A en X y lo

denotamos como clX(A). Si no existe confusión lo denotaremos simplemente

como cl(A).

La siguiente proposición lista algunas condiciones que cumple la cerradura

de un conjunto y su demostración se puede consultar en [6, p. 69-70].

Proposición 1.1.6 Sean (X,Γ) un espacio topológico y A,B ⊂ X. Enton-

ces, se cumplen las siguientes condiciones:

i. A ⊂ cl(A).

ii. A es cerrado si y sólo si A = cl(A).

iii. Si A ⊂ B, entonces cl(A) ⊂ cl(B).

iv. cl(cl(A)) = cl(A). En particular, cl(A) es cerrado.

v. cl(A ∪B) = cl(A) ∪ cl(B).

Definición 1.1.7 Sean (X,Γ) un espacio topológico y A ⊂ X. Un punto

x ∈ A es un punto interior de A si existe un abierto U tal que x ∈ U y
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1.1 Espacios topológicos y conceptos elementales

U ⊂ A. Al conjunto de todos los puntos interiores de A le llamamos interior

de A y lo denotamos por intX(A). Si no existe confusión lo denotaremos

simplemente como int(A).

La siguiente proposición lista algunas condiciones que cumple el interior de

un conjunto y su demostración se puede consultar en [5, p. 48-49].

Proposición 1.1.8 Sean (X,Γ) un espacio topológico y A,B ⊂ X. Enton-

ces, se cumplen las siguientes condiciones.

i. int(A) = X \ cl(X \ A).

ii. int(X \ A) = X \ cl(A).

iii. Si A ⊂ B, entonces int(A) ⊂ int(B).

iv. A es abierto si y sólo si int(A) = A.

v. int(A ∩B) = int(A) ∩ int(B).

Definición 1.1.9 Sean (X,Γ) un espacio topológico y A ⊂ X. Un punto

x ∈ X es un punto frontera de A si x ∈ cl(A)∩ cl(X \A). La frontera de

A es el conjunto de todos los puntos frontera de A, la cual es denotada por

FrX(A). Si no existe confusión lo denotaremos simplemente como Fr(A).

La siguiente proposición lista algunas condiciones que cumple la frontera de

un conjunto y su demostración se puede consultar en [6, p. 72].

Proposición 1.1.10 Sean (X,Γ) un espacio topológico y A,B ⊂ X. Enton-

ces, se cumplen las siguientes condiciones.
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1.2 La topoloǵıa de subespacio

i. Fr(A) = cl(A) \ int(A).

ii. Fr(A) ∩ int(A) = ∅.

iii. cl(A) = int(A) ∪ Fr(A).

iv. Fr(A ∪B) ⊂ Fr(A) ∪ Fr(B).

Definición 1.1.11 Sean (X,Γ) un espacio topológico y D ⊂ X. Se dice que

D es denso en X si cl(D) = X.

La demostración de la siguiente proposición se puede consultar en [6, p. 72].

Proposición 1.1.12 Sea (X,Γ) un espacio topológico. Las siguientes afir-

maciones son equivalentes:

i. D es denso en X.

ii. Si F ⊂ X es cerrado y D ⊂ F , entonces F = X.

iii. El complemento de D en X tiene interior vaćıo.

1.2. La topoloǵıa de subespacio

Definición 1.2.1 Sean (X,Γ) un espacio topológico y Y ⊂ X. La colección

ΓY = {Y ∩U : U ∈ Γ} es una topoloǵıa sobre Y . La colección ΓY es llamada

topoloǵıa de subespacio. Con esta topoloǵıa, Y se denomina subespacio

de X.

Proposición 1.2.2 Sean (X,Γ) un espacio topológico y Y un subespacio

abierto de X. Si U es abierto en Y , entonces U es abierto en X.
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1.2 La topoloǵıa de subespacio

Demostración. Sea U ∈ ΓY . Entonces, U = Y ∩ V con V ∈ Γ. Dado que

Y ∈ Γ, por la Definición 1.1.1, Y ∩ V ∈ Γ. Por lo tanto U ∈ Γ. ■

Proposición 1.2.3 Sean (X,Γ) un espacio topológico y Y un subespacio

cerrado de X. Si U es cerrado en Y , entonces U es cerrado en X.

Demostración. Sea U un cerrado en (Y,ΓY ). Entonces, Y \ U ∈ ΓY . Aśı,

Y \ U = Y ∩ V con V ∈ Γ. Nótese que

U = Y \ (Y \ U) = Y \ (Y ∩ V ) = Y ∩ (X \ V ).

De lo anterior, U = Y ∩ (X \ V ). Como Y , X \ V son cerrados en (X,Γ) y

por la Proposición 1.1.3, Y ∩ (X \ V ) es cerrado en (X,Γ). Por lo tanto U

es cerrado en (X,Γ). ■

En un subespacio Y de un espacio topológico (X,Γ), las nociones de cerradu-

ra, interior y frontera de un subconjunto E ⊂ Y admiten una caracterización

en términos de las nociones correspondientes en el espacio topológico (X,Γ).

El siguiente teorema precisa dichas relaciones y su demostración se puede

consultar en [5, p. 52-53].

Teorema 1.2.4 Sean (X,Γ) un espacio topológico, Y un subespacio de X y

E ⊂ Y . Entonces, se cumple lo siguiente.

i. clY (E) = clX(E) ∩ Y .

ii. intX(E) ∩ Y ⊂ intY (E).

iii. FrY (E) ⊂ FrX(E) ∩ Y .
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1.3 Funciones Continuas

1.3. Funciones Continuas

Definición 1.3.1 Sean (X,Γ), (Y, T ) espacios topológicos y f : X → Y

una función. Diremos que f es continua si para cualquier abierto U de Y ,

f−1(U) es abierto de X.

A continuación veamos una serie de propiedades que cumplen las funciones

continuas y su demostración se puede consultar en [10, p. 73-74].

Proposición 1.3.2 Sean (X,Γ), (Y, T ), (Z,Ψ) espacios topológicos y f :

X → Y , g : Y → Z funciones continuas. Entonces, se cumplen las siguientes

propiedades:

i. La composición de f y g, es decir g ◦ f : X → Z, es continua.

ii. Sea A ⊂ X con la topoloǵıa de subespacio, entonces la restricción f |A :

A → Y es continua.

iii. Sea f(X) con la topoloǵıa de subespacio, entonces f : X → f(X), es

continua.

El siguiente resultado lista formas distintas en las que se expresa la continui-

dad de una función y su demostración se puede consultar en [9, p. 118-119].

Teorema 1.3.3 Sean (X,Γ), (Y, T ) espacios topológicos y f : X → Y una

función. Las siguientes condiciones son equivalentes:

i. f es continua.

ii. Para cualquier cerrado F de Y , el conjunto f−1(F ) es cerrado de X.

7



1.3 Funciones Continuas

iii. Si A ⊂ X, entonces f(clX(A)) ⊂ clY (f(A)).

iv. Si B ⊂ Y , entonces clX(f
−1(B)) ⊂ f−1(clY (B)).

Definición 1.3.4 Sean (X,Γ), (Y, T ) espacios topológicos y f : X → Y una

función. Diremos que f es una función abierta si para cualquier abierto U

de X, f(U) es abierto de Y .

Definición 1.3.5 Sean (X,Γ), (Y, T ) espacios topológicos y f : X → Y una

función. Diremos que f es una función cerrada si para cualquier cerrado

F de X, f(F ) es cerrado de Y .

Los siguientes resultados otorgan caracterizaciones de funciones abiertas y

cerradas. Las demostraciones se pueden consultar en [6, p. 87].

Teorema 1.3.6 Sean (X,Γ), (Y, T ) espacios topológicos y f : X → Y una

función. Entonces, f es abierta si y sólo si, para cada A ⊂ X, f(int(A)) ⊂

int(f(A)).

Teorema 1.3.7 Sean (X,Γ), (Y, T ) espacios topológicos y f : X → Y una

función. Entonces, f es cerrada si y sólo si, para cada A ⊂ X, cl(f(A)) ⊂

f(cl(A)).

El siguiente resultado considera funciones biyectivas junto con los conceptos

recién vistos y su demostración se puede consultar en [5, p. 82].

Teorema 1.3.8 Sean (X,Γ), (Y, T ) espacios topológicos y f : X → Y una

función biyectiva. Las siguientes condiciones son equivalentes.

i. f−1 es continua.
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1.4 Conexidad

ii. f es abierta.

iii. f es cerrada.

Definición 1.3.9 Sean (X,Γ), (Y, T ) espacios topológicos. Si f : X → Y

es una función continua y biyectiva tal que f−1 : Y → X es continua, dire-

mos que f es un homeomorfismo. Si existe un homeomorfismo entre dos

espacios topológicos (X,Γ), (Y, T ) lo denotaremos por X ∼= Y .

1.4. Conexidad

Los resultados que se verán en esta sección y sus demostraciones se pueden

consultar en [5, p. 255-264].

Definición 1.4.1 Sea (X,Γ) un espacio topológico. Una separación de X

es un par de conjuntos abiertos U, V ajenos, no vaćıos tales que X = U ∪V .

Definición 1.4.2 Sea (X,Γ) un espacio topológico. Un conjunto que no pue-

de expresarse como unión de dos conjuntos separados se dice que es conexo.

En caso contrario, se dice que es disconexo.

Proposición 1.4.3 Sea (X,Γ) un espacio topológico. Las siguientes afirma-

ciones son equivalentes:

i. El espacio X es conexo.

ii. Los únicos conjuntos simultáneamente abiertos y cerrados son X y ∅.

iii. Si A ⊂ X es no vaćıo y A ̸= X, entonces Fr(A) ̸= ∅.
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1.5 Compacidad

Definición 1.4.4 Sean (X,Γ) un espacio topológico y Y un subespacio de

X. Se dirá que Y es disconexo si existen conjuntos en ΓY que forman una

separación de Y .

Proposición 1.4.5 Sean (X,Γ) un espacio topológico y Y un subespacio de

X. Entonces, Y es disconexo si y sólo si existen A,B ⊂ X no vaćıos tales

que Y = A ∪B y cl(A) ∩B = A ∩ cl(B) = ∅.

Proposición 1.4.6 Sea (X,Γ) un espacio topológico. Si U, V forman una

separación de X y Y es un subespacio conexo de X, entonces Y ⊂ U o

Y ⊂ V .

Proposición 1.4.7 Sean (X,Γ) un espacio topológico, A un subespacio co-

nexo de X y B ⊂ X. Si A ⊂ B ⊂ cl(A), entonces B es conexo. En particular,

la cerradura de un conjunto conexo es también un conjunto conexo.

Proposición 1.4.8 Sean (X,Γ), (Y, T ) espacios topológicos y f : X → Y

una función continua y suprayectiva. Si X es conexo, entonces Y es conexo.

Teorema 1.4.9 Sea (X,Γ) un espacio topológico. Si {Ai}i∈I es una familia

de subespacios conexos de X tales que
⋂
i∈I

Ai ̸= ∅, entonces
⋃
i∈I

Ai es conexo.

1.5. Compacidad

Los resultados que se verán en esta sección y sus demostraciones se pueden

consultar en [9, p. 186-189].
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1.6 Operadores de Kuratowski

Definición 1.5.1 Sean (X,Γ) un espacio topológico y {Ai}i∈I es una familia

de subconjuntos de X. Si X =
⋃
i∈I

Ai diremos que {Ai}i∈I es una cubierta

de X. Si además, cada uno de los elementos de {Ai}i∈I es un subconjunto

abierto de X, entonces le llamaremos a {Ai}i∈I una cubierta abierta de X.

Definición 1.5.2 Sean (X,Γ) un espacio topológico y {Ai}i∈I una cubierta

de X. Si {Bj}j∈J es una subcolección de {Ai}i∈I y X =
⋃
j∈J

Bj diremos que

{Bj}j∈J es una subcubierta de {Ai}i∈I .

Definición 1.5.3 Un espacio topológico (X,Γ) es un espacio compacto si

toda cubierta abierta de X tiene una subcubierta finita de X. Un subespacio

topológico de X es compacto, si es compacto con la topoloǵıa de subespacio.

Proposición 1.5.4 Sea (X,Γ) un espacio topológico compacto y Y un subes-

pacio cerrado de X. Entonces Y es compacto.

Teorema 1.5.5 Sean (X,Γ), (Y, T ) espacios topológicos y f : X → Y una

función continua. Si X es compacto, entonces f(X) es un subespacio com-

pacto de Y .

1.6. Operadores de Kuratowski

Los resultados que se verán en esta sección y sus demostraciones se pueden

consultar en [6, p. 73-74] y [5, p. 54-57].

Definición 1.6.1 Sea X un conjunto. Diremos que una función η : P(X) →

P(X) es un operador de Kuratowski si satisface las siguientes condicio-

nes, conocidas como axiomas de Kuratowski:
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1.6 Operadores de Kuratowski

i. η(∅) = ∅.

ii. E ⊂ η(E) para cualquier E ⊂ X.

iii. η(η(E)) = η(E) para cualquier E ⊂ X.

iv. Si E,F ⊂ X, entonces η(E ∪ F ) = η(E) ∪ η(F ).

Lema 1.6.2 Sean X un conjunto y η un operador de Kuratowski. Para cua-

lesquiera E,F ⊂ X tal que E ⊂ F , η(E) ⊂ η(F ).

Proposición 1.6.3 Sean X un conjunto y η un operador de Kuratowski.

Entonces, la familia Γ = {X \ η(A) : A ∈ P(X)} es una topoloǵıa en X y

cl(A) = η(A) para todo A ⊂ X.

Ejemplo 1.6.4 Sean X un conjunto y η : P(X) → P(X) una función defi-

nida como:

η(E) =

E si E es finito.

X si E es infinito.

Afirmación. La función η es un operador de Kuratowski.

Nótese que ∅ es finito. Aśı, η(∅) = ∅. Ahora, sea E ⊂ X. Tenemos que η(E) =

E o η(E) = X, en cualquier caso E ⊂ η(E). Por otro lado, consideremos los

siguientes casos:

Caso I. Supongamos que E es finito.

Tenemos que η(E) es finito pues E = η(E). Entonces, η(η(E)) = η(E).

Caso II. Supongamos que E es infinito.

Tenemos que η(E) = X y X es infinito pues E ⊂ X. Entonces, η(η(E)) =

12



1.6 Operadores de Kuratowski

η(X) = X = η(E). Aśı, η(η(E)) = η(E).

De los casos I y II, concluimos que para cualquier E ⊂ X, η(η(E)) = η(E).

Finalmente, sean E,F ⊂ X. Si E y F son finitos, entonces E ∪ F es finito.

Aśı, η(E ∪ F ) = E ∪ F = η(E) ∪ η(F ). En el caso en que E o F es infinito

(o ambos), entonces η(E ∪ F ) = X = η(E) ∪ η(F ).

De lo anterior, concluimos que η es un operador de Kuratowski.

Definición 1.6.5 Sea X un conjunto. Diremos que una función η : P(X) →

P(X) es un operador interior si satisface las siguientes condiciones:

i. η(X) = X.

ii. η(E) ⊂ E para cualquier E ⊂ X.

iii. η(η(E)) = η(E) para cualquier E ⊂ X.

iv. Si E,F ⊂ X, entonces η(E ∩ F ) = η(E) ∩ η(F ).

Lema 1.6.6 Sean X un conjunto y η un operador interior. Para cualesquiera

E,F ⊂ X tal que E ⊂ F , η(E) ⊂ η(F ).

Proposición 1.6.7 Sean X un conjunto y η un operador interior. Entonces,

la familia Γ = {η(A) : A ∈ P(X)} es una topoloǵıa en X. Además, int(A) =

η(A) para todo A ⊂ X.

Definición 1.6.8 Sea X un conjunto. Diremos que una función φ : P(X) →

P(X) es un operador frontera si satisface las siguientes condiciones:

i. φ(∅) = ∅.

ii. φ(E) = φ(X \ E) para cualquier E ⊂ X.

13



1.6 Operadores de Kuratowski

iii. φ(φ(E)) ⊂ φ(E) para cualquier E ⊂ X.

iv. Si E,F ⊂ X, entonces E ∩ F ∩ φ(E ∩ F ) = E ∩ F ∩ [φ(E) ∪ η(F )].

Proposición 1.6.9 Sean X un conjunto y φ un operador frontera. Entonces,

la familia Γ = {X \ (A∪φ(A)) : A ∈ P(X)} es una topoloǵıa en X. Además,

Fr(A) = φ(A) para todo A ⊂ X.
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Caṕıtulo 2

Operadores asociados a una topoloǵıa

2.1. Operador asociado a una familia de con-

juntos

Definición 2.1.1 Sean X un conjunto distinto del vaćıo, Γ ⊂ P(X) distinto

del vaćıo y α : P(X) → P(X) una función. Se dice que α es un operador

asociado a Γ, si para todo U ∈ Γ se cumple que U ⊂ α(U).

El śımbolo (X,Γ, α) significa que X es un espacio topológico con Γ su to-

poloǵıa y α un operador asociado a Γ. En la siguiente definición recordamos

algunos operadores conocidos.

Definición 2.1.2 Sea (X,Γ) un espacio topológico. Definimos los siguientes

operadores.

1. El operador identidad Id : P(X) → P(X) definido como Id(A) = A

para cada A ∈ P(X).

2. El operador interior Int : P(X) → P(X) definido como Int(A) =

int(A) para cada A ∈ P(X).
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2.1 Operador asociado a una familia de conjuntos

3. El operador cerradura Cl : P(X) → P(X) definido como Cl(A) = cl(A)

para cada A ∈ P(X).

4. El operador interior-cerradura esta definido por la composición del ope-

rador interior con el operador cerradura, Int ◦ Cl.

5. El operador complemento de la frontera Frc : P(X) → P(X) definido

como Frc(A) = X \ Fr(A) para cada A ∈ P(X).

Sea (X,Γ) un espacio topológico. Usando la definición anterior, obsérvese

que los operadores Id, Int, Cl y Int ◦ Cl son asociados a Γ. A continuación

probaremos que el operador Frc es asociado a Γ.

Proposición 2.1.3 Sea (X,Γ) un espacio topológico. Entonces el operador

Frc es asociado a Γ.

Demostración. SeaA ∈ Γ. Probaremos queA ⊂ Frc(A). Dado que Fr(A) =

cl(A) ∩ (X \ int(A)), se tiene X \ Fr(A) = X \ (cl(A) ∩ (X \ int(A))) =

(X \ cl(A)) ∪ int(A). Aśı, como A = int(A), entonces A ⊂ X \ Fr(A). Por lo

tanto A ⊂ Frc(A). ■

Proposición 2.1.4 Sean (X,Γ, α) y Y ⊂ X, Y ̸= X diferente del vaćıo.

Entonces, el operador β : P(X) → P(X) definido como β(A) = α(A) ∪ Y

para cada A ∈ P(X) es un operador asociado a Γ.

Demostración. Sea U ∈ Γ. Dado que U ⊂ α(U), entonces U ⊂ α(U)∪Y =

β(U). Nótese que si Y es vaćıo no hay nada que probar pues β coincide con

α. ■
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2.2 Clases de operadores asociados a una topoloǵıa

2.2. Clases de operadores asociados a una to-

poloǵıa

En esta sección estudiamos dos clases de operadores asociados a una topoloǵıa

y algunas de sus implicaciones.

Definición 2.2.1 Sea (X,Γ, α). Se dice que α es un operador monótono

si para cada U, V ∈ Γ tales que U ⊂ V , se tiene que α(U) ⊂ α(V ).

Definición 2.2.2 Sea (X,Γ, α). Se dice que α es un operador estrella si

para cada U, V ∈ Γ se tiene que α(U) ∩ V ⊂ α(U ∩ V ).

El operador identidad, el operador interior y el operador cerradura son ope-

radores monótonos y estrella.

Proposición 2.2.3 El operador complemento de la frontera Frc es un ope-

rador estrella.

Demostración. Para probar que Frc es un operador estrella. Sean U, V ∈

Γ. Probaremos que (X \ Fr(U)) ∩ V ⊂ (X \ Fr(U ∩ V )). Observemos las

siguientes igualdades:

[X \ Fr(U)] ∩ V = [X \ (cl(U) \ int(U))] ∩ V

= [X \ (cl(U) ∩ (X \ int(U)))] ∩ V

= [(X \ cl(U)) ∪ (X \ (X \ int(U)))] ∩ V

= [(X \ cl(U)) ∪ int(U)] ∩ V

= [(X \ cl(U)) ∪ U ] ∩ V,

17



2.2 Clases de operadores asociados a una topoloǵıa

X \ Fr(U ∩ V ) = X \ (cl(U ∩ V ) \ int(U ∩ V ))

= X \ (cl(U ∩ V ) ∩ (X \ int(U ∩ V )))

= (X \ cl(U ∩ V )) ∪ (X \ (X \ int(U ∩ V )))

= (X \ cl(U ∩ V )) ∪ int(U ∩ V )

= (X \ cl(U ∩ V )) ∪ (U ∩ V ).

Suponiendo que x ∈ [X \Fr(U)]∩ V , por lo anterior, x ∈ [(X \ cl(U))∪U ] y

x ∈ V . Consideremos los siguientes casos:

Caso I. Supongamos que x ∈ X \ cl(U).

Dado que cl(U ∩ V ) ⊂ cl(U), x ∈ X \ cl(U ∩ V ). Por lo cual x ∈ [X \ cl(U ∩

V )] ∪ (U ∩ V ). Por lo que, x ∈ X \ Fr(U ∩ V ).

Caso II. Supongamos que x ∈ U .

Dado que x ∈ V , x ∈ U ∩ V . Por lo que x ∈ [X \ cl(U ∩ V )] ∪ (U ∩ V ). De

donde, x ∈ X \ Fr(U ∩ V ).

De lo anterior, concluimos que [X \ Fr(U)] ∩ V ⊂ [X \ Fr(U ∩ V )].

Por lo tanto Frc es un operador estrella. ■

Ahora, mostraremos con un ejemplo que el operador Frc en general no es

monótono. Consideremos el conjunto de los números reales R, con la topoloǵıa

usual. Dado que (0, 1) ⊂ (0, 2) y Frc((0, 1)) = R\{0, 1}, R\{0, 2} = Frc((0, 2))

pero Frc((0, 1)) ̸⊂ Frc((0, 2)). Aśı, el operador Frc no es monótono.

Ejemplo 2.2.4 Sea X = {a, b} un conjunto con Γ = {∅, {a}, {b}, X} su
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2.2 Clases de operadores asociados a una topoloǵıa

topoloǵıa. Definimos el operador α : P(X) → P(X) tal que:

α(U) =

U ∪ {a} si U ̸= ∅.

∅ si U = ∅.

Afirmación. El operador α es monótono asociado a Γ pero no es estrella.

El hecho de que α es un operador asociado a Γ, se sigue de que

∅ ⊂ α(∅) = ∅;

{a} ⊂ α({a}) = {a};

{b} ⊂ α({b}) = X;

X ⊂ α(X) = X.

Por otro lado, tenemos que ∅ ⊂ {a}, ∅ ⊂ {b}, ∅ ⊂ X, {a} ⊂ X, {b} ⊂ X, y

nótese que α(∅) = ∅, α({a}) = {a}, α({b}) = X, α(X) = X. De lo anterior

vemos que

α(∅) ⊂ α({a});

α(∅) ⊂ α({b});

α(∅) ⊂ α(X);

α({a}) ⊂ α(X);

α({b}) ⊂ α(X).

Aśı, α es un operador monótono asociado a Γ.

Finalmente, veremos que α no es estrella. Supongamos lo contrario, que para

{b}, {a} ∈ Γ, se tiene que

α({b}) ∩ {a} = {a} ̸⊂ ∅ = α({b} ∩ {a}),
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esto es una contradicción. Por lo tanto el operador α es monótono asociado

a Γ pero no es estrella.

Proposición 2.2.5 Sean (X,Γ, α) y Y ⊂ X diferente del vaćıo tal que Y ̸=

X. Si α es un operador monótono y estrella, entonces el operador β : P(X) →

P(X) definido como β(A) = α(A) ∪ Y para cada A ∈ P(X) es un operador

monótono y estrella asociado a Γ.

Demostración. Primero mostraremos que β es monótono.

Sean U, V ∈ Γ tales que U ⊂ V . Como α es monótono, α(U) ⊂ α(V ). De

este modo

β(U) = α(U) ∪ Y ⊂ α(V ) ∪ Y = β(V ).

Por lo que β es monótono.

Ahora mostraremos que β es estrella.

Sean U, V ∈ Γ. Mostraremos que β(U) ∩ V ⊂ β(U ∩ V ). Sea x ∈ β(U) ∩ V .

Entonces x ∈ [α(U) ∪ Y ] ∩ V = (α(U) ∩ V ) ∪ (Y ∩ V ). Consideremos los

siguientes casos:

Caso I. Supongamos que x ∈ α(U) ∩ V .

Como α es estrella, x ∈ α(U)∩ V ⊂ α(U ∩ V ). De donde x ∈ α(U ∩ V )∪ Y .

Por lo que x ∈ β(U ∩ V ).

Caso II. Supongamos que x ∈ Y ∩ V .

De donde x ∈ Y ∪ α(U ∩ V ). Por lo que x ∈ β(U ∩ V ).

De lo anterior, concluimos que β(U) ∩ V ⊂ β(U ∩ V ). Por lo tanto, β es un

operador estrella. ■
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Definición 2.2.6 Sea (X,Γ, α). Se dice que α es un operador regular si para

cualesquiera U, V ∈ Γ, con x ∈ U ∩ V , existe W ∈ Γ tal que x ∈ α(W ) ⊂

α(U) ∩ α(V ).

Lema 2.2.7 Sea (X,Γ, α) con α un operador monótono. Entonces α es un

operador regular.

Demostración. Supongamos que α es un operador monótono. Probaremos

que α es un operador regular. Sean U, V ∈ Γ y x ∈ U∩V . Dado que U∩V ∈ Γ,

U ∩ V ⊂ U y U ∩ V ⊂ V , por hipótesis, tenemos que α(U ∩ V ) ⊂ α(U) y

α(U ∩V ) ⊂ α(V ). Por lo que α(U ∩V ) ⊂ α(U)∩α(V ). Por lo tanto α es un

operador regular. ■

2.3. Conjuntos α-semi abiertos & α-semi ce-

rrados

Definición 2.3.1 Sean (X,Γ, α) y A ⊂ X. Se dice que A es α-semi abierto

si existe U ∈ Γ tal que U ⊂ A ⊂ α(U). Un subconjunto A se dice α-semi

cerrado si X \ A es α-semi abierto.

A la colección de los conjuntos α-semi abiertos en X la denotamos por α-

sO(X) y a la colección de los conjuntos α-semi cerrados en X la denotamos

por α-sC(X).

Notemos que ∅, X ∈ α-sO(X). A continuación veremos un ejemplo que mues-

tra que en general la familia α-sO(X) no posee una estructura topológica para

X.
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Ejemplo 2.3.2 Sea (R, Tu, α), donde Tu es la topoloǵıa usual sobre R y α es

el operador definido como sigue:

α(A) =

 A si A ̸= ∅.

{1} si A = ∅.

Afirmación 1. El operador α es asociado a Tu.

Sea U ∈ Tu. Probaremos que U ⊂ α(U). Consideremos los siguientes casos:

Caso I. Supongamos que A ̸= ∅.

Claramente U ⊂ α(U) pues α(U) = U .

Caso II. Supongamos que U = ∅.

Dado que α(U) = {1} y ∅ ⊂ {1}, por lo que U ⊂ α(U).

Por lo tanto, α es un operador asociado a Tu.

Afirmación 2. El operador α no es monótono.

Sean ∅, (0, 1) ∈ Tu. Dado que ∅ ⊂ (0, 1) y α(∅) = {1}, α((0, 1)) = (0, 1) pero

α(∅) ̸⊂ α((0, 1)). Aśı, α no es un operador monótono.

Afirmación 3. Se cumple que (−1, 1) ∈ α-sO(R).

Sea U = (−1, 1). Dado que (−1, 1) ∈ Tu y α((−1,−1)) = (−1, 1), entonces

U ⊂ (−1, 1) ⊂ α(U). Por lo que (−1, 1) ∈ α-sO(R).

Afirmación 4. Se cumple que {1} ∈ α-sO(R).

Sea U = ∅. Dado que ∅ ∈ Tu y α(∅) = {1}, entonces U ⊂ {1} ⊂ α(U). Por

lo que {1} ∈ α-sO(R).
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Afirmación 5. Se cumple que (−1, 1) ∪ {1} /∈ α-sO(R).

Notemos que (−1, 1) ∪ {1} = (−1, 1]. Supongamos que (−1, 1] ∈ α-sO(R).

Entonces, existe W ∈ Tu tal que W ⊂ (−1, 1] ⊂ α(W ). Consideremos los

siguientes casos:

Caso I. Supongamos que W ̸= ∅.

Dado que α(W ) = W yW ⊂ (−1, 1] ⊂ α(W ),W = (−1, 1] pero (−1, 1] /∈ Tu,

lo cual es una contradicción pues W ∈ Tu.

Caso II. Supongamos que W = ∅.

Dado que α(W ) = {1} y (−1, 1] ⊂ α(W ) = {1}, se tiene una contradicción

pues (−1, 1] ̸⊂ {1}.

Por lo tanto (−1, 1) ∪ {1} /∈ α-sO(R).

Observemos que bajo ciertas condiciones para el operador α y para la colec-

ción α-sO(X), se tiene que la unión de α-semi abiertos es un α-semi abierto.

El siguiente teorema formaliza este hecho.

Teorema 2.3.3 Sea (X,Γ, α) tal que α es monótono. Si {Ai}i∈I ⊂ α-sO(X),

entonces
⋃
i∈I

Ai ∈ α-sO(X).

Demostración. Sea {Ai}i∈I ⊂ α-sO(X). Para cada i ∈ I, existe Ui ∈ Γ

tal que Ui ⊂ Ai ⊂ α(Ui). Por lo que
⋃
i∈I

Ui ⊂
⋃
i∈I

Ai ⊂
⋃
i∈I

α(Ui).

Por otra parte, dado que Ui ⊂
⋃
i∈I

Ui para todo i ∈ I,
⋃
i∈I

Ui ∈ Γ y como α

es monótono, tenemos que α(Ui) ⊂ α

(⋃
i∈I

Ui

)
para todo i ∈ I. De donde⋃

i∈I
α(Ui) ⊂ α

(⋃
i∈I

Ui

)
.
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De lo anterior, tenemos que

⋃
i∈I

Ui ⊂
⋃
i∈I

Ai ⊂
⋃
i∈I

α(Ui) ⊂ α

(⋃
i∈I

Ui

)
.

Aśı, ⋃
i∈I

Ui ⊂
⋃
i∈I

Ai ⊂ α

(⋃
i∈I

Ui

)
.

Por lo tanto
⋃
i∈I

Ai es un α-semi abierto. ■

Corolario 2.3.4 Sea (X,Γ, α) tal que α es monótono. Si {Ai}i∈I ⊂ α-

sC(X), entonces
⋂
i∈I

Ai ∈ α-sC(X).

Demostración. Sea {Ai}i∈I ⊂ α-sC(X). Entonces {X\Ai}i∈I ⊂ α-sO(X).

Por el Teorema 2.3.3, tenemos que
⋃
i∈I

(X \Ai) es α-semi abierto. Usando que⋃
i∈I

(X \ Ai) = X \
(⋂

i∈I
Ai

)
, tenemos que

⋂
i∈I

Ai es α-semi cerrado. ■

En la siguiente definición, cuando α es el operador cerradura la definición

coincide a la dada por Caldas en [1].

Definición 2.3.5 Sean (X,Γ, α) y A ⊂ X. Diremos que A es una α-semi

vecindad de un punto de x ∈ X, si existe Ox ∈ α-sO(X) tal que x ∈ Ox ⊂ A.

A la familia de α-semi vecindades de x ∈ X la denotamos como α-SV (x).

Proposición 2.3.6 Sean (X,Γ, α) tal que α es monótono y A ⊂ X. Enton-

ces, A ∈ α-sO(X) si y sólo si A es una α-semi vecindad de cada uno de sus

puntos.
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Demostración. Supongamos que A ∈ α-sO(X). Sea x ∈ A. Dado que

A ⊂ A, concluimos que A es una α-semi vecindad para x. Por lo tanto A es

una α-semi vecindad de cada uno de sus puntos.

Ahora, sea x ∈ A tal que A ∈ α-SV (x). Entonces, existe Ox ∈ α-sO(X)

tal que x ∈ Ox ⊂ A. De donde
⋃
x∈A

Ox = A. Tenemos que α es monótono.

Entonces, por el Teorema 2.3.3, A =
⋃
x∈A

Ox ∈ α-sO(X). ■

El siguiente lema fue formulado por C. Carpintero, E. Rosas y J. Vielma en

[2] y generaliza el resultado dado por Caldas en [1].

Lema 2.3.7 Sea (X,Γ, α) tal que α es estrella. Si A ∈ Γ y O ∈ α-sO(X),

entonces O ∩ A ∈ α-sO(X).

Demostración. Como O ∈ α-sO(X), existe U ∈ Γ tal que U ⊂ O ⊂ α(U).

Entonces U ∩ A ⊂ O ∩ A ⊂ α(U) ∩ A. Como α es estrella y U,A ∈ Γ,

α(U)∩A ⊂ α(U ∩A), se tiene que U ∩A ⊂ O ∩A ⊂ α(U ∩A) y U ∩A ∈ Γ.

Por lo tanto O ∩ A ∈ α-sO(X). ■

Definición 2.3.8 Sean (X,Γ, α) y {Ai}i∈I una familia de subconjuntos de

X. Decimos que {Ai}i∈I es una famlia α-semi localmente finita (α-s.l.f.) si

para cada x ∈ X, existe Ox ∈ α-sO(X) tal que x ∈ Ox y Ox ∩ Ai = ∅ para

todo i excepto un número finito de ı́ndices i ∈ I.

Observación 2.3.9 Si {Ai}i∈I es α-s.l.f. de X, enconces para cada x ∈ X

existe Ox ∈ α-sO(X) tal que x ∈ Ox y un subconjunto finito Ωx de I tal que

Ox ⊂
⋂

i∈I\Ωx

(X \ Ai).
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Definición 2.3.10 Sea (X,Γ, α) y {Ai}i∈I una familia de subconjuntos de

X. Decimos que {Ai}i∈I es α-s.l.f. relativa (α-s.l.f.r.) a un subconjunto T

de X si dicha familia es α-s.l.f. para todo x ∈ T .

Teorema 2.3.11 Sean (X,Γ, α) tal que α es estrella, monótono y {Ai}i∈I ⊂

Γ. Entonces,
⋂
i∈I

Ai ∈ α-sO(X) si y sólo si la familia {X \Ai}i∈I es α-s.l.f.r.

a
⋂
i∈I

Ai.

Demostración. Supongamos que A =
⋂
i∈I

Ai ∈ α-sO(X). Observamos la

siguiente igualdad:

∅ = A∩(X \ A) = A∩

(
X \

(⋂
i∈I

Ai

))
= A∩

(⋃
i∈I

X \ Ai

)
=
⋃
i∈I

[A∩(X\Ai)].

De lo anterior, A∩ (X \Ai) = ∅ para todo i ∈ I. Por lo tanto {X \Ai}i∈I es

α-s.l.f.r. a A.

Ahora, supongamos que {X \ Ai}i∈I es α-s.l.f.r. a A =
⋂
i∈I

Ai. Para probar

que A ∈ α-sO(X), sea x ∈ A. Entonces, existe un subconjunto finito Ωx ⊂ I

y Ox ∈ α-sO(X) tales que x ∈ Ox y Ox ∩ (X \Ai) = ∅ para toda i ∈ I \Ωx.

Aśı,

Ox ⊂
⋂

i∈I\Ωx

[X \ (X \ Ai)] =
⋂

i∈I\Ωx

Ai.

Observemos que x ∈
⋂

i∈Ωx

Ai ∈ Γ. De donde x ∈ Ox ∩
( ⋂

i∈Ωx

Ai

)
. Por el Lema

2.3.7, tenemos que Ox ∩
( ⋂

i∈Ωx

Ai

)
∈ α-sO(X). Dado que

Ox ∩

(⋂
i∈Ωx

Ai

)
⊂

 ⋂
i∈I\Ωx

Ai

 ∩

(⋂
i∈Ωx

Ai

)
=
⋂
i∈I

Ai = A,
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se tiene que x ∈ Ox ∩
( ⋂

i∈Ωx

Ai

)
⊂ A. Por lo que A es una unión de α-semi

abiertos. De donde, por el Teorema 2.3.3, A ∈ α-sO(X). ■

Corolario 2.3.12 Sean (X,Γ, α) tal que α es estrella y monótono y {Ai}i∈I
una familia de subconjuntos cerrados de X. Entonces,

⋃
i∈I

Ai ∈ α-sC(X) si y

sólo si la familia {Ai}i∈I es α-s.l.f.r. a D = X \
⋃
i∈I

Ai.

Demostración. Sea {Ai}i∈I una familia de subconjuntos cerrados de X

tal que
⋃
i∈I

Ai ∈ α-sC(X). Hagamos D = X \
⋃
i∈I

Ai. Entonces {X \Ai}i∈I es

una familia de subconjuntos abiertos de X y D = X \
⋃
i∈I

Ai =
⋂
i∈I

X \Ai ∈ α-

sO(X). Por el Teorema 2.3.11, la familia {X \ (X \ Ai)}i∈I es α-s.l.f.r. a⋂
i∈I

X \ Ai. Por lo que, la familia {Ai}i∈I es α-s.l.f.r. a D.

Ahora, supongamos que la familia {Ai}i∈I es α-s.l.f.r. a D. Como D =⋂
i∈I

(X \Ai) y {X \Ai}i∈I es una familia de subconjuntos abiertos de X, por

el Teorema 2.3.11,
⋂
i∈I

X \Ai ∈ α-sO(X). Por lo que, (X \
⋃
i∈I

Ai) ∈ α-sO(X).

Por lo tanto
⋃
i∈I

Ai ∈ α-sC(X). ■

El siguiente lema formulado por C. Carpintero, E. Rosas y J. Vielma en

[3] nos da una caracterización de los conjuntos α-semi abiertos cuando el

operador α es monótono y generaliza al resultado dado por Levine en [8].

Lema 2.3.13 Sean (X,Γ, α) tal que α es monótono y A ⊂ X. Entonces

A ∈ α-sO(X) si y sólo si A ⊂ α(int(A)).

Demostración. Supongamos que A ∈ α-sO(X). Entonces existe U ∈ Γ

tal que U ⊂ A ⊂ α(U). Aśı, dado que U ⊂ int(A) y α es monótono, α(U) ⊂

α(int(A)). Por lo que A ⊂ α(int(A)).
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2.3 Conjuntos α-semi abiertos & α-semi cerrados

Ahora, supongamos que A ⊂ α(int(A)). Entonces int(A) ⊂ A ⊂ α(int(A)).

Por lo que A ∈ α-sO(X). ■

Mostraremos con un ejemplo que la hipótesis de que α sea un operador

monótono en el Lema 2.2.6 es necesaria.

Ejemplo 2.3.14 Consideramos el espacio topológico X = {a, b, c, d} con

Γ = {∅, X, {a}, {a, b}} su topoloǵıa y el operador α : P(X) → P(X) definido

como:

α(A) =



∅, si A = ∅,

{a, b}, si A = {a, b},

X, si A = {a} o A = X,

A, si A /∈ Γ.

Nótese que α es un operador asociado a Γ. Ahora veamos que no es monótono.

Afirmación 1. El operador α no es monótono.

Sean {a}, {a, b} ∈ Γ. Dado que X = α({a}) y α({a, b}) = {a, b}, se tiene que

α({a}) ̸⊂ α({a, b}). Por lo que α no es monótono.

Afirmación 2. El conjunto {a, b, c} es α-semi abierto.

Como {a} ⊂ {a, b, c} ⊂ X = α({a}) y {a} ∈ Γ, {a, b, c} ∈ α-sO(X).

Afirmación 3. Se cumple que {a, b, c} ̸⊂ α(int({a, b, c})).

Dado que {a, b, c} ∈ α-sO(X) y α(int({a, b, c})) = α({a, b}) = {a, b}, se

tiene que {a, b, c} ̸⊂ α(int({a, b, c})).

De la Afirmaciones 1, 2, 3, se tiene que la hipótesis de que el operador sea

monótono es necesaria.
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2.4 El α-semi interior & la α-semi cerradura de un conjunto

2.4. El α-semi interior & la α-semi cerradura

de un conjunto

Podemos introducir de manera natural las nociones de α-semi interior y α-

semi cerradura de un conjunto, de la siguiente manera.

Definición 2.4.1 Sean (X,Γ, α) y A ⊂ X. Definimos y denotamos el α-

semi interior de A por:

α-sInt(A) =
⋃

{U ∈ α-sO(X) : U ⊂ A}.

Observemos que, por el Teorema 2.3.3, cuando el operador α es monótono,

α-sInt(A) ∈ α-sO(X).

Definición 2.4.2 Sean (X,Γ, α) y A ⊂ X. Definimos y denotamos la α-

semi cerradura de A por:

α-sCl(A) =
⋂

{F ∈ α-sC(X) : A ⊂ F}.

Observemos que, por el Corolario 2.3.4, cuando el operador α es monótono,

α-sCl(B) ∈ α-sC(X).

Definición 2.4.3 Sean (X,Γ, α), A ⊂ X y x ∈ X . Decimos que x es un

punto α-semi adherente de A si para todo Ox ∈ α-sO(X) tal que x ∈ Ox

se tiene que Ox ∩ A ̸= ∅.

Proposición 2.4.4 Sean (X,Γ, α) y A ⊂ X. Entonces α-sCl(A) es igual al

conjunto de todos los puntos x ∈ X que son α-semi adherentes de A.
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Demostración. Sean x ∈ α-sCl(A) y Ox ∈ α-sO(X) tal que x ∈ Ox.

Supongamos que Ox ∩ A = ∅. Entonces, A ⊂ X \ Ox. Nótese que X \ Ox ∈

α-sC(X). Por la Definición 2.4.2, α-sCl(A) ⊂ X \ Ox. De lo anterior, x ∈

X \ Ox, lo cual es una contradicción. Aśı, Ox ∩ A ̸= ∅. Por lo tanto x es un

punto α-semi adherente de A.

Ahora, sea x un punto α-semi adherente deA. Supongamos que x /∈ α-sCl(A).

Entonces, x /∈ F para algún F ∈ α-sC(X) tal que A ⊂ F . Aśı, x ∈ X \ F .

Nótese que X \ F ∈ α-sO(X). Por la Definición 2.4.3, (X \ F ) ∩ A ̸= ∅. Lo

anterior es una contradicción pues como A ⊂ F , (X \ F ) ∩ A = ∅. Por lo

tanto x ∈ α-sCl(A). ■

Proposición 2.4.5 Sean (X,Γ, α) y A,B ⊂ X. Entonces se cumplen las

siguientes afirmaciones:

i. α-sInt(A) ⊂ A ⊂ α-sCl(A).

ii. Si A ⊂ B, entonces α-sInt(A) ⊂ α-sInt(B).

iii. Si A ⊂ B, entonces α-sCl(A) ⊂ α-sCl(B).

iv. α-sCl(A ∩B) ⊂ α-sCl(A) ∩ α-sCl(B).

Demostración.

i. Esta afirmación es una consecuencia de las definiciones 2.4.1 y 2.4.2.

ii. Sea x ∈ α-sInt(A). Entonces existe U ∈ α-sO(X) tal que x ∈ U ⊂ A.

Dado que A ⊂ B, x ∈ U ⊂ A ⊂ B. Por lo que x ∈ α-sInt(B). Esto

prueba que α-sInt(A) ⊂ α-sInt(B).

30



2.4 El α-semi interior & la α-semi cerradura de un conjunto

iii. Sea x ∈ α-sCl(A). Por la Proposición 2.4.4, probaremos que x es un

punto α-semi adherente de B. Sea Ox ∈ α-sO(X) tal que x ∈ Ox. Dado

que x es un punto α-semi adherente de A, se cumple que Ox ∩ A ̸= ∅.

Usando que A ⊂ B, tenemos que Ox∩B ̸= ∅. Por lo que x es un punto

α-semi adherente de B. Por lo tanto x ∈ α-sCl(B).

iv. Observamos lo siguiente: A ∩B ⊂ A y A ∩B ⊂ B. Aplicando el inciso

i. tenemos que α-sCl(A ∩B) ⊂ α-sCl(A) y α-sCl(A ∩B) ⊂ α-sCl(B).

Por lo que α-sCl(A ∩B) ⊂ α-sCl(A) ∩ α-sCl(B).

■

Observamos que en la proposición anterior no se requirió que el operador α

fuera monótono, la siguiente proposición es una consecuencia del Teorema

2.3.3.

Proposición 2.4.6 Sean (X,Γ, α) tal que α es monótono y A,B ⊂ X. En-

tonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

i. A ∈ α-sO(X) si y sólo si A = α-sInt(A).

ii. B ∈ α-sC(X) si y sólo si B = α-sCl(B).

Demostración.

i. Supongamos que A ∈ α-sO(X). De la Definición 2.4.1, A = α-sInt(A).

Ahora, suponemos que A = α-sInt(A). Por definición del α-semi inte-

rior de un conjunto y por el Teorema 2.3.3, se sigue que A ∈ α-sO(X).

ii. Supongamos que B ∈ α-sC(X). Por el inciso i. de la Proposición 2.4.5,

para la necesidad, es suficiente demostrar que α-sCl(B) ⊂ B.
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Sea x ∈ α-sCl(B). Supongamos que x /∈ B. Tenemos que x ∈ (X \B).

Como B ∈ α-sC(X), X \B ∈ α-sO(X). De esta manera, (X \B)∩B ̸=

∅, esto es una contradicción. Aśı, x ∈ B. Por lo que α-sCl(B) ⊂ B. Por

lo tanto B = α-sCl(B).

Ahora, supongamos que B = α-sCl(B) y α es monótono, por el Coro-

lario 2.3.4, B ∈ α-sC(X).

■

Esto engloba algunas de las propiedades que se pueden extrapolar de los

conceptos comúnes sobre el interior y la cerradura de un conjunto.

Lema 2.4.7 Sean (X,Γ, α) y A ⊂ X. Siempre se cumple que α-sCl(A) ⊂

cl(A).

Demostración. Notemos que todo conjunto cerrado es α-semi cerrado

pues si F es cerrado, entonces X \ F es abierto, y por tanto α-semi abierto.

Dado que F ⊂ cl(F ) y por la Definición 2.4.2, α-sCl(E) ⊂ cl(E). ■

2.5. Operador asociado a la topoloǵıa de subes-

pacio

Sean (X,Γ, α) y Y un subespacio de (X,Γ) con su topoloǵıa ΓY . En esta sec-

ción definiremos un operador asociado a ΓY , y probaremos algunos resultados

relacionados a subespacios.
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Proposición 2.5.1 Sean (X,Γ, α) y Y un subespacio de X. Definimos αY :

ΓY → P(Y ) como αY (U ∩ Y ) = α(U) ∩ Y , donde U ∈ ΓY . Entonces αY es

un operador asociado a ΓY .

Demostración. Sea U ∈ Γ. Dado que U ⊂ α(U), se tiene que

U ∩ Y ⊂ α(U) ∩ Y = αY (U ∩ Y ).

Por lo que αY es un operador asociado a ΓY . ■

En esta sección, para (X,Γ, α), consideramos la terna (Y,ΓY , αY ), donde Y

es un subespacio de X, ΓY su topoloǵıa y αY un operador asociado a ΓY .

Proposición 2.5.2 Sean (X,Γ, α), (Y,ΓY , αY ). Si α es un operador monótono,

entonces αY es un operador monótono.

Demostración. Sean U, V ∈ Γ, tales que U ⊂ V . Dado que α es monótono,

α(U) ⊂ α(V ), entonces α(U)∩Y ⊂ α(V )∩Y , es decir, αY (U∩Y ) ⊂ αY (V ∩Y )

con U ∩ Y, V ∩ Y ∈ ΓY . Por lo tanto αY es monótono. ■

Proposición 2.5.3 Sean (X,Γ, α), (Y,ΓY , αY ). Si α es un operador estrella,

entonces αY es un operador estrella.

Demostración. Sean U, V ∈ Γ. Por un lado, se tiene que

α(U) ∩ V ∩ Y = (α(U) ∩ Y ) ∩ (V ∩ Y ) = αY (U ∩ Y ) ∩ (V ∩ Y ).
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Por otro lado, tenemos que

α(U ∩ V ) ∩ Y = αY ((U ∩ V ) ∩ Y ) = αY ((U ∩ Y ) ∩ (V ∩ Y )).

De lo anterior y como α es estrella, entonces α(U) ∩ V ⊂ α(U ∩ V ). Aśı

αY (U ∩ Y ) ∩ (V ∩ Y ) ⊂ αY ((U ∩ Y ) ∩ (V ∩ Y )),

con U ∩ Y, V ∩ Y ∈ ΓY . Por lo tanto αY es estrella. ■

Proposición 2.5.4 Sean (X,Γ, α), (Y,ΓY , αY ) y A ⊂ Y . Se cumple que

αY -sCl(A) = Y ∩ α-sCl(A).

Demostración. Sea x ∈ αY -sCl(A). Probaremos que x es un punto α-semi

adherente de A. Sea Ux ∈ α-sO(X) con x ∈ Ux, entonces existe W ∈ Γ tal

que W ⊂ Ux ⊂ α(W ), de donde W ∩Y ∈ ΓY . Por lo anterior y la Proposición

2.5.1, tenemos que

W ∩ Y ⊂ Ux ∩ Y ⊂ α(W ) ∩ Y = αY (W ∩ Y ).

Entonces, Ux ∩ Y ∈ αY -sO(Y ). Es claro que x ∈ Y y x ∈ Ux, x ∈ Ux ∩ Y ,

además x ∈ αY -sCl(A), entonces por la Proposición 2.4.4, (Ux ∩ Y )∩A ̸= ∅

pero A ⊂ Y , aśı Ux ∩ A ̸= ∅. Aśı, x es un punto α-semi adherente de A y

por la Proposición 2.4.4, x ∈ α-sCl(A). Por lo que x ∈ Y ∩ α-sCl(A). Con

lo que tenemos αY -sCl(A) ⊂ Y ∩ α-sCl(A).

Sea x ∈ Y ∩ (α-sCl(A)). Probaremos que x es un punto αY -semi adherente
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de A. Sea Vx ∈ αY -sO(Y ) con x ∈ Vx, entonces existe W ∈ Γ tal que

W ∩ Y ⊂ Vx ⊂ αY (W ∩ Y ) = α(W ) ∩ Y.

Por lo anterior, tenemos que W ⊂ W ∪ Vx ⊂ α(W ). Entonces, W ∪ Vx ∈

α-sO(X). Además, x ∈ W ∪ Vx y x ∈ (α-sCl(A)), por la Proposición 2.4.4,

(W ∪ Vx) ∩ A ̸= ∅.

Sea y ∈ (W ∪ Vx) ∩ A. Es claro que y ∈ Y . Ahora, y ∈ W ∪ Vx. Si y ∈ W ,

y ∈ W ∩ Y ⊂ Vx, aśı y ∈ Vx ∩ A. Si y ∈ Vx, y ∈ Vx ∩ A. En cualquier

caso Vx ∩ A ̸= ∅. Por lo que x es un punto αY -semi adherente de A, por la

Proposición 2.4.4, x ∈ αY -sCl(A). Por lo tanto Y ∩ α-sCl(A) ⊂ αY -sCl(A).

Con lo anterior, concluimos que αY -sCl(A) = Y ∩ α-sCl(A). ■

Proposición 2.5.5 Sean (X,Γ, α), (Y,ΓY , αY ) y A ⊂ Y . Se cumple que

α-sInt(A) ∩ Y ⊂ αY -sInt(A).

Demostración. Sea x ∈ α-sInt(A) ∩ Y . Entonces, existe U ∈ α-sO(X)

con x ∈ U ⊂ A. Como U ∈ α-sO(X), existe W ∈ Γ tal que W ⊂ U ⊂ α(W ).

De lo anterior, observamos que

W ∩ Y ⊂ U ∩ Y ⊂ α(W ) ∩ Y = αY (W ∩ Y ),

con W ∩ Y ∈ ΓY . Aśı, U ∩ Y ∈ αY -sO(Y ). Además x ∈ U ∩ Y ⊂ A. Por lo

que x ∈ αY -sInt(A). Aśı, concluimos que α-sInt(A) ∩ Y ⊂ αY -sInt(A). ■
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Caṕıtulo 3

Funciones (α, β)-semi continuas,

(α, β)-semi abiertas & (α, β)-semi

cerradas

3.1. Funciones (α, β)-semi continuas

Definición 3.1.1 Sean (X,Γ, α), (Y, T , β) y f : (X,Γ, α) → (Y, T , β) una

función. Diremos que f es (α, β)-semi continua si para cada V ∈ β-sO(Y ),

f−1(V ) ∈ α-sO(X).

Ejemplo 3.1.2 Sean (R, Tu, Int), (R, Tu,Cl) y f : (R, Tu, Int) → (R, Tu,Cl)

definida como f(x) = k, donde k ∈ R constante.

Afirmación. La función f es (Int,Cl)-semi continua.

Sea V ∈ Cl-sO(R). Consideremos los siguientes casos:

Caso I. Supongamos que k ∈ V .

Dado que k ∈ V , f−1(V ) = {x ∈ R : f(x) ∈ V } = R, además R ∈ Int-sO(R).
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Caso II. Supongamos que k /∈ V .

Dado que k /∈ V , f−1(V ) = {x ∈ R : f(x) ∈ V } = ∅, además ∅ ∈ Int-sO(R).

Por ambos casos, se tiene que f es (Int,Cl)-semi continua.

Proposición 3.1.3 Sean (X,Γ, α), (Y, T , β), (Z,Ψ, θ), f : (X,Γ, α) → (Y, T , β)

una función (α, β)-semi continua y g : (Y, T , β) → (Z,Ψ, θ) una función

(β, θ)-semi continua. Entonces, la composición g ◦ f : (X,Γ, α) → (Z,Ψ, θ)

es una función (α, θ)-semi continua.

Demostración. Sea V ∈ θ-sO(Z). Notemos que:

(g ◦ f)−1(V ) = (f−1 ◦ g−1)(V ) = f−1(g−1(V )).

Como V ∈ θ-sO(Z) y g es (β, θ)-semi continua, g−1(V ) ∈ β-sO(Y ). Aśı,

dado que f es (α, β)-semi continua, f−1(g−1(V )) ∈ α-sO(X). De donde (g ◦

f)−1(V ) ∈ α-sO(X). Por lo tanto g ◦ f es una función (α, θ)-semi continua.

■

Ejemplo 3.1.4 Sean X = {a, b, c} con Γ = {∅, {a}, {a, b}, X} su topoloǵıa,

Int el operador interior asociado a Γ y Y = {1, 2, 3} con T = {∅, {1}, {1, 2}, Y }

su topoloǵıa, Cl el operador cerradura asociado a T . Definimos f : (X,Γ, Int) →

(Y, T ,Cl) como sigue

f(x) =


1, si x = a,

2, si x = b,

3, si x = c.
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Afirmación 1. Se cumple que {1, 3} ∈ Cl-sO(Y ).

Observemos que {1} ∈ T y cl({1}) = {1, 3}. Aśı, {1} ⊂ {1, 3} ⊂ cl({1}).

Por lo que {1, 3} ∈ Cl-sO(Y ).

Afirmación 2. El conjunto f−1({1, 3}) no es Int-semi abierto.

Veamos que f−1({1, 3}) = {x ∈ X : f(x) ∈ {1, 3}} = {a, c} y nótese que

{a, c} /∈ Int-sO(X). Por lo que f−1({1, 3}) /∈ Int-sO(X).

De las Afirmaciones 1 y 2, tenemos que f no es (Int,Cl)-semi continua.

Teorema 3.1.5 Sean (X,Γ, α), (Y, T , β) con α, β monótonos y f : (X,Γ, α) →

(Y, T , β) una función. Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes:

i. f es (α, β)-semi continua.

ii. Si F ∈ β-sC(Y ), entonces f−1(F ) ∈ α-sC(X).

iii. f(α-sCl(A)) ⊂ β-sCl(f(A)) para cualquier A ⊂ X.

iv. α-sCl(f−1(B)) ⊂ f−1(β-sCl(B)) para cada B ⊂ Y .

Demostración. Probaremos que i. implica ii. Sea F ∈ β-sC(Y ). Dado

que Y \ F ∈ β-sO(Y ) y f es (α, β)-semi continua, f−1(Y \ F ) ∈ α-sO(X).

Dado que f−1(Y \ F ) = X \ f−1(F ), X \ f−1(F ) ∈ α-sO(X). Por lo que

f−1(F ) ∈ α-sC(X).

Ahora, probaremos que ii. implica iii. Sea A ⊂ X. Como β-sCl(f(A)) ∈ β-

sC(Y ), por ii., tenemos que f−1(β-sCl(f(A))) ∈ α-sC(X).

Como f(A) ⊂ Y , por el inciso i., de la Proposición 2.4.5, se tiene que

f(A) ⊂ β-sCl(f(A)), implica que A ⊂ f−1(f(A)) ⊂ f−1(β-sCl(f(A))). Por

la Definición 2.4.2, tenemos que α-sCl(A) ⊂ f−1(β-sCl(f(A))) entonces f(α-

sCl(A)) ⊂ β-sCl(f(A)).
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A continuación, probaremos que iii., implica iv. Sean B ⊂ Y y A = f−1(B).

Por iii. sabemos que f(α-sCl(A)) ⊂ β-sCl(f(A)) y como f(A) ⊂ B, entonces

β-sCl(f(A)) ⊂ β-sCl(B). De lo anterior tenemos que f(α-sCl(A)) ⊂ β-

sCl(B). Por lo tanto α-sCl(A) ⊂ f−1(β-sCl(B)), es decir, α-sCl(f−1(B)) ⊂

f−1(β-sCl(B)).

Finalmente, probaremos que iv. implica i. Sea V ∈ β-sO(Y ). Entonces

Y \ V ∈ β-sC(Y ), aśı, Y \ V = β-sCl(Y \ V ), por el inciso iv., tenemos

que α-sCl(f−1(Y \ V )) ⊂ f−1(β-sCl(Y \ V )). De lo anterior, α-sCl(f−1(Y \

V )) ⊂ f−1(Y \ V ). Por el inciso i. de la Proposición 2.4.5, tenemos que

α-sCl(f−1(Y \ V )) = f−1(Y \ V ). Por el inciso ii. de la Proposición 2.4.6,

f−1(Y \V ) ∈ α-sC(X) y tenemos que f−1(V ) = X \f−1(Y \V ). Por lo tanto

f−1(V ) ∈ α-sO(X), es decir, f es (α, β)-semi continua. ■

3.2. Funciones (α, β)-semi abiertas & (α, β)-semi

cerradas

Definición 3.2.1 Sean (X,Γ, α), (Y, T , β) y f : X → Y una función. Dire-

mos que f es (α, β)-semi abierta si para cada U ∈ α-sO(X), f(U) ∈ β-

sO(Y ).

Ejemplo 3.2.2 Consideremos X = {1, 2, 3} con Γ = {∅, {1}, X} su topo-

loǵıa, el operador asociado a Γ, α : P(X) → P(X) definido como

α(A) =

A ∪ {2}, si 2 /∈ A,

A, si 2 ∈ A.
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y consideremos Y = {a, b} con T = {∅, {a}, Y } su topoloǵıa, el operador

asociado a T , β : P(Y ) → P(Y ) definido como

β(B) =

B ∪ {b}, si b /∈ A,

B, si b ∈ A.

Definimos f : (X,Γ, α) → (Y, T , β) como

f(x) =

a, si x = 1 o x = 2,

b, si x = 3.

Observemos que α-sO(X) = {∅, {1}, {2}, {1, 2}, {1, 3}, X} y calculamos sus

imágenes bajo f ,

f(∅) = ∅,

f({1}) = {a},

f({2}) = {a},

f({1, 2}) = {a},

f({1, 3}) = Y,

f(X) = Y.

Dado que ∅, {a}, Y ∈ β-sO(Y ), concluimos que f es (α, β)-semi abierta.

Definición 3.2.3 Sean (X,Γ, α), (Y, T , β) y f : X → Y una función. Dire-

mos que f es (α, β)-semi cerrada si para cada F ∈ α-sC(X), f(F ) ∈ β-

sC(Y ).

Ejemplo 3.2.4 Sean X = {1, 2, 3} con Γ = {∅, {1}, {1, 2}, X} su topoloǵıa,

Int el operador interior asociado a Γ y Y = {a, b} con T = {∅, {a}, Y } su to-
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poloǵıa, Int el operador interior asociado a T . Consideremos f : (X,Γ, Int) →

(Y, T , Int) definida de la siguiente manera:

f(x) =

a, si x = 1 o x = 2,

b, si x = 3.

Observemos que α-sO(X) = {∅, {1}, {1, 2}, X}, entonces α-sC(X) = {X,

{2, 3}, {3}, ∅} y calculamos sus imágenes bajo f ,

f(X) = Y,

f({2, 3}) = Y,

f({3}) = {b},

f(∅) = ∅.

Dado que ∅, {a}, Y ∈ β-sO(Y ), entonces Y, {b}, ∅ ∈ β-sC(Y ). Por lo tanto

f es (α, β)-semi cerrada.

Teorema 3.2.5 Sean (X,Γ, α), (Y, T , β) con α, β monótonos y f : X → Y

una función. Entonces f es (α, β)-semi abierta si y sólo si para cada A ⊂ X,

f(α-sInt(A)) ⊂ β-sInt(f(A)).

Demostración. Supongamos que f es (α, β)-semi abierta. Sea A ⊂ X. Co-

mo α es monótono, por el Teorema 2.3.3, α-sInt(A) ∈ α-sO(X) y dado que

f es (α, β)-semi abierta f(α-sInt(A)) ∈ β-sO(Y ). Dado que α-sInt(A) ⊂ A,

f(α-sInt(A)) ⊂ f(A). Como f(α-sInt(A)) ∈ β-sO(Y ) y f(α-sInt(A)) ⊂

f(A), por la Definición 2.4.1, f(α-sInt(A)) ⊂ β-sInt(f(A)).
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Ahora, supongamos que para cada A ⊂ X, f(α-sInt(A)) ⊂ β-sInt(f(A)).

Sea U ∈ α-sO(X). Probaremos que f(U) ∈ β-sO(Y ). Como α es monótono,

por el inciso i. de la Proposición 2.4.6, U = α-sInt(U). Por hipótesis y el

inciso i de la Proposición 2.4.5, tenemos que

β-sInt(f(U)) ⊂ f(U) = f(α-sInt(U)) ⊂ β-sInt(f(U)).

Aśı, β-sInt(f(U)) = f(U) y como β es monótono, por el inciso i. de la

Proposición 2.4.6, f(U) ∈ β-sO(Y ). Por lo tanto f es (α, β)-semi abierta. ■

Teorema 3.2.6 Sean (X,Γ, α), (Y, T , β) con α, β monótonos y f : X → Y

una función. Entonces f es (α, β)-semi cerrada si y sólo si para cada A ⊂ X,

β-sCl(f(A)) ⊂ f(α-sCl(A)).

Demostración. Supongamos que f es (α, β)-semi cerrada. Sea A ⊂ X.

Como α es monótono, por el Teorema 2.3.3, α-sCl(A) ∈ α-sC(X) y da-

do que f es (α, β)-semi cerrada, f(α-sCl(A)) ∈ β-sC(Y ). Por el inciso i.

de la Proposición 2.4.5, A ⊂ α-sCl(A). Aśı, f(A) ⊂ f(α-sCl(A)). Como

f(α-sCl(A)) ∈ β-sC(Y ) y f(A) ⊂ f(α-sCl(A)), por la Definición 2.4.2,

β-sCl(f(A)) ⊂ f(α-sCl(A)).

Ahora, supongamos que para cada A ⊂ X, β-sCl(f(A)) ⊂ f(α-sCl(A)). Sea

F ∈ α-sC(X). Como α es monótono, F = α-sCl(F ). Por hipótesis y por el

inciso i. de la Proposición 2.4.5, tenemos que

f(F ) ⊂ β-sCl(f(F )) ⊂ f(α-sCl(F )) = f(F ).
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Aśı, β-sCl(f(F )) = f(F ). De esto y de que β es monótono, por el inciso

ii. de la Proposición 2.4.6, f(F ) ∈ β-sC(Y ). Por lo tanto, f es (α, β)-semi

cerrada. ■
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Caṕıtulo 4

α-Semi Conexidad & α-Semi

Compacidad

4.1. Espacios α-semi conexos

Definición 4.1.1 Sean (X,Γ, α) y A,B ⊂ X no vaćıos. Los conjuntos A,B

se dicen α-semi separados si α-sCl(A) ∩B = A ∩ α-sCl(B) = ∅.

Definición 4.1.2 Sean (X,Γ, α) y E,A,B ⊂ X no vaćıos. Decimos que A

y B forman una α-semi separación de E si A y B están α-semi separados y

E = A ∪B.

Definición 4.1.3 Sea (X,Γ, α). Un conjunto que no puede expresarse como

unión de dos conjuntos α-semi separados se dice que es α-semi conexo.

Ejemplo 4.1.4 Consideramos el espacio topológico X = {a, b, c, d} con Γ =

{∅, {a}, {a, b}, X} su topoloǵıa y el operador α : P(X) → P(X) definido
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como:

α(A) =



X, si A = {a}

{a, b, c}, si A = {a, b},

{b, d}, si A = ∅,

A, en otro caso.

Afirmación 1. El operador α es asociado a Γ. En efecto, dado que

∅ ⊂ α(∅) = {b, d};

{a} ⊂ α({a}) = X;

{a, b} ⊂ α({a, b}) = {a, b, c};

X ⊂ α(X) = X.

Afirmación 2. El conjunto E = {a, c} es α-semi conexo.

Observemos que α-sO(X) = {∅, {b}, {d}, {b, d}, {a}, {a, b}, {a, c}, {a, d},

{a, b, c}, {a, b, d}, {a, c, d}, X}, por lo que α-sC(X) = {X, {a, c, d}, {a, b, c},

{a, c}, {b, c, d}, {c, d}, {b, d}, {b, c}, {d}, {c}, {b}, ∅}.

Nótese que E = A ∪ B donde A = {a} y B = {c} es la única partición

posible.

Tenemos que α-sCl(A) = {a, c} y α-sCl(B) = {c}. De lo anterior, vemos que

α-sCl(A) ∩B = {a, c} ∩ {c} = {c},

A ∩ α-sCl(B) = {a} ∩ {c} = ∅.

Por lo que A,B no están α-semi separados. Por lo tanto E es α-semi conexo.

Cuando α es el operador identidad, las definiciones anteriores nos dan la

definición usual de conexidad. Los siguientes resultados presentan una gene-
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ralización análoga de los que la conexidad usual presenta.

Teorema 4.1.5 Sea (X,Γ, α). Entonces, X es α-semi conexo si y sólo si los

únicos subconjuntos de X que son simultáneamente α-semi abiertos y α-semi

cerrados son ∅ y X.

Demostración. Sea A ⊂ X tal que A ̸= X y A ̸= ∅. Supongamos que A

es α-semi abierto y α-semi cerrado. De aqúı, α-sCl(A) = A y α-sCl(X \A) =

X \ A. Aśı,

α-sCl(A) ∩ (X \ A) = A ∩ (X \ A) = ∅;

A ∩ α-sCl(X \ A) = A ∩ (X \ A) = ∅

De lo anterior y como A ̸= ∅ y X \A ̸= ∅, se tiene que A y X \A forman una

α-semi separación de X, pero esto es una contradicción pues X es α-semi

conexo. Por lo que A = ∅ o A = X.

Ahora, supongamos que X no es α-semi conexo. Aśı, existen U, V dos sub-

conjuntos de X no vaćıos α-semi separados tales que X = U ∪ V . Vamos a

probar que U y V son α-semi abiertos y α-semi cerrados. Para esto, prime-

ro probaremos que U = α-sCl(U). Tenemos que U ⊂ α-sCl(U). Ahora, sea

x ∈ α-sCl(U). Dado que x ∈ X y α-sCl(U) ∩ V = ∅, x ∈ U . Por lo que,

α-sCl(U) ⊂ U . De donde U = α-sCl(U).

Similarmente se prueba que V = α-sCl(V ). De lo anterior, concluimos que

U y V son α-semi cerrados.

Usando que U = X \ V = X \ α-sCl(V ) y V = X \ U = X \ α-sCl(U), U y

V son α-semi abiertos. Por lo que, U y V son no vaćıos y diferentes de X,
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tales que son α-semi abiertos y α-semi cerrados, esto es una contradicción.

Por lo tanto X es α-semi conexo. ■

Teorema 4.1.6 Sean (X,Γ, α) y A ⊂ X. Si A es α-semi conexo y A ⊂

C ∪D, donde C y D son α-semi separados, entonces A ⊂ C o A ⊂ D.

Demostración. Supongamos que A ̸⊂ C y que A ̸⊂ D, entonces A∩C ̸= ∅

y A ∩D ̸= ∅. Ahora veamos lo siguiente:

(A ∩ C) ∩ α-sCl(A ∩D) ⊂ (A ∩ C) ∩ [α-sCl(A) ∩ α-sCl(D)]

⊂ C ∩ α-sCl(D)

Y también, tenemos que:

(A ∩D) ∩ α-sCl(A ∩ C) ⊂ (A ∩D) ∩ [α-sCl(A) ∩ α-sCl(C)]

⊂ D ∩ α-sCl(C)

Pero C,D son α-semi separados, entonces C∩α-sCl(D) = D∩α-sCl(C) = ∅.

Por lo que (A∩C)∩ α-sCl(A∩D) = (A∩D)∩ α-sCl(A∩C) = ∅. Notemos

que A = (A∩C)∪ (A∩D). Por lo que A∩C y A∩D constituyen una α-semi

separación de A lo cual es una contradicción pues A es α-semi conexo. ■

Teorema 4.1.7 Sean (X,Γ, α) y C,E ⊂ X. Si C es α-semi conexo y C ⊂

α-sCl(E) ⊂ α-sCl(C), entonces α-sCl(E) es α-semi conexo.

Demostración. Supongamos que α-sCl(E) no es α-semi conexo, entonces

existen A,B ⊂ X, no vaćıos, tales que α-sCl(E) = A ∪B y α-sCl(A) ∩B =

A ∩ α-sCl(B) = ∅. Por el Teorema 4.1.7 debe ocurrir que C ⊂ A o C ⊂ B.
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Sin pérdida de generalidad, supongamos que C ⊂ A. Por el inciso iii. de la

Proposición 2.4.5, tenemos que α-sCl(C) ⊂ α-sCl(A), de aqúı, α-sCl(C) ∩

B ⊂ α-sCl(A) ∩B = ∅.

Por otra parte, B ⊂ α-sCl(E) ⊂ α-sCl(C), entonces B ⊂ α-sCl(C)∩B. Por

lo que B = ∅, lo cual es una contradicción. Por lo tanto α-sCl(E) es α-semi

conexo. ■

Teorema 4.1.8 Sean (X,Γ, α) y {Ei}i∈I una familia de subconjuntos cone-

xos de X tal que
⋂
i∈I

Ei ̸= ∅. Entonces
⋃
i∈I

Ei es α-semi conexo.

Demostración. Supongamos que
⋃
i∈I

Ei no es α-semi conexo, entonces exis-

ten A,B ⊂ X, no vaćıos, tales que son α-semi separados y
⋃
i∈I

Ei = A ∪ B.

Sea x ∈
⋂
i∈I

Ei y sin pérdida de la generalidad supongamos que x ∈ A.

Ahora, para cada i ∈ I, Ei es α-semi conexo, Ei ⊂ A ∪B y A,B son α-semi

separados, por el Teorema 4.1.7, Ei ⊂ A o Ei ⊂ B. Como A∩B = ∅, x /∈ B,

adémas x ∈ Ei y x ∈ A, entonces Ei ⊂ A para todo i ∈ I. De lo anterior⋃
i∈I

Ei ⊂ A, por lo que B ⊂
⋃
i∈I

Ei ⊂ A y como A ∩ B = ∅, B = ∅ lo cual es

una contradicción. Por lo tanto
⋃
i∈I

Ei es α-semi conexo. ■

Teorema 4.1.9 Sean (X,Γ, α), (Y, T , β) y f una función (α, β)-semi conti-

nua. Si (X,Γ, α) es α-semi conexo y f es sobreyectiva, entonces (Y, T , β) es

β-semi conexo.

Demostración. Supongamos que (Y, T , β) no es β-semi conexo, entonces

existen C,D ⊂ Y , no vaćıos, tales que son β-semi separados y Y = C ∪D.

Definamos A = f−1(C) y B = f−1(D), nótese que A,B ⊂ X y como f es

sobreyectiva, A,B son no vaćıos. Probaremos que A,B forman una α-semi
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separación de X.

Observemos que

A ∪B = f−1(C) ∪ f−1(D) = f−1(C ∪D) = f−1(Y ) = X.

Por otro lado

Afrimación 1. Se cumple que α-sCl(A) ∩B = ∅.

Supongamos que α-sCl(A) ∩ B ̸= ∅. Sea x ∈ α-sCl(A) ∩ B, x ∈ B, enton-

ces f(x) ∈ D. Dado que x ∈ α-sCl(A) y f es (α, β)-semi continua por

el Teorema 3.1.3, f(x) ∈ f(α-sCl(A)) ⊂ β-sCl(f(A)) = β-sCl(C), aśı

f(x) ∈ β-sCl(C) ∩ D lo cual es una contradicción pues C,D son β-semi

separados. Por lo que α-sCl(A) ∩B = ∅.

Afrimación 2. Se cumple que A ∩ α-sCl(B) = ∅.

Supongamos que A∩α-sCl(B) ̸= ∅. Sea x ∈ A∩α-sCl(B), entonces f(x) ∈ C.

Dado que x ∈ α-sCl(B) y f es (α, β)-semi continua por el Teorema 3.1.3,

f(x) ∈ f(α-sCl(B)) ⊂ β-sCl(f(B)) = β-sCl(D), aśı f(x) ∈ C ∩ β-sCl(D)

lo cual es una contradicción pues C,D son β-semi separados. Por lo que

A ∩ α-sCl(B) = ∅.

Por todo lo anterior tenemos que A,B forman una α-semi separación de X,

es decir, (X,Γ, α) no es α-semi conexo pero esto es una contradicción. Por lo

tanto (Y, T , β) es β-semi conexo. ■
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4.2 Espacios localmente α-semi conexos

4.2. Espacios localmente α-semi conexos

Definición 4.2.1 Sean (X,Γ, α) con α un operador monótono y x ∈ X. De-

finimos la α- semi componente de x como la unión de todos los subconjuntos

α-semi conexos de X que contienen a x y la denotamos por α-sc(x).

Observemos que por el Teorema 4.1.9, la α-semi componente de x es α-semi

conexa. Se sigue de la Definición 4.2.1 la siguiente proposición.

Proposición 4.2.2 Sean (X,Γ, α) con α un operador monótono y x ∈ X.

El conjunto α-sc(x) es un subconjunto α-semi conexo maximal de X.

Proposición 4.2.3 Sean (X,Γ, α) con α un operador monótono. La colec-

ción de las α-semi componentes de los puntos de X forman una partición de

X.

Demostración. Dado que x ∈ α-sc(x) para todo x ∈ X, se tiene que

α-sc(x) ̸= ∅. Aśı, ⋃
x∈X

{x} ⊂
⋃
x∈X

α-sc(x) ⊂ X.

Nótese que
⋃

x∈X
{x} = X. Por lo que X =

⋃
x∈X

α-sc(x).

Por otro lado, si x, y ∈ X, con x ̸= y, entonces α-sc(x) ∩ α-sc(y) = ∅.

Supongamos que α-sc(x) ∩ α-sc(y) ̸= ∅. Por el Teorema 4.1.9, (α-sc(x) ∪

α-sc(y)) es α-semi conexo, pero α-sc(x) ⊂ (α-sc(x)∪ α-sc(y)) lo cual es una

contradicción pues α-sc(x) es maximal. Por lo que α-sc(x) ∩ α-sc(y) = ∅.

Por lo anterior, la colección de las α-semi componentes de los puntos de X

forman una partición de X. ■
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Proposición 4.2.4 Sean (X,Γ, α) con α un operador monótono y x ∈ X.

La α-semi componente de x es un conjunto α-semi cerrado.

Demostración. Dado que α es monótono, por el insciso ii. de la Proposi-

ción 2.4.6, probaremos que α-sc(x) = α-sCl(α-sc(x)). Por el inciso i. de la

Proposicion 2.4.5, basta probar que α-sCl(α-sc(x)) ⊂ α-sc(x). Por el Teore-

ma 4.1.8, α-sCl(α-sc(x)) es α-semi conexo y claramente x ∈ α-sCl(α-sc(x)),

dado que α-sc(x) es maximal por la Proposición 4.2.2, α-sCl(α-sc(x)) ⊂

α-sc(x). Por lo que α-sc(x) = α-sCl(α-sc(x)) y por lo tanto α-sc(x) ∈

α-sO(X). ■

Definición 4.2.5 Sean (X,Γ, α) y x ∈ X. Diremos que X es localmente

α-semi conexo en x si y sólo si para cada U ∈ α-so(X) con x ∈ U , existe

A ∈ α-sO(X), α-semi conexo, tal que x ∈ A ⊂ U . Si X es localmente α-semi

conexo en todos sus puntos, entonces diremos que X es localmente α-semi

conexo.

El siguiente ejemplo muestra que un conjunto que es localmente α-semi co-

nexo no implica que sea α-semi conexo.

Ejemplo 4.2.6 Consideremos el espacio topológico X = {a, b, c} con Γ =

{∅, {a}, {c}, {a, b}, {a, c}, X} su topoloǵıa y Cl el operador cerradura asociado

a Γ.

Observemos que Cl-sO(X) = {∅, {a}, {c}, {a, b}, {a, c}, X} y Cl-sC(X) =

{X, {b, c}, {a, b}, {c}, {b}, ∅}

Afirmación 1. El conjunto X es localmente Cl-semi conexo.

Dado que X = {a, b, c}, debemos probar que X es localmente Cl-semi conexo

en a, b, c.
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Los conjuntos Cl-semi abiertos que contienen a a son {a}, {a, b}, {a, c}, X.

Adémas, {a} es Cl-semi conexo pues no existen A,B ⊂ X, no vaćıos, que

formen una Cl-semi separación de {a}. Por lo que X es localmente Cl-semi

conexo en a.

Por otro lado, los conjuntos Cl-semi abiertos que contienen a b son {a, b}, X.

Además, {a, b} es Cl-semi conexo, ya que si suponemos lo contrario, existen

A,B ⊂ X, no vaćıos, Cl-semi separados tal que {a, b} = A ∪ B. Sin pérdida

de la generalidad, A = {a} y B = {b}. Como Cl-sCl(A) = {a, b}, Cl-sCl(A)∩

B = {b} lo cual es una contradicción. Por lo que X es localmente Cl-semi

conexo en b.

Finalmente, los conjuntos Cl-semi abiertos que contienen a c son {c}, {a, c}, X.

Adémas, {c} es Cl-semi conexo pues no existen A,B ⊂ X, no vaćıos, que

formen una Cl-semi separación de {c}. Por lo que X es localmente Cl-semi

conexo en c.

De lo anterior, X es localmente Cl-semi conexo en a, b, c. Por lo tanto X es

localmente Cl-semi conexo.

Afirmación 2. El conjunto X no es Cl-semi conexo.

Observemos que {c} y {a, b} son Cl-semi abiertos y Cl-semi cerrados por el

Teorema 4.1.6, X no es Cl-semi conexo.

Teorema 4.2.7 Sean (X,Γ, α) con α monótono. X es localmente α-semi

conexo si y sólo si las α-semi componentes de cada α-semi abierto de X son

conjuntos α-semi abiertos de X.
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Demostración. Supongamos que X es localmente α-semi conexo. Sean

A ∈ α-sO(X), C una α-semi componente de A. Sea x ∈ C, entonces x ∈ A,

además, existe U ∈ α-sO(X), α-semi conexo, tal que x ∈ U ⊂ A. Como U

es α-semi conexo y C maximal por la Proposición 4.2.2, x ∈ U ⊂ C. De lo

anterior y de la Proposición 2.3.6, C ∈ α-sO(X).

Ahora, supongamos que las α-semi componentes de cada α-semi abierto de

X son conjuntos α-semi abiertos de X. Sean x ∈ X, A ∈ α-sO(X), tales que

x ∈ A, y C una α-semi componente de A, tal que x ∈ C y C ∈ α-sO(X).

Dado que x ∈ C ⊂ A, X es localmente α-semi conexo en x, y esto es para

cualquier x ∈ X, concluimos que X es α-semi localmente conexo. ■

4.3. Espacios α-semi compactos

En esta sección se estudio los resultados dados por H. Ogata en [11], y que

posteriormente fueron generalizados por E. Rosas y J. Vielma en [12].

Definición 4.3.1 Sean (X,Γ, α) y {Ai}i∈I una cubierta de X. Si Ai ∈ α-sO(X)

para todo i ∈ I, entonces llamaremos a {Ai}i∈I una cubierta α-semi abierta

de X.

Definición 4.3.2 Sean (X,Γ, α) y {Ai}i∈I una cubierta α-semi abierta de

X. Si {Bj}j∈J es una subcolección de {Ai}i∈I y X =
⋃
j∈J

Bj diremos que

{Bj}j∈J es una subcubierta α-semi abierta de X.

Definición 4.3.3 Sea (X,Γ, α). Diremos que X es un espacio α-semi com-

pacto si toda cubierta α-semi abierta de X tiene una subcubierta finita α-semi

abierta de X.
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4.3 Espacios α-semi compactos

Ejemplo 4.3.4 Sean (R, Tu) y E = [0, 1] ⊂ R. Consideremos a E = [0, 1]

con la topoloǵıa de subespacio que denotaremos por TE y al operador α :

P(E) → P(E) definido como:

α(A) =

A ∪ {1}, si 1 /∈ A

clE(A), si 1 ∈ A.

Dado que E es compacto, para cualquier cubierta abierta {Ci}i∈I , existen

i1, ..., in ∈ I tales que {Cij}nj=1 es una subcubierta abierta finita de E. Cada

Ci ∈ TE. Aśı, Ci ∈ α-sO(E). Por lo tanto E es α-semi compacto.

Teorema 4.3.5 Sean (X,Γ, α), (Y, T , β) y f una función (α, β)-semi conti-

nua y sobreyectiva. Si X α-semi compacto, entonces Y es β-semi compacto.

Demostración. Sea {Ai}i∈I una cubierta β-semi abierta de Y . Dado que⋃
i∈I

Ai = Y , tenemos que

⋃
i∈I

f−1(Ai) = f−1

(⋃
i∈I

Ai

)
= f−1(Y ) = X.

De lo anterior y como f es (α, β)-semi continua, {f−1(Ai)}i∈I es una cubierta

α-semi abierta de X. Dado que X es α-semi compacto, existen i1, ..., in ∈ I,

tales que {f−1(Aij)}nj=1 una subcubierta finita α-semi abierta de X. Aśı,
n⋃

j=1

f−1(Aij) = X, entonces

n⋃
j=1

(Aij) = f

(
f−1

(
n⋃

j=1

Aij

))
= f

(
n⋃

j=1

f−1(Aij)

)
= f(X) = Y.
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4.3 Espacios α-semi compactos

Por lo que {Aij}nj=1 es una subcubierta finita β-semi abierta de Y . Por lo

tanto Y es β-semi compacto. ■

Lema 4.3.6 Sean (X,Γ, α), (Y,ΓY , αY ). Y es αY -semi compacto, si y sólo

si, toda cubierta α-semi abierta de Y , tiene una subcubierta finita α-semi

abierta de Y .

Demostración. Supongamos que Y es αY -semi compacto. Sea {Ai}i∈I una

cubierta α-semi abierta de Y . Para cada Ai, existe Wi ∈ Γ tal que Wi ⊂ Ai ⊂

α(Wi), entoncesWi∩Y ⊂ Ai∩Y ⊂ α(Wi)∩Y = αY (Wi∩Y ) conWi∩Y ∈ ΓY .

Aśı, Ai ∩ Y ∈ αY -sO(Y ). Entonces, {Ai ∩ Y }i∈I es una cubierta αY -semi

abierta de Y , como Y es αY -semi compacto, existen i1, ..., in ∈ I tales que

Y =
n⋃

j=1

Aij . Por lo tanto {Aij}nj=1 es una subcubierta finita α-semi abierta

de Y .

Ahora,supongamos que toda cubierta α-semi abierta de Y , tiene una sub-

cubierta finita α-semi abierta de Y . Sea {Ai}i∈I una cubierta α-semi abier-

ta de Y . Entonces, existen i1, ..., in ∈ I tales que {Aij}nj=1 es una subcu-

bierta finita α-semi abierta de Y . Para cada Aij , existe Wij ∈ Γ tal que

Wij ⊂ Aij ⊂ α(Wij), entoncesWij∩Y ⊂ Aij∩Y ⊂ α(Wij)∩Y = αY (Wij∩Y )

con Wij ∩ Y ∈ ΓY . Aśı, Aij ∩ Y ∈ αY -sO(Y ). Como
n⋃

j=1

Aij = Y , tenemos

que
n⋃

j=1

(Aij ∩ Y ) =

(
n⋃

j=1

Aij

)
∩ Y = Y.

Por lo tanto Y es αY -semi compacto. ■

Teorema 4.3.7 Sean (X,Γ, α), (Y,ΓY , αY ). Si X es α-semi compacto y Y ∈

α-sC(X), entonces Y es αY -semi compacto.
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4.4 Espacios localmente α-semi compactos

Demostración. Sea {Ai}i∈I una cubierta α-semi abierta de Y , entonces

X = Y ∪ (X \ Y ) =

(⋃
i∈I

Ai

)
∪ (X \ Y ).

Como X \Y ∈ α-sO(X), {Ai}i∈I∪{X \Y } es una cubierta α-semi abierta de

X. Dado que X es α-semi compacto, existen i1, ..., in ∈ I tales que {Aij}nj=1∪

{X \ Y } es una subcubierta finita α-semi abierta de X.Aśı,

X = Y ∪ (X \ Y ) =

(
n⋃

j=1

Aij

)
∪ (X \ Y ).

Luego, Y =
n⋃

j=1

Aij . Por el Lema 4.3.6, Y es αY -semi compacto. ■

4.4. Espacios localmente α-semi compactos

Definición 4.4.1 Sean (X,Γ, α) y x ∈ X. Diremos que X es localmente

α-semi compacto en x, si y sólo si, existen K ⊂ X α-semi compacto y V ∈

α-sO(X), tales que x ∈ V ⊂ K. Si X es localmente α-semi compacto en

todos sus puntos, entonces diremos que X es localmente α-semi compacto.

Observamos que comoX ∈ α-sO(X), entonces todo espacio α-semi compacto

es localmente α-semi compacto.

Proposición 4.4.2 Sean (X,Γ, α), (Y, T , β), f una función (α, β)-semi con-

tinua, (α, β)-semi abierta y sobreyectiva. Si X es localmente α-semi compac-

to, entonces Y es localmente β-semi compacto.
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4.4 Espacios localmente α-semi compactos

Demostración. Sea y ∈ Y . Como f es sobreyectiva, existe x ∈ X tal que

f(x) = y. Dado que X es localmente α-semi compacto existen K ⊂ X α-semi

compacto y V ∈ α-sO(X), tales que x ∈ V ⊂ K. Entonces y ∈ f(V ) ⊂ f(K).

Dado que f es (α, β)-semi abierta, f(V ) ∈ β-sO(Y ) y por el Teorema 4.3.5,

f(K) es β-semi compacto. Por lo que Y es localmente β-semi compacto en

y. Por lo tanto Y es localmente β-semi compacto. ■
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edición.

[6] Dugundji, J. (1966). Topology. Allyn and Bacon, University of Michigan,

2nd edition.

58



BIBLIOGRAFÍA
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