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Propésito general de la Unidad de Aprendizaje

Conocer algunas propiedades cercanas a la compacidad en el
hiperespacio IC(X) como: a-acotacion, a-hiperacotacion,
p-pseuducompacidad, p-fuertemente pseuducompacidad entre otras
(donde X es un espacio topoldgico y
K(X)={F c X : F es cerrado, no vacio y compacto en X} con la
topologia de Vietoris).
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Habilidades

Habilidades desarrolladas en los estudiantes:

Abstracion, rigor matematico y andlisis en el estudio de algunas
propiedades cercanas a la compacidad en hiperespacio K(X).
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Divulgar:

Divulgar los resultados sobre las propiedades a-acotacion,
a-hiperacotacion, p-pseuducompacidad, p-fuertemente
pseuducompacidad en el Hiperespacio IC( X).
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Indicaciones

— Se requiere haber cursado la UA Topologia de Conjuntos.

— No se muestran dibujos en las diapositivas, sin embargo se
menciona como hacer dibujos para explicar algunos ejemplos.
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— Espacios w-hiperacotados.

— Espacios w-acotados.

— Espacios inicialmente-a-compactos y a-compactos.

— Espacios pseudo-D-acotados para algun D C w*.

— Espacios fuertemente-p-compactos para algin p € w*.
— Espacios p-pseudocompactos para algun p € w*.

— Espacios pseudocompactos.

— Algo de Teoria de conjuntos.
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Introduccion

En la literatura aparecen los conceptos de a-acotado e
inicialmente-a-compacto los cuales se han estudiado por
diferentes autores (ver [5] y [4]). En [1], se introduce el concepto
de a-hiperacotado, es conocido que a-hiperacotado implica
a-acotado y a-acotado implica inicialmente-a-compacto, las otras
relaciones que hay entre estos conceptos son dificiles de estudiar,
sin embargo en el hiperespacio £(X), estos conceptos son
equivalentes.

Propiedades cercanas a la compacidad en C(X) Fernando Orozco Zitli




Topologia de Vietoris
Sea X un espacio topologico. Definamos:

CL(X)={AcC X: Aescerradoy no vacio}.

Una topologia para CL(X) es la Topologia de Vietoris, la cual tiene
como subbase a la siguiente familia

{(U) : U es abierto en X} U {(U, X) : es abierto en X}

donde
(Uy={FeCL(X): Fc U}y

(U, X) : {F eCL(X): FNU +# 0}.

Propiedades cercanas a la compacidad en C(X) Fernando Orozco Zitli



Algunos resultados para CL(X)

Sea X un espacio topoldgico. Se tiene lo siguiente.
(1) Si X es Ty, entonces CL(X) es Tp.

(2) Si X es Ty, entonces CL(X) es T;.

(8) X esregular siy solo si CL(X) es de Hausdorff.
(4) (

4) X es normal siy solo si CL(X) es Tychonoff siy solo si CL(X) es
regular.

(5) Sea X un espacio Tychonoff. Entonces X es compacto si y solo si
CL(X) es compacto.
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a-hiperacotado

Definicién
Sean X un espacio topol6gico y « un cardinal infinito. Decimos que:
@ X es a-acotado si para cualquier A € [X]=* tiene cerradura
compacta,

©Q X es a-hiperacotado si para cada sucesion {K; : £ < a} de

subconjuntos compactos de X, se tiene que Clx( |J K¢) es un
(<a
subconjunto compacto de X.

Donde [X]=% = {AC X : |A| <k}, [X]<" = {AC X:|A <K}y
[X]" = {AC X:|A = r}.
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Definicién
Sean X un espacio topol6gico y « un cardinal infinito.

@ X es a-compacto si X es igual a la unién de una cantidad o de
subconjuntos compactos de X.

© X es inicialmente-a-compacto si para cualquier A € [X]=“ tiene
un punto de acumulacién completo o cada cubierta abierta de X
de cardinalidad menor o igual a « tiene una subcubierta finita.
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Proposicion
Sea o un cardinal infinito.

@ La propiedad de ser a-hiperacotado es una propiedad hereditaria
para subespacios cerrados.

© Sea X el producto topoldgico de la familia de espacios topolégicos
{Xs : s € S}. Entonces X es a-hiperacotado si y solo si cada X;s
es a-hiperacotado.

© Seaf: X — Y continuay perfecta entre espacios topoldgicos. Si
X es a-hiperacotado, entonces Y es a-hiperacotado.
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Proposicion
Sean X un espacio y « un cardinal infinito. Entonces:
Q Paracada {K, : a < k} C CL(X), la susecion (Clx(U, -, K)))a<n
converge a Clx(U,... Ko) en CL(X).

© Sea F un subespacio compacto de K(X), entonces A = | J F es
un subespacio compacto de X y F C K(A).
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Definicién

Sea (Z, <) un COPO. Decimos que Z es w-dirigido si para cualquier
subconjunto numerable A de Z, existe x € Z tal que para cada a € A,
se tiene que a < x para todo a € A.

Proposicion
Sea X un espacio topoldgico. Entonces son equivalentes las
siguientes condiciones.

a) X es w-hiperacotado.

b) (K(X), =) es w-dirigido.

Propiedades cercanas a la compacidad en C(X) Fernando Orozco Zitli




Teorema

Sea X un espacio Hausdorff. Los siguientes enunciados son
equivalentes.

@ X es w-hiperacotado.

© K(X) es numerablemente compacto.
© K(X) es w-acotado.

Q K(X) es w-hiperacotado.
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Teorema
Sean X un espacio topoldgico y « un cardinal infinito. Entonces los
siguientes condiciones son equivalentes.

@ X es a-hiperacotado.

O K(X)es a-acotado.

© K(X) es inicialmente-a-compacto.

©Q K(X) es a-hiperacotado.
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Ejemplos

Ejemplo 1
El espacio [0,w1) es w-hiperacotado y no compacto.

Ejemplo 2

Sea X = [0,x1)?, donde ) es un cardinal infinito. Entonces X es
x-acotado pero no es inicialmente-xT-acotado.
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Proposicion
Sea X un espacio con un subconjunto denso a-compacto. Entonces X
es a-hiperacotado si y solo si es compacto.

Propiedades cercanas a la compacidad en C(X) Fernando Orozco Zitli



Pseudocompacidad en IC(X)

Definicién
Sean X un espacio topolégicoy p € D C w*. Decimos que:
@ X es p-pseudocompacto si para cualquier susecion (Up)ne., de
abiertos no vacios de X, se tiene que L(p, (Un)new) # 0.
© X es fuertemente-p-pseudocompacto si para cualquier susecion
(Un)new de abiertos no vacios de X, existe una susecion (xp)new Y
un z € X tales que x, € Up y z = p-lim x;.
© X es pseudo-D-acotado si para cualquier susecion (Up)ne,, de
abiertos no vacios de X, existe una susecién (xp)ne. tal que
Xn € Un y para cualquier p € D existe un z, € X tal que
© X es pseudo-w-acotado si para cualquier familia
U = {Uy : n € w} de abiertos no vacios de X, existe un K ¢ X
compacto talque U, N K # (.
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Observacion

Se tienen la siguientes relaciones:

pseudo-w-acotacién — pseudo-D-acotacion —
fuertemente-p-pseudocompacidad — p-pseudocompacidad.
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Pseudocompacidad en IC(X)

Teorema

Sea X un espacio topoldgico. Los siguientes enunciados son
equivalentes.

@ X es pseudo-w-acotado.

© K(X) es pseudo-w-acotado.

© K(X) es pseudo-D-acotado para algin D C w*.

O K(X) es fuertemente-p-compacto para algin p € w*.
@ K(X) es p-pseudocompacto para algin p € w*.

Q K(X) es pseudocompacto.
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Definicién

Sea X un espacio topologico. Decimos que X es a-pseudocompacto si
f(X) es un subconjunto compacto de R para cualquier funcién
continua f : X — R“. )

Teorema

Sea « un cardinal infinito y X un espacio tal que (X) es normal.
Entonces K(X) es a-pseudocompacto si y solo si X es a-hiperacotado.
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seudocompacidad en (X))

Teorema

Sean « un cardinal infinito. Consideremos a X un espacio tal que (X)
es normal y C*-encajado en CL(X). Entonces X es a-acotado si y solo
si X es a-hiperacotado.
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seudocompacidad en (X))

Teorema

Sea X un espacio tal que £(X) esta C*-encajado en CL(X). Los
siguientes enunciados son equivalentes:

@ X es compacto.

©Q K(X) compacto.

© K(X) o-compacto.
Q K(X) Lindelof.

@ K(X) Paracompacto.
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Corolario

Sea X un espacio metrizable. Entonces IC(X) es C*-encajado en
CL(X) siy solo si X es compacto.

Corolario

Sea X un espacio discreto infinito. Entonces K£(X) no es C*-encajado
en CL(X)

Corolario

Sea n un cardinal talque cf(n) = w. Entonces K£([0,7)) no es
C*-encajado en CL([0,7)).
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Algo de Teoria de conjuntos

Sean Aun conjuntoy R C A x A, decimos que R es una relacion
@ reflexiva, siparacada ac A, (a,a) € R,

© transitiva, si (a, b), (b, ¢) € R, entonces (a,¢) € R,

© antisimétrica, si (a,b) € Ry (b, a) € R, entonces a = b.

Decimos que R es un orden parcial en A si cumple 1,4y 5.

Decimos que R es un orden total, si para cada a, b € A, se tiene que
(a,b) € Ro(b,a) € R.

Decimos que R es un buen orden, si para cada B C A no vacio, existe
by € Btal que (bg, b) € R para cada b € B.

»
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Algo de Teoria de conjuntos

Sea A un conjunto, decimos que A es transitivo si para cada x € A, se
tiene que x C A.

Los conjuntos {0}, {0, {0}} son ejemplos de conjuntos transitivos.

Con las definiciones anteriores ya podemos introducir el concepto de
ordinal.

Sea « un conjunto, decimos que « es un ordinal si « es un COBOy «
€s un conjunto transitivo.

Es usual en la teoria de conjuntos definir a w de la siguiente manera.
Consideremos

0=10,1=1{0},2={0,{0}}, 3 = {0, {0}, {0, {}}}, etc.
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Algo de Teoria de conjuntos

Definimos un ordenen {0,1,...,n,...} como: n < msiy solosine m.
Es facil probar que {0,1,...,n,...} es un ordinal, el cual lo
denotaremos por w.

Es conocido que w es el primer ordinal infinito numerable.

Otro ejemplo importante de ordinal es w1, este ordinal es el primer
ordinal no numerable.
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Algo de Teoria de conjuntos

Sea « un ordinal. Decimos que «a es cardinal si es el minimo ordinal
tal que para cada ordinal # < «, no existe un biyecién entre 0 y «.
w Y wy son cardinales.
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