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PRESENTACION

a evolucién de la sociedad en gran medida esta soportada por el avance del

desarrollo cientifico. Por ende, la aplicaciéon de conocimientos obtenidos en
esfuerzos indagatorios sobre fendmenos que ocurren en el universo es una de las
premisas sobre la cual se basa todo desarrollo tecnolégico y cientifico de la huma-
nidad. La investigacién en torno a las diferentes manifestaciones de la naturaleza
conduce al analisis de entidades interactuantes que condicionan el comporta-
miento a posteriori de los elementos que la conforman. Es asi que el estudio de sis-
temas interactuantes constituye un tema central en cualquier disciplina cientifica.
Sin embargo, el analisis matemético de estos sistemas no es un problema fécil,
de hecho, el estado actual del conocimiento cientifico y matematico dista atin
mucho de comprender a detalle todos los posibles comportamientos de los sis-
temas complejos. El problema radica principalmente en dos factores: el primero
se refiere a la gran cantidad de componentes, variables y pardmetros que pueden
estar interactuando, lo que obliga a analizar simplificaciones del problema; y el
segundo concierne a que las interacciones generalmente no son lineales. Una de
las diferencias fundamentales entre procesos lineales y no lineales es que en estos
ultimos no se cumple el principio de superposicion. Cuando el vasto nimero de
procesos naturales no lineales se estudia, cominmente se modela mediante siste-
mas de ecuaciones no lineales. Suele ocurrir frecuentemente que la complejidad
de fendmenos que ocurren en la naturaleza y sociedad en muchos aspectos es
descrita y analizada incluso bajo una misma ecuacién diferencial no lineal, inclu-
yendo también en muchos casos la influencia aleatoria de otros agentes externos,
por lo que la estocasticidad estard presente de una u otra manera. Esto crea un
cuadro relativamente exitoso en vista de que las investigaciones de procesos que
ocurren se pueden llevar a cabo en forma aislada, analizarlas abstractamente en
el mundo de las matematicas, para luego volcar todo el arsenal de conocimientos
en las respectivas areas de interés que se realizan.

Este volumen se crea a partir de contribuciones cientificas de un sector de pro-
fesores-investigadores pertenecientes al Sistema Nacional de Investigadores (SNI)
de la Universidad Auténoma del Estado de México (UAEMéx), con sus respectivos
coautores. Los autores estan principalmente abocados a estudiar la naturaleza
de los procesos complejos no lineales que se manifiestan permanentemente en
el entorno, reflejando asi la complejidad de los fendmenos que se pueden estu-
diar satisfactoriamente dentro de paradigmas ya establecidos con los métodos
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matemadticos. Los manuscritos han sido enviados a comité ad hoc pasando por un
proceso de arbitraje riguroso correspondiente. Este esfuerzo editorial se realiza
bajo los auspicios de la Secretaria de Investigacién y Estudios Avanzados (SIEA) de
la UAEMéX, con objeto de fortalecer la presencia de los profesores-investigadores
de la institucién en el SNI. Semejante actividad podria incrementar el nimero de
profesores-investigadores y ademds ensancharlo de tal manera que pueda per-
mitir la existencia de un nicleo académico cientifico sélido para garantizar y
asegurar los futuros logros académico-cientificos en la UAEMéx.

Al principio de la realizacién de esta obra, la idea fue hacerla con base en cola-
boraciones propias de las diversas areas modernas de fisica-matemética. Pero esto
nos cerraba el camino para aceptar contribuciones importantes de otras ramas de
la ciencia ligadas al mundo complejo y no lineal. Entonces decidimos ampliar el
abanico de recepcién de manuscritos, tomando en cuenta la integridad compleja
y no lineal del tema que se abordaba en los trabajos. Principalmente los tépicos
del libro abarcan problemas de ondas no lineales, cosmologfa, nanoestructuras,
problemas variacionales, econofisica, economia e ingenierfa. El nivel matemético
del texto supone un buen conocimiento de las matematicas impartidas en las
universidades, como, por ejemplo, en lo referente a ecuaciones diferenciales or-
dinarias y diferenciales y en topicos de problemas estocasticos y estadisticos.

Veamos en forma sucinta el contenido de los capitulos del libro que se publi-
can en este trabajo.

La existencia de ondas ocurre como una de las formas de manifiestacién del
movimiento mas comun en el mundo que nos rodea. Aunque las ondas lineales
juegan un papel crucial en el desarrollo de la ciencia en primera aproximacion,
las ondas de indole no lineal se consideran como las mas “realistas” para describir
procesos complejos. Una gran posibilidad para el desarrollo de teoria de ondas
no lineales se abrié debido a la investigacion de solitones, ondas que no cambian
de formay de energfa a lo largo de su desplazamiento.

En este contexto, en el capitulo de Tatyana Belyaeva y Vladimir Serkin se estu-
dia el efecto tinel cuantico usando ondas no lineales soliténicas de 6ptica y ondas
de materia. Como es conocido, la ecuacién diferencial que gobierna estos pulsos
opticos es de la familia de ecuaciones no lineales de Schrodinger, por su analogia
con la famosa ecuacién de la mecdnica cudntica.

Seguidamente, en el capitulo de Maximo A. Agiiero, Tatyana Belyaeva y Vla-
dimir Serkin se discute la posibilidad de obtener amplificacién de solitones de
manera analitica, considerando la dispersion Raman estimulada al influenciar en
la energia de enlace del solitén. La ganancia requerida se puede realizar experi-
mentalmente mediante la fabricacién de un amplificador de fibra de dos fotones,
que excluye los efectos relacionados con la difraccién y el auto-enfocamiento de
la radiacion.
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Posteriormente, Alfredo Cano, Fernando A. Ongay Larios y Ma. de Lourdes
Ngjera-Lopez analizan la aplicacién del Teorema de Paso de Montaia para proble-
mas de optimizacién, usando sucesiones minimizantes, que podria tener implica-
clones técnico-cientificas de fenémenos no lineales. Ademads, se muestra una técnica
para resolver la existencia de soluciones de una ecuacion diferencial eliptica.

En el siguiente capitulo se aborda el problema de la inflacién cosmolégica que
sigue causando discusiones importantes en el ambiente cientifico sobre el cosmos.
Asi, J. Socorro, Miguel Sabido, W. Guzman y Maximo A. Agiiero, en su correspon-
diente capitulo, discuten la posibilidad de definir los potenciales al momento de
ocurrir la inflacién, usando elementos supersimétricos y la mecanica cudntica. Se
predice que existen multiples potenciales fisicamente aceptables para esta etapa
inflacionaria.

Roberto A. Sussman y German Izquierdo discuten desde el punto de vista de
sistemas dinamicos, modelos de espacio tiempo esféricamente simétricos pero
no homogéneos. Ellos encuentran que las trayectorias de fase evolucionan de un
atractor comin en el pasado y van a parar en otro atractor futuro como un fené-
meno determinista de la evolucién césmica.

Seguidamente, Fernando A. Ongay Larios, Humberto Carrillo Calvet, José A.
Aguilar Sanchez, Méaximo A. Agiiero y Miguel Angel Mendoza Reyes, en la misma
linea del método de sistemas dindmicos muestran un analisis en la modelacién de
neuronas mediante el ejemplo de un oscilador que recibe un estimulo periédico a
partir del cual se puede determinar si hay condiciones para que la respuesta esté
sincronizada con el estimulo, o si dispara un impulso con implicaciones al sistema
nervioso de los seres vivos.

Posteriormente, Oscar A. Rosas-Jaimes nos muestra un analisis sobre el com-
portamiento del trafico como un sistema macroscépico no lineal. Este modelo se
basa en los denominados diagramas fundamentales que relacionan a las variables
por pares, y, como se muestra, se observan a posteriori comportamientos caéticos
inesperados.

En el area de econofisica, Vladimir G. Makhankov, Ma. de Lourdes N3jera-
Lopez y Méximo A. Agiiero abordan un problema crucial de la evolucién de tasas
forward. Estos modelos surgen usando las ideas y ecuaciones de la geometria
diferencial estocastica para las tasas forward y sus volatilidades. Se usan métodos
de Ito y Stratonovich para determinar las volatilidades en forma analitica.

Siguiendo con los temas econémicos, vemos a continuacién la investigacién
de Eduardo Loria y Jorge Ramirez, que se centra en demostrar la importancia
crucial del tipo de cambio real para explicar fenémenos de lento crecimiento
econémico en paises endémicos. En economia se considera de alto valor que los
paises tengan un tipo de cambio estable.
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Como ejemplo de fenémenos no lineales en aéreas de geografia, David Joa-
quin Delgado Hernandez, David De Leén Escobedo, Oswaldo Morales Napoles,
Benjamin Pérez Pliego y Juan Carlos Arteaga Arcos discuten la forma de cuanti-
ficar las variables en los dafos generados por las fallas en presas construidas en
tierra. Esta actividad, en caso de ocurrencia de desastres naturales, podria ayudar
en los planes de evacuacién y mantenimiento de las presas.

Después, en el capitulo de Patricia Rosendo Andrés y Porfirio Rosendo Fran-
cisco se muestra el estudio de la capa electrénica en nanotubos de carbono y sus
principales caracteristicas de la tapa semiesférica para nanotubos zigzags, sobre
parametros energéticos y geométricos. Estas propiedades ultimamente han sido
objeto de intensa labor de investigacién por sus aplicaciones practicas.

Cierra nuestra obra la contribucién de Maria Dolores Durdn sobre algoritmos
para optimizar centrales y calderas de calor. Estos procesos pueden analizarse
tratdindose como problemas de optimizacién sobre qué disefio presentado para
calderas de recuperacién de calor serfa el 6ptimo. En el trabajo se presenta una
metodologia para resolver varios casos.

Finalmente, no se puede dejar de mencionar que en todas estas investigacio-
nes se han involucrado estudiantes en proceso de graduaciéon que estan contri-
buyendo en las investigaciones de sus respectivas aéreas. Se puede decir que esta
labor es un tanto dificil de realizar porque requiere que los investigadores pongan
mas atencion al trabajo de asesorias y tutorfas. Pero pensamos que es un camino
de esperanza para elevar el nimero y la calidad de cientificos en ciencias natura-
les exactas y sociales para el bien de la sociedad.

Estamos muy agradecidos con todos los autores por su trabajo. Aunque al-
gunos de nuestros requerimientos pudieron haberse mostrado como tediosos o
preocupantes, los autores siempre actuaron positivamente para afrontar estas di-
ficultades y eso contribuyé a que nuestra tarea haya sido més llevadera.

Expresamos nuestra sincera gratitud a la Secretaria de Investigacién y Es-
tudios Avanzados de la UAEMéx, Angeles Ma. del Rosario Pérez Bernal, por su
invaluable ayuda para la publicaciéon de este material cientifico que refleja los dis-
tintos esfuerzos que realiza una parte del nicleo de investigadores de la UAEMéX,
en colaboracion con sus colegas de otras instituciones del pais y del extranjero.
Asimismo, sin el apoyo eficiente de la asistente de investigacion, M. en 1., Ma. de
Lourdes Ndjera-Lépez, en su ardua labor de compilacién, correccion y redaccién
de los materiales enviados, el trabajo sobre la culminacién del libro no podria
haberse llevado a cabo.

Toluca, octubre de 2013
Maximo A. Agiiero Granados
(Coordinador)
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Resumen

Estudios recientes han arrojado dudas sobre el tratamiento de tunelaje en solitones. Los
enigmas mds importantes en este campo se pueden formular de la siguiente manera:
dcuando el efecto no lineal de tunelaje de solitones se parecera al de una particula pun-
tual, como en el caso de particulas clasicas?, ¢o seguira el comportamiento de la mecanica
cuantica en el que la particula en si tiene una estructura interna? {Cémo los grados de
libertad “ocultos” pueden aparecer en el proceso de tunelaje de un solitén? ¢Qué ocurre si
la amplitud y duracién inicial del solitén varfan en el tiempo y el soliton se aproxima a una
barrera clasicamente prohibida? En particular, ¢qué sucede en el caso de tunelaje no lineal
de un solitén auto-compresivo cuando su energia de enlace se incrementa? ¢Este caso se
parecerd mas el caso de particula clasica o el comportamiento de la mecénica cudntica?
Estas cuestiones son consideradas en este capitulo.
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INTRODUCCION

| efecto tinel cudntico ha sido uno de los conceptos mas fructiferos de la

fisica moderna. Este descubrimiento se produjo en un momento en que
la nueva mecanica cudntica s6lo habia estado disfrutando de sus primeros pasos
en la explicacion de la estructura atémica. En los afios transcurridos desde su
descubrimiento por Gamow (1928a y 1928b) y Gurney y Condon (1928 y 1929),
el concepto de tinel cudntico ha demostrado ser de gran importancia en muchas
ramas de la fisica, tanto desde el punto de vista fundamental como desde el punto
de vista de aplicaciones, tal como el microscopio de efecto tinel. Mientras que el
estudio de efecto tinel cudntico lineal tiene una larga historia que se remonta a
los primeros dias de la mecénica cuéntica, el campo de efecto tinel cudntico no
lineal es relativamente joven y, como hecho, nacié sélo después de dos descubri-
mientos, solitones y el condensado de Bose-Einstein (BEC).

El descubrimiento del BEC en nubes alcalinas de dtomos ultrafrios confinados
en trampas magnéticas (Cornel y Wieman, 2002) abri6 posibilidades tinicas para
poner a prueba la naturaleza ondulatoria de la materia e investigar los fenémenos
cuanticos a escala macroscopica.

El concepto clasico de soliton fue introducido por Zabusky y Kruskal (1965)
para caracterizar las ondas solitarias no lineales que no se dispersan y preservan
su identidad durante la propagacién y después de una colision. El solitéon 6pti-
co en las fibras de telecomunicaciones presenta un bello ejemplo en el que un
concepto matematico abstracto ha producido un gran impacto en el mundo real
de altas tecnologias (Hasegawa, 1989; Hasegawa y Kodama, 1995; Hasegawa y
Matsumoto, 2003; Agrawal, 2001; Akhmediev y Ankiewicz, 1997). Cabe destacar
que la complementariedad de los tres descubrimientos fundamentales (tunelaje,
solitones y el BEC) jugard un papel clave en el desarrollo de futuras aplicaciones
tecnolégicas de BEC, donde muchas ideas se beneficiaran mutuamente.

Los solitones se comportan como particulas clasicas hasta que su fase comien-
za a influir en su comportamiento. El efecto de la fase aparece mas prominente en
interacciones soliton-solitén y en la interaccién de solitones con un potencial. Un
potencial de confinamiento proporciona nuevas propiedades a la dinamica de so-
litones y la interaccién entre solitones. Por ejemplo, se establece que la diferencia
de fase entre solitones vecinos de un BEC atractivo es responsable de la repulsién
observada entre solitones (Strecker et al., 2002 y 2003; Khaykovich et al., 2002).

La fase juega un papel importante en la dindmica de solitones en los distintos
sistemas fisicos no auténomos con diferente dispersion, la no linealidad y la ga-
nancia o absorcién (Serkin y Hasegawa, 2000). La formacién de ondas solitarias
que ajustan magnéticamente la interaccion interatémica cerca de una resonancia
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de Feshbach es un buen ejemplo de un sistema no auténomo (Strecker et al., 2002
y 2003; Khaykovich et al., 2002).

Los términos cientificos son definidos de acuerdo con su primera aparicion.
El término “tunelaje no lineal de solitén” (NST) se introdujo por primera vez por
Newell (Newell, 1978). La propagacion de un soliton hacia una barrera de poten-
cial finita (que s6lo depende de la coordenada espacial) fue considerada en este
trabajo, en el marco del modelo de ecuacién no lineal de Schrodinger (NLSE) con
barreras lineal y parabdlica. Se encontré que en ciertas circunstancias, depen-
diendo de la relacién de amplitud del solitén y la altura de la barrera, el solitén
puede atravesar la barrera de una manera sin pérdidas.

Desde el primer descubrimiento experimental de efecto tinel cudntico ma-
croscopico (MQT) en uniones de Josephson (“Josephson junctions”) de Nb por
Voss y Webb (Voss y Webb, 1981), este fendmeno ha sido generalmente asociado
con el efecto tinel entre los diferentes estados del sistema. Efectos similares han
sido descubiertos en sistemas fisicos completamente diferentes, tales como helio
liquido y nanomagnetos (Tomsovic, 1998; Friedman y Han, 2002; Ankerhold,
2007). Los BEC presentan diferentes fenémenos de tunelaje (Kagan et al., 1996;
Shuryak, 1996; Stoof y Stat, 1997; Ueda y Leggett, 1998; Sackett et al., 1998;
Anderson y Kasevich, 1999; Salasnich et al., 2001; Moiseyev et al., 2004; Carr et
al., 2005; Fleurov y Soffer, 2005; Lee y Brand, 2006; Dekel et al., 2007 y 2009;
Khomeriki et al., 2007; Ahufinger et al., 2007). Se ha demostrado que el tunelaje
macroscopico cudntico de los BEC es el soterramiento de una funcién de onda de
muchos cuerpos a través de una barrera de potencial, y por lo tanto este efecto
proporciona una prueba mas rigurosa de la validez de la mecanica cuantica que
el caso de una particula (Carr et al., 2005; Dekel et al., 2007). Este efecto se co-
noce como efecto tdnel cudntico colectivo (CQT) (Khomeriki e al., 2007). Esto se
contrasta con tunelaje del condensado entero en un espacio de pardmetros varia-
cionales, como se consideré anteriormente en el contexto de colapso de un BEC
meta-estable atractivo en tres dimensiones (Kagan ez al., 1996).

En su experimento pionero, Anderson y Kasevich (1999) han investigado la
dindmica de un BEC que fue acelerado por la gravedad en el potencial periédico
formado por dos rayos ldser de la propagacion vertical contraria. De esta mane-
ra, las oscilaciones de Bloch en el condensado fueron inducidas, y cada vez que
un punto de inflexién de la oscilacién se alcanzd, una fraccién de los dtomos fue
tunelada a una banda continua de Bloch. La salida normal de pulsos atémicos
espectacularmente demostré la coherencia macroscépica del condensado inicial-
mente preparado. En este experimento la influencia de las interacciones atémicas
se presenté como la degradacion de la interferencia cuando fueron estudiados
condensados con altas densidades.
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La observacion directa de efecto tinel y auto-captura no lineal en una sola
unién bosénica de Josephson (“Josephson junctions”), ejecutado por dos BEC dé-
bilmente vinculados en un potencial de doble pozo, se informé por Albiez et al.
(2005) . EI problema de cémo el efecto tinel se ve afectado por la interaccién
interatomica fue analizado por varios investigadores (Smerzi et al., 1997; Milburn
et al.,1997; Zapata et al., 1998; Raghavan et al., 1999; Salasnich et al., 1999; Cata-
liotti et al., 2001 y Morsch et al., 2001).

En particular, se ha demostrado que la interaccién interatémica tiende a su-
primir el tunelaje del condensado en un potencial de doble pozo (Smerzi et al.,
1997; Milburn et al., 1997; Zapata et al., 1998; Raghavan et al., 1999; Salasnich
et al., 1999; Cataliotti et al., 2001; Morsch et al., 2001). Este efecto puede ser tan
fuerte que, bajo ciertas condiciones, el condensado se mantiene auto-atrapado en
uno de los minimos del potencial. La tinica diferencia con respecto a uniones de
Josephson de superconduccién es que, en caso de desequilibrio inicial grande,
el condensado es principalmente atrapado en uno de los pozos, produciendo lo
que se llama auto-atrapamiento macroscopico (MST) (Smerzi et al., 1997; Milburn
et al., 1997; Zapata et al., 1998; Raghavan et al., 1999; Salasnich et al., 1999; Ca-
taliotti ef al., 2001; Morsch et al., 2001). Efectos resonantes de tinel de los BEC
en redes Opticas y, en particular, los efectos de tinel resonante en los potenciales
periédicos han sido investigados por Zemesini ef al. (2008 y 2009).

El sistema especifico del condensado que cae por gravedad y se dispersa en
una barrera de potencial Gaussiana fue propuesto en los articulos de Salasnich et
al. (1999, 2001y 2002). Se demostré que el tunelaje cudntico macroscépico de un
BEC en forma de cigarro confinado por dos barreras Gaussianas con cambios pe-
riédicos a la altura abre una novedosa opcién para generar las ondas solitonicas
periddicas en laseres atémicos. Solitones brillantes de ondas de materia son los
objetos cudnticos macroscpicos que pueden actuar como objetos cldsicos, pare-
cidos a particulas, manteniendo su integridad durante las colisiones o cuando se
someten a fuerzas externas. Lee y Brand (2006) también predijeron una mayor
reflexion de ondas de materia tipo solitones brillantes de un potencial puramente
atractivo. Diferentes sistemas para el control de la dindmica de ondas soliténicas
de materia enrejadas, asi como las posibilidades extraordinarias para crear con-
mutadores cudnticos y memorias cudnticas para solitones enrejados de materia
(basado en los efectos de tinel y confinacién de solitones), fueron presentados
por primera vez por Ahufinger ¢t al. (2007). En este articulo la naturaleza cuanti-
ca de las ondas solitonicas de materia enrejadas se manifiesta de forma explicita
en la aparicién de la reflexion sobre barrera y tunelaje.

Dekel et al. (2007) investigaron fenémenos dindmicos no lineales de tunelaje
macroscépico y han demostrado que la similitud entre dos objetos fisicos, los soli-
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tones 6pticos y solitones de ondas de materia, ambos descritos por las ecuaciones
matematicas similares, ha hecho posible el estudio de los dos sistemas en paralelo
y arrojado luz sobre un sistema mediante la realizacién de experimentos sobre
la otra. Un estudio analitico de la dindmica macroscépica de tunelaje dentro de la
representacion hidrodindmica ha sido presentado también en el articulo de Dekel
et al. (2007).

Debido a la complejidad evidente de los experimentos con solitones de ondas
de materia, Demidov et al. (2008) demostraron recientemente que las ondas de
espin son especialmente atractivas para estudios experimentales del efecto tinel
de solitones, a través de una barrera o un pozo de potencial. Como ejemplo no-
table, Demidov et al. (2008) descubrieron experimentalmente que la interaccién
de solitones magnéticos con los potenciales externos difiere significativamente de
la de los paquetes de ondas lineales. En particular, los solitones demostraron un
tunelaje mejorado a través de una barrera de potencial y una reflexién mejorada
desde un pozo de potencial.

Otro ejemplo es el articulo reciente de Barak y colaboradores (2008), donde
efectos no lineales de tunelaje soliténico y las eyecciones de solitones épticos
fueron descubiertos experimentalmente. En este estudio un paquete de ondas se
inici6 dentro de una trampa de potencial. Al aumentar la potencia del paquete
de ondas la dindmica fue transformada de tunelaje lineal a tunelaje no lineal, y
luego a la eyeccion del solitén. Ademas, la captura parcial del solitoén fue también
observada experimentalmente. Parece muy atractivo utilizar el efecto de tunelaje
no lineal de solitones 6pticos en el desarrollo de novedosos dispositivos de trans-
ferencia optica de las velocidades de Tera-bits (Serkin, 2000; Sakaguchi y Tamura,
2004 y 2005). Propiedades ondulatorias y de las particulas de los soliténes NLSE se
han estudiado en el marco de diferentes modelos no lineales (véanse, por ejem-
plo, los trabajos de Yang y Wu, 2008; Kivshar y Malomed, 1989; Goodman et al.,
2004; Stoychev et al., 2004 y sus referencias).

Las preguntas que nos gustaria discutir en el presente capitulo son: ¢qué ocu-
rre si la barrera de potencial no esta solo en funcién de las coordenadas, sino
que también es una funcién del tiempo y a su vez una funcién de la amplitud y
duracion del tunelaje soliténico en si? Y {qué pasa si la amplitud y la duracion de
solitén inicial varian en el tiempo y el solitén se aproxima a una barrera clasica-
mente prohibida? En particular, <qué sucede en el caso del tunelaje no lineal del
solitén auto-compresivo? Llevamos a cabo simulaciones numéricas de la ecuaciéon
de Gross-Pitaevskii no auténoma en una dimension, con la no linealidad y una
barrera de potencial externa, variables en el tiempo, y revelamos todos los po-
sibles escenarios macroscopicos de tunelaje de las ondas de materia, incluyendo
tunelaje lineal y no lineal, captura y la expulsién de solitones. El crecimiento de
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no linealidad en el tiempo proporciona la auto-compresion del solitén durante
su tunelaje. En experimentos con ondas de materia de Bose-Einstein esto puede
lograrse mediante el uso de las resonancias Feshbach para modular la longitud
de dispersion con el tiempo.

I. EFECTO TUNEL PARA SOLITONES

El enfoque de un libro de texto estdndar describe el efecto tinel de una particula
puntual en un potencial estitico externo. La presentacién candnica cudntica de
tinel se define en términos de una funcién de onda que pasa a través de una ba-
rrera de potencial energético clasicamente prohibida. En otras palabras, cuando
un maximo de la barrera de potencial es mayor que la energia de la particula
puntual, la ecuacién de Schrodinger tiene soluciones no nulas en la regién cla-
sicamente prohibida en el otro lado de la barrera, que es la razén por la cual la
probabilidad de transmisién en mecanica cudntica no necesita ser cero (McKagan
etal., 2009). Si, por otro lado, la energia de una particula puntual es mayor que el
maximo de barrera de potencial, entonces no hay punto de reflexién; la reflexion
estd prohibida en la mecanica clasica. Sin embargo, la mecanica cuantica permite
el reflejo de una particula en una regién clasicamente permitida, incluso cuando
no hay un punto de reflexién cldsica. La reflexién cudntica puede ocurrir por
encima de una barrera de potencial repulsivo o un potencial atractivo.

Cabe destacar que el efecto de tinel cudntico es un tema de interés siempre
renovado, experimental y teérico. En 2011 se celebraron los 100 afios del experi-
mento mas importante en la historia de la ciencia -la dispersién de Rutherford de
particulas alfa y el descubrimiento del nticleo atémico-. Hoy en dia el problema
de la dispersion en energifas bajas y la fusién sub-barrera dieron un nuevo impulso
relacionado con la emergencia de los haces de iones radiactivos (RIB) (Lemasson
et al., 2009). Estos nucleos exdticos se caracterizan por la baja energia de enlace
de un neutrén o un protén y las distribuciones espaciales asimétricas y extendidas
(halos).

Intensivos estudios tedricos y experimentales realizados en los tltimos anos
mostraron que las reacciones sub-barreras y fusion (tunelaje) de los nicleos exé-
ticos, como “3He y ®B en blancos pesados, se distinguen mucho de los ntcleos
“normales” estables: *He, ®7Li, "Be, es decir, muestran un gran incremento de
las secciones transversales (Aguilera et al., 2009 y 2011; Belyaeva et al., 2009). El
aumento de la seccién transversal de reaccion esta conectado no sélo con la fuer-
te contribucién de los procesos de rompimiento de los proyectiles exdticos, sino
con un aumento notable en la seccién transversal de fusién en si. La fusion de los
nicleos complejos no puede ser entendida como escenario simple de penetracion
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de barrera Gamow por un objeto sin estructura. Los problemas mds importantes
estan conectados con efecto tinel y la reflexiéon de una particula compuesta, en
la que la particula en si tiene una estructura interna. Recientemente, Bertulani
y colaboradores (2007) predijeron importantes posibilidades de aumento de la
probabilidad de tunelaje, debido a la presencia de grados de libertad intrinsecos.
Ademis de las reacciones quimicas y nucleares bajo la barrera, los estudios sobre
el tunelaje de los objetos extendidos y compuestos son de interés fundamental
para las condiciones astrofisicas.

Noétese que la importancia del concepto de solitén en la descripcién de las
particulas elementales extensas ha sido debatida fuertemente (Rebbi y Soliani,
1984). El solitén no se comporta como una particula puntual clasica; el soliton,
como un objeto no lineal extendido y compuesto, posee un comportamiento de
mecanica ondulatoria también.

Histéricamente, la primera demostracién de que el solitén es una particula
compuesta “que posee un grado de la libertad interior” fue encontrada por Kose-
vich (1990). Kosevich consider6 la dispersién resonante y no resonante de solitén
por las impurezas en la aproximacién de campo medio y concluyé que “tenemos
que interpretar el solitén como un estado ligado de N cuasi-particulas con sus am-
plitudes proporcionales a N, es por eso que, cuando la energia de enlace de cuasi-
particulas en el soliton es considerablemente mayor que su energfa cinética, es
dificil ‘arrancar’ una cuasi-particula libre del solitén” (Kosevich, 1990). Entonces,
existe un mecanismo fisico de la descomposicién de solitén durante su disper-
sién por potenciales externos o el decaimiento soliténico. Tal vez Kosevich fue el
primero en formular el teorema de Ehrenfest no lineal. Se ha demostrado que si
el potencial no depende del tiempo, la ley de movimiento del centro de masa de
solitén puede ser considerada como la generalizacién del teorema de Ehrenfest
para el sistema no lineal descrito por la aproximacién de campo medio (véanse
las ecuaciones [14] y [19] en la articulo [Kosevich, 1990] para mas detalles). Para
subrayar la complejidad del problema, Kosevich concluyé que “el NLSE soliton es
similar a un dtomo pero no a una particula elemental” (1990).

Debe hacerse especial hincapié en que el efecto de energia de enlace en soli-
tones es mas pronunciado en el emparejamiento de solitones claros y oscuros de
la NLSE (Afanas’ev et al., 1988).

II. TUNELAJE SOLITONICO NO LINEAL A TRAVES DE LOS POTENCIALES EXTERNOS:
EL PAPEL DE LA ENERGIA DE ENLACE SOLITON

A continuacién se consideran nuevos escenarios de tunelaje de solitones que ilus-
tran como “ocultos” grados de libertad pueden aparecer en el proceso tinel no
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lineal de solitones (Belyaeva et al., 2010). La ecuacién de Schrodinger no lineal
canénica

[IWEN _ 1oyE)
m o2 g2

con U,y (E) = 0 tuvo su comienzo como una descripcién analitica de solitones
opticos y de BEC para sistemas auténomos. Sin el potencial de auto-interaccién
|W(EM) |2 la Ec. (1) es similar a una ecuacién de Schrodinger mecanica-cudntica
escrita en forma adimensional. Este hecho fue utilizado por Zakharov y Shabat
cuando propusieron nombrar a la Ec. (1) como la ecuacién no lineal de Schrodin-
ger (Zakharov y Shabat, 1972). Vamos a calcular la energia media como el valor
esperado del operador hamiltoniano

&) W E ) + Uy 8 (1)
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El primer término entre corchetes de la Ec. (2) determina la energfa cinética
media; el segundo se puede considerar como la energia de enlace de las cuasi-
particulas asociadas con el solitén.

Es conocido que la Ec. (1) con U,y (€) = 0 posee la soluciéon llamada el solitén
canénico

Yot (EM)= Ko sech (ko ) exp [i(kE-wm)], (3)

donde x es el factor de forma solitdnica, el cual determina la distribucién de am-
plitud y estd relacionado con el ancho del soliton &,; = 1/k, y w es la frecuencia
del solitén: o = (k>—x¢?)/2, y k es el nimero de onda del solitén. La velocidad del
solitén estd definida como vy = dw/dk =k, y § = (§-§) - vym), donde la posicién
inicial del centro de masa esta definida por &.

La ecuacién canénica NLSE sin potencial externo U,y(§) = 0 es integrable de-
bido al hecho de que tiene un niimero infinito de integrales conservadas. Las tres
primeras cantidades conservadas son

12 o) de = 20 = N (4)
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donde N en la Ec. (4) es una constante que puede ser interpretada como el ni-
mero total de 4&tomos en el condensado, o el nimero total de fotones en el pulso
de laser.

En la energia media total de la Ec. (6) separamos especialmente dos términos
relacionados con las funciones lineales y no lineales del problema. Cabe destacar
que, en contraste con la condicién de mecdnica cuantica para la densidad de
probabilidad [%, |W(En)|? d& =1, la condicién de la Ec. (4) se debe aplicar en la
Ec. (6). A continuacion se obtiene para la energia cinética y de enlace del soliton,
correspondientemente

Thin __—2=_KO +EUO ’ (7)

e ®)

Tenemos que recordar que los valores medios para mecanicas clsica y cuan-
tica se interpretan de manera diferente. Es por eso que la energfa cinética media
del solitén no es igual al caso clésico: (Ty,) # v9%/2. Lo que es mas, si fijamos
vy = 0, obtenemos (T};,) = ko*/6 > 0. La energfa cinética media no desaparece
para el solitén al estar en reposo, en analogfa absoluta con una particula meca-
nica-cudntica. Fisicamente, esta caracteristica esta relacionada con el principio
de incertidumbre de Heisenberg, es por eso que la Ec. (7) puede ser considera-
da como la generalizacién de este principio aplicada a la dinamica de solitones
NLSE.

Hacemos hincapié en que hasta la fecha podemos encontrar muchas inter-
pretaciones erréneas de la energfa de enlace de solitén que “vagan de un lugar
a otro”, y estas interpretaciones erréneas todavia estan presentes en los enigmas
fundamentales de los solitones.

En la fisica de bajas temperaturas, por primera vez la Ec. (1) fue nombrada
por Tsuzuki (1971) como la ecuacion Gross-Pitaevskii para el condensado a la
temperatura del cero absoluto (donde U,y (€) = u es el potencial quimico asu-
miendo que es constante). Histéricamente, Zakharov y Shabat propusieron el
nombre de “ecuacion de Schrodinger no lineal” de la Ec. (1) en el limite U,y (§)
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= (), para acentuar su analogfa con la ecuacién de Schrodinger ordinaria de la
mecanica cuantica, con el potencial de auto-interaccién equivalente U,y (€ 1) =
|Y(E, m)|2 Teniendo en cuenta las leyes de conservacién para la NLSE, Zakharov
y Shabat (1972) propusieron interpretar las primeras tres integrales “aparte de
los coeficientes” como el nimero de particulas, el impulso y la energia. Después
de este trabajo en todas las obras posteriores el impulso y la energia del solitén se
han identificado directamente con dos integrales de movimiento de la NLSE:

P =L 1% [0 s (& W) (& U (& WIE = o)
1 e g
E= g To=llve@ m - wE w1 5 = Gy (10)

con la condicién ordinaria de la mecanica cudntica para la densidad de probabi-
lidad % |[W(EmM)|2dE = C) = 1.

Pero hacemos énfasis en que en el caso de la NLSE, la condicién de normaliza-
cién principal no es C; # 1 como en la mecénica cudntica y, obviamente, depende
del factor de forma del solitén C; = [Z [W(EM)|? dE = 2ky = N. Es por eso que
en el impulso soliténico la energfa cinética y su energia de enlace estan dadas por
(4-8) y las interpretaciones del factor de forma de solitones, como su masa M =
2o, €l impulso (P) = Mvy = 2 kg, la energfa cinética (Ty,) = Mvg? /2= Kkgup?,
y la energia de enlace del soliton <Eb> =éf %o |[WE, w|* de = 2¢%3, pueden

ser considerados como interpretaciones erroneas vivientes hace mucho tiempo y
enigmas de los solitones de Schrédinger.

Similar a la energia de enlace nuclear, la energia de enlace solit6nico (E;) =
—Ko*3, Ec. (8), denota el grado de la fuerza con la que las “cuasi-particulas” se
unen en un solitén. Asi como el aumento del factor de forma del soliton K resulta
en un crecimiento de la energfa de enlace del solitén, asi también el creciente de
no linealidad resulta en el mismo efecto.

En aplicaciones 6pticas el aumento de la energia de enlace de solitones crece
con potencia de pico y con la disminucién de la velocidad de dispersién de grupo
a lo largo de la distancia de propagacion (Reeves-Hall et al., 2000; Reeves-Hall y
Taylor, 2001; Travers et al., 2007; Liu et al., 2001; Sysoliatin, et al., 2007; Sysoliatin
y Belanov, 2008). En las aplicaciones de BEC la energfa de enlace del solitén de
onda de materia se aumenta en la gestion de resonancia de Feshbach y con creci-
miento de la densidad atémica.

En la mecanica clasica, si se considera una particula en movimiento encon-
trando una barrera de potencial, la barrera retarda la particula; y si la energia de
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la particula es demasiado baja en relacién con la altura de la barrera, la particula
se refleja. En el escenario clésico la particula se acelera encontrando el pozo de
potencial y se transmite siempre. En el escenario de tunelaje cuantico en ambos
casos tenemos la reflexién y transmision, y el comportamiento de la funcién de
onda Y(€, ) depende de los parametros del potencial y de la energfa de la parti-
cula incidente (Belyaeva et al., 2011y 2012).

La Figura II.1 muestra la comparacién de los escenarios de tunelaje lineal y
no lineal del paquete de ondas inicial, tipo solitones (con forma de sech), en una
barrera de potencial de repulsién Gaussiano U(E) = Upexp (-E%/A?). El paquete
lineal (Figura I1.1[b]) muestra el comportamiento mecénico-cuantico de la difu-
sién ordinaria y se comporta como una onda plana lentamente modulada que se
divide en dos partes: reflejada y transmitida. A diferencia del paquete lineal, el
paquete de ondas no lineal, gobernado por la NLSE Ec. (1), puede tener compor-
tamiento dindmico absolutamente diferente.

En la Figura II.1(a) se muestra, por ejemplo, la transmisién del solitén bajo la
barrera sin perder la forma inicial y sin producir una onda reflejada. También se
observa que el soliton se detiene y sufre un retraso bajo la barrera.

Las Figuras 11.2-4 muestran la comparacion de tres escenarios de dispersion
del paquete de ondas no lineal, tipo solitén (con forma de sech), en una barrera
de potencial de repulsién Gaussiano U(E) = U,exp (-E%A?), dependiendo de la
energia de enlace solitonica Ec. (8). En los tres casos la energfa cinética del solitén
es igual y menor que la altura maxima de la barrera, T}, < Uy. Sin embargo, el
comportamiento del solitén es absolutamente diferente y depende del valor de
su factor de forma K.

La Figura I1.2 muestra que el solitén con k= 0.5 (la altura del potencial es Uy
= 12.6) se divide en dos partes: reflejada y transmitida como una onda mecénica-
cuantica. En la Figura I1.3 se muestra la transmision total bajo la barrera del
solitén con Ky = 6.0 (la altura del potencial es Uy = 12.55) como una particula
mecanica-cudntica. En la Figura I1.4 se muestra que el solitén con ko = 6.0 (la al-
tura del potencial es Uy = 12.60) se refleja totalmente a partir de la barrera como
una particula clasica. Todos estos diferentes escenarios dependen de la energia de
enlace del solitén (a través de su factor de forma xy). Precisamente, si la energia
de enlace es menor que la altura maxima de la barrera Uy, el paquete de ondas
no lineal muestra un comportamiento mecanico-cudntico y tiene una dindmica
ondulatoria. En el caso en que la energia de enlace es mayor de U, el soliton tiene
un comportamiento clasico, es decir, muestra su naturaleza de particula.

Existe un valor critico del factor de forma del solitén k., a partir del cual todos
los solitones con k¢ > K, se reflejan y nunca se dividen o transmiten (Figura I1.4[a]).
Hay un caso muy especial cuando la energia de enlace es casi igual a Uy y el
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Figura IL.1. Comparacién de los escenarios del tunelaje de un paquete de ondas lineal y no lineal con
velocidad V' = -5.0 a través del potencial de repulsion Gaussiano (barrera) U(E) = Upexp (-E%/A?) con
una altura Uy = 12.6 y una anchura A=2.0 : (a) tunelaje del solitén con un factor de forma x, = 4.0;
(b) tunelaje lineal (mecanico-cudntico) de un paquete de ondas dispersivo.

Yyp=(Em)
)

Figura II1.2. Divisién del solitén con el factor de forma ko = 0.5 y la velocidad V' = -5.0 durante su
tunelaje no lineal a través del potencial Gaussiano de repulsién (la barrera) U(E) = Upexp(-E%/A?) con
la altura Uy = 12.6 y la anchura A = 2.0 : (a) el comportamiento espacio-temporal de | (€, n)|%; (b)
el comportamiento de su espectro S (&, 1).
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Yy=(Em)

Figura IL.3. Transmision no lineal bajo la barrera del solitén energético con el factor de forma ko =
6.0y la velocidad IV =-5.0 durante su tunelaje no lineal a través del potencial Gaussiano de repulsiéon
(la barrera) U(E)=Ugexp (-E%A?) con la altura Uy = 12.55 y la anchura A=2.0 : (a) el comportamiento
espacio-temporal de |p(En)|?; (b) el comportamiento de su espectro S(k, 1).

paquete de ondas no lineal se transmite completamente bajo la barrera. Asi ve-
mos que la energia de enlace es una medida de cémo las partes internas (“cuasi-
particulas”) del paquete de ondas no lineal estan fuertemente confinadas en esta
estructura localizada.

Aparte de la dindmica espacio-temporal, las Figuras I1.2(b)-4(b) muestran la
dindmica del espectro del soliton durante su dispersién en el potencial. Cuando
el solitén se divide en las partes reflejada y transmitida en su espectro aparece el
nuevo vector de onda -, correspondiente a la onda reflejada (Figura I1.2[b]). La
transmisi6én del solitén bajo la barrera con su parada y retraso se acompana de la
produccién del espectro tipo “herradura”; es decir, el vector de onda disminuye
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Yp#(Em)
",

Figura I1.4. Dindmica newtoniana del solitén energético con el factor de forma kg = 6.0y la velocidad
V' = -5.0 durante su dispersion en el potencial de repulsién Gaussiano (la barrera) U(§)=Upexp (-E%/
A?) con una altura Uy = 12.60 y una anchura A=2.0 : (a) el comportamiento espacio-temporal de
[W(EM) |2 (b) el comportamiento de su espectro S(k,n).

hasta cero y regresa a su valor inicial (Figura I1.3[b]). En el caso de refleccion
completa a partir la barrera, en el espectro del solitén, el vector de onda inicial se
transforma en el vector de onda —&, como se muestra en la Figura I1.4(b).

I1I. TUNELAJE DE LOS SOLITONES AUTO-COMPRESIVOS

En aplicaciones de ptica no lineal y BEC, el NLSE (1) puede escribirse en la forma
mas general, teniendo en cuenta la variaciéon de la dispersién D(n), la no lineali-
dad G(n), la amplificacién o la pérdida a(n) y el potencial externo U,y(E)

2 .
i awf’ -2 D0~ = GO + U (845 00 o, (11)
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La Ec. (11) pertenece a la familia de las ecuaciones no auténomas. Podemos
aplicar una sustitucion simple y (£m) = ¢ (§1) exp (fja(t)dt/2) para transformar la
Ec. (11) con la amplificacién o la pérdida a la NLSE sin amplificacién o pérdida

2

EW L py T Ry | g€+ Ut © g, (12)
m 2 9

pero con la no linealidad cambiada R (n) = G () exp [¢ o(t)d.

Diferentes aspectos de la dindmica de solitones en sistemas no auténomos y
dispersivos descritas por la NLSE generalizada se investigaron en varios articu-
los (Serkin ef al., 2000, 2002, 2007; Shin, 2008; Zhao ef al., 2008; Li and Luo,
2009). Las soluciones solitonicas exactas de la Ec. (12) no autébnoma extienden
substancialmente y generalizan el concepto de solitones clasicos. Una multitud
de solitones no auténomos interactian eldsticamente y, en general, mueven con
amplitudes variables, velocidades y espectros adaptados a los poténciales exter-
nos, asi como a la dispersién y no linealidad variables.

En nuestros experimentos numéricos el soliton se inicia lejos de la barrera
localizada y se propaga hacia el potencial U(§) = Uy (1-€2€?) ubicado en la regién
|€| > 1 con diferentes parametros Uy y ¢, bajo la condicién de que U(E) = 0 en
los intervalos |& | > 1. Para efectos de nuestro andlisis, es conveniente utilizar el
caso de amplificacién o constante en la Ec. (11)y R (n) = G (n) exp [§o(t)dT en
la Ec. (12). En la Figura I1I.1 se ilustra un tunelaje de un solitén auto-compresivo
debido a la no linealidad que aumenta exponencialmente: R(n)=exp(agn).

Los resultados del modelado computacional se muestran a continuacion:

1. En no linealidades muy bajas cuando R — 0, el paquete de ondas inicial, tipo
solitones (con forma de sech), muestra el comportamiento de la difusién ordi-
naria y se comporta como una onda plana lentamente modulada que se divide
en dos partes: reflejada y transmitida, como se muestra en la Figura III.1(a).

2. Con no linealidad fuerte R—1, G = 1y ay =0, sin efecto de auto-compresion,
todos los solitones con energia cinética Ej;, < Uy se dividen en solitones trans-
mitidos y reflejados como se muestra en la Figura III.1(b).

3. Con grandes pardmetros oy y el aumento de la no linealidad exponencial R(n)
= exp (agm); por otro lado, el solitén estd casi completamente transmitido a
través de una barrera cldsicamente prohibida (véase Figura III.1[c]). Este esce-
nario muestra la posibilidad de la transmisién del soliton bajo la barrera en la
regién intermedia de la fuerza no lineal R(v) = exp (oym). La trayectoria del
solitén en este régimen de transmisién, bajo la barrera, es extremadamente
sensible a la fuerza de la no linealidad propuesta por el parametro ay.
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Figura IIL1. La dependencia de las caracteristicas principales del efecto tinel no lineal de soliton de
la energia de enlace soliténica, calculado en el marco del modelo (12): (a) el tanel lineal de paquete
ondas con parametros: R = 0, o = 0.0; (b) el decaimiento de solit6n inicial a un solitén transmitido y
otro reflejado, ap = 0.0; (c) el efecto de tinel de solitén auto-compresivo bajo la barrera, g = 0.075;
(d) 1a reflexién completa de solitén auto-compresivo con propiedades de una particula; oy = 0.080.
El potencial parabélico de repulsién (la barrera) U(E) = Uy(1-€?) se localiza en la regién -1<E<1 con
altura Uy = 0.6.
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4. Paralos parametros a, grandes hay un valor critico de no linealidad por enci-
ma del cual todos los solitones auto-compresivos se reflejan y nunca transmiten
(Figura ITI.1[d]). Hemos encontrado una reflexién de solitén extremadamente
elastica en todos los casos de parametros o, grandes. Esencialmente que no
se pierde la energia durante la reflexion del solitén; toda la energia cinética
del solitén entrante se convierte en la de lo reflejado. Debido a esto, el valor
absoluto de su velocidad es inalterado (Figura II1.1[d]).

Estos tres escenarios (Figura II1.1[b-d]) considerados corresponden a la misma
sin dimensional “masa” m = 1 dada por las ecuaciones (1, 11) y por tanto iguales
energfas cinéticas “clasicas” vy%/2 = 0.5.

Para tener analogia con el efecto cuéntico de reflexion sobre barrera, conside-
remos el caso en que el solitén entrante tiene una energia cinética que es mayor
que la altura de la barrera. En la region de la energia cinética Ey;, = Uy (por ejem-
plo, en la Figura I11.2: Ey;, = v0%/2 = 0.605, vy = 1.1, y Up = 0.6), las simulaciones
muestran un proceso no lineal de dispersion mas complicada. En este caso el
comportamiento del solitén es muy diferente al de la mecénica clasica: el solitén
auto-compresivo en el tiempo se divide en solitones reflejados y transmitidos
(también auto-compresivos), como se puede ver en la Figura I11.2(a, b), donde se
muestran los mapas de contorno de | (§n)|2. Por tanto, el efecto de la reflexién
del solitén sobre la barrera se puede observar en este caso. Cuando el pardmetro
ay se incrementa, el comportamiento de tanel soliténico se cambia drasticamen-
te: se ha encontrado que la intensidad del solitén reflejado también se incrementa
con el tiempo. Nétese que en este caso el solitén transmitido exhibe oscilaciones
con amplitudes y periodos muy regulares, presentados en la Figura I11.2(c). Estas
oscilaciones pueden explicarse por el efecto bien conocido que estd conectado
con transformaciones asintéticas de amplitudes soliténicas inducidas por per-
turbaciones de su factor de forma (Hasegawa, 1989, 1995, 2003; Agrawal, 2001;
Akhmediev y Ankiewicz, 1997).

Cuando oy se incrementa mas y mas, el comportamiento muestra en la Figura
I11.2 se cambia. Para los parametros grandes de oy el solitén parece estar comple-
tamente transmitido y nunca reflejado (véase Figura II1.2[c]). En otras palabras,
un solitén auto-compresivo con gran amplitud se asemeja a una particula clasica
en el sentido de que el solitobn mantiene su integridad y sigue una trayectoria
clasica bien definida. En este caso, el solitén auto-compresivo permanece prin-
cipalmente como particula cldsica, con muy poca pérdida de energfa a las ondas
dispersivas. Existe un valor critico ay, por encima del cual el solitén se transmite
cldsicamente. Cuanto mayor es el efecto de auto-compresion del solitén dado por
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Figura IIL2. El efecto de reflexion de soliton sobre barrera calculado en la regién de parametros: Uy
=0.6; kg = 0.5; w9 = -1.1,vp%2 = 0.605 y (a) ag = 0.0; (b) atg = 0.07; y (c) ap = 0.08.

el pardmetro oy, menor es la radiacién no soliténica reflejada y transmitida,
por consecuencia, es mayor la intensidad del solitén transmitido.

Resumiendo nuestros experimentos numéricos, concluimos que el efecto tinel
soliténico tiene muchas propiedades interesantes que deben ser investigadas, por
ejemplo, mediante la aplicacion directa de los métodos analiticos como la Teoria
de Dispersién Inversa.
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CONCLUSIONES

Hemos considerado en este capitulo el efecto no lineal de tinel de los solitones
a través de la barrera de potencial, teniendo en cuenta el efecto de auto-compre-
si6n del solitén. También se ha demostrado que existieron interpretaciones erré-
neas de la energia del solitén. Entre los escenarios posibles de tunelaje, incluido
el comportamiento lineal y no lineal de paquetes de ondas de solitones, existen
la captura, la emision y la division de los solitones.

La amplificacién de un solitén de la ecuacion de Schrodinger, que es matema-
ticamente equivalente al crecimiento de la no linealidad en tiempo, proporcio-
na la auto-compresion del soliton durante su transmisién a través de la barrera
parabdlica o reflexion de la de ella. En experimentos con ondas de materia de
Bose-Einstein, ésta puede lograrse mediante el uso de las resonancias Feshbach,
para modular la longitud de dispersién con el tiempo. En 6ptica no lineal, la
auto-compresion de solitén se puede realizar mediante el aumento de la poten-
cia del pulso soliténico o decreciente de la dispersioén de la velocidad grupal de
ondas a lo largo de su propagacion (Reeves-Hall et al., 2000; Reeves-Hall y Taylor,
2001; Travers, 2007; Liu et al., 2001; Sysoliatin, 2007, 2008). Hemos encontrado
que, debido a la auto-compresion del solitén, su comportamiento no lineal difiere
esencialmente del efecto tinel mecanico-cudntico lineal. En particular, se descu-
brié la posibilidad de que la transmisién o reflexion completa para solitones baja
la barrera del potencial.
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Resumen

Se consideran nuevas posibilidades de amplificacion casi ideal de solitones opticos durante
la interaccién de pulsos de luz incoherente con un medio de amplificacién resonante. En la
Parte I, se propone un mecanismo de amplificacién de solitones épticos con una modu-
lacién 6ptima de frecuencia. Se estudia la posibilidad de utilizar la modulacién cruzada
de fase para producir la necesaria fase inicial de solitones amplificados. En la dispersién
Raman estimulada (SRrSS), los paquetes de onda soliténicos con espectro desplazado viajan
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conoce como solitones coloreados femtosegundos. En la Parte I de este trabajo se consi-
dera la influencia de la energia de enlace del solitén en la dindmica de la SRSS suponiendo
que la amplitud y duracién del efecto tinel soliténico varia en el tiempo cuando el espectro
del solitén se aproxima a un obstdculo prohibido de dispersiéon de velocidad de grupo.
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PARTE I
INTRODUCCION

Los solitones 6pticos son ahora considerados como portadores ideales de da-
tos en la fibra 6ptica en WDM sistemas de comunicacién (Hasegawa, 2000;
Dianov, 2000). La técnica solitonica abre nuevas posibilidades para la generacién
de pulsos ultracortos de luz (Krukov y Letokhov, 1969; Agrawal, 1996; Krukov,
2001, Dianov y Krukov, 2001). El problema de una amplificacién ideal de soli-
tones 6pticos es un problema bastante antiguo en la 6ptica no lineal. Hasta hace
poco se asumi6 por primera vez (Blow et al., 1987), que la captura no lineal de
energfa por un solitén se produce de la siguiente manera: el sistema soliténico se
divide en dos partes, en una de ellas, llamada onda solitén, se acumula la energia
de acuerdo con el concepto de Zakharov y Shabat (1971), mientras que en la otra
parte, llamada dispersiéon de onda, se acumula la energia de olas redundantes,
“derribadas” por un solitén (Hasegawa, 2000; Agrawal, 1996; Blow et al., 1987).

Sin embargo, estudios recientes (Moores, 1996; Khasilev, 1996; Khasiliev et
al., 1999; Serkin y Hasegawa, 2000b) cambiaron radicalmente este concepto. El
problema de la amplificacion ideal en éptica de solitones fue, de hecho, formu-
lado por primera vez en los documentos (Moores, 1996; Khasiliev, 1996), donde
se descubri6 una posibilidad tnica de preservar la forma del pulso soliténico en un
medio con una ganancia espacial no homogénea.

El modelo considerado en los trabajos de Moores (1996) y Khasiliev (1996),
que utiliza una ecuacién parabdlica no lineal, es equivalente a un modelo basado
en la ecuacién de Schrodinger no lineal con un potencial auto-consistente de
interaccién producida por la propagacién de un pulso debido a los efectos de auto-
acci6n en un medio ctbico no lineal (Hasegawa, 2000; Agrawal, 1996). El modelo
matematico (Moores, 1996; Khasiliev, 1996) y sus “inesperadas” soluciones en
variables adimensionales estdndares soliténicas tienen la forma de la ecuacién (1)
(Moores, 1996; Khasiliev, 1996; Khasiliev et al., 1999; Serkin y Hasegawa, 2000a,
2000Db).

) D N o ,
Za_z+§”g"(sz)ﬁ +a |1P|2 W =il (2)¥ (1)
-1/2 9 9
Y.(ZT=- n(a Sech uEl X exp - 1°1(0) i N2z (2)
1-21(0)Z 1-2I(0)Z 120 0)Z  91-21(0)2]
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Donde m es una constante, que determina el llamado form-factor de la envol-
vente de los solitones de Schrodinger, o > 0 es un constante arbitraria; y

() 4
) 1-21(0)Z @

es la ganancia de un medio activo espacialmente heterogénea; I'(0) = 1/(2C) y
C es una constante arbitraria. La solucién W,(2) describe el solitén claro (Moores,
1996; Khasiliev, 1996), mientras que la solucién de W,(3) describe los solitones
oscuros. Se puede ver en la Ecuacién (2) que la caracteristica principal de la am-
plificacién de los solitones es la presencia de la modulacién de fase (frecuencia
chirp). El chirp depende de la distancia propagada por el pulso en el medio am-
plificador. La ganancia (4) que proporciona la amplificacién “ideal” de un solitén
es una funcién hiperboélica de la longitud media de amplificacién. El area bajo
el impulso de un solitén hiperbélicamente amplificado (2) se conserva (Dianov,
2000) debido a una disminucién en su duraciéon que estd determinada por una
funcion lineal de la longitud media, lo cual es tipico de pulsos solitonicos (Hase-
gawa, 2000; Agrawal, 1996).

El problema de la amplificacién ideal de solitones es muy importante para
el desarrollo de la informacién (Hasegawa, 2000; Dianov, 2000). Una solucién
radicalmente nueva de este problema se propuso en los trabajos, donde el nue-
vo concepto de quasi-solitén se introdujo para el solitén chirriante en un medio
no lineal con un parametro de dispersion periddico espacialmente heterogénea
y una ganancia periédica (Serkin y Hasegawa, 2000a; Serkin, 2000b; Serkin,
2000c; Kumar, 1997). De esta manera, aparece un quasi-soliton de la ecuacién
de Schrédinger no lineal con un potencial parabdlico (Kumar, 1997), y se inicia
un nuevo campo de investigacién de rapido desarrollo: solitones dpticos en
el espacio de sistemas no lineales no homogéneos y las ondas soliténicas de
Bloch en las lineas de comunicacién no lineal y laseres soliténicos (Khasiliev et
al., 1999; Serkin y Hasegawa, 2002). Se ha demostrado que existe un nimero
infinito de soluciones soliténicas de la ecuacion de Schrodinger en sistemas
soliténicos activos homogéneos (Serkin y Hasegawa, 2000a; Serkin y Hasegawa,
2000b; Serkin y Hasegawa, 2000c). Ademas, se han demostrado los teoremas de
existencia para solitones “chirp” y se ha desarrollado un método para resolver
el problema inverso de la teoria de la dispersion con un parametro variable
espectral (Serkin y Hasegawa, 2002b; Balakrishnan, 1985; Burtsev et al., 1987),
asi como también los pares de Lax construidos para modelos generalizados
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completamente integrables de la ecuacién no lineal de Schrédinger (Serkin y
Belyaeva, 2001a; Serkin y Belyaeva, 2001b; Serkin y Hasegawa, 2002).

Sin embargo, una serie de problemas fundamentales de la teoria sigue sin
resolverse. En primer lugar, la ecuacién (1) y su solucién (2) plantea nuevos pro-
blemas, el mas importante de ellos es como realizar el experimento correspon-
diente a la solucién (2). En segundo lugar, la ganancia en el modelo (1) se hace
infinita en la longitud del medio activo Z = 1/[2I'(0)] = C. La solucién (2) tiene la
singularidad misma en el punto Z = C. Los autores de los trabajos (Moores, 1996;
Khasiliev, 1996) no proponen ninguna idea sobre la realizaciéon experimental de
la ganancia (4) que sea homogénea en toda la longitud ni presentan una forma
de hallar la ganancia que sea cercana a la ptima.

Nosotros formulamos y resolvemos el problema de amplificacién ideal de un
solitén en el marco del modelo (1) y mostramos que la ganancia requerida se
puede realizar experimentalmente mediante la fabricacién de un amplificador
de fibra de dos fotones, que excluye los efectos relacionados con la difraccién
y el auto-enfocamiento de la radiacién. También mostramos que el método de
modulacién de la frecuencia del pulso inicial juega un papel crucial en la rea-
lizacion experimental de la amplificacién ideal del solitén. Se estudia la posi-
bilidad de utilizar el cruce de fase de modulaciéon para obtener la fase inicial
de solitones amplificados. Esto se puede lograr si un pulso de control en dife-
rentes longitudes de onda se utiliza simultineamente con la amplificacién de
soliton.

Asi, en la primera parte de este trabajo (seccién I) se analizan los concep-
tos y ecuaciones fundamentales para estudiar la fisica de la amplificacién de
solitones 6pticos sin tomar en cuenta el efecto Raman. Las secciones II y III
estan dedicadas al estudio especifico de solitones y a la amplificacién singular
de solitones de frecuencia modulada, respectivamente. En la parte 2, se estudia
la fisica de amplificacién de solitones épticos tomando en cuenta el efecto Ra-
man; esta dividida en dos secciones: la primera explica ciertas peculiaridades
de los llamados solitones de color; y la segunda muestra los resultados numé-
ricos y analiticos de dindmica nonlineal de solitones de la ecuacién nonlineal
de Schrodinger (ENLS) en relacién con ciertos aspectos del tunelaje espectral de
solitones Raman. Finalmente, en la Gltima seccién se presentan las conclusiones
pertinentes.

I. AMPLIFICACION DE SOLITONES EN PULSOS MULTISOLITONICOS

Abordaremos en esta primera parte dos métodos basicos para amplificar solitones
6pticos: a) una rapida amplificacién no adiabatica en linea con los amplificado-
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res concentrados y b) la amplificacién adiabatica en un medio activo distribuido
(véanse, por ejemplo, libros y compendios (Agrawal, 1996, Dianov et al., 1992;
Nakazawa, 1992y sus referencias).

En el analisis teérico de la amplificacién no adiabatica, se supone que la longi-
tud de un amplificador medio es infinitesimal en comparacién con la caracteristi-
ca longitud de la dispersién de propagacion de un pulso. Esto permite considerar
la amplificacién de un solitén como un proceso “puntual” (delta similar), que
equivale a una simple multiplicacién de la amplitud del solitén por la ganancia en
cada punto del medio. Un pulso solitonico amplificado de esa manera se compor-
ta diferente durante su propagacién en el medio. Esta solucién puede, sin pasar
por el proceso intermedio de las oscilaciones en descomposicién, transformarse
en un solitén nuevo o formar un estado base soliténico que como es conocido
tiene complicadas estructuras periédicas temporales (Nakazawa, 1992). Estos dos
hechos bien conocidos en la teorfa de solitones Schrodinger se utilizaron en
uno de los primeros modelos experimentales de una linea de comunicacién so-
liténica, denominado “linea de comunicacién del solitén dindmico” (Nakazawa,
1992), en donde se utilizaron pulsos con la amplitud superior a la amplitud fun-
damental-soliténica en un factor de 1.2 a 2 (Kriukov, 2001).

En el andlisis teérico de la amplificacién adiabatica, la duraciéon de un medio
activo ya no puede ser tratado como infinitesimal, y la ganancia es una funcién
de la actividad-medio de duracion, por la sencilla razén de la inevitable presencia de
las pérdidas de radiacién diferente de cero en una fibra. Tal situacién se da, por
ejemplo, en el bombeo de solitones Raman (Dianov et al., 1992; Mollenauer et al.,
1985; Dianov et al., 1985).

Al analizar el desarrollo de estudios teéricos y experimentales sobre la am-
plificacién de solitones épticos, podemos sefialar que en su conjunto la solucion
de este problema de amplificaciéon éptima de un solitén resulté en una pérdida.
Los experimentos en la generacién de solitones 6pticos son todavia realizados en
sistemas homogéneos no conservativos que, sin embargo, se describen por mode-
los no integrables. Esto, en principio, no permite amplificar un solitén como un
todo manteniendo sus propiedades Gnicas. El analisis tedrico se basa enteramente
en la perturbacién de la teorfa (Karpman y Maslov, 1978) que, como veremos a
continuacion, resulta ser invélida para una amplificacién del solitén en un factor
de “e”.

Considere la amplificacién del solitén de Schrodinger con mas detalle. La
propagacién de un solitén éptico en un medio activo de resonancia bajo la inte-
raccién incoherente del pulso con el medio es descrito por el conocido sistema de
ecuaciones: la ecuacién de Schrodinger no lineal (ecuaciéon parabélica no lineal)
y la ecuacién de la polarizacion P de las particulas del medio activo (Afanasiev et
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al., 1990). Este sistema en la forma estandar adimensional se puede escribir de
la siguiente manera

LY s Pe=p 5)
9Z 9 ot 2
P

Yot P+ iy, AQ)=

(6)

Aqui, el tiempo T estd renormalizado con la duracién del pulso inicial 1 a la
entrada del medio activo, la distancia propagada del sohton se normaliza a la dis-
persion de longitud de la propagacion de impulsos Lp = 3/ | K,2"| y la amplitud
de la onda se normaliza a los valores caracteristicos iniciales | Sl [8n Kyex (T8
komoeng) 1% 1o = Ty to; To €l tiempo de relajacion transversal del momentum del
dipolo de alta frecuencia, AQ = 1 (wy—wj9) es la frecuencia de la portadora del pul-
50, y w19 es la frecuencia de resonancia de la transicién. El pardmetro de ganancia
en la ecuacién (5) se determina por la relacion G = L; / L, (Dianov et al., 1982),
donde L, = 1/ 09 Ny) es la longitud caracteristica de ganancia; Ny es la inversién
de poblacién-densidad en la ausencia del campo, y oy es la seccion transversal de
la transicion radiactiva en la frecuencia de resonancia.

De la interaccion incoherente de un pulso coherente con un medio, la pola-
rizacién sigue cuasi-estaticamente al campo, y la contribucién a la dispersion del
indice de refraccién es (Kriukov y Letokhov 1969):

CNO O (TQAZU +l)
ngw 1 + (T9hw)? (7)

on, =

donde Aw = w( — wy9. Si la frecuencia portadora del pulso coincide con la fre-
cuencia de la resonancia de transicidn, el indice de refraccién cuasi-estatica se
convierte en imaginario puro. Se sabe que el modelo matematico (5), (6) describe
correctamente la dinamica de amplificacién de solitones en el rango de picose-
gundos, cuando el efecto nonlineal electrénico de Kerr, en relacién con la adicién
no inercial al indice de refraccién no domina. Si G< <1 entonces la ecuacion (5)
puede ser resuelta utilizando el método de perturbacién adiabatica en teoria de
solitones (Karpman y Maslov, 1978; Karpman y Soloviev, 1981).

En el caso de la amplificacién incoherente, cuando el ancho del espectro del
pulso es pequefio en comparacién con el ancho de la linea de ventaja (Kriukov y
Letokhov, 1969) el sistema de ecuaciones (5), (6) se puede transformar en
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La solucién soliténica de la ecuacién (8) con pardmetros que cambian lenta-
mente tiene las formas

W (2,t) = n(z) sec hin() [=t(2) - V(2)z]} exp (i®) 9)
O = - V() [t=@)] +i[ V) -1 @)] 42 + idy (2) (10)
Z—?=G(l—%n2ﬁ —YEVQJH (1)

Siendo 7,(2) la coordenada del centro de gravedad del pulso y ®; la fase. Para
pasar a la ecuacién que se acerca al modelo inicial (1), ponemos y = 0. Entonces,
el sistema (5), (6) se transforma en la ecuaciéon conocida no lineal de Schrodinger
con amplificacién (de absorcién)
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La teorfa de perturbacién de solitones (Karpman y Maslov, 1978; Karpman y
Soloviev, 1981) da la solucién de la ecuacién (13) en la forma (Hasegawa, 2000;
Agrawal, 1996).

W(z,t) = n(z) Sech [n(2) T] exp [i0(z)] + O(G) (14)
n(z) = ¥(0) exp (2Gz)
oz) = % [l—exp(4Gz)]

La solucién (14) ha sido tratada por muchos afos (véase, por ejemplo, el libro
de Agrawal [1995]y sus referencias) como una aproximacion bastante exacta de la
descripcion de la amplificacion de solitones. Sin embargo, nuestros experimentos
computacionales demostraron que este no tiene lugar. Hay que recordar que,
como ya se muestra en el articulo (Dianov et al., 1986), las distorsiones de la forma
del solitén en un medio lineal de absorcién son causadas por la aparicién de la
modulacién de frecuencia del pulso, que sustancialmente restringe la aplicacion
de los métodos de la teoria de perturbacién. Vamos a demostrar que un resultado
similar se obtiene para una amplificacién lineal de solitones, y que existen dife-
rencias sustanciales cualitativas y cuantitativas con el caso de propagacion de un
solitén en un medio de absorcién lineal (Dianov et al., 1986).
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Se realiz6 el estudio numérico de la propagacion y la interaccién de solitones
en un medio activo, teniendo en cuenta las diversas relaciones entre los para-
metros del modelo (13). Cuando los resultados de la teoria de perturbacién en
solitones y en la expresion (14) llegan a ser invélidos, se encontré que existe una
energfa limite del solitén amplificado. Un solitén no se amplifica como un todo
en el régimen de amplificacién incoherente: durante la amplificacién de solito-
nes, su forma y espectro cambian sustancialmente.
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Figura I.1. (a) La dependencia de la forma I(z, t) de un impulso solitén
(proyeccion ortografica en una escala logaritmica, la vista superior en un
angulo de 60°) y (b) la forma S {Z, un>} de su espectro en el medio activo
longitud Z en amplificacién adiabatica de solitones y G = 0,1. Las curvas
gruesas son geodésicas de igual nivel de lineas paralog I = 0, -1, -2, -3, -4.
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Durante la amplificacién de un solitén, dos caracteristicas aparecen en su es-
tructura temporal: un pico intenso angosto y un pedestal de baja intensidad am-
plia al cual se transfiere una fraccién cada vez mayor de energia del pulso en el
proceso de amplificacion. Un cuadro detallado de la amplificaciéon de solitones
se muestra en las Figuras 1.1 y 1.2, donde los resultados obtenidos en la amplifi-
cacion en regimenes adiabdticos y no adiabaticos se comparan. El espectro de los
solitones amplificados tiene una estructura, lo que demuestra la apariciéon de una
modulacién de frecuencia considerable de la radiacion.

Figura 1.2. La dependencia de las formas de I(Z, T) (a, b) de un pulso
soliténico y la forma S(Z,w) (c) del espectro del pulso en un medio activo
de longitud Z bajo una amplificacién no adiabaticay G = 1.0.

El procesamiento de los resultados de experimentos numéricos sugiere la exis-
tencia de una ganancia maxima en la cual los solitones ya no son estables durante
la amplificacién. Esto ocurre cuando la energia de los solitones aumenta en un
factor de “e”, independientemente de la forma como se acaumula energia en los
solitones [amplificacion adiabatica (Figura I.1) o no adiabdtico (Figura 1.2)].
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Calculos detallados que se realizan en un amplio rango de ganancia soliténica
muestran que la inestabilidad estructural de solitones se explica por el desequili-
brio en el proceso de transformaciéon de modulacién de frecuencia a modulacién
de amplitud. Todas estas caracteristicas se muestran en escala logaritmica en las
Figuras I.1y 1.2.

Por tanto, los regimenes adiabatico y no adiabético de amplificacién incohe-
rente de solitones en un medio activo con pardmetros constantes estan siempre
acompafados por la aparicién de la inestabilidad estructural de solitones y el
crecimiento del componente no soliténico del campo durante la amplificacién.
La region de aplicabilidad de la teorfa de perturbacién esta determinada por la
desigualdad G< <1, que expresa, de hecho, la condicién de reordenamiento adia-
batico del solitén, que adquiere nuevos valores para su amplitud y su duraciéon
correspondientes a una energia mayor.

Figura L.3. Interaccion de dos solitones opuestos (a) en ausencia
de amplificacién Y (b) bajo la amplificacién adiabética para la
desafinacién de la velocidad de grupo AV = 2.0 and G = 0.1.
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Debido a la amplificacién imperfecta de solitones y al crecimiento del compo-
nente no soliténico del campo, los solitones dejan de interactuar elasticamente
entre si, como se muestra en la Figura 1.3, donde el mapa de contorno (lineas a
la misma altura), se presenta para dos solitones interactuando y acercandose el
uno al otro. Los calculos se realizaron para dos solitones ideales, cuando el pa-
rametro G=0, y para solitones linealmente amplificados descritos por el modelo
mas simple (13).

IT. AMPLIFICACION SINGULAR DE SOLITONES CON FRECUENCIA MODULADA

Como se mencion6 anteriormente, la opinién aceptada de que los solitones idea-
les de Schrodinger no pueden ser formados en un medio activo con amplificacién
incoherente, fue revisado en los trabajos de Moores (1996) y Khasiliev (1996).
Los autores de estos trabajos mostraron que existe una posibilidad de amplificar
al soliton en su conjunto, si la ganancia es una funcién singular hiperbélica de
longitud media activa, mientras que la fase del solitén en la entrada al medio es
una funcién parabdlica del tiempo. La interaccién de tales solitones frecuencia-
modulados se torna totalmente elastica cuando la fase soliténica y la ganancia
se hacen auto-consistentes. En los trabajos (Serkin y Hasegawa, 2000a; 2000b;
2000c; 2002) se reporté un método regular de busqueda de soluciones en forma
de solitones de frecuencia modulada. Se demostré que existen cuatro soluciones
soliténicas representantes del solitén oscuro hiperbdlicamente amplificado en de-
caimiento para ganancias iniciales positivos o negativos (4). En sentido estricto,
las soluciones presentadas en Moores (1996) y Khasiliev (1996) son casos particu-
lares de la aplicacién del segundo teorema expuesto en Serkin y Hasegawa (2000)
donde el “wronskiano” de dos funciones constantes: la dispersion [D(Z) = 1]y la no
linealidad [R(Z) = 1] son exactamente iguales a cero [W(R, D) = 0].

Seguidamente demostramos que la amplificacion singular de los solitones mo-
dulados por frecuencia puede ser descrito por un modelo equivalente sin singu-
laridades. Para ello hagamos un cambio de variables en (1):

Y =a(Zu, a(Z)=exp foz r(Z"dZ',

2 =Jy a2 (2" dz’
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En este caso, la ecuacion de Schrodinger tendra la siguiente forma

o D@ B
Yoz 2 gz Tl u=n (15)
Donde
Dy(0)

D)= ————
" a2, (T,(2))

Es la funcién de dispersion 6ptima. Usando las relaciones

C

ropt(Z) = Q(C—Z) ’

_Q(C—Z) ) ag])t (Z)=

se obtiene

Z , _
D,,(Z)= D, (0) (1—7), Z=-Cln &2 ,

z:c[l_exp(_%)].

Después de simples transformaciones, la Ecuacién (15) toma la forma

cou 1 7'\ du z
z¥+7 DZ(O)exp(—ﬁ) 2 +0L|u‘ u=0. (16)

Por tanto, el modelo (1) se transforma al modelo (15) en nuevas variables y
sus soluciones (2) y (3) para solitones oscuros y claros se transforman en las solu-
ciones

u(Z, T" = =2 exp [1(0)Z]

x sech {nT"exp[2T(0)Z]} exp {~T2T (0) exp [2T (0)7]

_z%n‘z 7 exp[QF(O)Z‘]} (17)
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ug(Z', T') = na "2 exp[T'(0)2]
xtanh {nT" exp[2r (0)Z] } exp {iT2T (0) exp [2F (0)2]-in2Z exp[2T (0)2]} (18)

Estas soluciones de gorjeo difieren en dos aspectos de los solitones canénicos
del modelo no lineal de la ecuacion de Schrédinger sin amplificacion o absorcién.
En primer lugar, los solitones (2), (3) y (17), (18) son pulsos de frecuencia modu-
lada cuya amplitud, duracién y frecuencia modulada son descritos por la misma
funcién de Z —una funcién hiperbélica con respecto a la longitud de amplificacion
del medio-. En segundo lugar, los solitones (2) y (3) son soluciones singulares de
la ecuacién (1) y tienen significado solamente para Z<C. Cuando la longitud
de amplificacién media se aproxima a la singularidad Z=C, la amplitud del soli-

1(Z,T) L(Z,T)

1.0 0.0 10T

FiguraII.4. Dindmica de amplificaciéon de unsolitén éptico enun medio con una ganancia
de crecimiento hiperbélico: (a) un solitén con frecuencia modulada amplificada de la
ecuacion (1), cuya envolvente I (z, t) y la modulacion de frecuencia F (z, t) se calculan
para G = 1,0 y la longitud activa-medio restringido por la condicién de acercamiento
a una singularidad por el valor Z - C = 0,125 y (b) un cambio en la envolvente y la
aparicién de la modulacién de frecuencia del pulso en la amplificacién en un medio
inhomogéneo en la ausencia de modulacién inicial del pulso para G = 0.



54 Mdximo A. Agiiero, Tatyana Belyaeva y Viadimir Serkin

tén aumenta infinitamente y su duracién disminuye. Sin embargo, las soluciones
de (2) y (3) son de cierto interés practico, debido a la longitud activa del medio
puede estar siempre restringido por la condicion inalcanzable de la singularidad
(Khasiliev, 1996).

Una ley lineal de modulacion de frecuencia del pulso en la entrada del medio
activo, determina todo el régimen subsecuente de compresién de pulsos en el
medio.

La Figura II.4a muestra las simulaciones por ordenador de la amplificacién
de un solitén de frecuencia modulada. La compresién de este solitén no cambia
la ley de modulacién de frecuencia, sélo su valor ha de ser cambiado via la ex-
presién (2). Por el contrario, la amplificacién de un solitén comin (sin frecuen-
cia modulada) se acompana de la aparicién de la modulacién de frecuencia no
lineal, que se describe por la envolvente del pulso amplificado como se muestra
en la Figura I1.4b.

En la actualidad, se han desarrollado una variedad de métodos para la mo-
dulacién de la luz (Katys et al., 1967; Mustel y Parygin, 1970) y para diferentes
sistemas de fibra dptica, en las que practicamente cualquier perfil de dispersiéon
puede ser realizado (Lenz y Eggleton, 1998). En este sentido, la principal difi-
cultad de deteccién experimental de solitones de frecuencia modulada (2) es la
necesidad de producir modulacion de frecuencia lineal de radiacién en la entrada
del medio. Vamos a suponer que la modulacién de la fase inicial de un pulso se
produce debido a la modulacion de fase cruzada y tiene la forma

2n
_(T:(,d) } (19)

De acuerdo con (19), la frecuencia depende linealmente del tiempo sélo en la
parte central del pulso (2). El experimento numérico permite a uno estudiar en
detalle la dependencia del grado de compresién del pulso con respecto a la mag-
nitud de modulacién de frecuencia en la entrada al medio. Variando la duracién
del control del pulso super-gaussiano (19), que se propaga en la longitud de onda
diferente, podemos ampliar la region de escaneo de la frecuencia lineal en el
pulso soliténico. Como es de esperar, el soliton se comprime de manera eficiente
solo en la parte del pulso inicial en la que la dependencia del tiempo con respecto
a la frecuencia difiere ligeramente de una ley lineal.

Los resultados tipicos de simulaciones por ordenador se presentan en las Fi-
guras IL.5 y I1.6.

® (Z = 0,t) = Aexp
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1(Z,T)
50 1

Figura IL5. La amplificacién de un solitén modulado en
fase (Z, T) en un medio activo con la ganancia hiperbdlica
en el caso cuando la fase inicial de modulacién de ®(Z, T) se
produce debido a la modulacién de fase cruzada por el pulso
en la longitud de onda no-resonante (19) con una duracién
de Tmod =5.0, amplitud A = 1,0, y el parametron = 1.

Uno puede ver que no puede ocurrir la auto-compresion del pulso como un
todo. Este hecho queda claramente demostrado por la dependencia de la forma
del pulso con respecto a la longitud de ganancia como se muestra en la Figura
I1.6. La auto-compresién y la compresién ocurren sélo en la parte superior del
pulso, mientras que la duracién pedestal no cambia. Vamos a comparar estos
resultados con la Figura I1.4, donde una solucién exacta se presenta a la misma
escala, que, por el contrario, demuestra la compresion del soliton de frecuencia
modulada como un todo.



56 Mdximo A. Agiiero, Tatyana Belyaeva y Viadimir Serkin

Consideremos ahora como pueden ser perfectamente ampliados los solitones
en un experimento real. Dianov ef al. (1983) demostraron que la absorcion de dos
fotones (y la amplificacion Raman) puede cambiar la forma del pulso solitonico
de tal manera que su amplitud (y por tanto, la duracién) variard como

n? (0)

(20)

Figura IL.6. Comparacion de la redistribucion de energfa
relativa durante amplificacién de solitones por (a) un
perfil parabdlico perfecto de la fase inicial en (2) y (b)
para la fase inicial especificada por el perfil temporal de
un impulso de control (19).

Es obvio que, si tomamos el signo menos en el dominador de (20), se obtiene
una funcién singular coincidiendo con la expresion (4) para la ganancia. Por tan-
to, la respuesta a la pregunta anterior formulada es obvia: es necesario crear un
amplificador de fibra 6ptica de dos fotones.
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Para ser coherente hasta el final, vamos a estudiar las propiedades de la inte-
raccién de solitones de frecuencia modulada durante su amplificacién. El objetivo
de los experimentos de nuestro equipo es el de dilucidar la posibilidad de exis-
tencia de un solitén estatico atractor, lo cual provocaria la interaccién ineldstica y
la fusion de solitones.! Tenga en cuenta que la dispersion ineldstica es una carac-
teristica de sistemas no integrables.

Consideremos, por ejemplo, la situacién en la que los solitones amplificados
por un factor de 100 (régimen de fuerza no adiabatico). Las velocidades de grupo
diferentes de los solitones significan que éstos inicialmente se sometieron a WDM.
Supongamos que los espectros de los impulsos iniciales no se superponen. Si los
solitones estan amplificados en un sistema con parametros constantes, entonces la
distribucion de energia cambia sustancialmente en el tiempo (Figura I1.7).

21 Ig(D)

'y
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i W“mf//ﬂ#h
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Figura IL7. Comparacién de la dindmica de la interacciéon
de solitones por un régimen de amplificacién fuertemente no
adiabdtico (amplificacion por un factor de 100) en un medio
activo con (a) la ganancia que es constante durante la longitud
media y (b) una ganancia hiperbdlicamente creciente por un
espectro no solapado de solitones que interactiian y AV = 10.0.

! Segev y Stegeman (1998) aseguran erréneamente en su manuscrito que Gatz y Herrmann
(1992) fueron los primeros en descubrir la dispersién ineldstica de solitones en el modelo de
Schrédinger no lineal con saturacién. Notemos que en realidad el efecto de dispersion ineldstica
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En este caso, la interaccién entre solitones es inelastica. Si por el contrario, los
solitones se amplifican en un sistema con ganancia homogénea, su interaccién se
torna completamente eldstica (Figura I1.7b). Supongamos ahora que el espectro de
solitones iniciales estd parcialmente superpuesta (Figura I1.8). La interaccion
de solitones en el medio amplificador no homogénea todavia es elastica (Figuras
I1.8a y I1.8b). Para comparacién, la Figura II.8c¢ muestra la interacciéon entre soli-
tones ideales en la ausencia de la amplificacion.
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Figura IL8. (a, b) Interaccién de solitones amplificados hiperbélica-
mente y (c) solitones ideales con espectros fuertemente superpuestos
en la ausencia de amplificacién para AV = 0.5.

Notemos que el problema de la amplificacién soliténica en un sistema espa-
cialmente heterogéneo es bien conocido por los experimentadores desde hace
tiempo (Hasegawa, 2000; Agrawal, 1996; Dianov et al., 1992; Nakazawa, 1992).

de solitones de Schrodinger resultando en su fusién en un solo pulso y llamado solitén atractor en
el modelo con saturacién fue primeramente descubierto por Zakharov et al. (1998) y por Nikonova y
Serkin (1990), quienes probablemente fueron los primeros en aplicar el concepto de solitén atractor
a fenémenos de 6ptica no lineal. Ellos usaron el concepto del modelo de Schrédinger no lineal con
saturacién y calcularon la dispersién inelastica de los solitones de Schrédinger y las condiciones de
fusién de sus estados base que aparecen en las intensidades de los pulsos soliténicos cuando se toman
en cuenta los términos superiores en la expansion en la polarizabilidad no lineal (Agrawal, 1996).
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Por otra parte, durante el intercambio de energia entre ondas no lineales,
una situacion similar a la que aqui es considerada, siempre se realiza. De hecho,
podemos considerar, por ejemplo, transferencia de energia espacialmente he-
terogénea durante la generacién intracavitaria de pulsos de laser ultracortos y
solitones de dispersion Raman estimulada bajo la conversién de frecuencia de
cascada en fibras épticas (Hasegawa, 2000; Agrawal, 1996; Dianov et al., 1992;
Nakazawa, 1992; Mollenauer ¢t al., 1985; Dianov ef al., 1985; Karpman y Maslov,
1978; Afanasiev et al., 1990; Dianov et al., 1986). La ganancia heterogénea cerca-
na a la ganancia requerida hiperbélica puede ser obtenida si el pulso de bombeo
por ejemplo, durante la amplificacién Raman de solitones representa un pulso
multi-soliténico, que estd sometida a una auto-compresién tipo avalancha duran-
te la propagacién en un medio en la fase inicial de la transferencia de energfa
hacia el pulso de Stokes. Como se muestra en Mollenauer et al. (1983) y Dianov
et al. (1986), el grado de compresion de un pulso multi-soliténico es una funcién
hiperbélica del nimero de solitones en el pulso, mientras que un aumento en la
potencia maxima con la longitud de la fibra se describe por una funcién cercana
a la funcién hiperbélica necesaria. La ganancia requerida puede ser obtenida
también mediante el uso de fibras conicas especiales (véase la revision Dianov y
Kriukov, 2001) y los documentos (Semenov et al., 1995; Bogatyriov et al., 1995;
Richardson et al., 1995; Birks et al., 2000; Liu et al., 2001; Knight et al., 1996).

En la auto-compresién del solitén en un medio activo en el caso de pulsos
femtosegundos es necesario tener en cuenta las aproximaciones mas altas de la
teorfa de dispersioén y el cambio de frecuencia Raman (Serkin ez al., 2001; Yong-
Xin et al., 1985; Mitchke y Mollenauer, 1986; Serkin y Belyaeva, 2001a) que apa-
recen debido a la auto-dispersion Raman (Dianov et al., 1992). Tendremos en
cuenta en otras contribuciones a uno de los principales factores limitantes que es
la auto-conversion Raman de la frecuencia solitonica para la amplificacién 6pti-
ma de solitones femtosegundos.

PARTE II
III. SOLITONES DE COLOR

El concepto fundamental de solitones de color no auténomos en sistema no lineal
y dispersivo con diferentes valores de dispersion, no linealidad y la disipacién o
ganancia se introdujo en los trabajos de Serkin y Belyaeva, 2001; Serkin, Hase-
gawa y Belyaeva, 2010; Ponomarenko y Agrawal, 2006; Wu et al. 2009; Porzesian
et al., 2007; Zhao et. al., 2008; Luo et al., 2009; He et al., 2009; Tenorio et al.,
2005, 2007 y Serkin et al., 2010a, 2010b). Estos solitones no auténomos amplian
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el concepto de solitones cldsicos y generalizan la gran cantidad de solitones que
interacttan eldsticamente y se mueven con diferentes amplitudes, velocidades,
espectros y se adaptan tanto a los potenciales externos y a las variaciones de dis-
persién y no linealidad.

El descubrimiento de Raman estimulando la auto-dispersion (SRSS) de solito-
nes femtosegundos es reconocido como uno de los logros mas notables de la fibra
de 6ptica no lineal (Dianov et al., 1985; Hasegawa, 1989; Mitchke y Mollenauer,
1986; Dianov et al., 1992; Serkin y Belyaeva, 2001a, 2001b; Kibler et al., 2007; Tsoi
y De Sterke, 2007; Poletti et al., 2008; Blow, 1989; Afanasiev et al., 1990; Serkin et
al., 2003; Serkin y Hasegawa, 2000; Serkin ez al., 1998; Dudley et al., 2006; Serkin
et al., 2007, 2010a, 2010b; Travers et al., 2007; Liu et al., 2001; Sysoliatin et al.,
2007, 2008). Este efecto también se llama a menudo intrapulse dispersion Raman
estimulada (ISRS), o cambio de auto-frecuencia del solitén, haciendo énfasis en
el régimen inusual de dispersion Raman estimulada, cuando el espectro de una
alta potencia de pulso ldser ultracorto resulta ser tan amplia que cubre la banda
de las resonancias de Raman del medio. En este caso, el componente espectral de
Stokes del campo desplazado por la frecuencia de las vibraciones moleculares esta
contenida dentro del pulso de la bomba en si. La amplificacién de los compo-
nentes de baja frecuencia de Stokes en el campo de los componentes anti-Stokes
de alta frecuencia espectrales del mismo solitén resulta en un desplazamiento al
rojo del espectro. Por ejemplo, el desplazamiento hacia el rojo de la frecuencia
portadora en un sistema pasivo de fibra éptica es inversamente proporcional a
la cuarta potencia de la duracién del pulso y se describe por expresion (Ponoma-

renko y Agrawal, 2007) glz = 0.082/t; donde Ty estd dado en picosegundos y dff

dzen THz/ km. Sity = 0.1 ps, el cambio al “rojo” cambio de frecuencia alcanza 820
THz/ km. A estos extraordinarios paquetes de ondas tipo soliténicos, que viajan
no sélo en el espacio-tiempo, sino también en el espacio espectral, se les conocen
como solitones de color. Los solitones de color juegan un papel importante en la
generacién solitén supercontinuo. Las tipicas dindmicas de solitones de colores
brillantes y oscuras se muestran en la Figura III.1.

El enigma mas intrigante de solitones 6pticos de color estd conectado con la
posibilidad de su tunelaje en el dominio espectral por medio de una barrera de
potencial espectral inhomogénea de la dispersion de la velocidad de grupo (DVG)
incluyendo la banda prohibida de la DVG positiva (Mitchke y Mollenauer, 1986;
Serkin, 1987; Dianov et al., 1992; Serkin et al., 2003; Serkin y Belyaeva, 2001a,
Kibler et al., 2007; Tsot y De Sterke, 2007; Poletti et al., 2008).
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Figura IIL1. Dispersion Raman Tipica evaluado para solitones
brillantes y oscuras de la ecuacién no lineal de Schrodinger.

Con el fin de observar experimentalmente el efecto SST, se requiere la presencia
de una fibra con una estrecha regién normal de DVG rodeado por dos regiones ané-
malas de DVG. Recientemente, Dudley et al. (2006) presentaron un estudio numéri-
co de tunelaje espectral del solitén en una fibra de cristal foténico con un defecto
de sub-longitud de onda central en su nucleo de aire. Especificamente, para un
disefio de la fibra donde dos regiones de dispersién anémala soporta una regién
ancha de 90 nm de dispersiéon normal, las simulaciones muestran un tunelaje desde
1300 hasta 1475 nm de todo el régimen de dispersién normal prohibido, con una
eficiencia cerca de la unidad. Poletti, Horak y Richardson (2008) disefiaron fibras
con nimero de indice de guiado con estructura relativamente simple que poseen
propiedades dispersivas adecuadas para la observacion del tunelaje espectral del
solitén. Sus simulaciones sugieren que un tinel a través de una regién de dispersion
normal de la anchura de 150 nm cuando se bombea cercano al infrarrojo, es en
principio posible utilizando s6lo unos pocos metros de estas fibras.
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IV. DINAMICA NO LINFAL DE SOLITONES DE LA ECUACION NO LINEAL
DE SCHRODINGER (ENLS) EN TRAMPAS DEPENDIENTES DEL TIEMPO

En esta seccion, se considera la influencia de la energia de enlace del solitén en
la dindmica de efecto SST cuando la amplitud y la duracién del tunelaje solitonico
varfa con el tiempo y, ademds, el espectro del soliton se aproxima a una barrera
prohibida de DVG.

Se considera el efecto SRSS en el marco de la ENLS

L3g (zT) 1 0%¢ (27)
l = —

o= LT+ (Bl gD + pOETgED  (20)

para la amplitud compleja de la envolvente del pulso laser ¢(z,t) acoplado con
el modelo de oscilador del efecto de la dispersion Raman estimulada (Wu et al.
2009; Zhao et al., 2008; Serkin et al., 2001; Serkin et al., 2001b; Serkin y Belyaeva,
2001a; Tenorio et al., 2005).

2
9% 0(z,1) N

at?

Qe

u? g o + Q) = g @D

En las ecuaciones (20) y (21), Q(z,7) representa la amplitud real de la onda de
las vibraciones moleculares, el tiempo que transcurre T = (t—z/v)/to se normaliza
a la duracién del impulso inicial t; Vo es la velocidad de grupo; la distancia z se
expresa en términos de la longitud de la dispersién. La Ecuacién (21) describe
una onda de vibraciones moleculares y contiene dos parametros adimensionales y
y Y que estan relacionados con la duracién inicial Ty del pulso, la frecuencia de vi-
bracién molecular QO = 27t/ T, y la anchura de la linea Raman Tog = 1/ (nCAvg)
por las siguientes expresiones: i = (teQp)"'yy = (TorQg) ™! Aqui Tk = 21/ Qg es
el periodo de vibraciones de resonancia molecular y Tor es su tiempo de desfase.
La contribucién relativa de la respuesta molecular a la no linealidad total media
(en relacién con el mecanismo de Kerr puro no lineal electrénico no) se describe
por el pardmetro = ggy/(kno), donde g es la ganancia Raman en el centro de
la linea de ganancia. Cuando el pardmetro f = 0, el sistema de ecuaciones (20) y
(21) puede ser transformado a una ecuacién de Schrédinger no lineal convencio-
nal para solitones canénicos. En los casos de importancia practica, la contribucién
Raman a la susceptibilidad no lineal actia como una pequefa perturbacién
o = 2ppyw = tr/ Ty, que es la razén de

Q0= |gen| - 2m Lgen| (22)
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La Ecuacién (22) conduce al modelo bien conocido del efecto SRSS

. 9q(z,T) 1 9%(z) ) 9 9

i =L gl 0] oy g 2%)
Y describe al solitdn

qsoi(z,T) = Ko sech[Ky(t + wy,z)] exp[if(z,7)] (24)

con un cambio monotdnico de la frecuencia central (“color”) wy, de un solo pulso
soliténico tnico hasta la parte baja del espectro de frecuencia (“rojo”).
Ademais

1
G(Z,‘E)=(D.ml‘|5 - ? (K(z) - (Dsolz)z (25)
0ui(2)= 01 (=01~ K foz (26)
y 0 = 2yup = 1z / Ty, donde se introduce la caracteristica Tz Raman tiempo de

respuesta de Raman. Para vidrio de silice tz = 6 fs. La intensidad espectral co-
rrespondiente

®,T ol Q[EM } 97
qs0/(®, )‘ I sec h 5 X, (27)
representa la principal caracteristica de los solitones de colores que no viajan s6lo
en el espacio de coordenadas y tiempo (véanse las ecuaciones 24 y 25), sino que
también lo hacen en el espacio espectral (véanse las ecuaciones 26y 27).

Consideremos la Ecuacion (20) como el potencial de “dispersion” del solitén
Upu(z,T) = PO(z,7). Cabe destacar que este potencial de dispersién no es sélo una
funcién de coordenadas, sino que también depende del tiempo, y lo que es mds,
este potencial de dispersién depende de la amplitud y la duracion de la disper-
si6n de solitén en si. Este hecho sigue directamente a partir de la solucién dada
por:

UniZt) = [0 H®O|qea-t| d, 28)

donde el causal Green funcién H(f) esta representado por
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[(1=y? 29
H(t)=—Lexp lt sm—Y. (29)
1— YQ u w
Tenga en cuenta que, recientemente, algunas analogias inesperadas de solito-
nes opticos de color se han encontrado en otras areas de la fisica. En particular,
se demostré que el efecto auto-dispersivo de Raman se puede describir mediante
el modelo de ENLS con un potencial externo lineal. Realmente, en el supuesto de
ue una amplitud soliténica no varfa significativamente durante su dispersion
* = k¢ sech? d imar el dltimo término de 1
Gs0l(2,T) K§ sech” [kg (t+wyz)] podemos estimar el altimo término de la
Fcuacion (23) como

2

J q.\'ul (Z’T)‘
o———
T

y relacionar la Ecuacién (23) con el modelo ENLS siguiente:

z—20’|{04‘|j (30)

dglz,T gz, 9
e ) ;]( gl et s gl (31)
El modelo ENLS Ecuacién (31) con un potencial externo lineal se conoce como
el modelo de Chen y Liu en un plasma linealmente homogéneo. Por eso, los
solitones 6pticos coloreados y solitones Alfvén en un plasma linealmente no ho-
mogéneo estan estrechamente relacionados entre si. La ecuacién (31) representa
uno de los llamados modelos integrables por medio del método de dispersion
inversa. Este hecho explica la notable estabilidad de los solitones Raman de color
en el limite 0 <<1, que estd garantizado por la propiedad de integrabilidad de
la ENLS con potencial lineal externo (Chen y Liu, 1978).

Las propiedades de los solitones de colores han llamado nuestra atencién
principalmente por el papel de la energifa de enlace soliténica (Epg) = — k¢ /3 en
su dinamica. De acuerdo con la Ecuacién (27), el desplazamiento auto-frecuencia
del solitén aumenta en la medida que lo hace la segunda potencia de la energia
de enlace solitén

Ot (= 041 (0= (Ey) = (32)

Este hecho nos da la respuesta a la pregunta: <¢qué hay que hacer para conse-
guir un mejor efecto SRSS posible? Como el aumento del form-factor del solitén
Koy durante su amplificacién resulta en un crecimiento de la energia de enlace
del soliton, entonces también el reforzamiento de la no linealidad a lo largo de
distancia de propagacién produce el mismo efecto.
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Vamos a mostrar que la amplificaciéon de un soliton considerando el marco de
referencia del modelo siguiente

0q(z,T) 1 82q (z,7)
i -

z)
oz 2 9t 96, (33)

+ (1—[3)|q (z;c)|2 q(zT) +BQ (2,T)q (2,T) +1 <

después de la simple transformacién
~ 1
q(En) =TEMexp 3 [t (32)

es matematicamente equivalente ambos a una no linealidad creciente

9§ (zT) 1 9G @)
"oz 2 9’

+(1-p) exp[f a(2) dz} | 7 () | §z0+PQET)f(zT).  (33)
y a una fuerza externa en aumento exponencial en el modelo de oscilador

aQ(Zr) 1 aQ(z
at? iy 2

+Q(z,t)= exp [f a(z) dz] ‘q (z 17)| (34)

del efecto auto-dispersivo del soliton de Raman.

Variando no linealidad se proporciona la auto-compresion soliténica durante
SRrsS y debido a esto, conduce al reforzamiento del desplazamiento de auto-fre-
cuencia del solitén.

2](04 (¢)
= — 4 —
Wyo/ (Z) Wgof (O) 150(0 [exp ( aOZ) 1:| (35)

K(z)=xo exp(apz) (36)

donde a(z) = ay es el coeficiente de ganancia.

En la Figura IV.2 se ilustran las modificaciones mas importantes del efecto
de SrsS calculado en el marco del modelo dado por las ecuaciones (33, 34). Dos
caracteristicas de las soluciones obtenidas mediante la integracién directa de las
ecuaciones (33, 34) son notables: (1) En primer lugar, el incremento de la energia
de enlace conlleva a la auto-compresion del soliton. Este hecho cambia significati-
vamente las propiedades espectrales de los solitones de color, (2) La dependencia
del desplazamiento de la auto-frecuencia del solitén con respecto a la distancia
de propagacién no es una funcién lineal, pero estd definida como una funcién
exponencialmente creciente.
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Figura IV.2. Efecto de auto-compresiéon y de Raman auto-dispersién calculado en el
marco de las ecuaciones del modelo (30, 31) con aumento exponencial de la energfa
de enlace del soliton: (a) el comportamiento temporal de la auto-compresiéon de
solitén coloreadoy (b) auto-frecuencia desplazamiento después de elegir los siguientes
parametros: 4 = 0,55y = 0,3; § = 0,18; vy = 2,25; k9 = 0,5; ap = 0,05.

Nuestros experimentos computacionales muestran que el aumento de ener-
gia de enlace resulta en cambios significativos de las propiedades del efecto SST.
Consideremos la situaciéon cuando la frecuencia central soliténica se coloca lejos
de la barrera de la DVG localizada. La dependencia de la frecuencia de la barrera
DVG puede ser escrita convenientemente como

B P (=1~ f, )] (36

2 . .,
Donde g K2 (o = wy,) representa al pardmetro de DVG en la frecuencia solité-
(0)]

nica central y la fo (0) describe la inomogeneidad espectral
-Q 3
f2 (w)= hbarexp _(U)ATl:jr) (37)
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Figura IV.3. La influencia de la energia de enlace solitonico en el efecto tinel
espectral del solitén. (a) Efecto tanel soliténico espectral a través de la barrera
de DVG gaussiana centrada en la frecuencia iy, = 0 con la altura fy, = 2.5
y la AQy,,=3. El solitén se inicializa lejos de la barrera localizada y se coloca
inicialmente en la frecuencia wy= 6 y su comportamiento se calcul6 para el
caso ap= 0. (b) La supresion total del efecto SST en virtud de la altura de la
barrera de DVG fy,,=5.0 calculado para el caso 0p=0. () Efecto tinel espectral
significativamente reforzado de la auto-compresion soliténica de color calculado
para el caso hy,, =5.0y 0p=0.0015.

donde el parametro /iy, es la altura de una barrera espectral con la AQy,,, anchura
espectral, que esta centrado en la Q,, frecuencia. La variable n = 2, 4,. hace que
sea posible alterar la pendiente de la homogeneidad espectral de la DVG.

Hemos calculado diferentes escenarios de tunelaje de auto-compresién de los
solitones de colores de diferentes amplitudes y velocidades, con una variedad de
la pendiente n de la barrera. En lo que sigue, se define que las principales caracte-
risticas del efecto de la SST siguen siendo los mismos. Las simulaciones numéricas
muestran una diferencia dramdtica en todos los escenarios posibles del espectro
de solitones tinel cuando la energia de enlace solitén se ha incrementado. Los
resultados representativos mas importantes de tales simulaciones por ordenador
aparecen en la Figura IV.3.

Esta Figura puede considerarse como un resumen de todos los escenarios po-
sibles del efecto SST no lineal. La Figura IV.3a muestra que durante el tunelaje del
solitén a través de la barrera prohibida (positivo) en DVG el solitén de color sigue
siendo un solitén “puro”. La Figura IV.3b muestra que el aumento de la altura de
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una barrera espectral conduce a la supresién completa del efecto SST, y la Figura
IV.3c ilustra el aumento del efecto tinel espectral del solitén. A partir de simu-
laciones de ordenadores, se infiere que las principales caracteristicas del efecto
tinel espectral dependen fuertemente de la energia de enlace soliténico. Se debe
enfatizar que la energfa de enlace soliténico tiene un impacto dramatico en el
efecto SST como se muestra en la Figura IV.3c. Por eso, el efecto tinel reforzado
espectral de auto-compresién de solitones podrian ser de interés fundamental en
el campo de la generacion de solitones supercontinuos.

CONCLUSIONES

En la primera parte del trabajo, se analizaron nuevas posibilidades de amplifica-
ci6én de solitones 6pticos. Hemos demostrado que la condicién mas importante
para determinar las principales posibilidades de amplificacién y compresion de
un solitén modulado en su frecuencia en un medio amplificado, es el manteni-
miento de una modulacién de frecuencia lineal durante intervalos de tiempo
superior a la duracién inicial del solitéon. La funcién éptima de la ganancia soli-
ténica se puede obtener en un amplificador de fibra bi-foténica.

La amplificacién ideal de solitones 6pticos es posible porque, en el caso de la
ganancia no homogénea, las condiciones se producen por el cambio del “gorjeo”
soliténico de tal manera que un solitén amplificado completamente conserva
sus propiedades tinicas de interaccién eldstica con solitones similares. En cuanto
a los problemas periddicos y aquellos denominados Ondas de Bloch (Chen et al.,
1999; Serkin y Belyaeva, 2001a; Serkin et al., 2001) podemos afirmar que son
completamente andlogos a los problemas de generacién de pulsos ultracortos
durante el auto-enfoque intracavitario de la radiacion (Lariontsev et al., 1975;
French, 1995). Nosotros intentaremos a considerar este viejo problema usando
la analogfa espacio temporal que nos permite generalizar ficilmente los resul-
tados obtenidos para el caso de auto-enfocamiento intracavitario 6ptimo de la
radiacién. Como se senal6 en la revision (French, 1995), los estudios iniciados
en un trabajo pionero (Lariontsev et al., 1975) han anticipado la llegada de los
laseres del tipo de auto-Kerr en modo bloqueado Ti: AI203 léser.

Por tanto, el problema de 6ptima amplificacién (en nuestra terminologfa,
ideal) de solitones demuestra una estrecha relacién con diversos problemas de la
generacién de pulsos laser ultracortos y del desarrollo de nuevos sistemas de
comunicacion.

Estos problemas estdn atin lejos de su completa soluciéon. El modelo no lineal
de la ecuacién de Schrédinger no puede responder a la pregunta acerca de la
duracion limite de solitones en un medio activo. Este problema puede ser resuelto
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por los métodos basados en la solucién numérica directa del sistema de ecuacio-
nes de Maxwell no lineales en un medio amplificador (Serkin et al., 1996; Serkin
et al., 2000; Serkin et al., 1998).

Aunque el problema de generacion de pulsos ldser ultracortos ya tiene una
antigiledad de mas de 40 afios en su historia, tltimamente el interés por estos re-
lativamente viejos problemas se ha reavivado. Esto se demuestra por el desarrollo
de lineas de comunicacién de alta velocidad y la generacién de un supercontinuo
femtosegundo en fibras épticas; este proceso, asimismo, se estimul6 con la fabri-
cacion de nuevas fibras dpticas con caracteristicas de dispersion especial 6ptica y
fibras conicas de cintura y cristales fotnicos.

En la segunda parte del trabajo, hemos mostrado que el aumento de la energia
de enlace del solit6n debido a la auto-compresion solitonica permite la prueba de
un resultado teérico de grandes datos, que predice que un solitén 6ptico puede
crear un tdinel entre dos regiones de dispersién anémala a través de una regiéon
prohibida de dispersién normal (efecto tanel reforzado espectral). Nos gustaria
concluir diciendo que el concepto de construcciéon de tineles es de primordial
importancia en la naturaleza y efecto tinel soliténico porque puede ser uno de
atencion fundamental en la ciencia no lineal.

Resumiendo: podemos decir que el problema de la amplificacién éptima de
solitones es importante desde el punto de vista general de la fisica debido a que
el solitén es una de las entidades fundamentales de la naturaleza. Esta entidad no
lineal esta siendo estudiada en casi todos los campos de la ciencia moderna, y es
dificil no estar de acuerdo con una hipétesis planteada en el articulo (Krumhansl,
1991) de que el paradigma soliténico servird como base de unificacién para el
desarrollo ulterior de la ciencia.
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Resumen

En la ciencia y en las aplicaciones tecnolégicas son comunes los problemas de optimiza-
cion. En este articulo se analizan problemas de optimizacién y se mencionan teoremas
relacionados con la obtenciéon de maximos o minimos. En particular, se da la demostracién
del Teorema de Paso de Montana en dimension finita. La demostracién hace referencia a
ciertas sucesiones conocidas como sucesiones de Palais-Smale. Finalmente, se da una apli-
cacion de la version infinita del Teorema de Paso de Montana a una ecuacién diferencial
parcial de tipo eliptico.
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INTRODUCCION

I "n distintas ramas de las ciencias naturales y sociales, asi como en las aplica-
ciones tecnoldgicas, aparecen problemas de optimizacién, como la obtencién
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del maximo rendimiento de las tasas de interés en cuestiones de economia, o
utilizar el minimo de material para la elaboracién de objetos destinados a usarse
en nuestra vida diaria, tales como latas o cajas de cartén.

Estos problemas generalmente se orientan a la obtencién de valores maximos
y minimos de funciones. La solucién de este tipo de problemas logra tener un
gran avance cuando el calculo infinitesimal aporta el concepto de derivadas de
una funcion. En efecto, para una funcién que es derivable se sabe que los valores
maximos o minimos se encuentran en aquellos puntos en donde su derivada se
anula (puntos criticos). La segunda derivada proporciona un criterio para saber
si se estd ante un Maximo o un minimo.

El calculo variacional es una de las ramas del analisis ocupada en estudiar las
cuestiones sobre optimizacion. El interés especifico del calculo variacional es en-
contrar los puntos en donde una funcién particular, asociada a un problema de
optimizacién, alcance sus valores maximos o minimos (Gelfand y Fomin, 1963).
Existe una amplia variedad de métodos para encontrar puntos criticos de una
funcién, los cuales son los candidatos para optimizar a ésta. Con ayuda de teorfas
més sofisticadas del Anélisis Matematico en dimensiones infinitas se desarrollan
los Métodos Variacionales (Struwe, 1980; Bartsch, 1993). Una técnica de estos
métodos consiste en utilizar sucesiones minimizantes, las cuales fueron usadas
exitosamente en los afos sesenta por R. S. Palais y S. Smale (Palais, 1963; Palais
y Smale, 1964).

En este trabajo primero haremos una breve presentacién de cémo aparecen
y cémo se utilizan las sucesiones minimizantes en problemas de optimizacién,
para después enfocarnos en ciertos problemas de optimizacién conocidos como
“Teoremas de Paso de Montana”. Estos teoremas adquieren el nombre de la si-
guiente analogfa: supéngase que nos encontramos en el interior del crater de
un volcan y deseamos encontrar el punto “6ptimo” en el relieve que nos rodea
para, escalando la montafa, poder salir del crater. Estos teoremas pueden verse,
en cierto sentido, como la generalizacién del Teorema de Rolle. Damos también
una demostracion completa del caso de dimensién finita, el cual no requiere mas
que elementos bésicos de andlisis real; el caso de dimensién infinita requiere he-
rramientas mas sofisticadas de analisis funcional y analisis no lineal (referimos al
lector a los textos Jabri, 2003; Rabinowitz, 1986 y Struwe, 1980).

El articulo estd organizado como sigue: en la segunda seccién se plantean
algunos problemas clasicos de optimizacion, iniciando con un problema clasico y
sencillo el cual se resuelve con teoria bésica del Calculo; posteriormente se analiza
otro problema mas sofisticado, y si bien no se trata de buscar directamente un
maximo o un minimo, se sabe que el punto en donde se tiene un valor éptimo
es solucién de una ecuacién diferencial. En la tercera seccién, con respecto al
problema de optimizacion, se analiza la relacién entre la topologia del dominio



El Teorema de Paso de Montania 75‘

de las funciones y cuestiones como continuidad y diferenciabilidad. En la cuarta
introducimos el concepto de sucesiones minimizantes y analizamos algunos de-
talles que se deben cuidar. En la quinta seccién, que es la principal, estudiamos
el Teorema de Paso de Montafia en dimension finita. Posteriormente hablamos
de las sucesiones de Palais-Smale y de la generalizaciéon del Teorema de Paso de
Montafna a dimensién infinita. Y concluimos con un ejemplo de una ecuacién
diferencial particular en donde se visualiza el uso del Teorema de Paso de Mon-
tafna.

I. PROBLEMAS CLASICOS DE OPTIMIZACION
Analicemos algunos problemas tipicos de optimizacion.

Ejemplo 1. Se tiene una cuerda de longitud P, y se quiere encerrar con ésta
una superficie rectangular de drea maxima, la pregunta entonces es <como de-
ben ser las dimensiones del rectangulo? En este caso la soluciéon requiere de dos
observaciones: la primera es que el drea A se calcula en términos de su alturaa y
su base b con la expresién A = ab, y la otra es que la longitud del perimetro del
rectangulo es la longitud de la cuerda, esto es P = 2a + 2b.

Figura I.1 Rectangulos de perimetro constante

Altura a

Base b

De éstas se puede plantear la siguiente funcién en términos de la variable b.

P-2., P,
Ay = (=20 = T2,
() =( 5 ) 5
Si derivamos obtenemos A'(b) = E—Qb =0, e igualando a cero se tiene que
P . 2 .
b= " Se puede deducir que para b= 2S¢ tiene que los lados deben ser todos

iguales y para este valor se tiene un drea maxima.
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Ejemplo 2. Consideramos el problema de Dirichlet

u"(x) = Opara0 <x <1
u(0) = 0, u(1) = 0. (*)

Es claro que u = 0 es una solucién. Pero lo que queremos describir aqui es un
método para resolver este tipo de ecuaciones. Se multiplica la ecuacién por una
funcién v dos veces diferenciable con derivada continua en el intervalo [0, 1]y tal
que v(0) = 0, v(1) = 0y a continuacidn se integra sobre el intervalo obteniendo

1
Ju"(x)o(x)dx = 0.
0
Integrando por partes se tiene
1

Ju"(x)o(x)dx = u(xyo(x) | 6—1£v'(x)u'(x)dx

0

=—z v'(x)u' (x)dx.
Asi el problema de Dirichlet es equivalente a resolver la igualdad
zv'(x)u'(x)dx =0 (1)
para toda funcién v derivable con derivada continua. Si consideramos el funcional

E(u) = [(u') dx,

O —_

observamos que su derivada es DE(u)v = }u'(x)v'(x)dx, y comparando con (1)
0

notamos que resolver el problema de Dirichlet es equivalente a encontrar un pun-
to (una funcién u) en donde la derivada del funcional E se anule, con el problema
adicional de que este punto debe ser dos veces diferenciable, el cual se resuelve
utilizando resultados de regularidad (véase Brezis, 1984). Por otra parte, como
E(u) es no negativa y si u es solucién de (*) observamos lo siguiente

Ew) = Z(v')2 dx

0 1
= E(u)+E(v-u)+2 (v-uyu'| ) - {(v—u)u"dx
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E() + E(v-u)
= E(u),

donde la evaluacién en la integracién por partes es igual a cero porque si bus-
camos funciones con las condiciones iniciales de (*) entonces las funciones v y u
deben ser iguales en la frontera del intervalo [0,1]. De la desigualdad concluimos
que la solucién ademds debe ser en donde el funcional E tenga un minimo.

De estos ejemplos se puede observar que si un problema real de optimizacién
lo podemos traducir al comportamiento de una funcién, con ayuda de diferentes
modelos matematicos podemos saber si tiene algin maximo o minimo, y en-
tonces interpretar esto para resolver nuestro problema. Esto nos lleva a estudiar
algunas propiedades para que nuestras funciones tengan valores extremos.

IT. FUNCIONES CONTINUAS Y COMPACIDAD

La solucién de un problema de optimizaciéon puede verse beneficiada por pro-
piedades particulares de la funcién que se desea optimizar y del dominio de ésta.
Por ejemplo, la continuidad en un intervalo cerrado asegura que la funcién esta
acotada por abajo, es decir, que existe un nimero M € R tal que f (x) = M para
toda x en [a, b], por lo que existe el valor infimo de la funcién. Entonces podemos

preguntarnos si existen puntos xo en el dominio de f'tal que f (xo) = iflf (x). El
xEla,b

resultado es inmediato si recordamos que una funcién continua manda conjuntos
compactos en conjuntos compactos, asi f [a, b] es compacto, de donde se alcanza

Grafica I1.1
Funcion de areas
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un valor minimo en algin punto x del dominio de la funcién y, por tanto, el pro-
blema de minimizar una funcién continua en un intervalo cerrado tiene solucién
(Rudin, 1964; Protter, 1998; Kolmogorov y Fomin, 1970). Pero posiblemente el
minimo se alcance en los extremos del intervalo, como es el caso de la funciéon

area A(b) = r b-b* del ejemplo 1 (véase Grafica I1.1). »
Podemos observar que los valores infimos se alcanzanenb = 0y b = 3 Aunque

en este caso estos puntos no son de interés, ya que el drea que se obtiene con estos
valores es cero, en otros ejemplos podria darse esta situacién.

Asi la compacidad del dominio y la continuidad de la funcién nos pueden
asegurar la existencia de un minimo. El problema ahora es cémo encontrar los
puntos del dominio en donde se alcanza el valor minimo. En el caso de inter-
valos o se alcanza en los extremos o se alcanza en algin punto del interior. En
los cursos de calculo hemos aprendido que los valores extremos en puntos del
interior se alcanzan en puntos donde la derivada se anula cuando la funcién es
ademds diferenciable. Esto se conoce como el criterio de la primera derivada. El
problema con los extremos, como podemos ver en la grafica, es que en donde se
tienen valores minimos la derivada no necesariamente se anula. En un intervalo
es concebible la opcion de evaluar la funcion en los extremos y comparar los valo-
res obtenidos con los puntos del interior; sin embargo, en dimensiones mayores,
la opci6én puede ya no ser viable. Por esta razén las funciones que consideramos
en adelante son aquellas cuyos valores minimos no se alcancen en la frontera del
dominio.

Si se tiene un dominio en el cual no se cumple la propiedad de compacidad,
aunque la funcién sea acotada, puede no alcanzar el valor infimo de la funcién,
ver el ejemplo 4 adelante.

III. MINIMOS Y PUNTOS CRITICOS

Supongamos que las funciones estan definidas y son continuas en un dominio U
dentro de un espacio métrico. Se dice que en z € U se tiene un minimo absoluto
sif(z) < f(x) para todo x en el dominio, y se dice que es un minimo local si f{z) <
flx) para todo x en un vecindad de z. Una condicién que pediremos en adelante
es que los minimos locales no se alcancen en la frontera de U como se ilustra en
la siguiente figura.
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Figura III.1
Maximo y minimos locales

4 1 " 1
I X I d L . I ¥ I l 1

X

Con el objetivo de encontrar los puntos en donde se tenga un minimo defini-
mos lo siguiente.
Una sucesion {x,} C U es una sucesién minimizante de f si

Joen)= ¢ = inf f(x).
x€U
Lo que queremos saber es cudndo estas sucesiones minimizantes convergen a
un punto en el interior de U. Analicemos un poco algunas situaciones que suelen
darse con respecto a estas sucesiones.

Ejemplo 3. Seaf: [0,1] = R dada por f{x) = (2x-1). Una sucesién minimizan-
1 1 _n+2

. E n  2n
a infinito entonces f{x,) tiende a infyey f(x) = 0.

4 . .
te es 1x, €(0,1):x, } ya que f(x,) = Vs hacemos que n tienda
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Figura III.2
Grafica de f(x) = (2x-1)°

Si consideramos a las sucesiones en un intervalo cerrado contenido en (0,1),
tiene una subsucesion convergente que seguimos denotando por {x,}

Xn X0 -
, . . 1 . .
Es facil ver, en nuestro ejemplo, que xy = 7 De la continuidad de f se sigue que

flxy) = fixg) = inf _f{x).

»€[0, 1]

De esta forma podemos decir que en x, se encuentra un minimo.
¢Qué pasa con la derivada de la funcién evaluada en la sucesién? Calculamos

fx) = (2x-1)>=f'(x) = 8x -4

n+2

f'(xn)= 8( )—4
2n
B 8n+16-8n
2n
8

Entonces f'(x,) — 0, cuando x, — l Por la continuidad de la derivada (o di-

rectamente) tenemos f'(xo) = f '(%) =0.
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Si la funcién f tiene derivada continua en su dominio, recordamos que un
puntoy en U que cumple f'(y) = 0 se dice que es un punto critico. Con respecto al
problema de optimizacién, la pregunta importante es: ¢toda sucesién minimizan-
te {x,} tal que f'(x,) = 0 es (o contiene una subsucesién) convergente al minimo?
Consideremos el siguiente ejemplo.

1
Ejemplo 4. Considérese f: (0,) — R tal que f(x) = - Pensemos en la sucesion
1
con x,: = n. Es claro que f(x,) = —— 0, inf fix)=0y
n le ©, )
fen) = - ;2—>0 sl n—o,

y sin embargo la sucesién x, no converge.

Figura II1.3 1
Grafica de f(x) = "

En este ejemplo la funcién, de hecho, no tiene minimos ni locales ni absolutos.
Uno de los problemas aqui es que (0, %) no es acotado y por lo tanto no es com-
pacto. Analicemos un ejemplo en donde el dominio si es acotado.

Ejemplo 5. Ahora sea [;: = {x=(xy, xo, ..., Xy, ...): Y1 |xi| < %}, con la norma
dada por || %||:= ZiZ1 |x;|, y definimos la funcién f: [} = R tal que

para un N natural fijo. La derivada en este caso estd dada por
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['®)7F = 2xnyw-

Observamos que la funcion es positiva para ¥ # 0, de donde el valor minimo
es cero. Podemos considerar la sucesién

70

(1,0,0,...),

x®=(0,1,0,..),

™ =(0,..0,1,0,..)

en la esfera unitaria, para la cual
[ =50,
[ &)= 0.

Es decir, es una sucesién minimizante tal que f' (x) — 0.
Sin embargo, la sucesién no es ni contiene una subsucesion convergente, ya que

-2

para cualesquiera m # n.

Observemos que aunque la sucesion del ejemplo anterior estd en la bola ce-
rrada unitaria, no contiene ninguna subsucesion convergente. Aqui el problema
es que el espacio /; en que se esta definiendo la funcién es de dimensién infinita y
por tanto la bola unitaria cerrada no es compacta (Kolmogorov y Fomin, 1970).

Hemos visto que para encontrar puntos en donde se tengan maximos o mi-
nimos tendran que estudiarse las propiedades de la funcién y su dominio de
definicién. Pero aun si se sabe de la existencia de estos extremos en muchos casos
no se sabe la forma explicita de estos puntos.

Los teoremas existentes acerca de la obtencion de puntos criticos de una fun-
cién nos pueden ayudar a conocer otras propiedades intrinsecas de los puntos
criticos, como lo veremos mas adelante.
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IV. EXISTENCIA DE PUNTOS CRITICOS. TEOREMA DE PASO DE MONTANA

Uno de los resultados mas importantes que estudiamos en los cursos elementales
de célculo es el siguiente.

Grafica IV.1
Teorema de Rolle

X

Teorema 6 (de Rolle). Sea /: R—R continua, y derivable en el intervalo abierto
(@, b) y tal que f{a) = f(b). Entonces existe x( € (a, b) tal que f'(x) = 0.

Este resultado nos asegura la existencia de un punto critico que se encuentra
dentro del intervalo (¢, b), aunque pudiera ser que esta funcién fuera constante,
en cuyo caso no tendria interés alguno en nuestros problemas de optimizacion.

Debemos tener en cuenta ademas que el teorema nos da la existencia de un
punto critico, aunque no sea maximo o minimo, al cual se le llama punto de in-
flexion. La demostracion de este teorema se puede ver en Spivak (1996).

Una consecuencia del Teorema de Rolle es el siguiente resultado.

Teorema 7. Sea f: R — R continua, y derivable en el intervalo abierto (a, b) y
tal que existe ¢ € (a, b) con la condicién

max{f(a), fib)} < flc).

Entonces existe un punto critico xg € (a, b).
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Grafica IV.2
Consecuencia del Teorema de Rolle

RN

Demostracién. Supongamos que f(a) < f(b) < f(c). De la continuidad de la
funcién y el teorema del valor intermedio podemos encontrar y € (a, ¢) tal que
f(y) = f(b). Para el intervalo [y, b] aplicamos el Teorema de Rolle y encontramos
un punto critico xg en (a, b).

Este teorema, al igual que el anterior, nos puede ayudar a aproximarnos a los
puntos criticos. Su interpretacién grafica seria la siguiente: si se fijan los extremos
fla) y f(b) de f y se sabe que existe otro valor f{(c) por arriba de éstos, entonces la
gréafica debe tener una cresta por la que se debe subir para ir de f(a) a f(b) pasando
por f(c), es decir, tiene un maximo que en particular es punto critico.

Existen generalizaciones de este tltimo teorema a dominios mucho mas gran-
des que R. Estos son los llamados Teoremas de Paso de Montaia. Enunciaremos
y demostraremos uno de estos teoremas en el caso de dimensién finita, para lo
cual necesitamos dar algunas definiciones.

Definicion 8. Decimos que una sucesion {x,} en un espacio lineal normado X
es sucesion de Cauchy si dada ¢ > 0, existe N €N tal que |[x, —x,| < € Vn,m = N.
También decimos que X es completo si toda sucesién de Cauchy en X converge.
Un espacio lineal normado y completo se llama espacio de Banach.

Definicion 9. Una funcién ¢:/W C X—=RU{«}, con X un espacio de Banach, es
coerciva si ¢ («) = o cuando ||u|| — .
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Teorema 10 (de Paso de Montafia en dimensién finita). Sea ¢: R"—R una
funcion derivable con derivada continua, coerciva y tal que ¢ tiene dos minimos
locales x; y xo. Entonces ¢ tiene un tercer punto critico, x3, que no es minimo local
de ¢y tal que

O(xs)= inf max ¢(x) =: ¢,
yer xey

donde I': ={y CRM: x, x9 €y y y es subconjunto compacto y conexo}.

Demostracién. Considérese una sucesion y,, en I' que hace que la sucesién nu-
mérica max,ey, ¢(x) tienda a ¢, es decir, al posible valor mas pequefio del conjunto
{max,e, dp(x): YET'}, asi podemos decir que la sucesién max,ey, ¢p(x) es minimizan-
te. De la coercividad de ¢ tenemos que y,, debe ser uniformemente acotado, ya
que de otra forma existirfan puntos x,,, en cada vy, tal que [[x, ,||=%, y ¢(x,,)—=>o
si m—», de donde nuestra sucesion minimizante tenderfa a infinito. Luego po-
demos definir

’\7: = mmz 1 UlZmYl-

Observamos que x; y x9 estdn en Y, y ademas Y 'se obtiene como una intersec-
cién numerable de conjuntos compactos y conexos que se contienen, entonces y’
es compacto y conexo. Con esto probamos que Y €I

Entonces

MAX Q)= I MmAxX e @

Por otra parte, de la continuidad de ¢ se tiene

max ¢(x) = limsup(max ¢(x)) = ¢
xEY m—w  XEVnm

Por tanto,

max ¢(x) = ¢

xEY ’ (3)
de donde hemos encontrado un conjunto y en I para el cual el valor ¢ se alcanza,
mads atin, como Y es un conjunto compacto podemos encontrar al menos un punto
x €Y tal que ¢(x) = c.
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Sin embargo, aun considerando una sucesién minimizante no podemos afir-
mar que el punto X" es un punto critico. Probemos que existe al menos uno de
estos que si es punto critico.

Por la hipétesis sobre los puntos x; y x9, se tiene que

max{q)(xl)’ (i)(DCQ)} <, (4)

ya que tanto x; como xo son minimos locales, y por tanto hay vecindades de x;
y de x9 para las cuales los valores de ¢ en ¥ son mayores que los valores en los
minimos.

También de la continuidad de ¢, imagen inversa del valor ¢

K: ={x&y:9(x)=c}

es cerrado, y es no vacio por (3), mas atin, como estamos en un espacio de dimen-
si6n finita, es compacto. En este conjunto K probaremos que hay puntos criticos,
lo haremos por contradiccién y en varios pasos.

Paso 1. Ahora supongamos que los elementos en K no son puntos criticos, i.e.,
D¢(x)#0 para cada x € K. Asi, estamos suponiendo que el comportamiento de ¢
en K es como el de la siguiente grafica

Grafica IV.3
Comportamiento de la grafica de ¢

| Dé(x)| >0

Como la derivada de la funcién ¢ también es continua entonces existe 8 > 0 tal
que |D¢(x)| = & para toda xEK. De donde, usando la continuidad de D¢, podemos
encontrar ¢ > 0 tal que en la vecindad abierta de K,
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V:={x€RN:FHEK, |x—y| <e}

se tiene que | Do(x)| = o parax €V.

Podemos suponer que tanto x; como x9 no estan en V, pues de otro modo to-
mamos el valor de € mas pequefio.

Paso 2. Definamos a m como una funcién de corte, es decir, una funcién que se
anule fuera de V, definida como 1 en Ky que toma valores entre 1y 0.

Grafica IV4
Funcion de corte

Consideramos ahora el gradiente de ¢
Vo(x)-v=D(x)v Vv ERVN,
Paso 3. Definimos una nueva funcién continua H:R¥xR—R" dada por
H(x,s):=x-n(x)Vo(x),

que como se observa es diferenciable y continua con respecto a la variable s y
ademas

d d
s O, 9)) |s=0=(Vo(H(x.5))- — = Hx, 5)[s=0

=Vo(x)-(-n(x)V(x))

2

)
=) Vo) [2<n) 7,
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para toda x € IV donde 1 no se anula. Notemos que esto nos dice que la funciéon
§(H(x,s5)) es decreciente respecto a la variable s, que es lo que se espera, ya que la
funciéon H esta definida en términos del gradiente negativo de ¢. Ademas por
la continuidad de la derivada de ¢ existe so > 0 tal que
d (x
75 O(H ()= V() | VsE[0, s0). (5)
Paso 4. Ahora para cada x €Y definimos un nuevo conjunto en I’

Vso: =H(x, o).

Vamos a demostrar que max ¢(x)<c. Para esto utilizamos el teorema funda-
mental del cdlculo y (5) ¥y,

D(H(x, 50)=0(x) + f = O(H(x, 5))ds
s¢<x)—so7|V¢<x>\ :

Analizando esta ultima desigualdad observamos lo siguiente: si x & K, enton-
ces, de (3),

0(1)-s0 % Vo) |2<o()<c;

y six EK, entonces n(x) =1y
n(x)

0 (x)=50 —|V¢ )|?<c- 52“62<c
De lo anterior
max ¢(x) < ¢
xEYs,

Como sabemos, la continuidad respeta la compacidad y la conexidad de los
conjuntos, por lo que H manda compactos conexos en compactos conexos, y por
la definicién de yy, concluimos que este conjunto también estd en T

Pero entonces hemos encontrado un conjunto en I" de tal forma que su valor
méximo estd por debajo del infimo (2) de los valores maximos de los conjuntos
en I'lo cual es una contradiccion.

Por tanto, el conjunto K si tiene puntos criticos.
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Hasta aqui sélo se ha probado que es posible encontrar sucesiones numéricas
que minimizan al conjunto {max.e¢(x): YEI'}, estos valores se alcanzan en un
subconjunto en I', y ademds que dentro de este conjunto existen puntos que pue-
den ser puntos criticos. Falta verificar que existe un punto critico en K que no es
minimo local.

Supongamos que todos los puntos criticos en K son minimos locales, para ¢ en
RV. Sea K:={x E¥:¢(x)= ¢ y x minimo local para ¢ en RY}. De la continuidad de ¢
y por ser imagen inversa de ¢ entonces K es cerrado. Ademds también es abierto
por lo siguiente. Sea xy € K que por ser minimo local cumple

d(x0)=c= inf max p(x)<((y)
vel xey

para toda y en una vecindad abierta Vy, de xo, y mds atn ¢(xo) =maxerp(x) <¢(y),
VyEV,, MY, entonces

max O()<O0)<00)  VIEVNT,
xEYN Vx
y esto se cumple s6lo si ¢ es constante en la vecindad local V,, Ny, es decir, esta
vecindad de x es un abierto contenido en K de donde podemos afirmar que K
es abierto. Entonces como K es abierto y cerrado en el conexo ¥, se tiene que
K =Y. Pero esta igualdad nos lleva a una contradiccion si observamos que x; y xo
estan en ¥, y cumplen (4).

En este teorema la coercividad nos asegura la existencia del punto critico. En
general para RY, esta propiedad nos ayuda para asegurar la convergencia de una
sucesion que minimiza un conjunto y que ademads converge a un punto critico, y
que aun cuando no es un minimo local, si lo es en un subconjunto del dominio.

V. EL TEOREMA DE PASO DE MONTANA (TPM) EN DIMENSION INFINITA
Las sucesiones de Palais-Smale

Lo ilustrativo de la demostracién del Teorema de Paso de Montana (TPM) es el uso
de sucesiones minimizantes. Formalicemos el tipo de sucesiones que hemos estu-
diado en la siguiente definicién. El concepto se enuncia de una forma anéloga en
su versién original en Palais (1963) y Palais y Smale (1964).

Definicion 11. Una sucesion {x,} es de Palais-Smale para fen ¢ si f(x,) = ¢y
Df(x,) = 0.Y decimos que una sucesién de Palais-Smale satisface la condicién de
Palais-Smale en ¢ si tiene una subsucesion convergente.
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Teorema 12. Si ¢: R¥—R es de clase C! y es coerciva, entonces ¢ satisface la
condicién de Palais-Smale.

Demostracién. Sea (x,) una sucesion de Palais-Smale para ¢ en un valor
¢ < », es decir, se cumple

Olxn) = ¢
ID§Gxa)[| —= 0

De la coercividad deducimos que la sucesion es acotada, pues de otro modo
si [x,|—=o, entonces ¢(x,)—>, lo cual no es posible. Entonces cada sucesiéon de
Palais-Smale es acotada en RY, luego por el Teorema de Bolzano-Weierstrass
(Protter, 1998), esta sucesion tiene una subsucesién (x,,) convergente a algtin
punto en X € RV,

Ademas por la continuidad de las funciones ¢ y D¢ se tiene que ¢(x,,,)=>¢(X) = ¢
¥ [[Do(xy,)| | =||D9(X)|| = 0, es decir, que ¥ es un punto critico de ¢.

El caso en dimension infinita

Dentro de los problemas como el del Ejemplo 2, en los que la dimensién del es-
pacio es infinita, el método de solucién mas interesante pero complicado de ana-
lizar. En el ejemplo se construfa un funcional E definido a su vez en funciones u.
Para establecer de manera correcta el método seguido se requiere una estructura
mas restrictiva, en cierto sentido, para el espacio de funciones u permitidas.

Definicion 13. Un espacio de Hilbert es un espacio lineal con producto esca-
lar, que es separable, completo y de dimensién infinita.

En la generalizacién al caso de dimension infinita la dificultad para la obten-
cién del punto critico radica en que ya no se pueden aplicar resultados de com-
pacidad. Recordemos que un conjunto que es cerrado y acotado en un espacio
de dimension infinita no necesariamente es compacto. Para este caso se tienen
extensos trabajos sobre ejemplos particulares en los cuales se estudia cuando se
cumple la condiciéon de Palais-Smale. El Teorema 10 se puede enunciar de la
siguiente manera.

Teorema 14 (de Paso de Montana en dimension infinita). Sea X espacio de
Hilbert, ¢:X—R una funcién de clase C% r > 0y ¢ € X tal que [¢||>ry
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||1rH1=f ou)>9(0)=d(e).

Sea I':={y:[0,1]—=>X:y es continua y y(0)=0, y(1)=¢} y definimos

¢: = Inf max ¢(y(?))
ver elo,1]

Entonces existe una sucesion (uy) en X tal que ¢(up)—>c y ademas ||V (uy)||—0.

Figura V.1
Comportamiento de paso de montana

La demostracion requiere conocimiento del Andlisis no Lineal para trabajar
en espacios de dimension infinita y puede verse por ejemplo en Willem (1996) y

Jabri, (2003).
VI. APLICACIONES DEL TPM

Daremos un ejemplo de la aplicacién de este teorema. Consideramos la siguiente
ecuacién diferencial parcial eliptica de segundo orden, la cual es un tipo de ecua-
cién de Schrodinger estacionaria:

—Au—hu=uP"'  en QCRN,
ux) =0 en dQ,
u(x) = 0.

N
Aqui vamos a tomar p € [2, 2%), donde 2* = 5—2, A un niimero real y Q un

conjunto abierto acotado y conexo en RY, para N = 3.
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Si tomamos la ecuacién diferencial y la multiplicamos por una funcién v que
sea diferenciable, que se anule en la frontera, y usando la férmula de Green, te-
nemos las siguientes implicaciones

—Auv-huo = bty
Jo(VuVu = M) = Joul~'v
Jo(VuVo = huw) = Joul™'v = 0 (6)

Se observa que el lado izquierdo de esta ecuacion es la derivada de Fréchet
del funcional

1
E(u)=§fQ(Vu

-t Lgalof

por lo que la ecuacién (6) sugiere que un punto critico del funcional E es soluciéon
de nuestra ecuacion diferencial (Schwartz, 1969; Willem, 1996).

Notemos que el funcional E esta definido en funciones u que deben ser dife-
renciables, por lo que en un principio podemos pensar que el mejor espacio en el
que se puede realizar el andlisis es el espacio de funciones con derivada continua
definidas en Q, el cual se denota por C}(Q). Sin embargo este espacio no resulta
ser el adecuado por lo siguiente. La ecuacién (6) se puede escribir en términos
de un producto escalar

(u, v): = fo(VuVo = Muv),
y un funcional lineal
F(v):=foqut1v.

Por el Teorema de representacién de Riesz-Fréchet, el cual nos dice que en
un espacio completo, existe un elemento u en el espacio de tal forma que se da
la relacién

F) = (u, v). (7)

Asi nuestro problema estarfa parcialmente resuelto, dado que (7) es equivalen-
te a (6). Pero el espacio C! (Q) no es completo (Kolmogorov y Fomin, 1970), por
lo cual no podemos aplicar el Teorema de Riesz-Fréchet. Entonces es necesario
buscar el espacio adecuado que si sea completo.

Aqui aparecen los siguientes espacios con las propiedades importantes que se
indican.
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1. Los espacios I/ (Q):= {u:Q—=R": [olul’ du<e}. Estos son espacios de Banach

con norma |u;p = (folul’dw)’, donde w es una medida de Lebesgue.
Elgl 18yr8y € IX(Q)

J o
Ju® =~ [ qgVe ECT(Q)
Q Ox; Q

2. Los espacios de Sobolev H'(Q):={u € L%(Q): } Son

espacios de Hilbert con producto escalar

(u, v) = Jo (VuVo + uv),

y con norma inducida |ju|* = fo (Vul> +u?). Las funciones g; son llamadas de-
. o . . ou

rivadas débiles de u y suelen denotarse como las derivadas parciales F g
Xi

En general, si u es diferenciable estas derivadas débiles coinciden con las de-

rivadas parciales. El conjunto Cj () denota al conjunto de funciones con
derivadas continuas de todos los 6rdenes y definidas en Q.

3. El espacio Hf (Q) es la cerradura de Cj () con la norma indicada en
H' (Q). Este espacio es el adecuado debido a las condiciones de frontera de
nuestra ecuacion.

Asfi, buscar una solucién de nuestra ecuaciéon diferencial es buscar un punto
critico del funcional E definido en el espacio de Sobolev H{ (Q). El pardmetro A
de la ecuacion diferencial nos deja ver otras caracteristicas sobre el estudio de este
tipo de ecuaciones.

Definiciéon 15. Vamos a denotar por A; al primer valor propio del operador
-A en Hj(Q), es decir, que existe una funcién ¢; € H}(Q), distinta de cero tal que
se cumple la ecuacion —Ae; = Ajey.
Este valor propio cumple ademas
v
A= inf L
wEH (Q)-{0} Mi

. . 2N L L .,
Teorema 16. S12 <p < 2% = N’ la ecuacién diferencial tiene una soluciéon
no trivial siy sélo si A <A;.

Demostracion. Si e; € Hj (Q) es una funcién propia de —A y u es una solucién

no trivial entonces

NS ue, = [+ Auye, > [ Auey = [ Aeyu ==\, [ eyu
Q Q Q Q Q ’
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de donde A < Aj. Ahora vamos a demostrar la otra implicacién, lo haremos en
dos pasos.

Paso 1. Probaremos que la norma |[u|l= |Aul2— Mjul2 es equivalente a la norma
usual en Hj(Q). Si A < 0, por la definicion de A; se tiene que

‘ 2 2 2 2 A 2 2

Vu| 0 — ‘u‘ o =’Vu‘ 0 —— ‘u‘ 5
12 12 12, 2

2

2 A
cpf 2
L L

v
M

2

=(1- ;—l)‘Vu‘; >

ademas (1- —) > (), porque A < . Ahora si 0 < A < A es claro que [Vulp - Mulp

< |Vulp, de donde se concluye que [Vulz — Mulz < C|Vulfz con C una constante
positiva. De manera analoga, considerando los mismos casos para el valor de A,
se prueba que existe C; > 0 tal que |[Vulz - Mulz = Ci|Vulfz. Lo cual nos permite
considerar una norma equivalente definida como |[Jul; = [Vulf: — Mulz en Hj(Q).

Paso 2. Para finalizar, vamos a verificar las condiciones del Teorema de Paso

de Montana para el funcional E, recordando la desigualdad debida a Sobolev
(Brezis, 1984; Willem, 1996; Struwe, 1990).
1

lulpp <k {f ‘Vur}g para p € [2, 2%]
obtenemos ’
E(u) = %Hu”i - l

b ‘“‘Lﬁ
1o
=5l

con ¢ constante positiva, por lo que podemos encontrar r > 0 tal que

inf E@u) > 0 = E(0),

[, -

ya que p > 2y cualquier nimero suficientemente pequeio elevado a la p es menor
que elevado al cuadrado. Si fijamos una funcién uy > 0 en H}(Q) y consideramos
todas aquellas funciones de la forma fu para ¢ €[0,%), podemos modificar nuestro
funcional
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Etng) = 3 T +2(0u0)")- %fg‘tuo‘p

- %ﬂfg(\wof +xu§)—%\t|” Tau|”

De esta manera, como u y por tanto las integrales que aparecen adquieren
valores fijos, entonces estamos analizando una funcién real de la forma

fity=Ci12-Catt,

donde C; y Cy son constantes positivas.

Figura VI.1
Grafica de f(t) = C; t* - Cy tPx

f(t)

La grafica de esta funcién nos muestra claramente que podemos encontrar ¢
en H}(Q) tal que E(e) < E(0), por lo que se cumplen las condiciones del Teorema
de Paso de Montafa.

De esta forma podemos encontrar una sucesion de Palais-Smale para el fun-
cional E en d de tal forma que

d=sup E(u,) <ovyDE(u,) —0.

Probaremos que esta sucesion satisface la condicién de Palais-Smale y con-
verge a un punto critico del funcional E. Realizando algunos sencillos calculos se
tiene lo siguiente
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d+1+]|u, N zE(un)—lDE(un)un

L
2 p

Podemos deducir que u, es una sucesion acotada, pues de lo contrario esta-
riamos llegando a una contradiccién, ya que la desigualdad indicarfa que una
expresion lineal tiende a infinito mas rapido que una cuadratica.

Mencionamos ahora tres resultados clasicos del andlisis no lineal aplicados a
nuestra sucesiéon acotada (Royden, 1988; Brezis, 1984; Jost, 2005):

2

uﬂ

>

I

1. Si F es cualquier operador lineal definido en H{ (Q), entonces para nuestra
sucesion de Palais-Smale, F(u,) — F(u).

2. Por un teorema debido a Rellich y Kondrakov (Brezis, 1984; Willem, 1996;
Struwe, 1990), y como p < 2%, se tiene una subsucesion de u, (que denotamos
de la misma forma) tal que u, = u en I/ (Q).

3. uf™ = u ! en LYQ) con g = ek

Con lo anterior podemos observar que
(DE(un) = DE(u))(un—u) = 0
ya que la derivada es un operador lineal. Ademds por la desigualdad de Holder

Jal(ut ™'~ au=0)| <] ™ = e

Ji

por lo que fo(uf ™' =) (w,~u)|—0.
Finalmente observamos que

(DE(uy) = DE())(=10) =V (w=0) PMus=)?) = faluws )
= [ f-falud ™) ().
Despejando obtenemos

= ”(un_u)”%»:(DE(un) - DE(”))(“%‘“)_IQ (u;zj_l_up_l) (up—ut),
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y por lo tanto
([l [ = 0.
Asi encontramos que, en efecto, u, — u en H}(Q), con las propiedades

E(u,) = E(u) =d
DE(u,) — DE(u) = 0,

es decir, u es un punto critico del funcional E.

Es importante mencionar que para pedir que una funcién sea punto critico
del funcional basta que tenga derivada continua, lo cual no es suficiente para que
sea solucién de nuestra ecuacion diferencial, pues debe aplicarsele el operador
laplaciano que involucra segundas derivadas. Esto se resuelve con los llamados
Teoremas de Regularidad (Brezis, 1984; Struwe, 1990), que se prueban con teoria
muy extensa ya desarrollada, la cual indica que la suficiente diferenciabilidad de
la frontera del dominio nos va a determinar la diferenciabilidad del punto critico,
y por lo tanto afirma que sea la solucién de nuestra ecuacién diferencial.

En este ejemplo se mostré una técnica para saber acerca de la existencia de
una solucién de la ecuacién diferencial dada. La teoria en el sentido formal con
variantes en la forma de la ecuacién diferencial eliptica implica més trabajo como,
por ejemplo, definir otro tipo de espacios de Sobolev, los cuales deben mantener
su estructura de espacios lineales y completos para poder aplicar el Teorema de
Paso de Montaia, estudiar las desigualdades que se utilizaron, como las de Sobo-
lev, de Holder, ademas de los tipos de encajes entre los espacios de Sobolev y los
espacios /. Gran teoria se ha desarrollado para resolver ecuaciones diferenciales
parciales de segundo orden y de tipo eliptico, con los Métodos Variacionales.
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Resumen

En este articulo tratamos con el problema de construir el potencial de campo escalar
apropiado para un escenario inflacionario. En este sentido usamos el método de Witten
(1981) en la Mecanica Cudntica Supersimétrica en el contexto de variables de Grassman
aplicado al modelo cosmolégico de Friedmann-Robertson-Walker (FRw), incluyendo un
fluido perfecto de materia ordinaria y ecuacion de estado barotrépica p = yp en la etapa
inflacionaria (y =-1), asi como un potencial dependiente de un campo escalar V(¢(t)). Du-
rante el proceso de encontrar soluciones cudnticas empleando el formalismo canénico de
Arnowitt-Deser-Misner (ADM), obtenemos una familia de potenciales que pueden satisfacer
esta etapa del universo. Al considerar el proceso supersimétrico, esta familia de potenciales

* Este trabajo fue parcialmente apoyado por Conacyt proyectos 62253, 135023 y 179881, pro-
yecto de DAIP (2011-2012) y proyecto de Cuerpo Académico Promep. UGTO-CA-3. Red Promep de
Gravitacion y Fisica Matematica, bajo el proyecto Aspectos Cudnticos de la Gravedad en Modelos Cosmo-
logicos, Fenomenologia y la Geometria del Espacio-Tiempo. Este trabajo es parte de la colaboraciéon como
miembros del Instituto Avanzado de Cosmologia. Muchos calculos fueron hechos usando el programa
de dlgebra simbélico REDUCE 3.8.

** Doctor en Fisica, Departamento de Fisica, DCel, Universidad de Guanajuato-Campus Leén, A.P.
E-143, C.P. 37150, Ledn, Guanajuato, México, <josogadi@hotmail.com>. Departamento de Fisica,
Universidad Auténoma Metropolitana, apartado Postal 55-534, C.P. 09340, México, D.F., México.

##% Doctor en Fisica, Departamento de Fisica, DCel, Universidad de Guanajuato-Campus Leén,
AP E-143, C.P. 37150, Le6n, Guanajuato, México.

###% Doctor en Fisica, Departamento de Fisica, DCel, Universidad de Guanajuato-Campus Leén,
AP E-143, C.P. 37150, Le6n, Guanajuato, México.

####% Ph. D. en Fisica-Matematica. Profesor de Tiempo Completo, Facultad de Ciencias, Univer-
sidad Auténoma del Estado de México, Instituto Literario 100, Toluca 50000, México, <maaguerog@
uaemex.mx>.



100 J. Socorro, Miguel Sabido, W. Guzmdn y Mdximo A. Agiiero

es escaneada de tal suerte que el potencial exponencial dependiente del campo escalar
V(g) = Ve = Ve V30 aparece como el mas viable para garantizar este escenario, fijjando
el pardmetro A, el cual es menor al predicho mediante el proceso de obtener una solucién
clasica creciente tipo ley de potencias para el factor de escala de este modelo cosmolégico
de FRW. Por completez se presentan las contribuciones a la funcién de onda supersimétrica,
tanto de la parte bosénica como fermidnica, asi como de la densidad de probabilidad en
este esquema.

Palabras clave: Mecanica cuantica supersimétrica, cosmologia cuantica, ecuacién de Whee-
ler-DeWitt, inflacién.

INTRODUCCION

a mds atractiva teorfa de campo gravitacional es la teoria de la Relatividad

General (RG) de Einstein. Ella describe la interaccion gravitacional por la di-
namica de la geometria del espacio-tiempo, pero desafortunadamente no ha sido
posible construir hasta el momento la versién cudntica de la misma. En el estudio
del universo temprano el proceso de inflacion es el mejor candidato para expli-
car las observaciones a esos tiempos tempranos, por medio del campo escalar
denominado inflatén, el cual genera una rapida aceleracion del factor de escala
en tiempos remotos, y como semilla para las perturbaciones primordiales necesa-
rias para la formacion de estructuras. El origen de estos potenciales escalares no
se entiende en su totalidad, sélo se sabe que deben incluirse en los formalismos
matemadticos para pegarle a los datos observacionales. Uno deberfa esperar que
una teoria fundamental pudiera dar mayor luz sobre este tema; en particular, la
pregunta que surge es <podria la teoria cudntica de la gravedad dar algunos indi-
cios de como debiera ser esta construccién?

Es por ello que como aproximacién en el estudio cudntico del universo uno
empieza usando ciertos modelos cosmol6gicos en este régimen, con lo cual emer-
ge la cosmologia cudntica, con la idea de que ciertas implicaciones de este estu-
dio se puedan extrapolar hacia la gravedad cudntica completa. En este sentido
empezamos comentando que uno de los principales problemas de la cosmologia
inflacionaria es encontrar el mecanismo para derivar en forma natural el poten-
cial de campo escalar mas apropiado para encontrar los e-folding de la etapa de
inflacion del universo. Por “natural”, nosotros entendemos el mecanismo desde el
cual alguna teorfa provee el potencial de campo escalar que tenga las caracteristi-
cas convenientes de inflacién que respondan a la evolucién del universo. En este
trabajo derivamos desde la perspectiva de la cosmologia cudntica una familia de



Inflacion cosmoldgica vista desde la mecdnica cudntica supersimétrica 101

potenciales que pueden describir el proceso inflacionario, via sistemas integrables,
y que en la literatura se han puesto a mano; que adicionando mas tarde las ideas
de la mecénica cudntica supersimétrica, la caracteristica de la misma, hace que
sean mas restrictivas las condiciones para poder obtener un modelo inflacionario,
con lo cual la familia de potenciales es escaneada, ofreciendo al final el potencial
mas viable.

En trabajos previos donde se usé como modelo juguete al modelo FRW se
determin6 una familia de potenciales que emergié al resolver la ecuacién de
Wheeler-DeWitt (WDw) (Guzman et al., 2007), ecuacion que gobierna el escenario
canénico de la cosmologia cudntica y equivalente a la ecuaciéon de Schrodinger
de la cosmologia estandar a energia cero. Recientemente, este tipo de poten-
ciales escalares fueron obtenidos usando un esquema supersimétrico local en el
contexto de supercampos (Escamilla-Rivera, 2009), asi como en el esquema que
trabajaremos en esta contribucién usando el modelo cosmoldgico anisotrépico
Bianchi I (Socorro y D’Oleire, 2010).

Hoy dia es muy comtn hacer un estudio de la cosmologia del universo intro-
duciendo campos escalares ¢ como los agentes responsables de varios de los as-
pectos mas intrigantes de nuestro universo (Peebles y Ratra, 2003; Lyth y Liddle,
2000; Urena-Lopez y Matos, 2000; Sahni y Wang, 2000; Matos y Urefia-Lopez,
2004; Arbey et al., 2001; Alam et al., 2004; Sahni, 2004; Tegmark, 2005), tal como
la etapa de inflacién (Tsujikawa, 2000; Copeland et al., 1998), materia y energia
obscura (Copeland et al., 2006). La derivacion usual de los potenciales escalares
es una verdadera empresa que tiene el siguiente cuestionamiento: ¢qué procesos
fisicos nos provee el potencial de campo escalar adecuado que gobierne al uni-
verso en determinada epoca? Para responder esta pregunta para una etapa de
inflacién, desde el punto de vista tedrico se usa la idea de que el universo en su
evolucion cldsica entra en una etapa acelerada, caracterizado esto en el factor de
escala del modelo correspondiente, el cual fija que el pardmetro en un potencial
puesto a mano tipo Ve, el valor de A < -V 2 (Chimentoy Jakubi, 1996), o usan-
do la cosmologia cudntica, no se logra fijar quedando predeterminado entre los
puntos criticos |A| < V3, o cual hace que se deban usar las ecuaciones de la cos-
mologfa cudntica supersimétrica, ademas de las herramientas de la cosmologia
cuantica supersimétrica, las cuales resultan ser mds restrictivas debido a que hay
mas ecuaciones de constriccion que se aplican a la funcién de onda con el fin de
encontrar el potencial mas viable para una época inflacionaria en esta escala
de energias. En este Gltimo formalismo el pardmetro queda fijado en |A|< V3
(Socorro y D’Oleire, 2010). Para hacer esto tltimo se usa la supersimetria como
una raiz cuadrada de la Relatividad General (RG) (Bene y Graham, 1994; Obre-
goén et al., 1993; Lidsey, 1995; Socorro y Medina, 2000) en la cual las variables
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de Grassmann son empleadas como auxiliares y no pueden identificarse como
los compaieros supersimétricos de las variables bosénicas; en este contexto mas
bien se habla de la contribuciéon bosénica y fermidnica en la composicién de la
funcién de onda del universo. A partir de esta solucién se encuentra que existe
una tendencia para el vacio supersimétrico a permanecer cerca de sus limites se-
miclasicos, ya que las soluciones encontradas vienen siendo las de orden més bajo
en la aproximacién WKB y no corresponden a las soluciones cudnticas encontradas
también en este trabajo.

Para poner en contexto el enfoque aqui empleado, brevemente describiremos
las principales caracteristicas de los diferentes formalismos supersimétricos apli-
cados a la cosmologia.

1. Los definidos por medio del uso de la supersimetria, como la raiz cuadrada
(Bene y Graham, 1994; Obregén et al., 1993; Lidsey, 1995; Socorro y Medina,
2000). Como ya se menciond, las variables de Grassmann no son identificadas
como los compaiieros supersimétricos de las correspondientes variables bosé-
nicas cosmolégicas.

2. La formulacién de supercampos (Obregon et al., 1996; Tkach et al., 1996), la
cual permite construir de manera sistematica la cosmologia cuantica supersi-
metria local, obteniendo de manera directa los correspondientes compaferos
supersimétricos fermidnicos, pudiendo incorporar materia en este contexto
(Tkach et al., 1997). Estos companeros supersimétricos no son deducidos di-
rectamente del esquema del gravitino.

3. Modelos basados en supergravedad. Estos han sido estudiados usando la
formulacién canénica de Arnowitt-Deser-Misner (ADM) y la descomposicion
espinorial de 4-componentes (Macias et al., 1987; Socorro et al., 1992; Obre-
gén y Ramirez, 1998; Macias e al., 1998). También han sido estudiados con
las variables ADM y el formalismo espinorial de 2-componentes (D’Eath y
Hughes, 1993; D’Eath et al., 1993). En este esquema también la materia ha
sido incluida, tanto en N=1y N=2 supersimetrias (Cheng ¢t al., 1994; Cheng
et al., 1995; Moniz, 1996b; D’Eath, 1994). Ademas, las variables de Ashtekar
han sido consideradas en el otro esquema canénico de la gravedad cudntica
(Capovilla y Guven, 1994; Capovilla y Obregén, 1994).

4. Un cuarto formalismo que estd inducido por la supersimetria se denomina
analisis isoespectral (Mielnik, 1984; Nieto, 2004; Fernandez, 1984; Cooper
et al., 1995; Cooper et al., 2001; Socorro et al., 2003). El analisis isoespectral
consiste en encontrar una familia de potenciales que tengan los mismos ei-
genvalores que el potencial original (excepto el eigenvalor del estado base);
con esto se obtiene en nuevo hamiltoniano para la familia de potenciales. Asi,
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podemos inferir que se podran falsificar algunos potenciales y sus consabidas
soluciones para un problema determinado por una ecuacién diferencial en la
cual se pueda usar el método isoespectral. La solucién de este nuevo hamilto-
niano tambien va a satisfacer a nuestro problema original, ya que el potencial
original es parte de la familia de isopotenciales. En este contexto se trabajé
el modelo Bianchi I con el potencial escalar del estilo que se maneja en este
trabajo, donde la funcién de onda para el parametro critico presenta un pico
pronunciado (D’Oleire, 2010).

Algunos de estos modelos y sus soluciones exactas han sido presentados en dos
libros bien organizados (D’Eath, 1996; Moniz, 2010), asi como en dos extensos
articulos de revision (Moniz, 1996b; Macias, 1999).

El potencial Ve* es un buen candidato, dependiendo del valor del parame-
tro A, para estudiar inflacién, materia y energia obscura o modelos taquiénicos
(Sen, 2002, 2003; Gorini et al., 2004; Garcia-Compedn et al., 2005). La ecuacién
de WDW puede ser resuelta usando un ansatz particular, el cual se asemeja al
usado en la aproximacién WKB de la mecédnica cudntica, que se denomina la
representaciéon bohmiana (Bohm, 1952). Este método ha sido usado en la litera-
tura (Obregén y Socorro, 1996) para encontrar soluciones exactas a los modelos
cosmoldgicos Bianchi Clase A. Por otro lado, los mejores candidatos para la fun-
cién de onda son aquellos que tienen un decaimiento con respecto a su factor
de escala, en el sentido de que obtengamos una buena solucién cldsica usando
la aproximacién WKB en cualquier escenario en la evolucion de nuestro universo
(Hartle y Hawking, 1983).

Sobre la ecuacién de wpw hay una cantidad enorme de articulos que tratan
diferentes problemas de nuestro universo en el contexto cuantico. Por ejemplo,
Gibbons y Grishchuk (1989) [50] se hacen la pregunta: <cudl es la funcién de onda
tipica para nuestro universo? En las referencias (Obregén et al., 1996) aparece una
excelente recopilacion de articulos sobre cosmologia cudntica donde se explica el
problema de cémo el universo emerge de la singularidad conocida como big bang
(gran explosién); ademads, un importante enfoque a este problema aparece en la
propuesta de la funcién de onda, en el cual el universo podria ser autocontenido
sin ninguna singularidad y sin ninguna edad. Sobre la estructura de los poten-
ciales escalares, éstos aparecen en la literatura en conexién con la quintaesencia,
materia y energia obscura escalar (Peebles y Ratra, 2003; Lyth y Liddle, 2000;
Urena-Lépez y Matos, 2000; Sahni y Wang, 2000; Matos y Guzméan, 2000; Matos
et al., 2000; Matos y Urena-Lépez, 2000; Matos y Urefia-Lépez, 2001; Lidsey et
al., 2002; Cabral-Rosetti et al., 2002; Matos y Urena-Lopez, 2002; Alcubierre
et al., 2002).
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La teorfa cudntica de la gravedad (al menos en los primeros intentos de cuan-
tizacién denominada candnica) estd plagada de divergencias ultravioleta; en este
enfoque de cuantizacion canénica es inicialmente aplicado a modelos cosmoldgicos
con grandes simetrias —el cual se denomina mini-superespacio—, en los que las va-
riables gravitacionales y de materia han sido reducidos a un nimero finito de gra-
dos de libertad. Por otro lado, supergravedad fue originalmente desarrollada como
una teorfa de campo elemental la cual debiera evitar las divergencias ultravioleta.
Una forma de incorporar algunos aspectos de la supergravedad en la cosmologia
es trabajar con la cosmologia cudntica supersimétrica, de esta manera se pueden
capturar algunas caracteristicas esenciales de la supergravedad y, al mismo tiempo,
evitar varias de las dificultades técnicas de trabajar con la teorfa completa.

Hay varios formalismos de la cosmologfa cudntica supersimétrica. En este
trabajo presentamos el formalismo de Witten’s. La idea de Witten (1981) es en-
contrar unos operadores denominados supercargas Q, Q que produzcan un super-
hamiltoniano Hy,, y un édlgebra cerrada supersimétrica (SUSY), con la condicién
de que la ecuacién de Wpw pueda ser obtenida como el sector bosénico de este
superhamiltoniano en el superespacio, es decir, cuando todos los campos fermio-
nicos son congelados (puestos a cero). Esta idea ya se aplicé en la referencia [21]
para todos los modelos cosmoldgicos anisotrépicos Bianchi Clase A.

Este trabajo es organizado de la siguiente manera. En la secciéon I presen-
tamos la acciéon clasica con las correspondientes contribuciones a la densidad
lagrangiana del modelo y via transformaciones canénicas obtenemos la densi-
dad hamiltoniana. Esta accién incluye una parte gravitacional Seomericas Smateria €O-
rresponde a un fluido perfecto barotrépico con ecuacion de estado p = yp, Sg es
la contribucién del campo escalar, y finalmente incluimos el término cosmolégico
S,. Ademis la densidad hamiltoniana clasica, asi como la ecuaciéon de Hamilton-
Jacobi (H-J), son obtenidas; la densidad hamiltoniana juega el papel importante
en la versién supersimétrica en el esquema de Witten, donde se introduce por
primera vez la funcién superpotencial que corresponde a la fase de la funciéon
de onda en la aproximacién semiclasica (Socorro y Medina, 2000), y también
esencial en las soluciones supersimétricas. También la ecuacién H-J es usada para
construir la familia de potenciales, los cuales damos en la Tabla 1, y en particular
nos enfocaremos al potencial exponencial. En la seccién II damos una pequena
revisién de la propuesta de Witten para la mecanica cudntica supersimétrica. La
seccion III se usa para presentar de manera sistemdtica la solucién al problema
supersimétrico, dejando para la secciéon IV la construcciéon de la densidad de
probabilidad no normalizada en el enfoque de Grassman; y finalmente la Gltima
secci6on la dedicamos a las conclusiones del trabajo.
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I. ACCION CLASICA DEL MODELO

En cosmologia uno asume ciertas simetrias, tomando como base el principio
cosmoldgico el cual establece que el universo es homogéneo e isotropico. Esta
simetria de homogeneidad e isotropia del espacio-tiempo fue estudiada original-
mente por Friedmann-Robertson-Walker (FRW). La simetria estd codificada en la
forma especial del siguiente elemento de linea

ds? = — N*()dt* + ¢20 [—ﬁfﬂ + erQQ] (1)

donde a(t)=¢“Y es el factor de escala; N({) es la funcion de espaciamiento tempo-

ral, es decir, como podemos conectar una hipersuperficie a otra; x es la constante

de curvatura del espacio-tiempo que puede tomar los siguientes valores: 0,+1,-1,

que corresponden a espacios-tiempo plano, cerrado y abierto, respectivamente.
La accién efectiva puede escribirse como

Stot = Sgeométrim + Smateria + 572+ S(p =

fdx‘l,/—g [R+16nGp—2A+%guvaufpavfp+V((P) ) 2)

donde p es la densidad de energia de la contribucién de la materia ordinaria
considerando un fluido perfecto barotrépico p = yp, 9, = 9, conx*=(t,r,0,0), ¢,

ST
es el campo escalar dotado en el término de potencial escalar V(¢), G la constante

gravitacional de Newton, y A es el término cosmolégico (constante cosmoldgica).
De esta manera, el lagrangiano para el modelo cosmolégico FRW se lee

.
L = e3a [6 ]‘f]— - 2“;\27 + N(V = 2A — 6ke-20 + 16nGMYe3(Y+1)a)] (3)

donde se usé la forma de la densidad de energia como solucién de la ecuacién
™., es decir

p= Mye—i%(yﬂ)a (4)

con M, una constante de integracién.

En este punto se considera un universo plano (k=0) y el valor particular para
el parametro y = - 1, el cual es conocido como el fenémeno de inflacién clasica
(Socorro y Medina, 2000),
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) 52 02
L = ¢3 610\‘]—- ;ﬁv + N(V=2A + 16aGM_,)) (5)

Los momentos son dados por

Mo=2ho 120, qs et (6)
oL o : .
H¢EW=—350‘ ]c\p]’ ¢ =—Ne 1], (7)

El lagrangiano canénico viene a ser
Lcano’nico = Ha a +H(p (P - NH’ (8)
donde H es la funcién densidad hamiltoniana clasica, obteniendo

=g et [T, - 1201 24¢00 (V(g) ~2A+162GM )] 9)

El procedimiento de cuantizacién es realizado en la forma usual, consideran-
do a los momentos como operadores. El hamiltoniano cudntico, conocido como
la ecuacién de Wheeler-DeWitt, es obtenido bajo la siguiente identificacion

2 -9
H= =0, Tly=-igm, (10)
con ¢* = (0,9),
HW = ¢-3a [— % +12 ;—(;—2466“ V((P,}\efectiva)]qj =0, (11)

donde se renombra V(0 Aefectiva) = V() = Aefectivas y Mefeciiva = 2A — 16aGM_; la
consideramos como una constante cosmolégica efectiva. Esta ecuacién puede ser
escrita en forma compacta, usando el ordenamiento semi-general propuesto por
Hartle-Hawking (Hartle y Hawking, 1983), donde Q es una constante real que
nos mide la ambigiiedad en el ordenamiento de factores entre la variable ¢** y su
momento asociado a la coordenada a,

0w+ Q 2L _ 9400 Vg hetectva) W = 0, (12)

donde O = - a7+ 94 es el operador d’Alambertiano bidimensional y ¢ = %
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a. Esquema clasico

La solucién cudntica a la ecuacion de Wpw fue obtenida en trabajos previos (Guz-
man et al., 2007), la cual retomaremos en la siguiente subseccién, en esta parte
del trabajo nuestra principal motivacién es en el contexto de soluciones para
ecuacion de Hamilton-Jacobi. La ecuacién cldsica de Einstein-Hamilton-Jacobi

(EH]) se obtiene al reemplazar el momento I, —>§T‘S; en la ecuacion (10) y de

la constriccion H=0 que emerge al obtener la ecuacién de movimiento via la
ecuacién de Lagrange para la variable auxiliar N; la funcién S es conocida como
la funcién superpotencial, ademds se toma Q=0. En esta forma la ecuacién (12)
es transformada en

(VS)?-U=0, (13)
donde
2 2
(V)2 = (%) . %) . GM = diag (-1,1), (14)

con U = 24¢5V(9, Aefectiva)- Se obtiene la ecuacién diferencial que satisface el tér-
mino de potencial V(9, Aefeciiva), donde algunas de las soluciones a esta ecuacion
son potenciales que aparecen en la literatura en conexién con la quintaesencia,
materia obscura escalar, pero las estructuras de estos potenciales han sido puestos
a mano (Matos y Guzman, 2000; Matos et al., 2000; Matos y Urena-Loépez, 2000;
Matos y Urena-Lépez, 2001; Lidsey et al., 2002; Cabral-Rosetti et al., 2002; Matos
y Urena-Lopez, 2002; Alcubierre et al., 2002).

Para resolver la ecuacién (13) elegimos como ansatz para la funcién superpo-
tencial

S(q") = flog (@), (15)

obteniendo

1 af : 1 8g ¥ o V((Py}\c ec iva),
‘ﬁ(ﬁ) +g(w) = 240 —Em B (16)

Por simplicidad, asumimos que f (ct) =v24¢3e/u, con W una constante arbitra-
ria. Asi (16) viene a ser una ecuacién diferencial para la funcién g(¢) en términos
del potencial generador como
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dq) 9g2 = M V((P,)\'efecma) (17)

Existen muchas soluciones a la ecuacién (17), las cuales pueden ser generadas
usando la idea de sistemas integrables, de la siguiente manera. Sea V(9, Aefectiva) =
g’F(g), donde F(g) es una funci6n arbitraria de su argumento. De este modo la
ecuacion (17) puede ser escrita en cuadraturas como

ding
f Nz (18)

La primera ecuacién puede ser resuelta para ¢ como una funcién de ¢, y de
esto podemos encontrar el correspondiente potencial generador de este modelo.
Algunas soluciones para el potencial generador son mostradas en la Tabla I.1.

Tabla I.1
Algunas soluciones exactas de la ecuacién (18)*
Fg) 20 V(§, Mefeciiva) =8 F(g)
0 =300 0
-2

Vg 5 Yu?Vysinh [v] "o

v==A¢+Ln ( m)
Vo exp (£BAg), B =v9 +u2l Vo exp (+2BA9)
VOg_nr (n;g?) - MQVosinh [p] VOgQ_n

el

p= Ap + Ln ( \/W)
Voln g Ad Y Voue

el u = MQ 10) (T(I)) - M29VO
Vo(In g)? , 3 . Vor e,

g e, gvED sinh (\/m A¢)

*Aqui, n es cualquier nimero real. También hay una solucién para (18) usando F(g) = (In g)" en
términos de la funcion hipergeométrica; sin embargo, la forma del potencial generador en este caso
no se puede dar en forma cerrada.

De la tabla I.1, la solucién de la funcién superpotencial es conocida para los
potenciales generadores descritos en ella.
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Es bien conocido que el escenario inflacionario se modela con un potencial
con la siguiente estructura e 1[5, 61, 62, 63], donde A < V2. En nuestro esquema
el potencial general de la inflacién corresponde a V=Voe 289, En la seccién super-
simétrica usaremos el superpotencial con este potencial inflacionario.

b. Esquema cuantico

Para resolver (12) se considera el siguiente ansatz, el cual es analogo al usado en
el formalismo Bohmiano de la mecanica cuantica estindar (Bohm, 1952)

W(0,9) = W (a,p)e 9, (19)

donde S(a,¢) es la misma funcién superpotencial introducida en el esquema clasi-
co. De este modo, la ecuacion (12) puede ser re-escrita por el siguiente conjunto
de ecuaciones diferenciales parciales no lineales

(VS -U=0, (20)
W(EIS+Q%)+2VW~VS=O, (21)
ow + Q4 ~, (22)

donde la primera ecuacién es la ecuacion de H-J cldsica. Los diferentes términos
en esta ecuacion tienen la siguiente definicién

VIV - VS == (9.7) (9.5) + (07) (945), (V)2=-(0.2) + (85)%

Cualquier solucién exacta que satisfaga el conjunto de ecuaciones (20, 21, 22)
serd también una solucién exacta a la ecuacién de Wpw original. Siguiendo la refe-
rencia (Guzman et al., 2007), primero se resuelve la (20), se introduce ésta en (21),
cuyas soluciones al final deberan de satisfacer la ecuacion (22), que juega el papel
de ecuacién de constriccién para las constantes del problema considerado.

La solucién de la primera ecuacién se traduce exactamente a la solucién del
esquema clasico mencionado en la subseccién anterior, por lo que nos abocare-
mos ahora a la solucién de la funcién W que juega el papel de la amplitud de
probabilidad de la funcién de onda.

Para resolver (21) asumimos que

W = ele(@+o@)] (23)
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llegando al siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias para las
funciones z(a)) y ().

k
-Q=k = z@)= Q (24)
d ag dg d_(l)_ 3k d[V (l) }\-efecma)]
T2 g = 30— (0= f s e [T (o5)
De este modo, la forma explicita para la funcién W viene a ser
3k = - 9 d[V(¢ )\-efectlva)]
w-ep{g sing e oGS (26)
La ecuacién de constriccion (22) puede ser escrita como
-0
2 _ _ 27
8¢w + (9ym) 1 0, (27)
y
- 3k _ 9 a¢[ V(¢: )\feféctiva)]
W = S g) S (99 22 (28)

Tomando en cuenta la Tabla I.1, presentamos las correspondientes funciones
de onda en cada caso en la Tabla 1.2.

Tabla 1.2
Funcién de onda correspondiente a la Tabla I.1
2(®) Funciéon de onda W
+ N 3(1+3A¢
Exp[+3A¢] Expl(2) =& Al

5 Vu?Vysinh [v] cosh_T (v) Exp [(]HTQ')OL] e _w

P %a+BA¢

Exp[ k+Q OL+ (——QuQVo)Aq):I

‘)u+g<¢>

FVeVosinh[p] | Exp [(“42)or + w (9]~

w(P) =- % Ln[Cosh(p)]

2-n
12(3—3)(%,/“2%) QFI[;L 5 L+g _: Sech?p| Sech”p

Continda...
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Sa+u ()
£1(0) [(HQ) 3 ( 9,18 ) _3 2] -~
Exp 5 ) ¢+ 20 k-2+ 200 LnA¢ 5 Ap?|e T
) 3a+r(¢)
¢® Exp [(HTQ) o+ (q))] P

 (§) = £ Arctan (Tanh [@ A¢] )- 6Cosh[\/u_2A¢ ]

-27 [—A¢+ - le_yo Sinh (QVuQVOAq))]

De esta forma, usando el formalismo cuédntico en el sector inflacionario, en-
contramos que el potencial escalar puede tener un comportamiento exponencial,
sin embargo la constante de acoplamiento es indeterminada. La cuestion que se
presenta es: <como fijar esta constante de acoplamiento? La respuesta podria
darse en el contexto de la cosmologia cuantica supersimétrica usando operadores
diferenciales como realizacién de las variables de Grassmann, lo cual presentare-
mos en la siguiente seccién.

IT. FORMALISMO DE WITTEN

Existen diferentes formalismos para estudiar la cosmologia cudntica supersimé-
trica, los cuales mencionamos brevemente en secciones anteriores; en este trabajo
se usara el formalismo de Witten del cual ahora daremos una pequefa revision.
La idea de Witten presentada en la referencia (Witten, 1981) es encontrar dos
operadores Q, Q llamados operadores de supercargas que producen un superha-
miltoniano Hgg, y que satisface una dlgebra cerrada con el superhamiltoniano

{00} =Hg, [Hgs. Q]=0, [Hss Q]=0. (29)
donde el superhamiltoniano Hgg tiene la siguiente forma
%S () 1 o
Hgg = H(HW[‘P Y, (30)

aqui Hy es el hamiltoniano bosénico y § es conocido como la funcién superpoten-
cial que estd relacionado con el potencial que aparece en el hamiltoniano boséni-
co. Nosotros estamos interesados en hamiltonianos de la siguiente forma
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HoW = [ f(x)d? + g(x)d, + h()02 + ()3, + V(x.y)] W) = 0, (31)

donde las funciones f, g, h y j dependen de las variables indicadas en su argu-
mento.

Nuestro objetivo en este trabajo es generalizar y aplicar esta idea. Comenza-
mos dando el siguiente superhamiltoniano

Hyypor 1= Hy + F,(q¥) 3{; a(qu 2 [, ], (32)
donde el hamiltoniano bosénico Hj es del tipo dado por la ecuacién (31) y las
funciones F,(¢"), r = 1, 2 estan relacionadas a las funciones f, g, h y j, en completo
acuerdo con el hamiltoniano H.

En principio, la funcién de onda del universo conduce a la probabilidad que
las superficies espaciales evolucionen de un estado inicial dado. Sin embargo,
aparecen ambigiiedades cuando se intenta utilizar dicha interpretacién debido
a la naturaleza hiperbélica de la ecuacién de WDW: no es posible encontrar una
corriente conservada con una densidad de probabilidad positiva definida. Una
solucion a las dificultades mencionadas es extender la cuantizacién estandar del
universo en un esquema supersimétrico.

I11. SOLUCIONES CUANTICAS SUPERSIMETRICAS PARA UNA ETAPA INFLACIONARIA

Siguiendo la técnica de la referencia (Socorro, 2003), damos las supercargas

Q=wx(A(x> 65(“) w"( (7)0 )+BSZ’;’y))’ (33)
q =W(A<x> a ”) ( (), —as(’“’y)), (34)
ox ay

donde las funciones A(x B(y) son funciones asociadas con el problema en con-
sideracién y S, como se menciond, es la funcién superpotencial (15). La idea es
obtener relaciones entre las diferentes funciones que aparecen en las ecuaciones
(33, 34) y (31).

Se satisface la siguiente dlgebra para las variables (Faddeev y Slavnov, 1991)
WPyp?, (Lo =x,Y)

T R SR e SN i S (35)
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Usando la representacién Y* =" 9/ 96" y ¢ “ = 6%, uno encuentra que el ha-
miltoniano en el superespacio es escrito en la forma

Hmperlp = {Q; Q} V= (QQ + QQ)IP

= (-A2(x)2-A()D,A(x)d, + B2)a2+ B(y)D,B(y)a,

2 2 2
0509|950 S(x,9)
+( ox ) ( dy )+A() ox2 [w w]
2 2
+B()" S(’;’y)[wy,w)]+l(/1+8>a (@ 1+ [0 D (36)

ad ad . . . .
donde D, = a—,Dy = Este hamiltoniano es similar en estructura al descrito por
X Y
la ecuacion (32), por tanto, se obtienen las siguientes relaciones entre las diversas
funciones en la ecuacion (31) y las supercargas (33, 34)

f) = — A2 g(6) = - ARDAK), hy) = B jiy) = BO)D,B() (37)
o5\’ (56

]

F. = (A(x), B(y), r = 1,2. (39)

donde (38) corresponde a la ecuacién EHJ (13).
En este punto usamos el hamiltoniano de nuestro problema

( EEB
_—+—

9 lp_2456a V(¢ )\'efectlva) = 07 (40)
Jo acp

obteniendo las siguientes relaciones entre las funcionesx = o,y = ¢, 4 = B = 1,
_ 6
V(X, y)_ —24¢% V(q), 7\'efectiva)-
De esta manera, el superhamiltoniano Hgyper v las supercargas para el hamil-
toniano bosénico en consideracién son

9% S [ %S [ %St ([ _
H guper = H + @9 [w“,w“]+ﬂ[w‘p,w“’%ﬁqwq’,w“]+[w°‘,w¢D (41)
902 04)2 dadP ’
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__ 0 JI 42
0= (aa + D(XS) o0 +(a¢ + D¢S> o (42)
Q = 0° (0 — DeS)+ 0" (99 — DyS), (43)

También, en este esquema, cualquier estado fisico obedece a las siguientes
constricciones cudnticas

QW = 0, (44)

QW = 0, (45)

esto simplifica el problema de encontrar el estado base supersimétrico debi-
do a que la energia es conocida a priori y también porque la factorizaciéon de
Hy |W >= 0 en las ecuaciones (44, 45), a menudo nos provee de una ecuacién
de primer orden para el estado base de la funciéon de onda. La simplicidad de
esta factorizacién estd relacionada con la solubilidad de ciertos hamiltonianos
bosénicos. En este trabajo encontramos que las soluciones estan relacionadas con
el sector vacio y lleno en el espacio fermiénico de Fock a energia cero

W, >=¢*] 2>, (46)

donde § es el mismo superpotencial mencionado lineas arriba, ademas W, y W_
son las correspondientes componentes para el sector independiente y lleno de
nimero de Grassmann en la funcién de onda. También observamos la tendencia
del vacio supersimétrico a permanecer cerca de su limite semicldsico como se
menciond anteriormente.

En este enfoque la funcién de onda tiene la siguiente descomposicion en la
representacion de variables de Grassmann

Y =4, + C0" + C10' + A.0%, (47)

donde las componentes A y A_ son la contribucién bosénica, y Cy, C; son la con-
tribucién fermionica a la funcién de onda.

Cuando usamos la ecuacion (44), obtenemos el siguiente conjunto de ecuacio-
nes diferenciales parciales
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00: g A4 — DuSA4 = 0, (48)
01: 9y — DySAL = 0, (49)
090! : 9, C) — DoSCy — 3y Co+ DySCo = 0. (50)

Introduciendo la solucién para S (15), asi la solucién para la funcién A4 es
(resolviendo (48-49))

Ay = Ky (51)
donde K es una constante de integracion.

Ahora, usando la ecuacion (45) tenemos otro conjunto de ecuaciones diferen-
ciales parciales a resolver

602 9y A_ + DySA_ = 0, (52)
01 : 9y A + DeSA = 0, (53)
indep: —0,Co—DgSCy + a¢Cl + D¢SC] =0, (54)

implicando la siguiente estructura para la funcion A-
A-=Ke™ (55)
Para las funciones Cy, C; se propone el siguiente ansatz
Co - Lo, (56)
do
¢ =Y (57)
a0
donde f; = f1 (0, ¢) es una funcién bosénica; con este ansatz la ecuacion (50) es

resuelta y la ecuacién (54) puede ser escrita como

Of, +2Vf, - VS =0, (58)
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con la métrican™ = diag (-1, 1), podemos escribirla
N (30 fs + 9f+0,S + 04+0,8) = (9,015 + 20,/+0,8)=0,  (59)

donde una posible solucién es f1 = h(o £ ¢), y & es cualquier funciéon dependiente
de su argumento, dando la siguiente constriccion para la funcién superpotencial

aS as
0% (60
y considerando la estructura del superpotencial (15) encontramos la condicién de
integrabilidad sobre la funcién g(¢),

g(0) = go e, (61)

Y tomando en cuenta las tablas I.1 o 1.2 se encuentra la siguiente constriccion
para el pardmetro B de nuestro modelo cuando esta tltima ecuacién es satisfecha
(60), siendo el valor extremo que puede tomar

B==x3;

de esta forma, inicamente el potencial exponencial sobrevive de la tabla I.1, bajo
.. . - . ¢

la condicién de integrabilidad, y usando la relacién entre el campo escalar ¢ = E,

y de que el potencial V() = Vyg*(¢) obtenemos que el potencial escalar viene

dado por V(¢) = Voe'*A?. De esta forma, la mecanica cuantica supersimétrica fija
el valor del pardmetro B, y si queremos mantener que el potencial I/ sea posi-
tivo, elegimos u = ¢ sin perder generalidad, lo cual haria que el superpotencial
S = -i®(a, ) = —if(a)g(¢), y todo es valido con este cambio.

La principal diferencia aparece en la densidad de probabilidad no norma-
lizable |W|? dada en la siguiente seccién, donde los términos cuadrados de las
contribuciones de la funciéon de onda son constantes.

IV. DENSIDAD DE PROBABILIDAD NO NORMALIZADA | W/|?
EN LAS VARIABLES DE GRASSMANN

En esta seccién seguimos la referencia (Obregén et al., 1993) para obtener la den-
sidad de probabilidad |W|? para la funcién de onda dada por la estructura (47) en
el espacio de Grassmann. Si ¥} y Wy son funciones que dependen de los niimeros
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de Grassmann, se usara la siguiente notacién dada en la referencia (Faddeev y
Slavnov, 1991) donde se define el producto escalar en este espacio

(1] Wy) = [ (w,(0%) *Wy(0¥) > 1107 doy, (62)

donde la operacién * es definida como (€ ... 0,)* = 6,... ]C*, con la usual dlgebra
para los nimeros de Grassmann 6; 6; = - 6; 6;, y la integral en este espacio obe-
dece

fo,0;...0,6:d0.d9,...d6jd0, = 1 (63)
Jao; = Jao, = 0 (64)

En nuestro caso, tenemos que ¥; = W9 = W. De este modo, cuando integramos
sobre los nimeros de Grassmann y usando las relaciones (63) y (64), obtenemos

|W[2=A1As + CCo+ CICy + AT A (65)

Usando las expresiones para las diversas contribuciones de la funcién de onda
Ay, Cy, Cy y A- dadas en (51), (56), (57) y (55) respectivamente, llegamos a la si-
guiente expresién para la densidad de probabilidad

2 2
|W|?=K2e™® + |KZ+ AN LANES (66)
T\ da ad

Asi, la densidad de probabilidad es escrita en términos de las componentes
para la parte independiente y saturada de los niimeros de Grassmann de la fun-
cién de onda. En este sentido, observamos la tendencia del vacio supersimétrico a
permanecer cercano a su limite semicldsico, tal como ocurre aqui y en otros traba-
jos previos (Socorro, 2003; Socorro et al., 2012), donde las soluciones exactas son
también las de mas bajo orden en la aproximaciéon WKB (Socorro, 2002; Kiefer et
al., 2005), pero no son normalizables. También es bien conocido que la existencia
de soluciones normalizables del sistema (44, 45) significa que la supersimetria
es rota cuanticamente. Por otro lado, en la referencia Graham y Luckock (1994)
hacen mencion de que el sector A+ son también distinguidas por la existencia de
un mapa tipo Nicolai y estdn relacionadas a una interpretacién estadistica de la
funcién de onda; es decir, el mapa tipo Nicolai existe en el sector de los sectores
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independientes y completos en la representacién de Grassmann para la funcién
de onda, pero no en otros sectores.

Existe un enfoque similar a éste, propuesto por Lidsey y Moniz (2000), quie-
nes obtienen soluciones cudnticas para los modelos cosmolégicos Bianchi tipo I
Kantowski-Sachs, en el contexto de la teoria de gravedad de Brans-Dicke, donde
ellos explotan la idea de la simetria de dualidad en el factor de escala.

CONCLUSIONES

Empleando el formalismo de la mecénica cudntica en un escenario inflacionario
en el sector de la materia ordinaria, lo cual también se refleja en el comporta-
miento del potencial escalar, se encuentra que existe una familia de potenciales
que puede gobernar este escenario; pero en particular existe uno que tiene un
comportamiento exponencial como un buen candidato, el cual se refuerza cuando
usamos el esquema supersimétrico. Sin embargo, en el esquema de la cosmologia
cuantica el parametro de acoplamiento A quedé indeterminado. En este punto,
se hizo la pregunta: {coémo podemos fijar el valor de este pardmetro? Invocamos
al esquema supersimétrico para tal fin, usando operadores en el superespacio
(¢", 6"), donde este parametro es determinado bajouna condicién de integrabilidad
de las funciones g(¢) = goe***?, y tomando en cuenta las tablas 1.1 0 I1.2; B ==3.
De esta forma, el principal objetivo de este trabajo fue fijar el valor de este pa-
rametro para el potencial escalar de esta etapa de evolucién del universo al usar
el enfoque supersimétrico, cuando el formalismo cudntico inicamente nos da la
estructura general para este tipo de potencial. También a nivel cudntico encontra-
mos que las posibles soluciones vienen a ser las contribuciones de los sectores in-
dependiente (+) y completo (-) de la funcién de onda en ntimeros de Grassmann
del esquema supersimétrico. Es importante mencionar que la supersimetria es
muy restrictiva debido a que existen mds ecuaciones de constriccion las cuales se
aplican a la funcién de onda, con lo cual podemos decir que el valor obtenido
para el parametro A tiene un ingrediente de fineza. Ademas, observamos la ten-
dencia de que el vacio supersimétrico permanezca cerca de su limite semiclasico,
esto por la estructura de las soluciones encontradas, las cuales también corres-
ponden a soluciones en el orden mas bajo de la aproximacién WKB.
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ESTUDIO DINAMICO
DEL MODELO A-CDM INHOMOGENEO

Roberto A. Sussman*
Germdn Izquierdo™*

Resumen

Consideramos modelos de espacio-tiempos esféricamente simétricos inhomogéneos cuya
fuente es polvo con constante cosmolégica positiva, dados por la métrica Lemaitre-Tol-
man-Bondi (LTB). Estas configuraciones ofrecen una generalizaciéon sencilla pero til del
modelo A-CDM que contiene materia oscura frfa (CDM) y un término A, y que parece ajustar
bien los datos y observaciones actuales. La dindmica de estos modelos puede describirse
completamente por ecuaciones de evolucién escalares que toman la forma de un sistema
dinamico asociado a un espacio de fase 4-dimensional, cuyos puntos criticos y subespacios
invariantes son examinados y clasificados. La evolucion en el espacio de las fases de diver-
sas configuraciones se estudia en detalle por medio de dos subespacios bidimensionales:
una proyeccion en el subespacio homogéneo invariante asociado con soluciones A-CDM
en una métrica FLRW, y una proyecciéon en un subespacio que representa las fluctuaciones
definidas adecuadamente, que tienen en cuenta los efectos de la falta de homogeneidad.
Se estudian casos que presentan expansién perpetua, casos que presentan fenomenos de
retorno (un colapso inicial seguido de una expansion o una expansion seguida de colap-
s0) y de “loitering” (la evolucion se detiene en un estado estacionario inestable), asi como
configuraciones con patrones de cinematica “mixtos”, por ejemplo una configuracién que
presenta una regién determinada del espacio que colapsa mientras que el resto del espacio
presenta expansién. En todos los casos, las trayectorias del espacio de fases evolucionan
desde un atractor pasado y convergen a un atractor futuro de una manera cualitativamente
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Literario 100, Estado de México, Mexico, <german.izquierdos@uamex.mx>.
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analoga a la evolucién de los modelos homogéneos FLRW. Sin embargo, podemos identi-
ficar en ambas proyecciones del espacio de fase varias caracteristicas cualitativas ausentes
en el limite FLRW que pueden ser ttiles en la construccién de modelos sencillos de inho-
mogeneidades astrofisicas y cosmolégicas.

Palabras clave: Constante cosmoldgica, universo inhomogéneo, formacién de estructura.

INTRODUCCION

esde un punto de vista fenomenoldgico y empirico, los datos observaciona-

les cosmoldgicos son generalmente ajustados con el modelo A-cpwm, el cual
describe un espacio-tiempo de Friedman-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) con
secciones espaciales planas, cuyas fuentes de energia son el polvo (materia oscura
fria, CDM) y un campo escalar A (energfa oscura) (Padmanabhan, 2003; Peebles,
2003). Aunque el universo puede ser practicamente homogéneo a escalas de lon-
gitud mayores a la escala de homogeneidad (distancias del orden de 150-300
Mpc), quedando asi justificado el uso de perturbaciones lineales en el estudio
dindmico del universo, es claramente no homogéneo a escalas mas pequenas en
las cuales han ocurrido formaciones de estructura en las que la DM ha estado
involucrada. Por tanto, el estudio de fuentes de polvo inhomogéneas y un “campo
A diferente de cero es un tema muy relevante. En particular, los espacio-tiempos
con este tipo de fuentes que presenten simetria esférica proporcionan generaliza-
ciones inhomogéneas simples, pero no triviales del modelo A-cpm.

Las soluciones inhomogéneas esféricamente simétricas de las ecuaciones de
Einstein de polvo con A = 0, descritas por la métrica de LTB han sido amplia-
mente utilizadas para construir modelos sencillos de inhomogeneidad cosmolé-
gica (Krasifiski, 1998; Krasinski y Plebanski, 2007) para una amplia discusién y
revisién). Sin embargo, la literatura sobre modelos de LTB con A > 0 (a los que lla-
maremos modelos A-LTB) es mucho menos abundante y se ha enfocado fundamen-
talmente en el estudio de sus singularidades y censura (Omer, 1965; Zecca, 1991).

En este capitulo presentamos un resumen y traduccion del inglés de un tra-
bajo que hemos publicado recientemente (Sussman e Izquierdo, 2011) sobre los
modelos de A-LTB, en el cual utilizamos las técnicas cualitativas y numéricas ge-
néricamente conocidas como “sistemas dindmicos”. Estas técnicas se han aplicado
con éxito en una amplia variedad de espacio-tiempos (FLRW, Kantowski-Sachs,
los modelos de Bianchi, espacios-tiempos auto-similaresy estaticos, etcétera), en los
cuales las ecuaciones de evolucién para las variables de fase de “expansién nor-
malizada” pueden reducirse a un sistema auténomo de ecuaciones diferenciales



Estudio dindmico del modelo A-CDM inhomogéneo 125

ordinarias (ODEs) que definen un espacio de fases auto-consistente (Wainwright
y Lim, 2005; Wainwright y Ellis, 1997; Coley, 2003 y 1999) para una descripcién
completa sobre este tema. Previamente, en la referencia (Sussman, 2008), se apli-
6 con éxito un andlisis del sistema dinamico de las soluciones de polvo LTB con
A = 0. Aqui, generalizamos este estudio para el caso A > 0.

El capitulo esta organizado del siguiente modo. La clase de los espacio-tiempos
A-LTB y sus objetos covariantes correspondientes son introducidos en la seccion
I, mientras que en la seccién II mostramos que su evolucién dindmica puede ser
completamente determinada por variables “cuasilocales” (QL) (Sussman, 2009,
2010a, 2010b) que conducen a un conjunto de ecuaciones de evolucién (Ellis y
Bruni, 1989) y a una parametrizacién de los valores iniciales conveniente para la
solucién numérica de los modelos. Estas ecuaciones de evolucién son transfor-
madas en la seccién III en un sistema dindmico 4-dimensional construido por
“variables normalizadas de expansion” (Wainwright y Lim, 2005 y Wainwright y
Ellis, 1997; Coley, 2003 y 1999). En la seccién IV se enumeran los puntos criti-
cos (atractores pasados y futuros y puntos de silla) de este sistema dindmico y se
clasifican todos los subespacios invariantes del espacio de fases: el subconjunto
homogéneo FLRW, el subespacio espacialmente plano, asi como la solucién del
vacio de Kottler (Kottler, 1918) (Schwarzschild-De Sitter) y subespacios de polvo
“puro” con A = 0.

Examinamos en la seccién V diferentes patrones de evolucién cinematica de
modelos A-LTB. Las clases topolégicas admisibles de las rebanadas de espacio
ortogonal a la cuadrivelocidad se resumen en la seccién VI. Debido a que el
espacio de fases es 4-dimensional, lo descomponemos en la seccién VII en dos
proyecciones bidimensionales: los subsistemas homogéneo e inhomogéneo. Estas
proyecciones contienen la informacién dinamica completa y, por tanto, son uti-
lizadas en la seccién VIII para estudiar en detalle las trayectorias del espacio de
fases de las configuraciones representativas asociadas a cada uno de los patrones
de cinematica y las topologias de las rebanadas espaciales enumeradas en las sec-
ciones V'y VI. Para ello, resolvemos numéricamente el sistema dinamico obtenido
en la seccion III para cada configuracion, junto con las ecuaciones de evoluciéon
QL derivadas en la seccién II (lo cual es necesario cuando las variables espacio
de fases divergen en configuraciones de colapso o retorno). En las conclusiones
resumimos los resultados y elaboramos una discusién final.

I. ESPACIO-TIEMPOS A-LTB

Las soluciones de polvo simétricamente esféricas con constante cosmoldgica A
diferente de cero, o (como son generalmente denominadas) modelos Lemai-
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tre-Bondi-De Sitter estdn caracterizadas por una métrica LTB (Krasinski, 1998;
Krasifiski y Plebanski, 2007).

2 72
ds? = -2 d? + B2 4 R2[40%+5in20dg?] (1)
1+E
donde R = R(ct, r), R’=0R/dr, E=E(r), y el tensor de energfa-momento

T=pu'u’ - Ag® (2)

con u® = & y p(ct, r) es la masa-energia en reposo. Las ecuaciones de campo G*
= T (con Ko=8nG/c*") para (2)-(1) resultan ser:

Kopc’R%R'=2M' 3)
. 2M  x
R2=2C 4 2OAR%HE

r 3 + (4)

donde R =0R/ct, y la funcién M = M(r), que aparece como una constante de in-
tegracion, es la masa-energia en reposo efectiva dada en unidades de longitud.

El campo de cuadrivelocidades geodésico y comdvil describe una foliacion de
tipo espacio de hipersuperficies, *T(f), ortogonal a u, definido en  constante, y
con una métrica inducida i,y = uauy + g = 8 8 gij» donde 1,5 =7, 0, ¢. Aparte,
u’, py Ay los objetos covariantes restantes asociados con los espacio-tiempos
A-LTB son dos escalares: el escalar de expansién, © = V ,u’y el escalar Ricci de
hipersuperficies 3T(?):

=2_R E 3R=—@’ (5)

(C] +
R R R2R

mas dos tensores de tipo espacio con traza 0, el tensor de torsion, o,,=V (g ~
(©/3)hy, y €l tensor eléctrico de Weyl, E,y=uu,C%?, que pueden ser completa y
covariantemente determinados en términos de una tnica funcién escalar o* =

SEDy E = £ E?, donde E? = he - 3y, con y¢ = 1&;/)"@,;@ siendo el vector uni-
tario ortogonal a u® y a las 6rbitas de SO(3). Las funciones 2y E son:
R R

R R

1

3

R (6)
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El conjunto {p, A, ©, %, E, 3R} brinda una representacién completa de escala-
res covariantes locales para los modelos A-LTB.

II. ESCALARES CUASILOCALES (QL)

Tal y como se hace en (Sussman, 2009 y 2010), definimos para los escalares A=
{p, ©, 3R, A} sus escalares duales cuasilocales (QL) A, =A{py 6, 3Rq, A,} mediante
la integral,1

AR,
f AR%R'dx
A = =0

q xX=r 9
[ RPRdx
x=0

(7)

donde la integral es evaluada en el dominio comévil esférico D = $%9 [r] C (1),
siendo $? la 2-esfera unitaria parametrizada por (6, @) y 9[r]={x|0 <x <7}, donde
x=0 marca un centro de simetria. Es evidente que Aq = A." A partir de (5) y (7),
los escalares QL son
: 3
K oM Oy R R E
Kop 2M 0 Ze RO L E A A ®)
3 RS 3 R 6 R2
Los escalares QL y locales pueden relacionarse por medio de las “desviaciones
relativas”

5(4) = A-4, _ Ay /A, )
Ay 3R'/R

donde se utiliza la propiedad A'q = (3R'/R)(4-4,), derivada directamente de (7).
Es conveniente para el trabajo numérico usar variables adimensionales, por
tanto aqui introducimos:

! Estamos utilizando una notacién diferente a aquella utilizada en las referencias [15,16], donde
las funciones 4, fueron denotadas por A«. Estas mismas funciones fueron introducidas en [13], pero no
fueron llamadas funciones QL. En esa referencia la notacién usada fue [, H, S, respectivamente para L,
0,/3, - 8¢, y A, A® para §®), §® mientras <p>, <* R>y <Q> fueron utilizadas por p,, °R, y Qw,
La notacién <..> puede ser malinterpretada debido a que (7) no es un promedio excepto cuando sea
definido como un funcional (véase Sussman, 2009). Consultar ademads referencias (Sussman, 2009,
2010ay 2010b; Hayward, 1996) para una discusién de la naturaleza covariante de la integral (7) y su
relacién con la funcién masa-energfa QL de Mister-Sharp.

2 El rango radial puede ser modificado para incluir modelos que no admiten un centro de sime-
trfa, o cuando los *T'| | estdn restringidos por singularidades en la curvatura, véanse referencias de
Sussman (2009, 2010a y 2010b).
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3
_ KOpq % Rq A= KOA

2y =—
S

oty Kg=—, =0
3hy' 1 6p2 3h2

T =heelt - 1) (10)

5

donde ;' es un escalar de longitud arbitraria, ¢ = ¢; marca una hipersuperficie *7;
inicial fiducial, de manera que ésta coincide con t = 0. Considerando las defini-
ciones dadas en (10) y teniendo en cuenta las referencias (Sussman, 2009y 2010a)
la dindmica de los modelos LTB-dS estd totalmente determinada por las siguientes
ecuaciones de evolucion.?

u
a—: = ?quq (11)
0z
R R (12)
()
82 = -3zqa<z>[l+6<“>] (13)
T
[5(2) _ ]y
2ug10 =0 |- Ad
PR E 2 (14)
q
junto con la condicién
73= 20K, + A (15)

Una vez que el sistema (11)-(14) se resuelve, los escalares {p, A, ©, 2, E, SR}
resultan ser:

w=ug[1+8W], z =z [14+89], Kk = kg[1+8)], (16)

3 = —had¥, E =-hamd® (17)

Como la referencia (Sussman, 2009) demuestra, las ecuaciones de evolucién
del tipo (11)-(14) determinan completamente la dinamica de todos los espacio-
tiempos descritos por una métrica LTB en el marco comévil (incluyendo modelos
LTB-dS). En esta descripcién de variables 4, (que satisfacen la dindmica FLRW)

3 La ecuacion (14) esté incorrectamente escrita en las referencias (Sussman, 2009 y 2010a).
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formalmente define un fondo FLRW, mientras que 8“ puede ser rigurosamente
caracterizado como perturbaciones covariantes, invariantes bajo transformacio-
nes de gauge, no lineales en este fondo.

Es util introducir una formulaciéon de los valores iniciales para los modelos
LTB-dS. Considerando una rebanada arbitraria, reescribimos las funciones mé-
tricas Ry R' en (1) como factores escalares adimensionales.

R R R/R L'/L
=—=—, T - =1+ - (18)
R Ryr R/ R; R/ R;
donde el subindice ¢ denota de aqui en adelante la evaluacién en ¢ = ¢;. Conside-
rando como condiciones iniciales para (11)-(14) las funciones de valor inicial {u,,
K,i» M}, los pardmetros libres estandar en (1)-(3) se siguen de (8) como Mh, = my;
R}y Ehg = Kyi R? las ecuaciones (4), (8) y (16) nos conducen a unas ecuaciones de
tipo Friedman:

L

’ L g
P =12% =—Q(L ), Q(L) = 2ug — K5 L + NLP (19)
y las siguientes leyes de escala:
gl _ Kgi Ls
“q‘g’ Kq‘LQ’ T (20)
1+6W §(K)
Lo o 22 3+6<K>=72/3; : 1)
980 = QW 3 4 [1-QW — QM7 §0 (22)
donde los factores “Omega” son:
o _ KoPg _ 24y _ 2y
322 22 Q) 23)
q q
o0 Kot 2 ol
3:2 2 Q) 24)

La métrica (1) en esta formulacién del valor inicial toma una forma del tipo
FLRW

24,2
r d'/' < b5 < 5
ds? = — 2di® + R§ 2| ——— +77(d0” +sin” 0dg”) (25)
1-kyR;
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de manera que L(t,7) = 0y I' (¢, 7) = 0 marcan respectivamente los puntos singu-
lares de cruce de capas (shell crossing) y el centro. El factor escalar L se deriva de la
solucién implicita de (19), el cual al contrario del caso A = 0, no puede ser dado
(en general) en términos de funciones elementales, sino por integrales elipticas
que pueden formalmente expresarse como en las referencias (Omer, 1965; Zecca,
1991)

Ll/? dL

=77 Z=7(Lupkph) = (26)

1/2
[QM(]Z‘ +0L% - qu-L]

por tanto, una expresién formal para I puede obtenerse por la derivacién radial
implicita de (26):

Q[uql(Z Z;) i )4k gZ-2; ),qu 5§K ]

C=1- (27)

LZ,L
donde los subindices . y x, denotan derivadas parciales, mientras Z; es la in-
tegral eliptica Z evaluada en T = 0 (L = 1). Como consecuencia, las condiciones
necesarias para evitar el cruce de capas, I' > 0, no pueden ser (en general) dadas
analiticamente como en el caso de A = 0 (véanse referencias, Matravers y Hum-
phreys, 2001; Sussman y Garcia, 2002).

III. CONSTRUCCION DEL SISTEMA DINAMICO

Las ecuaciones de evolucion (11)-(14) conducen de una manera natural a un
sistema dindmico basado en términos de las “variables normalizadas de expan-
sién “referencias (Wainwright y Lim, 2005; Wainwright y Ellis, 1997; Coley, 2003,
1999). Siguiendo la metodologia de la referencia (Sussman, 2008) definimos las
variables del sistema dinamico normalizando mediante el escalar de expansién
QL, z,, y considerando los pardmetros “Omega” dados por (23)-(24). Definimos,
ademas, un parametro de evolucién conveniente, &, por medio de la transforma-
ci6n de coordenadas

t=1&71), r=7T (28)

de manera que cada escalar A(t, 7) = A(T(E, r),r) = A, r). Seleccionando &(t, )

= In(L), obtendremos [9&/dt]r = 2, = h3'R/R, y para trayectorias comoviles (r =

constante) el operador diferencial resultante serd
9 19 3 9

a% zg 0T @q cot (29)
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Eliminando los términos ug y A en términos de (23)-(24) y utilizando (29), el
sistema (11)-(14) se transforma en el sistema dinamico:

a?;m = QW [B0 960 1], G0
6?;”) = QW21 -Q® + QW] 31)
32’? = 31 + 5o (52)
622) - -a<2>[1 +3a<z>] +%[6<Z> -a“*)] - GM) (33)

el cual puede integrarse especificando como condiciones iniciales en la hipersu-
perficie inicial conveniente denotada por la constante §. Noétese que las hipersu-
perficies de & constante no coinciden con *T (denotado por la constante T = 0),
por tanto, los gradientes radiales de un escalar 4 a lo largo de las primeras son
diferentes de los gradientes radiales a lo largo del segundo:

oAl _|od] (5| o4
ar |, lorl, or|og], ) (34)

Jat
donde utilizamos (29) y (27) para eliminar &'y 9/0§ en términos de I'y 9/dt. Al
aplicar (34) a (23)-(24) obtenemos los gradientes de QW y Q™ a lo largo de las
superficies § = constante

A=

%} LR(@C-D
ar £ Rz,

AW N 1, ~ A~
0T 3R s _os® , T80 _on™ _1) (35)
ar R 3r
I
aQM 6R; A r-1]. W .,
— __'Q( )1" 6(2) 1+ _Q( ) (36)
or Ri 2
I

las cuales proporcionan condiciones de consistencia para (30)-(33), pues las deri-
vadas mixtas 0%/d€dr obtenidas a partir de estas ecuaciones coinciden con aquellas
obtenidas a partir del sistema.

Las ecuaciones (30)-(33) son ecuaciones diferenciales en derivadas parciales
(PDEs) de evoluciéon auténoma que contienen sélo derivadas con respecto a &, y,
por tanto, la dependencia radial de las funciones entra como un pardmetro. Aun
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asi, estamos lidiando con PDEs, mientras que las técnicas de los sistemas dindmi-
cos comunes (discutidas en las referencias, Wainwright y Lim, 2005; Wainwright y
Ellis, 1997; Coley, 2003, 1999) han sido concebidas para sistemas autonomos de
ODEs. Sin embargo, como se muestra rigurosamente en el Apéndice B de la refe-
rencia (Sussman, 2008) un sistema de PDEs como el (30)-(33) puede considerarse
un sistema dindmico apropiado, constrenido al cumplimiento de las condiciones
iniciales dadas explicitamente para § = 0

N 2w,
Q) = ——F— (37)
20 + M- Ky
/\(;\') )\,
' 20 + M=Ky (38)
s _ R (127 1@y 39)
BR;| @ QM (
AN) 7
s _ B &7 (40)
"O6R oM

donde utilizamos (9) y (23)-(24) evaluadas en & = 0 (de manea que L =I" = 1).
Una vez que estas condiciones se cumplen en la hipersuperficie inicial § = 0 (que
coincide con T = (), entonces podemos aplicar a la solucién numérica de (30)-(33)
usando las técnicas estandar de sistemas dinamicos.

Tabla III.1
Puntos criticos de varios subconjuntos invariantes
Subespacio Puntos criticos
Subespacio Qw=1, Qh=(, §W=0, 3=, h(pa)
homogéneo (FLRW) | QW=(, QW=1, §W=(, 39=0,  h(r)
s = §@ = ( Qw=(, QM =(), §W=(), 3@ =0, h(sp2)
Subespacio Qu=1, Q=g §W=_1, 30=-1/2, (pA)
espacialmente QW=0, QM=1, §® arbitrario, d®=0, (FA)
plano R .
QW =QM =1 Qu=1, Q=0 §W=-1, dO=1/3, (sp3)
S}(u): 1, 9(7»):()’ W=, 3@ =0, (sp4)
Qw=(, Q=1 sWw=_1, 30=9/3,  (sp5)
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Subespacio Qw=1, Q=0 §W=-1, d®=-1/2, (pA)
Schwarzschild- R ~
deSitter Qu=0, Q=1 W=-1, 80=0,  (Fa)
oW = -1 Qu=0, Q=0, sW=-1, §W=-1/3, (spl)
g(u)zo, S}(M:O, dWw=_1, d®=0, (SP2)
Qw=1, Q=0, §W=-1, 8¥=1/3,  (sp3)
Q=0 Q=1 §w=_1, 3®=-9/3, (sP5)
Polvo LTB sin T Qu=1, Q=q, §W=_1, 0@=-1/2, (pa)
. Qw=(, Q=0, §® arbitrario, d®=0, (FA)
QW =0 Qu=(, QM=0, §W=-1, 80=_1/3, (spl)
Qu=1,QM=0, W=-1, d39=1/8,  (sP3)
Qw=1, Q=0 §W=(, d®=0, (sp4)

Las letras (PA) y (FA) se refieren a los atractores pasado y futuro (fuente/su-
midero), mientras que (SP) es un punto de silla. Las referencias (42)-(47) tienen
una descripciéon mas detallada de estos puntos criticos (excepto para aquellos del
subespacio homogéneo).

IV. EL ESPACIO DE FASES, SUBESPACIOS INVARIANTES Y PUNTOS CRITICOS
IV.1 Espacio de fases: caso general
Las curvas [Q(W E 1), QW (&, 1), 30 (E, 1), 8O (E, 7)] solucién del sistema dindmico

(30)-(33) obtenidas por integracién numérica para las condiciones iniciales (37)-
(40) evolucionan en un espacio de fases 4-dimensional parametrizado como

P={QW, O, 8, 5} C R* (41)
y caracterizado por los puntos criticos siguientes:
+ Fuente (atractor pasado): (PA)
Q=1 QMW=0 8w =_180=_1/2 (42)
+ Sumidero (atractor futuro): (FA)

Qw =0 Q®M=1, &Warbitrario, & =0 (43)

+ Punto silla: (Sp)
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A A (W _ _ (2) __ )
QW = QM =, o I, o 1/3  (srl) )
8Warbitrario 8% =0  (5P2)
A A W o1, §P=1/3 (sp3)
Qr=ten=o ’ (45)
6(”) =0 6(2) =0 (5‘1)4)
Qu =0, QM=1 §0W=_1050=-93 (sr5) 46

Como se muestra en la siguiente subseccion, estos puntos criticos son comunes
a varios subconjuntos invariantes. Notese que el atractor futuro es un conjunto de
sumideros que definen una curva en P parametrizada por 6.

IV.2 Subespacio homogéneo y sus centros de simetria:
dindmica del caso FLRW

Teniendo en cuenta (21), (22) y (27), obtenemos:

MW=8=0 = sW=080=0 VE=O, (47)
que define el subespacio invariante “homogéneo”:

H = {Q®W, QM 0,0} C P, (48)

Caracterizado por el sistema dindmico bidimensional (30)-(33), el cual sélo
involucra QW y Q®, y es formalmente idéntico al sistema dinamico asociado con
los espacios-tiempos FLWR con polvo mas la fuente A. Las soluciones analiticas de
(30)-(33) estan dadas por (23) y (24) con L = exp (§), y los puntos criticos estdn
dados en la 1: proyecciones de (PA), (FA) y (SP2) en (48). Nétese que en general y
sin estar respectivamente relacionadas con las condiciones iniciales, los siguientes
limites se cumplen para todas las curvas en H:

E — o (00 L— ) luego QW — 0, Q¥ — 1, (49)
E — © (00 L— 0) luego QW — 1, Q» — 0, (50)

Por tanto, los atractores pasado y futuro de H claramente corresponden a los
limites pasado y futuro & — = o« de trayectorias inextensibles dadas por (23)-(24).

Sir = 0 marca un centro de simetria, entonces (47) tiene que cumplirse pa-
ra todo § en r = 0. Por tanto, independientemente de la condicién inicial para
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r > 0, si existe un cono de luz central, éste define la inica trayectoria en P cuyo
desarrollo espacial de fase tiene lugar completamente en (48). Esto es también
vélido si hay un segundo centro de simetria marcado por r =, > 0.

IV.3 El subespacio espacialmente plano

Teniendo en cuenta las formas de Q® y Q» dadas por (23)-(24), se obtiene el
siguiente resultado importante:

~

QU4+ QM _1=0 = QW4+ QW _1=0, VE=O. (51)

Como QW + Q® = | es equivalente a k = 0, y kg = 0 implica *Ry = E = 0, lo
cual (de (5)) implica °R = 0, y la condicién (51) define el subconjunto invariante
espacialmente plano.

SF = {QW, Q@ 50 50 §(7) | QW + Q™ -1 = 0} C P, (52)

Notese que la interseccién de SFy H es la linea recta [QW@)] + QM E) =1}en
el plano [Q®, Q™). Este es el subespacio invariante que corresponde al modelo
“A-CDM”: una cosmologfa FLRW cuya fuente es polvo (CDM) y una constante cos-
molégica. Para QW = 0.3 y QW = 0.7, este modelo es generalmente considerado
como el que mejor ajusta las observaciones cosmolégicas a gran escala y en la
presente era c6smica.

El sistema tridimensional dinamico asociado con SF se obtiene desde el siste-
ma general utilizando la restriccion Q® = 1-QW. Sus puntos criticos se pueden
hallar en la Tabla 1. Los atractores pasado y futuro coinciden exactamente con
aquellos del caso general. Esto indica que todos los modelos tienen un estado
asint6tico inicial con curvatura espacial cero, mientras que todos los modelos
en los que & puede ser extendido infinitamente, evolucionan hacia un estado
asintético final de curvatura cero. Los puntos de silla (SP1) y (SP2) no son puntos
criticos en este caso.

IV.4 La solucion Kottler: vacio Schwarzschild-De Sitter

Consideramos las condiciones iniciales con valores arbitrarios para SA.).Z( W, Q( M,
8% pero 8,/ W = ~1. Entonces, si no se presenta cruce de capas (I' >0), la ley de
escala (21) implica que 8™ (€) = -1 se cumple para todo &. Insertando 8" = —1
en (8) y considerando (3), esta condicién define un subespacio tridimensional
invariante.
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A~

V={Qw,Qm 1,86} Cp (53)

caracterizado por: p = 0, con (koc?/ 3)p, R3 = 2uh R®=2M,y u, = Mo/ Rs. Estos
parametros identifican la solucién de vacio Kottler ([18]) (o vacio Scwarzschild-De
Sitter) como el limite de vacio del modelo A-LTB con masa Schwarzschild M, y
dadas en coordenadas coméviles construidas con observadores en las geodésicas
radiales (nétese que (4) con M = M, es la ecuacién de estas geodésicas).

El sistema dindamico tridimensional en este caso se obtiene al sustituir (53) en
(30)-(33), mientras que los puntos criticos correspondientes se hallan en la Tabla
IV.1. La fuente (PA) y todos los puntos de silla excepto (SP4) coinciden exactamen-
te con aquellos del caso general, mientras que el atractor futuro (FA) estd conteni-
do en el atractor futuro del caso general: este es el punto 8" = —1 en la curva de
sumideros parametrizada por 3.

IV.5 Polvo LTB con A = 0

Si las condiciones iniciales se seleccionan con A = 0 = Q* = 0, entonces Q™ (€)
= (, se cumple para todo E. En este caso tenemos un subespacio tridimensional
invariante

D = {QW, 0, 8W, §»} C P (54)

Asociado con las soluciones de polvo LTB estdndares sin la constante cosmo-
logica. Este subconjunto fue examinado en detalle en (Sussman, 2008).* El co-
rrespondiente sistema dinamico tridimensional se manifiesta cuando Q® = 0 en
(30)-(33), con los puntos criticos que aparecen en la Tabla III.1. Nétese que la
fuente coincide exactamente con la fuente (PA) del caso general, indicando como
la constante cosmolégica no juega ningun rol en la evolucién temprana (cerca
de la curvatura inicial singular & — —). Los puntos de silla (SP2) y (SP5) no son
puntos criticos de este susbsistema. El atractor futuro (FA) es diferente al del caso
general, lo cual indica que A juega un rol distintivo y dominante en la evolucién
tardia en capas en las cuales § — .

1 Las variables del espacio de fases Q®, 8@y 5@, fueron denotadas en la referencia (Sussman,
2008) como <Q>, AMy -§.
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V. CINEMATICA DE LAS CAPAS DE POIVO

La relacién entre el tipo posible de evolucién cinemdtica y las condiciones inicia-
les se puede apreciar al mirar las raices de L, en la ecuacién (19), o equivalente-
mente al mirar a la raiz real positiva de la cibica Q(L), la cual puede reescribirse
como

OL) =pL -, L+1=0 (55)
QM oy eI e O

Bi=X=5 > "= = =5 (56)
oW 2u,; QEM) 204

Aunque (56) tiene solucién exacta, es mas practico examinarla cualitativamen-
te estudiando el comportamiento del polinomio ctibico Q(L) (véase Figura V.1a).
De este analisis cualitativo se pueden distinguir los siguientes casos:

* Sio; <0 entonces Q(L) no tiene puntos extremales y Q(L) > 1 se cumple para
todo L. Este caso claramente corresponde a la configuraciéon de expansién o
colapso perpetuos con Q¥ + Q) < 1(or K, < 0).

* Sio; > 0 entonces Q(L) tiene un minimo en L = Ly, = [B/(30,)]"% de manera
que

3/2
~N ay ;\‘
K;;i/g 2 qu) +Q§ ) -1
Qmin = Q(Lmin) =1- =1- (58)
1/2
$V3hu,, 3\/3[@@)] 28w
1 [

* Sioy <0 entonces Q(L) no tiene puntos extremales y Q(L) >1 se cumple para
todo L. Este caso claramente corresponde a la configuracién de expansion o
colapso perpetuo con QM + QM > 1 (o kg < 0).

* Siay > 0entonces Q(L) tiene un minimo en L = Ly, = [B/(30;)]"%, de manera
que

3/2
o ofaai]
Qmin = Q(Lmin) =1 L =1- (57)
1/2
3\/3_7»kql» 3\/5[957»)] QW

Claramente, como Q(L) = Qmin, entonces (55) no tiene raices positivas para
Omin >0 (véase Figura V.1a), que corresponde a la configuraciéon de expansion/
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Qmin <0

o

no

Kq>0

Qmin :/ Qmin >0
\"\\ u - dominated

N =0
= Qmm <0 Kq < 0\ M Q(m)
2 3 4

1

—

Figura V.1. Condiciones iniciales y cinemdtica. La figura (a) muestra el polinomio ctibico Q(L)
definido por (56), sus raices determinan los ceros de L,. Las configuraciones que corresponden a Qpin
> 0 (entre las dos lineas sélidas) se expanden perpetuamente (sin ceros) pero presentan una curvatura
espacial positiva. Las configuraciones que cumplen con Quin < 0 deben rebotar (experimentan una
expansion seguida de un colapso) o colapsar. La figura (b) muestra las regiones en el espacio de las
condiciones iniciales {Q", Q} para las cuales se cumple Qi < 0 (regién sombreada).

colapso perpetuos con Q" + Q™ > 1 (0 k,; > 0). Sin embargo, una condicién
suficiente para la existencia de raices positivas en 56) es

Quin (Q + Q) <0, (58)

la cual corresponde a las configuraciones que tienen valores de retorno en los que
el rango de L esta restringido por un punto de retorno donde L. = 0.

A fin de examinar las condiciones iniciales asociadas con las posibles evolu-
ciones cinematicas ya descritas, examinemos la condicién (59) representandola
graﬁcamente en la Figura V.1b las curvas de nivel de Qy,in en el plano paramétrico
{QW, GM}. Como estos valores iniciales de las funciones dependen de 7, cualquier
conjunto de condiciones iniciales dadas aparecera como una curva [Qw (r), QM0
en este plano. Las regiones donde se cumple (58) estin marcadas por las areas
sombreadas en la Figura V.1b: la esquina superior izquierda corresponde a los
regimenes dominados por A (“A-dominated”) y la esquina inferior derecha a los do-
minados por u (“u-dominated”). Es interesante notar que el régimen “u-dominated”
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estd mds restringido_ por las condiciones (58), porque se necesita un mayor QW
aun para pequenios Q

Los parametros de evoluci(’)n cinemdtica de las capas de polvo en modelos
I'-LTB y su relacién con las condiciones iniciales se describen a continuacién:

1. Expansion perpetua ( Colapso) desde (hacia) una singularidad. Sik,; <0, 0 siKy; > 0
pero QMWy Q™ son comparables para todo 7, nos encontramos en la zona no
sombreada de la Figura V.1b y (59) no se cumple. Véanse Figuras VIII.1.1.2,
VIIL1.2.3y VIIL1.2.4.

2. Todas las capas iiciales se expanden y colapsan en una singularidad. Este patrén
corresponde a los extremos del régimen “u-dominated” en la figura 1b y al

rango de restricciéon 0 < L < L con el retorno (bounce) Ly =0enL =1L,
Las Cond1c1ones iniciales tienen que cumplir que Qm =1 y QM =1 para todo
7. Si QM =0 (polvo puro) entonces k; > 0 es una condicion suficiente para

esta evoluc1on pero K, > 0 es s6lo necesaria (no suficiente) si QM > (. Véase
Figura VIIL.2.5.

3. Todas las capas iiciales colapsan desde infinito, rebotan y se re-expanden. Este patrén
corresponde al régimen “A-dominated” en la Figura V.1b y al rango de restric-
cién L > Ly donde el punto de retorno de L ocurre en L = Ly, de manera que
las capas eluden el colapso Las condiciones iniciales tienen que cumplir con
K;i > 0, QW =1 y QM =1 para todas las capas. Véase la Figura VIIL.2.2.6.

4. Evolucion de tipo “loitering”. Las capas iniciales que se expanden o colapsan
alcanzan un punto estético inestable. Las capas pueden colapsar o expandirse
mas adelante (los modelos A-CDM con métrica FLRW y con esta cinematica
son conocidos como modelos Eddington-Lemaitre). Las condiciones inicia-
les asociadas con este patrén cumplen con Ky > 0y Quin = 0. Véase Figura
VIIL.2.3.7. o

5. Patrones mixtos de evolucion. Como Q¥, Q» dependen de 7, las capas de polvo
pueden mostrar diferentes patrones de evolucién en diferentes rangos radia-
les (en oposicién al caso FLRW homogéneo). En estos casos las condiciones
iniciales tienen que ser especificadas de manera que (59) s6lo se cumpla en
una regién determinada, es decir, la curva [ W)y Q- ) (r)] cruza desde el drea
no sombreada hacia cualquiera de las areas sombreadas de la Figura V.1b. Las
dos configuraciones posibles son:

* Las capas alrededor del centro siguen el patrén (ii) y capas “externas” evo-
lucionan en (1). Véase Figura VIIIL.3.8.

* Las capas alrededor del centro siguen el patrén (i) y capas “externa” evolu-
cionan en (iii). Véase Figura VIII.3.1.9.
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En la siguiente seccion, examinamos los espacios de fases de configuraciones
siguiendo los patrones de evolucion (i)-(v) . Recomendamos al lector consultar la
referencia (Felten, 1986) para hallar gréficos detallados del factor de escala de los
patrones (i)-(iv) en cosmologias FLRW.

VI. TOPOLOGIA DE LAS REBANADAS ESPACIALES Y ELECCION
DE COORDENADA RADIAL

La métrica LTB (en ambas formas (1) y (25) admite un reescalado arbitrario de la
coordenada radial. Usamos esta libertad de gauge para fijar la funcién R; en (18)
y (25) segun la relaciéon

Ri =K' fin), (59)

donde f es una funcién adimensional suave, mientras que h; (definida en (10)
representa una escala de longitud para la coordenada radial. La clase topolégica
de las rebanadas *T[¢] esta dada por el nimero de centros de simetrfas, que deter-
mina las formas permitidas de f. Si se asume que no hay cruce de capas, entonces

T > 0 se cumple siempre, las topologias admisibles para las rebanadas *T'(¢) son:

* Modelos abiertos. Las rebanadas *T[t] son homeomérficas a R® y admiten sélo un
centro de simetria en v = 0. Como R' > 0y R'; > 0 tiene que cumplirse para
todo r, entonces f puede ser cualquier funcién monétonamente creciente que
cumpla con f{0) = 0. La opcién mds simple es f(r) = r, pero usaremos f(r) =
tan r, de manera que R; — % corresponda al limite finito r — x/ 2.

* Modelos cerrados. Las rebanadas *T[t] son homeomérficas a $* y admiten dos
centros de simetria en r = 0y r = 7. Como R(¢, 0) = R(¢, ) = 0 para todo ¢,
entonces tiene que existir (al menos) un valor de retorno r = 7, de manera
que R'(ct, 7,) = 0 donde 0 < 1y, < 7,. La funcién f debe camplir f(0) = f(r,) = 0
y f(rw) = 0. Una opcién conveniente es f(r) = sin 7.

« Agujeros de gusano. Las rebanadas *T[¢] pueden ser homeomérficasa S?x R o a
§? x S!. Mientras que las rebanadas *T[¢] no admiten centros de simetrfa, debe
de haber (al menos) un valor de retorno R'(¢t, 1,)= 0. La funcién f no puede
tener ceros, pero tiene que cumplir con f'(r) = 0. Usaremos f(r) = secr en los
ejemplos de la seccién VIIL

A fin de examinar la relacion entre la clase topolégica de los *T[¢], el signo
de la curvatura espacial y la evolucién cinematica de las capas de polvo, haremos
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énfasis en que, aun cuando I' > 0 se cumple, R; tiene que cumplir con la siguiente
condicién asociada con la regularidad de los coeficientes métricos g, en (1) y (25)
(Sussman, 2010a, 2010b; Matravers y Humphreys, 2001; Sussman y Garcia, 2002).
R; '

T f1/2 =0 (60)
‘I—inl‘?i hS 1_K(1if2

Por tanto, si hubiera un valor de retorno r = r;, tal como R';(1;,) = 0, los deno-
minadores en la expresién anterior tienen que tener el mismo orden cero en r =
7w Esto conlleva a la siguiente restriccién para [y K,

1
(rv) = 0 Ky (1) = —5——>0 61
f (rrv) qi (Tt0) fQ(Ttv) >0 (61)

Si(60)-(61) no se cumplen, tendremos una singularidad en la capa de superfi-
cie enr = 1 (Sussman, 2010a, 2010b; Matravers y Humphreys, 2001; Sussman y
Garcia, 2002). Por tanto, (62) implica que todos los modelos regulares con topo-
logias cerradas y los agujeros de gusano siempre tendrdn una curvatura espacial
positiva: K; > 00 QW + QM 1> 0. En el caso de los modelos LTB de polvo puro
(A = 0), la implicaciéon de (62) significa que las capas de polvo para todos los
modelos tienen retorno y colapso (dado que si k;; > 0, L7 tiene necesariamente
un cero). Sin embargo, la situacion es diferente si A > 0, pues las capas de polvo
se pueden expandir para toda t cuando k; > 0 siempre que los valores iniciales
de las funciones no cumplan (58) (véase Figura VIIL.1). Por tanto, los modelos
A-LTB con topologfas cerrada o de agujero de gusano totalmente regulares y que
se expandan perpetuamente son posibles.

VII. LA DINAMICA DEL ESPACIO DE FASES EN TERMINOS DE PROYECCIONES
HOMOGENEAS E INHOMOGENEAS

Como los subespacios homogéneos invariantes H definidos en (48) corresponden
a cosmologias FLRW de polvo-A, las variables dinamicas de Q™ y Q™ se corres-
ponden con los pardmetros Omega de FLRW y el sistema dlnamlco para H (el cual
es (30)y (31) ) es equivalente al sistema dindmico de estas cosmologias FLRW (en
las variables normalizadas de expansién (Wainwright y Lim, 2005; Wainwright
y Ellis, 1997; Coley, 2003, 1999). Definimos para el tltimo el espacio de fases
bidimensional.

={Q(M>, Q(M} CR? tal que H =1(Hq) (62)

donde i es el mapa de inclusién i: R? — R*, i(x!, x?) = [x!, x%, 0, 0].
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Como H( esta dotado con un significado geométrico vy fisico claro (el es-
pacio fase del limite homogéneo del espacio tiempo FLRW), mientras que {8®),
3@} representa la desviacion dindmica con respecto del perfil homogéneo (es
decir, representan las perturbaciones no lineales covariantes e invariantes gauge
(Sussman, 2009). Asimismo, es util expresar el espacio de fases general P como
el producto directo

P=HgyxI, 1={W, 8"} CR? (63)

de modo que las trayectorias y los puntos criticos de P pueden describirse y ana-
lizarse por medio de los siguientes mapas de proyecciones para cada p = [QW,
Qm, sW §® e p

Proyeccién homogénea.

My: P — Hy, My(p) = [QW, QW] € H, (64)
Proyeccién inhomogénea.
N:P—1,  T(p)=[0W89 €l (65)

Mientras el uso de (64) y (65) resuelve el problema préctico de lidiar con el
espacio de fases 4-dimensional P, estas proyecciones resaltan caracteristicas dina-
micas interesantes de P, que se discuten a continuacion.

Como las ecuaciones dindmicas (30) y (31) asociadas a H gy son completamente
independientes de 8%, 8 (las coordenadas de I), es posible mapear uno a uno
cada trayectoria de espacio de fases FLRW en H () en una trayectoria de espacio
fase de P proyectada en H g por I1y. Sin embargo, las condiciones iniciales para
cada trayectoria en H ) son dos constantes Q, Q@y, por tanto, cada trayectoria
de espacio de fases corresponde a una sola configuraciéon espacio tiempo. Por
otra parte, debido a las inhomogeneidades de los espacios tiempos A-LTB, las
condiciones iniciales estin dadas (en general) en funciones de 7. Por tanto, estas
trayectorias forman una familia de curvas de un parametro, de manera que cada
curva (cuando se proyecta en H g a través de I1y) es equivalente a una trayectoria
de un espacio tiempo FLRW distintivo.

Los puntos criticos de Hj son simplemente los puntos criticos de H (véase
Tabla III.1) proyectados bajo Iy, y corresponden a casos particulares de espacios
tiempos:

~

QW =1, Q}” =0 Atractor pasado: FLRW espacialmente plano, (66)
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~

QW =0,QM =1 Atractor futuro: De Sitter, (67)

o)

W =0,Q" =0 Punto de silla: Minkowski (68)

Sin embargo, cada uno de estos puntos criticos de P listados en la seccion
VI es también proyectado por Iy en uno de los puntos criticos de Hy listados a
continuacion:

* (PA), (SP3) y (SP4) son proyectados en el atractor pasado (66)
* (FA) y (SP5) son proyectados en el atractor futuro (67)
* (SP1) y (SP2) proyectados en el punto de silla (68)

Estas proyecciones claramente sugieren asociar cada punto critico de P con
uno relacionado con un espacio tiempo limitante conocido, tal como FLRW espa-
cialmente plano, De Sitter o Minkowski. La degeneracién al proyectar los puntos
criticos de P en alguno de los puntos criticos (66)-(68) ocurre cuando s6lo mira-
mos las proyecciones de las trayectorias de P en H gy por Ily, pero ésta desapare-
ce cuando examinamos la proyeccién de estas curvas en [ utilizando (66), cuyas
coordenadas {d®, @} representan los efectos de inhomogeneidad. Por tanto,
se obtiene una representacion global de la evolucién de las trayectorias en Py
su relacion con los puntos criticos cuando combinamos la descripcién en las dos
proyecciones (64) y (65).

Las proyecciones (64) y (65) seran utilizadas en la siguiente seccién para ana-
lizar las trayectorias de espacio de fases de varias configuraciones n-LTB represen-
tativas asociadas con los patrones de cinematica y topologias de las rebanadas de
espacio discutidas en las secciones V'y VI.

VIII. EJEMPLOS NUMERICOS Y GRAFICOS

Examinamos, por medio de las soluciones numéricas de (30)-(33) bajo las con-
diciones iniciales (37)-(40), la evolucién en el espacio de fases de varias confi-

raciones A-LTB caracteristicas. Al representar graficamente la curva [QW (1)
Q™M(1)] en el espacio de parametros de la Figura 1b (seccién VIII), podemos
inferir para cualquier conjunto de funciones iniciales uno de los patrones de
evolucion cinematico (i)-(iv) descritos en la secciéon V. La clase topologica de las
rebanadas de espacio dependen de la seleccién de f(r) en (59). Para evitar lidiar
con singularidades de cruce de capas, verificamos numéricamente que se cumpla
la condicién I’ > 0 para cada configuracién (nétese que I'y = 3T z, 8 se deriva

de (6), (17) y (27)).
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Como el espacio de fases P es 4-dimensional, representando graficamente las
trayectorias (curvas parametrizadas por § con r constante) para cualquier con-
junto de condiciones iniciales en ocho figuras compuestas de dos paneles, y cada
panel contiene una grafica bidimensional correspondiente a:

« Panel “(a)” (lado izquierdo): la congruencia de las curvas [QW (&, 1)
Q® (g, r)] dada por la proyeccién homogénea de P definida en (65).

+ Panel “(b)” (lado derecho): la congruencia de las curvas [§® (g, ), 8% (g, r)]
dada por la proyeccién inhomogénea de P definida por (66).

Estos graficos muestran las congruencias de las trayectorias, junto con los pun-
tos criticos senalados como puntos gruesos (atractores pasado, PA, y futuro, FA, y
los puntos de silla Sp1, SP2, etc.). En las configuraciones que contienen capas de
polvo que colapsan o rebotan (subsecc1ones VIIL.2 y VIIL.3, Figuras 6-9) las varia-
bles del espacio de fases Qu My 81 divergen cuando z, — 0. Para estos casos
representamos la arctan de las varlables de manera que * infinito es igual a = 7/2.
Sin embargo, mas alld de estos puntos la integracién numérica (trayectoria) de
(30)-(33) no se puede resolver En estos casos debemos utilizar el sistema (11)-
(14) con la variable s = —z 6 (que esta acotada cuando z, — 0) para examinar el
comportamiento de Q My 8% en el rango completo de evolucion.

VIII.1 Configuracién con expansién perpetua: patron cinematico (i)

Si las condiciones iniciales se seleccionan de tal manera que la curva [QW (),
Q(M(r)] esta contenida completamente en la regién no sombreada de la figura
VL.1by Z, > 0 para todo r, las configuraciones resultantes se expanden o colap-
san mondtonamente para todo & Como una evolucion de colapso es equivalente
a una expansion bajo cambio de signo de &, solamente se considerara la expan-
sién en los ejemplos a continuacién.

VIII.1.1 Curvatura espacial negativa

Considerando f{r) = tan r en (60) en el rango 0 =t < /2, de manera que R; —
% cuando r — /2, se obtienen las primeras funciones iniciales como:

g = myp + L0 ngg = 0,myp = 15.3), (69)
1+ £3(r)
ki1 kg
in = kl() +7, (kl() = _1-2, kll = _O'l)a (70)

1+ £ ()
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A=0.1 (71)

Las trayectorias del espacio de fases se muestran en la Figura VIII.1.1.2, des-
tacando el atractor pasado PA de donde emergen todas las trayectorias(y puede
asociarse con la singularidad inicial). Las curvas tienden al punto de silla msp2 y
terminan en un punto de la linea de atractores futuros FA (linea gruesa gris del
panel 2). Debido a la degeneracién en la coordenada 8" en sP2 y Fa, las curvas
del panel (b) cortan el eje de las Dz en diferentes valores de 8*. Como p,; — 0
cuando R; — o, esta configuracién es radialmente asintética a la configuracion
de vacio de Schwarzschild-De Sitter. Esto es consistente con el hecho que en el
limite r — /2 (que implica R; — ®) se tienen condiciones del vacio cercano Q®
~0y QW ~ 0 (Sussman, 2010b) y de esta manera las trayectorias en el panel (a)
tienden al punto de silla de la esquina derecha inferior en el estado intermedio
de la evolucién entre PA y FA. Ademds, las curvas en el panel (b) en el limite r —
/2 alcanzan FA con 8® — —1, lo que caracteriza el subespacio invariante de un
vacio de Schwarzschild-De Sitter (véase seccion 1V.4).

Si consideramos las condiciones iniciales (69)-(71), pero con mjo = 0.7 de ma-
nera que u,; —> 0.7 cuando R; — », obtenemos una configuracion con la misma
evolucion temporal pero radialmente asintdtica a un modelo de m-polvo FLRW
con curvatura negativa (Sussman, 2010b). Las trayectorias de espacio de fases
(mostradas en la Figura VIII.1.2.3) son cualitativamente analogas a aquellas de
la Figura VIII.1.2.2, pero las diferentes condiciones asintéticas radiales implican
que las trayectorias cuando r — n/ 2 (R; = ») no llegan a alcanzar la esquina in-
ferior izquierda del panel (a) y no llegan hasta 8" — -1 en el panel (b) (como se
esperaria si el modelo es radialmente asintético a un modelo FLRW que contiene
A-polvo).

VIII.1.2 Curvatura espacial positiva con topologia abierta

Seleccionamos f (r) = tan r en el rango 0 <7 < m/ 2 para las siguientes funciones
iniciales

i = mig + “H=H0 ngg = L1 myy = 50.0), (72)
1+ f(r)
in = klO +Lf10, (kIO = 300, k]] = 05), (73)
1+ f7(r)

A=0.10 (74)
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Figura VIII.1.1.2. Configuracion de expansion con curvatura negativa y asintética a Schwarzschild-De
Sitter. Estas trayectorias del espacio de fases cumplen con las condiciones iniciales (69)—(71).

85()

Figura VIIL.1.2.3. Configuraciéon de expansion con curvatura negativa y asintdtica a FLRW. Las
condiciones iniciales y las convenciones de la figura son las mismas utilizadas en la Figura 2 pero con

W, que tiende asintéticamente a una constante.
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Estas configuraciones no tienen un equivalente en los modelos de polvo puro
Q® =) = 0, porque en este caso la curvatura positiva necesariamente implica in-
versién de expansion y colapso (véase seccion VI). Las trayectorias de espacio de
fases se muestran en la Figura VIII.1.2.3. Como en los casos anteriores, las curvas
emergen desde un atractor pasado PA (big bang), se expanden mondtonamente
y terminan en un atractor futuro FA, pero ahora las trayectorias en el panel (a)
estan localizadas por encima de la linea Q@ + Q® = 1 caracteristica de la curva-
tura espacial cero. Las curvas ahora tienden al punto de silla P4, cuya proyeccién
coincide con la proyeccién de PA en el panel {QW, Q®} (panel (a)).

Figura VIII.1.2.4. Modelo de expansion abierto con curvatura positiva y topologfa abierta. Las
condiciones iniciales estdn dadas por (72)-(74). Consultar el texto para explicacion mas amplia.

VIII.1.3 Curvatura espacial positiva con topologia cerrada
o de agujero de gusano

Como en los casos anteriores, estas configuraciones no tienen equivalentes en el
caso de polvo puro:

* Topologia cerrada: Tomando f{r) = sin r, de manera que el rango radial esté
restringido por 0 <7 =< m, con dos centros de simetriaenr =0, wyr =m/2
marcando el “ecuador” de la 3-esfera $* donde R toma su maximo valory R'(x
/2) = 0 (véase seccion VI).
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« Agujero de gusano (Wormhole): Utilizando f(r) = secr, de manera que -rt/2 <7 <
m/ 2y R no tiene ceros (no hay centros de simetrfa), mientras R — % cuando r
— + 1/ 2. Esta configuracién conduce a rebanadas de espacio homeomorficas
a §?x R, donde el locus r = 0 pude identificarse con la “garganta” del agujero
de gusano (R toma su valor minimo y R'(0) = 0.

No mostramos las trayectorias de espacio de fases para estos casos porque
para cualquier conjunto de condiciones iniciales, éstas son similares a las de los
modelos abiertos de la Figura VIII.1.2.3, aunque es necesario recalcar algunas
caracteristicas distintivas. En el caso de la topologia cerrada las trayectorias de los
dos centros en la proyecciéon homogénea (panel (a)) son idénticas entre si y equi-
valentes a la curvar = 0 en el panel (a) de la Figura VIII.1.2.3. Las trayectorias en
el rango n/ 2 < r < m se corresponden Unicamente a aquellas en el rango 0 < r
< 7/ 2. Lacurva parar = 1t/ 2 (el “ecuador” de §°) es andloga a la curva cercana
alalinea QW + Q® = 1 correspondiente al radio infinito en los modelos abiertos
(r = m /2 en ambos paneles de la Figura VIII.1.2.3). En el caso del agujero de
gusano las curvas parar < 0y r > 0 (“izquierda” y “derecha” de la garganta r =
0) son idénticas y pueden ser mapeadas entre si, mientras la curva del espacio de
fases de la garganta es analogo a aquel del centro » = 0 en ambos paneles de la
Figura VIII.1.2.3.

VIIIL.2 Configuracion en la cual la expansién es revertida o interrumpida
para todas las capas de polvo

Estas configuraciones se obtienen al escoger las condiciones inicia-
les que se cumplen en (58), de manera tal que la curva resultante [QW (1),
SA.).,(M(T)] estd totalmente contenida en el régimen “dominado por u” o el “domina-
do por A” (dreas sombreadas en la Figura V.1b).

VII1.2.1 Modelos que colapsan: patrén cinemdtico (ii)

Si se selecciona w,; =K, > 1 con Ay, K,; para todo 7, se obtienen configuraciones
A-LTB fuertemente dominadas por u que son similares al caso del polvo puro A =
0 con curvatura positiva en las cuales las capas se expanden desde una curvatura
inicial singular (big bang), rebotan y colapsan a una segunda singularidad (big
crunch). Nétese que, en general, ninguna singularidad coincide con una hipersu-
perficie simultdnea. Las rebanadas de espacio pueden tener topologias cerradas,
abiertas o de agujero de gusano. Un ejemplo de condiciones iniciales que conlle-
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Figura VIIL.2.5. Todas las capas colapsan. Esta configuracién tiene rebanadas de espacio con
topologfa cerrada y se contienen a partir de las condiciones iniciales (75)-(77). Consultar el texto
para explicacién mas ampliada de la evolucién en la evolucién del espacio de fases.

van a este tipo de evolucion se obtiene al seleccionar f = sin r (topologia cerrada)
junto con

lgi = Mg+ —— (19 = 0.3, m1; = 2.0), (75)
1+ f4(r)
ki
K = k1o +————, (k1o = 0.01, k11 = 1.98), 76
4 = k1o 20 (k1o 1 ) (76)
A =001 (77)

donde x,; cumple con (60) y (61). Como las capas de polvo pueden s6lo evolucio-
nar en el rango 0 < L < L; (véase seccién V), la expansién inicial se invierte a un
estado colapsante en un “punto de retorno” L = L;(r) que es en general diferente
para cada r. En este punto de retorno tenemos z, = 0y, por tanto, Qw, QM y §¢)
divergen. Como consecuencia, no es posible encontrar el estado en que las trayec-
torias colapsan (que esta mas alla de este punto) con las soluciones numéricas del
sistema dindmico (30)-(33). Las trayectorias completas en este caso se encuentran
a partir de las soluciones numéricas del sistema (11)-(14).
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Las trayectorias en el espacio de las fases se muestran en la Figura VIII.2.5,
donde se resalta marcada con flechas en el panel (b) una trayectoria representa-
tiva (para facilitar la explicacién). La proyeccién homogénea de la evolucion del
espacio fase (panel (a)) es muy simple: las curvas de expansién emergen desde
el atractor pasado PA, alcanzan el punto de retorno donde z, = 0y QW Q® diver-
gen (marcado por un cuadrado), la expansion se invierte a colapso y las curvas re-
gresan siguiendo las mismas trayectorias (pero en direccién inversa) hacia PA, que
es ahora un atractor futuro en el estado de colapso. En la proyeccién no homogé-
nea (panel (b), véase curva representativa), las curvas tienen caminos diferentes
en los estados de expansion y colapso. Todas las curvas inicialmente se expanden
y emergen de un PA, se acercan al punto de silla SP4 y se dirigen hacia los “pun-
tos de retorno” marcados por los cuadrados superiores donde 7,00 y 89 — —oo
para la variable 8". En el estado de colapso (véase curva representativa) las curvas
comienzan en los puntos de retorno (cuadrados inferiores) con 8% — — para la
variable & y evolucionan hacia PA, el cual es ahora el atractor futuro. EI hecho
de que las trayectorias de expansién y colapso sean las mismas (con & — -E) en
la proyeccién homogénea (panel (a)), pero totalmente diferente en el caso de la
proyeccién inhomogénea (panel (b)) es una caracteristica importante, inherente
a la inhomogeneidad de los modelos.

Se pueden obtener el mismo tipo de configuraciones de colapso con rebana-
das que tengan topologias abiertas y de agujero de gusano utilizando similares
condiciones iniciales pero con f = tan r, secr.

VIII1.2.2 Modelos con retorno sin colapso: patron cinemdtico (iii)

Configuraciones fuertemente dominadas por A se obtienen cuando W ? K4 y Uy ?
A para todo r. Todas las capas comienzan con un colapso desde el infinito L pero
rebotan y evitan el colapso a una singularidad, estas configuraciones no tienen
equivalentes en el caso del polvo puro (A = Q® = 0). Las rebanadas de espacio
pueden tener topologias cerradas, abiertas o de agujero de gusano. Un ejemplo
de las condiciones iniciales que conllevan a este tipo de evolucién se obtiene al
seleccionar f = tan r (topologia abierta) y

Wgi = myo + ml%;, (m1o = 0.01,my; = 1.5), (78)
L+ f7()
kyy
Ky = k1o +72 (k1o = 10.0, ky; = 30.0), (79)
1+ f=(r)

A=31.0 (80)
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Figura VIIL.2.2.6. Todas las capas colapsan. Esta configuracién se obtiene a partir de las condiciones
iniciales (79)-(81).

Las trayectorias de espacio fase se muestran en la Figura VII1.2.2.6. Como
las capas de polvo sélo pueden evolucionar en el rango L > Ly (véase seccion
V), el colapso inicial desde el infinito retorna a una expansién cuando L = Lo(r),
que es generalmente diferente para cada r. Como en el caso de colapso, en este
punto de rebote tenemos z, = 0, por tanto, QW Q0 = y 8 divergen; por tanto,
el gréfico de la Figura VIII.2.5 muestra la arctan de estas variables. Como en el
caso anterior, se utiliz6 el sistema (11)-(14) para obtener el estado de colapso de
la evolucion.

La curva de los atractores pasados PA se obtiene de (43), y es la misma que la
curva de los atractores futuros para la configuracién de expansién perpetua de
las Figuras VIIL.1.1.2, VIII.1.2.3 y VIIL.1.2.4.

Cada trayectoria de espacio fase comienza de un punto (marcado como PA)
en esta curva de atractores pasados y termina en un punto diferente de la misma
curva (de atractores futuros, marcados como FA). Estos atractores estan proyecta-
dos en el mismo punto de la proyeccién homogénea (panel (a)) y en dos puntos
distintos en la linea gris gruesa de la proyeccién homogénea (panel (b)). En el
panel (a) las trayectorias de colapso inicialmente comienzan en PA, evolucionan
hacia el punto de retorno cuandoz, = 0y QW, Q® — e (cuadrados) y regresan al
mismo punto (ahora un atractor futuro FA) siguiendo la misma trayectoria. En el
panel (b) (véase trayectoria representativa marcada con flechas), las trayectorias
comienzan en un punto PA de la curva de atractores (linea gris gruesa) y evolucio-
nan hacia abajo hacia los puntos de retorno donde z, = 0y 8# — o (cuadrados
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inferiores) y variable 8. Las trayectorias de fase de la expansién comienzan en
un punto de rebote z, — 0y 8¢ — o (cuadrados superiores) y van descendiendo
hacia el punto FA de la curva de atractores. Como en el caso anterior (capas co-
lapsantes), también se tiene un tiempo de reflexién simétrica § — -£ de la evolu-
cion de colapso/expansién de las variables homogéneas, pero no en las variables
inhomogéneas.

Las configuraciones de rebote que evitan el colapso pueden construirse con
rebanadas de espacio que tengan topologias cerradas y de agujero de gusano uti-
lizando condiciones iniciales similares, pero con f = sinr, secry Kyi cumple con las
condiciones (60) y (61). Sus trayectorias de espacio de fases son cualitativamente
similares a aquellas de la Figura V.1.

VII1.2.3 Modelos de “loitering”: patron cinemdtico (iv)

Las condiciones iniciales para estos modelos cumplen con x,; > 0y los valores
de las funciones iniciales estan restringidos de manera que se cumple Qpi, = 0.
Considerando la Qy,in dada en (57), examinemos el siguiente caso especifico:

Ky = k1o +k1—i, (kl() =21,k = 10.5), (81)
I+ f7(r)
A=0.1 (82)
KZ)Z/Q
b= )

donde /= tanr. La Figura VIII.2.3.7 muestra los diagramas de espacio fase. Todas
las trayectorias de espacio de fases en ambos paneles (a) y (b) comienzan en el
atractor pasado PA (big bang) v evoluc10nan hacia el estado estatico caracterizado
por z, = 0, que implica Qw, QM 50, Es evidente que todas las curvas se acercan
al punto de silla sp4 en la proyecci()n {6W, 8@} (panel (b)).

La inestabilidad del estado estatico en estas configuraciones viene dado por
la sensibilidad extrema de las condiciones iniciales exactas que camplen con Qpin
= ( (véase seccién V'y Figura V.1) y, por tanto, los graficos son muy sensibles a
errores numéricos en la integraciéon de (30)-(33). Como consecuencia, las capas
pueden colapsar o expandirse (dependiendo de las condiciones iniciales) si la
integracién numérica se realiza en un rango suficientemente largo de valores de
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T 0. Si las capas recolapsan o se expanden, sus trayectorias de espacio de fases se
determinan por medio del sistema (11)-(14), resultando en trayectorias de espa-
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Figura VIIL.2.3.7. Capas que presentan “Loitering”. Las condiciones iniciales para esta configuracion
son (82)—-(84) y cumplen Qpin = 0.

cio de fases similares a las curvas que presentan colapso en la Figura VIII.2.5 0 a
las que se expanden en la Figura VIII.2.2.6.

VIII.3 Configuraciones con patrones cinematicos mixtos:
patrones cinematicos (v)

Como los valores de las funciones iniciales dependen de 7, se pueden dar unas
condiciones iniciales de manera que diferentes patrones cinemdticos ocurran
en la misma configuracién. En términos précticos tales condiciones iniciales
deben cumplir las condiciones de (59) y de ellas se obtienen curvas [Q(¥ (r),
QM(r)] que atraviesan las areas sombreadas y no sombreadas de la Figura V.1b.
Nétese que estas configuraciones de patrones “mixtos” pueden ocurrir facilmente
en un tnico modelo inhomogéneo, pero no podrian existir en un Gnico modelo
homogéneo.
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Figura VIII.3.8. Escenario de formacion de estructura. Las condiciones iniciales para esta configuracion
son (85)—(87).

VII1.3.1 Formacion de estructura

Configuraciones interesantes que pueden asociarse con modelos sencillos de “for-
macién de estructura” se obtienen a partir de condiciones iniciales en donde (59)
se cumple (regién sombreada dominada por w en la Figura V.1b) en un rango ra-
dial que contiene un centro de simetria (0 <7 <) y deja de camplirse (region no
sombreada en la Figura V.1b) para todo r > 7. Esta corresponde a una region esfé-
rica interna en colapso local rodeada por un “fondo” en expansion. Mientras este
escenario de formacion de estructura sélo ocurre con soluciones de polvo puro,
en este caso la frontera » > 7, entre la region en colapso y en fondo en expansién
corresponde al cono de luz donde la curvatura espacial pasa de positiva a nega-
tiva o a cero. Sin embargo, si A > 0 es posible que este escenario también ocurra
cuando todas las capas tengan curvatura espacial positiva, porque un fondo en
expansion perpetua con curvatura positiva es perfectamente posible.

Un ejemplo de condiciones iniciales que llevan a un modelo sencillo de forma-
ci6n de estructura se obtiene al seleccionar f(r) = tan r (topologia abierta) con

i = mip + ”“1;5’”10 (m1o = 0.0 my; = 20.1), (84)
1+ f7(r)

K= ko +T=R0 G 4 k= 855

g = k10 s (k1o = 4.1, k1 = 35.5), (85)

1+ £ ()
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A =0.75 (86)

Las trayectorias espacio fase se muestran en la Figura VIII.3.8. Todas las cur-
vas comienzan su evolucién en el atractor pasado PA marcado por la singularidad
inicial (big bang). Sin embargo, las capas “interiores” alrededor del centro (r = 0)
y las capas “exteriores” r > 1, tienen una evolucién en el espacio de fases dife-
rente.

arctan QW
1.5

sp4

1.5
arctan @)

“arctan QW
0+ T & T
0 0.5 PA 1 1.5

Figura VIIIL.3.1.9. Expansién mixta y retorno. Las condiciones iniciales para esta configuracién son
(88)-(90).

Como las capas de polvo con un radio r > r; se expanden perpetuamente, sus
evoluciones son andlogas a las de las configuraciones de expansion perpetua mos-
tradas en las Figuras VIII.1.1.2, VIII.1.2.3 o VIII.1.2.4 (dependiendo de la curva-
tura espacial y de las asintotas de w, y ;). En el ejemplo particular se considera
que estas trayectorias (véase Figura 8) tienen formas analogas a las representadas
en estas tres figuras. Desde un atractor pasado PA se acercan al punto silla SP2 y
terminan en la linea del atractor de futuro FA (cuya proyeccién inhomogénea se
representa como una linea gris gruesa en el panel (b)).

Las capas interiores, por otro lado, evolucionan de forma similar a las trayec-
torias de configuraciones de colapso representadas en la Figura VIII.2.5, inicial-
mente se expanden alejandose del atractor pasado PA, acercandose al punto de
silla sP4 y continuando hacia los puntos de retorno de manera que z, = 0, con
Qw, Q™. y 8 divergen (los puntos de retorno estdn representados como peque-
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fnos cuadrados en ambos paneles). La diferencia principal con el caso de colapso
“puro” de la Figura VIIL.2.5 es que las trayectorias de capas internas mas cercanas
a las capas externas, que se expanden perpetuamente, alcanzan sus puntos de re-
torno (véase panel (b)) cuando 8 — o, mientras que las internas cercanas al cen-
tro lo hacen cuando 8® — —e. El periodo de colapso de estas capas no se muestra
en la Figura 8, pero se puede obtener a partir del sistema (11)-(14) y es analogo
al mostrado en V. Las trayectorias que presentan colapso en el panel (a) son sim-
plemente las que se expanden considerando una inversién del tiempo, mientras
que en el panel (b), comienzan en un punto de retorno hacia un atractor futuro
que exactamente coincide con PA (la singularidad del colapso) pero siguiendo un
camino diferente al de las curvas en expansion.

VII1.3.2 Modelos de retorno/expansion

Otra configuracién cinemadtica mixta es posible con las siguientes caracteristicas:
las capas de polvo alrededor del centro se expanden desde una singularidad ini-
cial, mientras que las capas exteriores colapsan desde el infinito hasta un punto
de retorno, a partir del cual se expanden. En este caso las condiciones iniciales
necesitan cumplir Q" ~ Q® cerca del centro y QM 2 QW cuando 7 se incrementa,
de manera que la curva [Q} W (), QM(r)] atraviesa desde el area no sombreada de la
Figura V.1b hasta la regién sombreada dominada por A. Las condiciones iniciales
que se requieren para que se presente este patrén de evolucién son:

Ui = mig + ﬂ , (1o = 0.01, myy = 15.0), (87)
l+f
K = ko + 207 M0 G2 10,0, 11, = 30.0) (88)
1+ /%)
=100 (89)

con f = tan r. Las trayectorias obtenidas se representan en los diagramas del
espacio de fases de la Figura VIII.3.1.9. Las capas que se expanden perpetua-
mente desde una singularidad inicial se comportan como las curvas de la Figura
VIIIL.1.2.4: comienzan en un atractor pasado PA, se acercan a un punto silla SP4 y
terminan en el atractor futuro FA. Las curvas que presentan retorno son anadlogas
a las representadas en la Figura VIII1.2.2.6: tienen su orlgen enun atractor pasado
PA'y evolucionan hacia el punto de retorno z;, = 0 (o QW QW) — o, §) — —o con
la variable ") y se expanden de regreso a PA (que ahora es atractor futuro). En
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la Figura VIII.3.1.9 s6lo se muestra el estado de colapso de esta evolucién, pues
las curvas del estado de expansién son andlogas a las curvas de expansion de la
Figura VIIL.2.2.6.

CONCLUSIONES

Hemos realizado un estudio exhaustivo y detallado de los sistemas dindmicos de
los espacio-tiempos A-LTB mediante las variables covariantes cuasi-locales (QL),
generalizando estudios previos de los sistemas dindmicos de modelos LTB con A
= 0 (Sussman, 2008). Como las trayectorias en el espacio de las fases del sistema
(30)-(33) son 4-dimensionales, hemos examinado y representado graficamente
las trayectorias del espacio de las fases en dos subconjuntos bidimensionales:
el subespacio “homogéneo” y el subespacio “inhomogéneo”, Hy e I, definidos
por las proyecciones de (64) y (65) y representados en los paneles (a) y (b) de las
Figuras VIII.1.1.2 a VIIL.3.1.9, respectivamente. La descomposicion de las trayec-
torias en H e I nos proporciona una conexion teérica entre el estudio de siste-
mas dindmicos A-LTB y el formalismo de perturbaciones presentado en Sussman
(2009, 2010a). En ese formalismo, las fluctuaciones {8, %} (que parametrizan
Hy) son caracterizadas rigurosamente como perturbaciones no lineales covarian-
tes e invariantes gauge de un fondo FLRW definido por escalares cuasi-locales, que
satisfacen la dindmica FLRW y, por tanto, se correspondenAcon las proyecciones
homogéneas del subespacio H, parametrizadas por {QW, Q® }.

En los modelos LTB con A = 0 todas las conﬁguraaones, que muestran rebana-
das espaciales *T[¢] presentan topologfa cerrada ($°) o de tipo agujero de gusano
($*x R 0 §% x §1). Las condiciones de regularidad (60)-(61) implican que la cur-
vatura espacial debe de ser estrictamente positiva y, por tanto, no se puede dar
expansién perpetua (Sussman, 2010a; Matravers y Humphreys, 2001; Hayward,
1998). Sin embargo, los modelos con A > 0 no presentan esta restriccién. Aunque
(60)-(61) aun implican necesariamente curvatura espacial positiva en estas topo-
logias, la curvatura positiva no evita que exista expansiéon perpetua (consultese
la seccién VI). Entonces, modelos A-LTB regulares con expansiéon perpetua con
topologia cerrada o de tipo agujero de gusano son perfectamente posibles.

Las proyecciones homogéneas en los paneles (a) de las Figuras VIII.1.1.2 a
VIIL.3.1.9 muestran que las trayectorias de los espacios de fase son cualitativa-
mente analogas a aquellas de los modelos FLRW polvo-A. Sin embargo, cada confi-
guraaon de espacio tiempo FLRW se corresponde con una (y sélo una) trayectoria
de espacio de fases en un diagrama {QW, Q®} (porque cada configuracién espa-
cio tlempo esta determinada por las cond1c1ones iniciales dadas por las constantes
Q®, Q™). En cambio, como las condiciones iniciales para una sola configuracién
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A-LTB dependen de 7, todas las curvas mostradas en los diagramas de los paneles
(a) de cada una de estas figuras corresponde a una sola configuracién espacio
tiempo. En otras palabras, en términos de la proyeccién (64), cada configuracién
A-LTB formalmente equivale a una familia superpuesta de un parametro de mo-
delos FLRW de polvo-A.

En todas las configuraciones A-LTB (excepto en aquellas como la represen-
tada en la Figura VIIL.2.2.6) las trayectorias de espacio de fases inician en una
misma fuente o atractor pasado (PA), definida en (PA) y estdn asociadas a una
singularidad inicial. Este punto critico puede proyectarse en el atractor pasado
del subespacio homogeneo e 1dent1ﬁcarse con una Cosmologla de polvo FLRW es-
pacialmente plana QW = 1, = 0. Dado que 8% = 8¢ = —1, este punto critico
coincide exactamente con el atractor pasado de las soluciones de polvo LTB con A
= 0y modelos espacialmente planos con A > 0, indicando asi que los efectos de
A > 0y de la curvatura espacial son despreciables en los estados tempranos de la
evolucion cercanos al big bang. El atractor pasado (PA) puede también identificarse
con condiciones auto-similares (Sussman, 2008) que es consistente con el hecho
de que ambos espacios tiempos de polvo LTB y FLRW espacialmente planos con
A = 0 son compatibles con un vector Killing homotético. Este atractor pasado
(42) se convierte en el atractor futuro o sumidero para trayectorias de espacio
de fases de capas que colapsan a una singularidad de la curvatura (big crunch).
Esto se aplica entonces tanto para un colapso que coincide con la inversién trivial
del tiempo de una expansion perpetua (Figuras VIII.1.1.2-VIIL.1.2.4), como para
configuraciones donde todas las capas se expanden y colapsan (Figura VIIIL.2.5),
o que presentan dindmica mixta en las cuales algunas capas se expanden perpe-
tuamente y algunas colapsan (Figura VIIL.3.8).

Las trayectorias de espacio fase de capas que se expanden perpetuamente (z,
> () terminan en el mismo atractor (sumidero) (FA), definido en (43) y se repre-
sentan en las Figuras VIII.1.1.2-VIIL.1.2.4 y en las trayectorias que se expanden
perpetuamente de las Figuras VIII1.2.2.6, VIIL.3.8 y VIIL.3.1.9. Este punto critico
se puede proyectar en el atractor futuro del subespacio homogéneo QU = Q®
= 1 y también es el atractor futuro para configuraciones espacialmente planas.
Por tanto, puede identificarse con el espacio tiempo De Sitter y condiciones espa-
cialmente planas, indicando que los efectos de A son dominantes en el futuro de
estados tardios de la evolucién de configuraciones A-LTB en las cuales los conos de
luz de las capas de polvo en expansion son inextensibles. Para capas de polvo que
colapsan desde el infinito (L — ), las trayectorias del espacio de fases emergen
desde un atractor pasado que exactamente coincide con el atractor futuro (Fa).

Observando la proyecciéon inhomogénea (65) (paneles (b)), la evolucién hacia
(FA) o las trayectorias del espacio de fases de las capas que se expanden per-
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petuamente, se obtiene informacién adicional no disponible en la proyeccion
(64). Las trayectorias de capas con curvatura espacial negativa (Figuras VIII.1.1.2-
VIIL.1.2.3) se acercan al punto silla (SP2) (Minkowski), mientras que las capas
con curvatura positiva se acercan al punto silla (Sp4) (Figuras VIII.1.2.4, VIIL.2.5,
VIIL.3.8 y VIIL.3.1.9) asociadas a condiciones espacialmente planas. La evolucién
hacia (SP2) claramente indica un estado de densidad baja intermedio, y también
ocurre en trayectorias del espacio de fases FLRW (ndtese que (SP2) es proyectado
por (64) en un punto de silla tinico de este espacio de fases). Sin embargo, la evo-
lucién hacia (SP4) no tiene equivalente en las trayectorias de las capas de espacios
de fase FLRW que evolucionan a un atractor de futuro.

En configuraciones que contienen capas de polvo que retornan y colapsan (z,
cambia el signo: Figuras VII1.2.5-VIIIL.3.1.9) el sistema (11)-(14) se utiliza para ob-
tener las trayectorias completas de espacio de fases. En todos los casos, las trayec-
torias de espacio de fases en la proyeccion homogénea comienzan en el atractor
pasado (PA), alcanzan el infinito a valores QW, QM — w cuando z; = 0y retornan
por la misma trayectoria al mismo atractor (que ahora es un atractor futuro). Sin
embargo, en la proyeccién inhomogénea (paneles (b) de las Figuras VIIL.2.2.5 y
VIIL.2.2.6) las curvas no retornan al atractor por la misma trayectoria: si el pa-
trén es de expansion/colapso (Figura VIIL.2.5) alcanzan 8®) — o cuando z, = 0y
retornan al atractor desde 8¥ — —x. Si el patrén es de colapso/retorno (Figura
VIIL.2.2.6), las trayectorias alcanzan 8% — —w y retornan al atractor desde 8¢ —
. El mismo efecto ocurrirfa en las configuraciones de patrones mixtos mostradas
en las Figuras VIIL.3.8 y VIIL.3.1.9, pero no se incluyeron en los graficos, pues la
representacion de las curvas completas hubiera generado un patrén confuso. Esta
diferencia en el comportamiento de las curvas que emergen/retornan desde/hacia
un atractor es un efecto inherente en la inhomogeneidad de las soluciones LTB.

Los modelos de retorno y “loitering” merecen mencion aparte pues no tienen
equivalencia en el caso A = 0. En los modelos de retorno (Figura VIII.2.1.6), las
capas inicialmente colapsan desde el infinito, por tanto sus atractores pasados
coinciden con el atractor futuro de las configuraciones que se expanden perpe-
tuamente (Figuras VIII.1.1.2-VIIL.1.2.4). Como se menciond anteriormente, las
curvas retornan al atractor siguiendo una trayectoria diferente. En la configura-
cion “loitering” que se examind (Figura VIIL.2.3.7), las trayectorias del espacio de
fases emergen desde el mismo atractor pasado (FA) como todas las curvas para
capas que se expanden desde una singularidad, pero como las capas se vuelven
asintéticamente estdticas z, — 0 las trayectorias evolucionan hacia QW Q ® 3@ -
». En la proyeccién homogénea (panel (a) de la Figura VII1.2.3.7) las trayectorias
son indistinguibles de aquellas que alcanzan estos valores divergentes en confi-
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guraciones de expansién/colapso (Figura VIIL.2.5.), pero en la proyeccién inho-
mogénea (panel (b) de la Figura VIII.2.3.7) las curvas tienen un comportamiento
diferente: alcanzan 8% — o por diferentes caminos y convergen a xx. Este efecto
es una caracteristica inherente de inhomogeneidad y no ocurre en diagramas de
espacio fase FLRW de modelos “loitering”.

La dinamica de modelos A-LTB no es muy diferente (hablando cualitativamen-
te) de la de los modelos FLRW homogéneos que se generalizan. Esencialmente, el
atractor pasado es un estado cercano a FLRW espacialmente plano y de autosimi-
laridad, mientras que el atractor futuro es estado de De Sitter dominado por A.
Los dos efectos mas significativos debidos a la inhomogeneidad de los modelos
A-LTB son:

a) La posibilidad de acomodar patrones cinemdticos totalmente diferentes en la
misma configuracion espacio tiempo (véanse figuras VIII.3.8 y VIIL.3.1.9). Sin
embargo, aun cuando los patrones cinematicos de todas las capas sean cua-
litativamente similares, cada espacio tiempo A-LTB tnico puede entenderse
como un modelo inhomogéneo compuesto por algin tipo de superposicion
de modelos FLRW (pues la trayectoria espacio fase de cada cono de luz comévil
puede ser proyectada por (65) en la trayectoria espacio fase de un modelo
FLRW 0nico).

b) La asimetria en las evoluciones desde un atractor pasado y un punto de retor-
no y desde ese punto hacia el mismo atractor, que se convierte en un atractor
futuro (véanse paneles (b) de las Figuras VII1.2.5 y VIIL.2.2.6).

Sin embargo, a pesar de las simplificaciones en que se incurre al asumir una
simetrfa esférica y movimiento geodésico, el estudio del presente sistema dindmi-
co claramente muestra que aun niveles idealizados de inhomogeneidad proveen
grados de libertad adicionales que pueden ser muy ttiles para construir modelos
sencillos de inhomogeneidades astrofisicas y cosmoldgicas.
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investigacién interdisciplinario e interinstitucional de la UAEM y de la UNAM, de modelos
de neuronas de integracién y disparo gobernados por una ecuacién diferencial de la forma

dx
— :F t’
7 (¢, %)

OSCILACIONES NO LINEALES

| funcionamiento organico de un sistema complejo es posible gracias a la sincro-

nizacién de sus diferentes componentes o subsistemas. Es asi que el estudio de
sistemas interactuantes constituye un tema central en cualquier disciplina cientifica.
Sin embargo, el andlisis matematico de estos sistemas es un problema dificil; de he-
cho, el estado actual del conocimiento —cientifico y matematico— ain dista mucho de
poder comprender todos los posibles comportamientos de los sistemas complejos. El
problema radica, por un lado, en la gran cantidad de componentes, variables y paré-
metros que pueden estar interactuando, lo que obliga a analizar simplificaciones del
problema; y por otro, a que las interacciones generalmente son no lineales. Un paso
fundamental en el estudio de estas cuestiones es analizar el forzamiento de oscilado-
res no lineales, asunto sobre el cual se ha vertido una gran cantidad de trabajo.

Grosso modo, podemos afirmar que en la naturaleza solamente hay dos tipos de
dindmicas: las que presentan oscilaciones o las méds o menos impredecibles, como
las que se observan en los llamados sistemas cadticos. De hecho, a ciertas escalas
el universo pareciera presentar algtin orden regido por leyes precisas (razén por
la cual se le llama Cosmos). El entendimiento humano ha permitido ir descifrando
algunas de estas leyes y (parcialmente) comprender este Cosmos, lo que, a su vez,
ha redituado en alcanzar altos niveles en materia de tecnologia y salud.

Esto ha sido posible gracias a la capacidad de abstraer y modelar sistemas
dinamicos. La modelacién de las dindmicas oscilatorias ha sido un reto y una in-
quietud presente en la mente de los investigadores desde los inicios de la ciencia
moderna; ha sido también, en buena medida, el motor del desarrollo del calculo
diferencial y el andlisis matematico, entre otras dreas de la matematica.

Ya Kepler, en 1609y 1619, dio uno de los primeros modelos matematicos, las
famosas Leyes de Kepler, que explican de manera satisfactoria el movimiento de
los planetas. En el siglo XvII, Newton y Leibniz crearon el calculo diferencial, lo
que hizo posible dar un salto cualitativo en la modelacién matematica de las leyes
fisicas que gobiernan la dindmica del movimiento planetario y otros sistemas fi-
sicos. El siglo XIX fue toda una explosién de resultados tedricos y experimentales
en fisica y matematicas; el afortunado encuentro que tuvieron el andlisis y la geo-
metrfa dio lugar a herramientas muy poderosas, como el andlisis de Fourier, las
ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales, la topologia, los grupos de Lie y
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muchas otras. Esto permitié el desarrollo de modelos mas sofisticados, como las
leyes de Maxwell del electromagnetismo, sistemas hamiltonianos y la teorfa de la
relatividad, por mencionar solamente algunos de los mas conspicuos, los cuales
han permitido una mejor comprensién del mundo fisico.

En la modelacién de las oscilaciones esencialmente se presentan dos proble-
mas: por un lado, modelar sistemas que presentan oscilaciones autosostenidas
(esto es, auténomas de cualquier estimulo externo; a estos sistemas se les llama
osciladores), y por otro, determinar lo que sucede cuando estos sistemas son some-
tidos a perturbaciones o estimulaciones (forzamientos) por parte de otros siste-
mas, y el acoplamiento de varios osciladores. Un problema tipico de esto tltimo
es: si un oscilador recibe un estimulo periédico, determinar condiciones para que
la respuesta del sistema esté sincronizada con el estimulo.

Sin embargo, la gama de comportamientos oscilatorios que se observan en los
sistemas de la vida real es muy grande y algunos son muy complejos. Tenemos,
por ejemplo, el tipo de oscilaciones llamadas por Van der Pol de relajacidn, estu-
diadas por éste y muchos otros autores (1926; Cartwright, 1952) con resultados, a
decir verdad, todavia muy modestos. La complejidad de estos sistemas es la razén
por la cual, para muchos sistemas importantes, todavia no es posible tener mode-
los cientificamente satisfactorios o que sean realmente Ttiles, ya que mucha de la
modelacién hecha ocurre en escenarios muy simplificados -modelos lineales, por
ejemplo—, o en los que su aplicabilidad esta restringida a casos muy especiales o,
por el contrario, por su excesiva complejidad o un alto costo en su uso, los hace
practicamente inmanejables.

Desde el punto de vista del analisis matematico, la complejidad de los modelos
de osciladores se debe a que éstos suelen ser no lineales y de dimensién mayor
que uno. Cominmente, los osciladores se modelan en términos de un sistema de
ecuaciones diferenciales auténomo de la forma

% = F(x)
con F: R" — R" como los sistemas unidimensionales no son capaces de presentar
oscilaciones auténomas, ya que todas sus soluciones son monétonas, oscilacio-
nes autosostenidas ocurren en sistemas con al menos dos variables de estado
interactuando (N > 2). En la estructura del modelo, el forzamiento se traduce
enunadependencia temporal del sistema de ecuaciones diferenciales, de donde un
modelo minimal de oscilador forzado tendra la forma

dx
E _f(t; X, y)
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D _
dt - (ty x; y)

No obstante, existen otras alternativas para modelar osciladores, como discu-
tiremos mas adelante.

I. NEURONAS DE INTEGRACION Y DISPARO

La membrana celular es un sistema excitable que dispara un impulso eléctrico
(potencial de accion) cuando un pulso breve supraumbral de corriente eléctrica le es
aplicado. Si en lugar de un pulso, una corriente eléctrica continua / es aplicada,
la célula dispara trenes periddicos de potenciales de accion; es decir, periddica-
mente el voltaje a través de la membrana celular se incrementa, alcanza el umbral
y vuelve al reposo otra vez. Desde este punto de vista, la neurona actiia como un
transductor convirtiendo la intensidad / de la corriente continua aplicada a una
sefal periddica con frecuencia caracteristica w(/).

El estudio de la respuesta de las células nerviosas a una corriente eléctrica
aplicada es un problema familiar en fisiologfa. Es bien conocido entre los fisi-
logos que la frecuencia del tren de oscilaciones aumenta con la intensidad de la
corriente I (en ciertos intervalos de intensidad). Este hecho puede ser claramente
entendido con la ayuda de modelos incluso tan sencillos como el de la neurona
mecanica, discutido mas adelante.

Algunas neuronas (marcapasos neuronales) tienen una actividad periddica es-
pontanea. Estas exhiben patrones de distribucién muy variados, incluyendo rafa-
gas de oscilaciones, en lugar de trenes de oscilaciones sencillos (Baer et al., 1995).

Como la forma (curso temporal) y el tamafo de los potenciales de accién son
caracteristicos de cada célula, no es necesario monitorear el voltaje de membrana
durante todo el tiempo que dura el evento, sino solamente la sucesién de tiempos
{T,} de los disparos del potencial de acciéon. Esto es equivalente a imaginar los dis-
paros como procesos instantdneos. Esta idealizacion de comprimir el tiempo, y la
correspondiente reduccion del andlisis al estudio de sucesiones temporales, es util
para estudiar procesos en los cuales fenémenos estereotipicos ocurren recurrente-
mente. El concepto ideal de tiempo de disparo T, y sucesion de disparo {T .}, emergen de
esta idea de compresion temporal. A un sistema excitable junto con la compresiéon
temporal ideal es a lo que llamamos neurona u oscilador de integracion y disparo.

a) Neurona mecanica

Como un paradigma de una neurona de integracién y disparo consideraremos
un sistema mecanico simple, al que llamaremos la neurona mecanica (Mendoza
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et al., 1998): considérese un subibaja como se muestra en la Figura I.1: un lado
de la balanza tiene un contenedor que recibe agua de una llave a una razén
constante; en el lado opuesto, la balanza tiene un contrapeso h. Suponiendo una
adecuada relacién entre sus constituyentes, esta neurona mecdnica transluce la in-
tensidad del flujo continuo de agua en la sefal periddica de las descargas del
contenedor de agua.

Figura I.1
Neurona mecanica

Descarga de agua = &(¢n)

Llamando v(f) el peso del agua en el contenedor al tiempo ¢ entonces, mien-
tras v(t) <h, tenemos v(t) = vg + It, donde vy = v(0). Después, una descarga vacia
el contenedor a un nivel de reposo (v); desde ese peso, el contenedor reanuda su
incremento de peso hasta alcanzar el umbral una vez mas. Si hacemos una modi-
ficacién mas al sistema agregando un elevador, como se muestra en la Figura 1.2,
obtenemos un sencillo sistema mecanico forzado que simula la dinamica de una
célula nerviosa periédicamente forzada (Mendoza et al., 1998).

Figura 1.2
Neurona mecanica forzada

~ =)
K NV —
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II. FORZAMIENTO Y SINCRONIZACION

Es un hecho que en la naturaleza interactian innumerables sistemas y subsiste-
mas de las dindmicas mas variadas. Con frecuencia, un sistema que perturba a un
segundo, se ve a si mismo perturbado por ese otro en una retroalimentacién en
ocasiones incesante. En otros, debido a estimulos externos, el comportamiento de
un sistema se ve afectado sin que éste, aparentemente, influya en aquéllos.

En algunos sistemas pueden identificarse varios componentes oscilatorios que
interactiian. Esta interacciéon puede ser muy complicada, pero generalmente la
sincronizacion juega un papel muy importante. El tipo més general de sincro-
nizacién es en el que los diferentes componentes del sistema tienen frecuencias
conmensurables; es llamado sincronizacion racional (Carrillo, 1984).

El fenémeno de sincronizacién racional es abundante en el campo de la mi-
sica. Es también conocido que, cuando escuchamos musica, el latido de nuestro
corazén tiende a sincronizarse racionalmente al ritmo de ella. El latido del cora-
z6n mismo es causado por la accién sincrénica de un gran nimero de osciladores
individuales a nivel celular. Aparentemente, algunas enfermedades del corazén
como extracistole (saltarse un latido) o fibrilacién (el corazén deja de latir) son
causados por la pérdida de sincronizaciéon entre los diferentes centros oscilato-
rios.

En un oscilador forzado periédicamente, la sincronizaciéon racional se da
cuando el periodo de la respuesta del sistema es conmensurable con el periodo,
T, del forzamiento.

IIT. MODELACION DE NEURONAS DE INTEGRACION Y DISPARO

El modelo mas comiin para estudiar estimulaciones de neuronas de integracion y
disparo es construido usando una ecuacién diferencial de la forma (1)

dx
—=F(tx
5~ 6

Esta ecuacion es usada para modelar el proceso de integracién (o acumula-
cién) de una variable de estado, v, hasta que el valor umbral v; es alcanzado y el
sistema dispara una respuesta que relaja el valor de v a su valor de reposo, vg, por
medio de la condicion de disparo o salto (2)

limv('c) = vp cada tiempo, T, para el cual v(t) = vy

t—1*
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Es decir, v(t) es una funcién discontinua: mientras vg < v(f) <vr, v es igual a la
solucion de la ecuacién diferencial (1) que satisface la condicién inicial x(t) = 0
sus discontinuidades son de salto y van del valor umbral v al valor de reposo vg
como lo indica la condicién de disparo (2).

Denotemos por x({, T, n), a la solucién de (1) que satisface la condicién inicial
x(t) = n El sistema dispara desde el tiempo inicial 7, si T es tal que la solucién x(Z,
T, 0) alcanza el valor umbral vy para alguna ¢ mayor que t. Obsérvese que pueden
existir tiempos T para los cuales el sistema nunca dispara: x(,, T, 0) # v7 para toda
¢t > . La repeticién sucesiva del proceso de acumulacion y relajacién mediante
la condicion de disparo genera la secuencia de tiempos de disparo {t,} (véase
Figura I11.3).

Figura IIL.3
Sucesion de disparos de una neurona de integracion
y disparo modelada por un modelo diferencial

v

\

0 % 8] to tg 4 t

a) El modelo KHR

J. P. Keener, F. C. Hoppensteadt y J. Rinzel (Keener et al., 1981) analizaron un
modelo de integracion y disparo de la respuesta de una membrana nerviosa a un
forzamiento periédico, previamente estudiado por otros autores (Knight, 1972;
Rescigno et al., 1970). El modelo describe la evolucion del potencial de membra-
na v(f) en su proceso de acumulacién hasta alcanzar un valor umbral vy y emitir
un disparo (potencial de acciéon). Después del disparo, el potencial de membrana
regresa a un valor de reposo y el proceso se repite. El modelo matematico que
ellos formulan es
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%z—yv + 8o+ Sy cos(wt + @)

y condicién de disparo (3)
v(tt) = 0siv(t) = vy,

donde §j es el promedio del estimulo aplicado y S,,, w y ¢ son la amplitud, fre-
cuencia y fase del estimulo, respectivamente.

Después de un cambio de variable y el reescalamiento de los pardmetros, el
analisis se reduce al estudio de las posibles dindmicas generadas por la funcién
de disparo del modelo diferencial

x=-0x+ S + H cos(2mt)

con umbral normalizado a uno: vr = 1. La interpretacién del modelo puede ser la
de un oscilador auténomo gobernado por la ecuacién x = —ox + Sy la condiciéon de
disparo (3), sujeto al forzamiento arménico H cos(2nT).

IV. FUNCIONES DE DISPARO

Se tiene una funcion a, la funcién de disparo, que asocia a cualquier tiempo ini-
cial T (del cual el sistema dispare), el valor a(t) del tiempo de disparo, que es el
minimo tiempo mayor a T en el cual la variable de estado del sistema alcanza su
valor umbral. Para simplificar la exposicién supondremos que el valor de reposo
es cero: vg = 0, y que el valor umbral, vr, es igual a uno.

Definimos la funcién de disparo del modelo diferencial dado por (1) y (2)
como

a(ty =min {{ >t:x(; 1, 0) =1}

Esta funcion genera, mediante iteraciones, la familia de sucesiones de disparo
del modelo; si para todo tiempo inicial T, el sistema dispara (i.e. el dominio es
D, = N), la secuencia de disparos {t,} estd bien definida para todo nEN vy las
secuencias de disparo son las 6rbitas, en la recta real, del semi-sistema dindmico
discreto en R determinado por la funcién de disparo a. Puede ocurrir que para
algunos tiempos iniciales T € R, el sistema no dispare (D, es un subconjunto propio
de R). En el caso en el que D, esté contenida en la imagen de la funcién de disparo
a, la sucesién de disparo {¢,} esta bien definida para toda nEN y son las érbitas del
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semi-sistema dindmico discreto generado por la funcién a. La funcién de disparo
puede definirse sin mayor problema en el dominio donde el sistema si dispara,
pero no siempre las sucesiones de disparo definen un semi-sistema dinamico y se
pueden tener sucesiones finitas de disparos, fenémeno conocido como muerte del
oscilador.

V. SINCRONIZACION Y FUNCIONES EN LA CIRCUNFERENCIA

La mayor parte de la investigacién acerca de los sistemas forzados ha centrado su
atencién en el caso de estimulacion o forzamiento periédico. Para las neuronas de
integracién y disparo esto significa que la sucesion de disparo, {¢,}, es periddica
(tn+q = t, + P, para algtin entero positivo ¢, algtin real positivo Py para toda n)
y su periodo P es un multiplo entero del periodo del forzamiento: P = pT. En
otras palabras, por cada p ciclos del forzamiento, el sistema produce ¢ disparos,
y el proceso se repite, de modo que los siguientes disparos se dan siempre en las
mismas fases, esto es t,+, =t, mod(T). Llamamos a q el periodo y a p la envolvencia
de la sincronizacién.

Para una neurona de integracién y disparo peridédicamente forzada, la sucesion
de fases de disparo, {x,}, es obtenida tomando la clase residual, médulo 7, de la
sucesion de disparo: x, = ¢, mod T (0 <x, <T), donde T es el periodo del forza-
miento. La funcién de fases de disparo es la funcién definida por

a(x) = a(x) mod(T)

La sucesién x, = t, mod(T) estd contenida en el intervalo [0, T) y estd formada
por las fases en las que se dan todos los disparos del sistema respecto al ciclo del
forzamiento. En el caso de sincronizacién racional, la sucesion de fases de disparo
es finita (x, = x,+, para toda n). Este tipo de sincronizacién es llamada también
phase locking por otros autores (Pérez y Glass, 1982).

En el modelo, forzamiento periddico significa que F es periddica en la variable
t: F(t + T, v) = F(t, v). Como F es periddica en ¢ es bien conocido que si v(f) es
una solucién del modelo diferencial (1), entonces v(t + T) es también solucién
(Coddington y Levinson; 1955 Hale, 1969). A partir de este hecho se pueden
probar las siguientes afirmaciones (Mendoza et al., 1998)

()D, =Dy + T

(i) at+T) = alt) + T
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Las consecuencias de estos hechos son importantes: cuando D, = R, podemos
pensar a la funcién de disparo, a, como un levantamiento de una funcién de gra-
do uno en la circunferencia, tal funcién viene siendo precisamente la funciéon de
fases de disparo. Tenemos asi el siguiente resultado (Mendoza et al., 1998): Las
secuencias de fases de disparo {x,} de una neurona de integracion y disparo periodicamente
forzada son las drbitas de un semi-sistema dindmico en la circunferencia, generado por la
funcion de fases de disparo, si D, = R.

Visto de este modo, las propiedades sincrénicas de la respuesta del oscilador
al forzamiento periédico estan codificadas en la funcién de fases de disparo. La
sincronizacion se revela como la existencia de 6rbitas periédicas atractoras. El pro-
blema de estudiar las propiedades de sincronizacién del sistema al forzamiento pe-
riédico se vuelve ahora un problema técnico de funciones en la circunferencia: si la
funcién de fases de disparo es un homeomorfismo, la teorfa del nimero de rotacion
de Poincaré es una herramienta util para detectar 6rbitas periédicas atractoras. Si
la funcién de fases de disparo no es un homeomorfismo, pueden ser utilizadas ge-
neralizaciones de la nocién de nimero de rotacién. En la siguiente secciéon haremos
un breve resumen de los aspectos més relevantes de estas teorfas.

VI. TEORIAS DE ROTACION

Si la funcién de disparo es un homeomorfismo de la circunferencia, el nimero de
rotacion de Poincaré (4)

(@) = nli_r)noo a”(s)

mod 1

n

es util para determinar la existencia de orbitas periddicas (Nitecki, 1971): si este
nimero es un racional p/q la funcién tiene érbitas de periodo ¢; més atn, si la
funcion de fases de disparo no es una rotacion, entonces tiene orbitas periddicas
atractoras, lo cual, como hemos dicho, interpretamos como sincronizacién. Cuan-
do el nimero de rotaciéon no es racional, entonces todas sus 6rbitas son aperié-
dicas y densas en todo el circulo o en un subconjunto de Cantor. En este caso no
tenemos sincronizacion del oscilador con el forzamiento.

Sila funcién de fases de disparo no es un homeomorfismo, se requiere genera-
lizar el concepto de niimero de rotaciéon. Cuando la funcién es continua pero no
monotona, el limite (4) depende del punto donde es calculado. Esto nos da un in-
tervalo cerrado de niimeros de rotacion (Newhouse et al., 1983; Ito, 1981). Por cada
numero racional p/q en este intervalo, la funcién de fases de disparo tiene al menos
una drbita periédica de periodo ¢ (Misiurewicz, 1982), pero la mayoria de ellas son
inestables. Algunos resultados, en su mayoria numéricos, muestran que es posible
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la coexistencia de orbitas periddicas atractoras de diferente periodo (Pérez y Glass,
1982; Boyland, 1986), fenémeno conocido como multiestabilidad; también es posible
la existencia de atractores cadticos e, inclusive, la coexistencia de atractores perié-
dicos y cadticos (Martinez-Meckler et al., 1986). Es interesante notar c6mo, en este
caso, la teorfa nos muestra la posibilidad de tener diferentes sincronizaciones, de-
pendiendo de la condicién inicial del oscilador forzado. Es mas, cabe la posibilidad
de tener osciladores forzados para los cuales algunas condiciones iniciales daran
lugar a sincronizacién y otras a comportamientos caéticos.

Sila funcién de fases de disparo es monétona pero no continua, el nimero de
rotacién queda también bien definido por un limite andlogo a (4). En este caso
se tiene una vez mas que, si pEQ, entonces existen orbitas periédicas atractoras
(salvo en el caso de rotaciones), y si p&Q las 6rbitas son densas en un conjunto de
Cantor (Keener, 1980). Aqui, como en el caso de homeomorfismos, ntimero de ro-
tacion racional implica sincronizacion. Hasta donde nosotros sabemos, no existe
en la literatura una teorfa desarrollada para estudiar el caso en el que la funcién
de la circunferencia no es ni monétona ni continua.

De acuerdo con los resultados de estas teorfas, para estudiar las propiedades
de sincronizaciéon de un sistema de integracién y disparo periédicamente forzado,
necesitamos elementos que nos permitan determinar la regularidad (continuidad
e inyectividad) de la funcién de fases de disparo. Al trabajar sistemas con pardme-
tros, se tiene una familia parametrizada de funciones de fases de disparo o;. En
el espacio de parametros podemos considerar las siguientes cuatro regiones, de
acuerdo con la regularidad de la funcién de fases de disparo:

I. Donde a(f) es un homeomorfismo,
II. donde a(t) es continua,
III. donde a(f) es inyectiva 'y
IV. donde a(f) no es ni continua ni inyectiva.

El discernimiento de estas regiones de regularidad también tiene importancia
por otras razones; en el espacio de parametros se tienen diferentes zonas de sin-
cronizacién (llamadas también lenguas de Arnold): por cada racional g se considera
el conjunto de valores del pardmetro tales que la funcion de fases de disparo tiene
una 6rbita atractora de periodo ¢y envolvencia p (Guzman, 1994). En cada una de
las regiones de regularidad, la estructura de las lenguas de Arnold tiene propie-
dades distintas: de acuerdo con la teoria del niimero de rotacién y sus generali-
zaciones: en las regiones Iy III las lenguas no pueden intersectarse; en la region
IT las zonas de sincronizacién pueden intersectarse, reflejando el fendmeno de
multiestabilidad; en la regién IV conjeturamos la existencia de multiestabilidad
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pero no tenemos ningun resultado teérico que respalde esta afirmacién. Es in-
teresante sefialar aqui que el andlisis de las lenguas de Arnold comtinmente sélo
puede hacerse con la ayuda de computadoras, y, atn as, el esfuerzo computacio-
nal requerido es considerable.

VII. TEOREMAS DE REGULARIDAD

Como ya se menciond, para poder emplear la teorfa del nimero de rotacion en el
estudio de la sincronizaciéon de neuronas de integracién y disparo periédicamente
forzadas, es muy importante determinar la continuidad y la inyectividad de las
funciones de disparos. En Carrillo y Ongay (2001) se estudian condiciones bastan-
te generales que determinan continuidad e inyectividad de la funcién de disparo.
Hemos llamado a los resultados que caracterizan esas propiedades Teoremas de
regularidad. Las demostraciones rigurosas de los teoremas de continuidad e in-
yectividad se pueden encontrar en la referencia citada o en Ongay (2000).

Teorema (Teorema de inyectividad). La funciéon de disparo @ es inyectiva en
int(D,) sty sélo si F(¢, 0), para toda t€Eint(Da).

Teorema (Teorema de continwidad). La funcién de disparo a es continua en int(D,)
siy sélo si F(¢, 1) > 0 para toda ¢ tal que x(¢, T, 0) = 1 para alguna t€int(D,).

a) Aplicacién al modelo KHR

Con el fin de ilustrar el uso de los teoremas de regularidad, en esta seccién los
aplicaremos al andlisis de las regiones de regularidad del modelo KHR. Para este
modelo F(¢,x,\) = —ox + § + H cos(2nt) , con A = (o, S, H) un vector de parame-
tros. Aqui, F(¢, 0) >0 para toda ¢ siy sélosiS —H >0y F(t, 1) >0, para toda ¢ siy
solosi o + § - H > 0. La ecuacion diferencial del modelo KHR tiene una solucion
periddica asint6ticamente estable, a saber

S H H .
o(t) = Sy —Ocos 27t + _ 2l sin 27t
O o2 +4n o2 +4m

=—+ S sin(2mt + f3)

° o +4m°
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En Mendoza et al., (1998) se muestra que se tiene la siguiente dicotomia:

Si
Max ¢ > 1,

el sistema dispara una vez que ha sido establecida cualquier condicién inicial
(D, = R) mientras que si

Max [¢@)] < 1,
para algunas condiciones, el sistema no dispara o produce secuencias finitas de

disparos.
Para el modelo KHR

S H
Max{o(t)] ==+ ——
© ‘\/02 + 4312
La condicion
S H
R -

o ‘\/cs2 + 4572

define una superficie contenida en el espacio de parametros.

De acuerdo con el teorema de continuidad y la dicotomia, la regién del espa-
cio de parametros donde la funcién de disparos a es continua en todo R queda
delimitado por las condiciones:

i)S-H>o
S H
ii)—+f>l
o o2 +4x>

La igualdad
S-H=o0

determina un plano en el espacio de pardmetros (o, S, H) que cruza el plano
o= 0alolargo delarecta S = Hy el plano H = 0 alo largo de larecta S = o.

Para el modelo KHR, si H > 0 entonces la condicién § — H > o implica que
Max[¢(£)] > 1. Asi, si H > 0 la condicién § — H > ¢ es suficiente para tener la
continuidad de la funcién de disparos a(t) en todo R.
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Como F(t,0) > 0 para toda ¢, siy sélo si
S>H

entonces los puntos (o, S, H) que estan sobre o bajo el plano § = H determinan,
de acuerdo con el teorema de inyectividad, sistemas con a(f) inyectiva.

b) Particion del espacio de parametros

Como hemos visto, el espacio de parametros puede ser dividido en regiones que
se encuentran arriba o abajo de las superficies descritas anteriormente. Estas su-
perficies, al intersectarse, determinan regiones en el espacio (o, S, H), en donde
la funcién de disparos tiene caracteristicas cualitativamente diferentes.

En la figura VIL.4 se muestran cinco regiones [I, II, III, IV, V] determinadas
por las superficies discutidas anteriormente. En estas regiones el sistema tiene las
siguientes propiedades (Mendoza et al., 1998):

I. @ es un homeomorfismo en R

S,__H
© ‘\/02 +4m°

II. a es discontinua e inyectiva en R

S H
—+———==1yS=H
© ‘\/02+4n2

III. @ es discontinua y no inyectiva en R
) + 7 =lyS<H
o 2 2

Vo© +4n

IV. D, es un subconjunto propio de R (vacio o unién de intervalos)
S + " <lyS<H
o 2 2

Vo© +4n

zlyS-o=zH

V.D,=N

S H
—+———<1yS=zH
° \102+4n2
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Figura VI1.4
Regiones de regularidad del modelo KHR

Ve
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ANALISIS CAOTICO DE LAS TRES VARIABLES
MACROSCOPICAS DE TRAFICO VEHICULAR

Oscar A. Rosas-Jaimes™

Resumen

El trifico de vehiculos automotores puede ser modelado a través de tres bien conocidas
variables: la densidad £, el flujo ¢ y la velocidad v. Como muchos fenémenos, la naturaleza
de este tipo de trafico es no lineal, exhibiendo diversos aspectos de esta categorfa, tales
como el comportamiento caético.

Este documento muestra un modelo matematico clasico obtenido de relaciones y re-
presentaciones graficas entre estas variables, las cuales a su vez se usan para llevar a cabo
andlisis que transitan entre comportamientos estables, periédicos y cadticos.

Palabras clave: Sistemas no lineales, trafico vehicular, comportamiento caético, atractores,
exponentes de lyapunov.

INTRODUCCION

| trafico o circulacion de vehiculos tiene una presencia tal en cada aspecto
de la movilidad de personas y productos que ha llegado a ser un fenémeno
por si mismo. La fisica de este trafico puede ser modelada a través de diferentes
aproximaciones. Debido a sus caracteristicas probabilisticas, puede representar-
sele como un conjunto de modelos estocasticos (Wohl y Martin, 1967), pero es
innegable que el trafico observa reglas y relaciones que muestran un caracter

* Ingenierfa de Transporte. Profesor de Tiempo Completo, Universidad Auténoma del Estado de
México, Instituto Literario 100, Col. Centro. C.P. 50000. Toluca, México. Correo electrénico: <oscar.
rosasjaimes@yahoo.com>.
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deterministico (May, 1990). Esta naturaleza ambigua conduce a adaptar el mejor
esquema dependiendo de las necesidades de planeacion, investigacién o disefio.

Muchos especialistas en transito o trafico vehicular prefieren seguir categorias
mas practicas que involucran mediciones y variables. En esta forma, el trifico
puede ser explicado a través de sus unidades individuales, los vehiculos o grupos
relativamente pequeios de estos mismos espaciamientos, a través de sus posicio-
nes, velocidades o aceleraciones, obteniéndose modelos microscépicos (Zhang y
Jarret, 1997). Este tipo de modelos tiene la ventaja de enfocarse en detalles finos,
haciendo posible la distincion entre diferentes clases de vehiculos, el modelado
de caracteristicas individuales y aun la simulacién de estilos de conduccion (Trei-
ber y Helbing, 2001). Sin embargo, estas ventajas son al mismo tiempo obstaculos
en otras circunstancias, dado que son dificiles de analizar bajo una perspectiva
global.

Muchas veces los modelos de tipo acumulativo se usan en redes de caminos de-
bido a que en ellos el trafico necesita ser simulado o analizado como un continuo,
usando variables promediadas o agregadas, cuyos valores puedan ser modelados,
simulados, analizados y controlados macrocépicamente, como un fluido com-
puesto por vehiculos (Lighthill y Whitham, 1955b; Richards, 1956). Este punto
de vista permite el manejo de vastos conjuntos de caminos existentes hoy en dia,
tornandose en la principal razén de su uso extenso por muchos profesionales,
desde sus primeros desarrollos hasta nuestros dias (May, 1990).

Un primer aspecto de la naturaleza del trifico, independientemente del tipo
de modelo que se use, es que es no lineal. Como consecuencia, el trafico puede
exhibir un comportamiento caracteristico, con nodos estables, saturaciones o tra-
yectorias periddicas, las cuales aparecen cuando las condiciones o los parametros
varian, transitando a través de todos esos posibles estados hasta alcanzar uno
donde el cardcter deterministico de los modelos llega a hacerse impredecible
debido a lo que se conoce como sensibilidad a las condiciones iniciales, es decir,
se convierte en un estado caético (Hillborn, 2000).

El presente trabajo se aboca al analisis de este tltimo tipo de comportamiento,
pero pone atencién también a las posibles trayectorias que pueden ser observadas
cuando un pardmetro del modelo es modificado. El analisis propuesto aqui se
basa en los asi denominados diagramas fundamentales, que son representaciones
gréficas de las principales variables macroscépicas de trafico. La seccién II des-
cribe estas representaciones en modo extenso.

Los diagramas fundamentales tienen una forma bien identificada, pero sus
formas exactas dependen del modelo de trafico sobre el que estén calculados.
En este caso se usa un modelo clasico y bien conocido (Greenberg, 1959). Aun
cuando se ha demostrado que dicho modelo no se ajusta a valores considerados
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no congestionados o de circulacién libre, para la variable velocidad provee una
aproximacion suficiente y sencilla para emular valores promedio de velocidad v,
densidad % y flujo ¢ de una corriente de vehiculos circulando en una carretera.
La seccion III describe al modelo que se usa en este articulo, asi como algunos
aspectos generales de las variables involucradas.

La contribucién principal de este escrito es el analisis del trafico a través de las
trayectorias que pueden ser logradas por la variacién de alguno de sus parame-
tros nominales, lo que es equivalente a la modificacién del sistema y de sus con-
diciones, como cuando la capacidad de una carretera permite un volumen mas
pequeio o mas grande de vehiculos, o como cuando las condiciones ambientales
permiten o restringen las posibilidades de conduccién.

Este analisis se lleva a cabo sobre los diagramas fundamentales que pueden
obtenerse del modelo descrito. Muchos otros documentos (Low y Addison, 1998;
Lo y Cho, 2005; Villalobos et al., 2010) elaboran andlisis de trayectorias caéti-
cas sobre sistemas que modelan trafico, pero estain mas bien relacionados con
modelos microscopicos y no con macroscopicos. Por otra parte, y a diferencia
de otros trabajos donde solamente es tomado en cuenta el diagrama fundamen-
tal flujo-densidad (g-), en el presente documento los diagramas fundamentales
velocidad-densidad (v-£) y velocidad-flujo (v—¢) también se han incluido, se rea-
lizan simulaciones sobre estos tres diagramas y sus respectivas discusiones son
atendidas en la seccién 1V.

En la seccion V se extienden estos analisis llevados a cabo midiendo el caracter
cadtico del fenémeno, asi como la velocidad de divergencia de trayectorias cerca-
nas, usando exponentes de Lyapunov, los que se encuentran directamente relacio-
nados con la naturaleza no lineal del modelo usado, siendo al mismo tiempo un
indicador cualitativo del comportamiento estable o caético del sistema.

Al final se exponen algunos comentarios obtenidos como conclusién de los
principales resultados a los que se llega con este trabajo.

I. DIAGRAMAS FUNDAMENTALES

Los modelos de transito o trafico vehicular surgen principalmente de una nece-
sidad de entender fendmenos que tienen fuertes implicaciones en aspectos eco-
ndémicos y sociales de la vida moderna, especialmente cuando la fisica de tales
fenémenos tiene que ver con el incremento en la frecuencia de la congestion en
vias de transito. Los primeros intentos para producirlos comenzaron con aproxi-
maciones estadisticas y con analogias con otros fenémenos fisicos (Wohl y Martin,
1967), (Lighthill y Whitham, 1955a; Lucic¢ y Teodorovi¢, 2002), con la intencién
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de que se ajustaran con datos reales, los cuales parecian seguir curvas que comen-
zaron a ser llamadas diagramas fundamentales.

La Figura 1.1 muestra las gréficas flujo-densidad, velocidad-densidad y ve-
locidad-flujo para un modelo de relacién lineal entre velocidad y densidad, del
cual las otras dos relaciones se pueden obtener (May, 1990). Estas funciones son
idealizaciones de puntos verdaderos que representan los valores de las variables
macroscopicas de trafico de vehiculos y su utilidad se basa en que son las mejores
aproximaciones entendibles para cualquier conjunto de graficas macroscépicas
de trafico.

En un modelo macroscépico para trafico en circulacién, la velocidad (v) es
definida como la velocidad del frente de onda de vehiculos, muchas veces con-
siderada como la maxima velocidad alcanzada por el promedio de los autos en
movimiento. Cuando la congestién aparece, puede ser mas valioso conocer la
velocidad del frente en retroceso de la congestién (w), una cantidad que mide un
frente de onda que se mueve en la direccion opuesta al flujo del trafico (Daganzo,
1994). Sin embargo, pocos trabajos hacen uso de esta cantidad (Rosas-Jaimes y
Alvarez, 2007).
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Figura L.1. Griéficas de relaciones fundamentales entre flujo (), velocidad (v) y densidad (k).
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Los flujos ¢ son cantidades relacionadas con un conjunto de vehiculos que se
mueven con respecto al tiempo. Puede ser un niimero de automéviles atravesan-
do un punto en un periodo de tiempo o un conjunto de autos atravesando una
seccién de carretera en un intervalo de tiempo (Cal y Mayor y Cardenas, 2007).

La densidad % es definida como el nimero de vehiculos que ocupan una sec-
cién de un carril o tramo de una carretera o cualquier otro tipo de camino. La
medicion directa de la densidad puede obtenerse por fotografias aéreas, image-
nes videograbadas o por observaciones in situ, limitando la longitud de un camino
y contando los vehiculos presentes en él en determinado momento (Thamizh y
Dhivya, 2010).

Estas tres cantidades se encuentran relacionadas en una forma simple a través de

g =k (1)

y las relaciones entre parejas de ellas se representan en la Figura I.1. La forma de
estas curvas es bastante descriptiva y al mismo tiempo idealizada. Depende de
casos particulares de caminos y condiciones. Cada una de ellas muestra una fun-
cién completa y continua pero es improbable encontrar el rango total de valores
de cada variable en un punto de medicién. Los datos obtenidos en la vida real
tienen discontinuidades multiples en las cuales muchas partes de estas curvas no
se encuentran presentes (Kim y Zhang, 2004).

Sin embargo, estas curvas ilustran puntos significativos. Nétese, por ejemplo,
que el flujo nulo (¢ = 0) ocurre en dos condiciones diferentes:

1. Cuando en un camino no hay autos, la densidad & y el flujo ¢ son cero. La
velocidad es tedrica y el valor del primer conductor que aparezca serd presu-
miblemente alto. Esta velocidad se representa en el diagrama fundamental
como vyy se conoce como velocidad de flujo o trdnsito libre.

2. Cuando la densidad % llega a ser tan grande que todos los vehiculos son forza-
dos a detenerse, el flujo ¢ es cero otra vez, debido a que no hay movimiento.
La densidad en esta situacién es conocida como densidad de atascamiento y
es referida como k;.

Entre estos dos extremos hay muchas condiciones de transito de automéviles.
Conforme la densidad se incrementa desde cero el flujo hace lo mismo, ya que
hay mas autos en el camino, pero la velocidad declina en valor, debido a la cre-
ciente interaccién entre vehiculos. Este decremento en la velocidad es impercep-
tible cuando las densidades y los flujos son bajos o incluso de valor mediano.
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La velocidad decrece un poco antes de alcanzar el valor de flujo méaximo. Esta
condicién se muestra en los diagramas de la Figura 1.1 como la velocidad critica o
velocidad éptima v,, 1a densidad dptima k, 'y el flujo mdximo gqy.

La pendiente de una linea recta dibujada desde el origen del diagrama velo-
cidad-flujo hacia cualquier punto en la curva representa densidad. En forma si-
milar, una linea recta dibujada desde el origen del diagrama densidad-flujo hacia
cualquier punto sobre la curva representa velocidad. Estas pendientes pueden ser
calculadas a partir de la ecuacién (1). Otra pendiente importante es la que corres-
ponde con la velocidad del frente de congestion w, no representado en la figura
pero que serfa dibujado desde el punto extremo de la densidad de atascamiento
y con una pendiente negativa.

Noétese que estos tres diagramas son redundantes debido a que una vez es-
tablecida una relacion entre una de las variables las otras dos quedan definidas.
Cada una de estas relaciones (y su respectivo diagrama fundamental) tiene su
propio campo de aplicacién. Por ejemplo, el diagrama velocidad-densidad es la
base para los modelos de flujo vehicular, debido a que para un valor de densi-
dad corresponde solamente un valor de velocidad. La relacién flujo-densidad es
el punto de partida para control de trafico, debido a que es posible identificar
facilmente aquellas regiones en las que el trafico puede ser considerado libre,
congestionado o en transicion. La relacion velocidad-flujo es util porque muestra
regiones de estos valores que pueden ser vinculados directamente con niveles de
servicio en los caminos (May, 1990; Cal y Mayor y Cardenas, 2007).

Como es posible observar en la Figura 1.1, cualquier valor de flujo distinto
del maximo puede ocurrir en dos condiciones diferentes, una con baja densidad
y alta velocidad y otra con alta densidad pero baja velocidad. La porcién de las
curvas para este ultimo caso representa la situacién congestionada, con cambios
subitos en el trifico, algunos de ellos periédicos, algunos cadticos, como se vera
més adelante.

II. MODELO DE GREENBERG

La ecuacién (1) relaciona densidad, velocidad y flujo, pero dice poco acerca de la
manera en la que los datos correspondientes se ajustan con el modelo usado, y
diferentes esquemas de ajuste han sido propuestos. Infortunadamente, los datos
de flujo de trafico parecen ser lo bastante complejos como para que ningtin mo-
delo pueda lograr un ajuste perfecto. Algunos de estos modelos son mejores que
otros para diferentes regimenes de transito.



Andlisis cadtico de las tres variables macroscépicas de trdfico vehicular 185

—
No

12

—
(=)

10

(o2
o

'
Velocidad (v)

Velocidad (v)

N

(= e

0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
Densidad (k) Flujo (q)

Flujo (q)

002 04 06 08 1
Densidad (k)

Figura I1.2. Diagramas fundamentales basados en el modelo de trafico de Greenberg con valores

normalizados.

El modelo de Greenberg fue el resultado de observar conjuntos de datos de
velocidad y densidad para tineles, especilamente aquellos que describen conges-

tionamiento (Greenberg, 1959).
Este autor correlaciona esta informacién con la analogfa hidrodinamica

(Lighthill y Whitham, 1955a, b; Richards, 1956) a partir de la ecuacién de movi-
miento de un fluido unidimensional
do i ok

Atk ox (2)

donde x es la coordenada de la distancia a lo largo del camino, ¢ es tiempo, el
parametro v, es la velocidad 6ptima o critica, v y k son las variables ya conocidas
de velocidad y densidad.

Ya que la velocidad es una funcién de la distancia y el tiempo, y por las propie-
dades de la derivacion total, la ecuacién (2) puede ser escrita en la forma
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dv ok dvak v %_

554- dk ax koox ()
La cual puede ser dividida por dv/dk para obtener

ok v. dk |0k

— 0 4

8x+v+[k dv)ax @)
Greenberg luego usa la expresion de conservaciéon de masa

kL (5)

ot ox

La cual, por (1), puede ser escrita como

ok ok, do ok _

ot 6x dk ox ©)

En esta forma, con (4) y (6) es posible describir el comportamiento de los
vehiculos.
Ya que este par de ecuaciones constituye un sistema, el autor de este modelo
obtiene una solucién no trivial
dv v
et (7
dk k
La ecuacién diferencial (7) sigue la trayectoria dada por

v=71, 1"[%] ®)

cuya funcién es mostrada en forma gréfica en la Figura I1.2 en la porcién que co-
rresponde al diagrama fundamental de velocidad-densidad, el cual, como puede
verse, calcula valores infinitos de velocidad. Aun cuando este hecho puede ser
visto como un defecto para este modelo, Greenberg pudo demostrar que para
regiones alejadas de estos valores de velocidad de flujo libre el modelo se ajusta
bastante bien.

Combinando las ecuaciones (1) y (8) resulta una relacién para la densidad £
y el flujo ¢

k-
qg=1, kl’ﬂ[?’] (9)

el cual es mostrado en la Figura I1.2 en la respectiva porcién del diagrama fun-
damental flujo-densidad.
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La grafica correspondiente a la relacién velocidad-flujo es mas facil de lograr
a través de un conjunto de valores obtenidos de los datos de flujo y densidad a
través de la ecuacion (1) en la forma

q
== (10)

La cual es representada en la porcién respectiva de la Figura II.2. Greenberg
calcul6 y analiz6 valores paramétricos tales como el flujo maximo ¢y, la velo-
cidad 6ptima v, y la densidad de atascamiento k;. Estos dos tltimos son dificiles
de estimar en la practica, y muchas veces son supuestos a través de observaciones
directas de representaciones graficas de los datos.

Colecciones reales de datos de trafico muestran gran variacién y dispersién v,
como ya se ha mencionado, es dificil para cualquier modelo lograr un ajuste satis-
factorio con ellos. Greenberg comenté sobre este hecho, puntualizando que este
modelo representa un gran porcentaje de cualquier conjunto de datos de tréfico
para una gran variedad de condiciones carreteras, lo que se ha confirmado por
posteriores mediciones (May, 1990).

I11. ANALISIS DE COMPORTAMIENTOS NO LINFALES

El modelo de Greenberg posee otras caracteristicas que lo hacen conveniente: su
formulacién tedrica es solida y relativamente sencilla, lo que la hace facilmente
discretizable.

Sea el conjunto de ecuaciones (8), (9) y (10) funciones que describen la re-
lacién entre pares de variables macroscépicas de trafico. Con tal de generalizar
un resultado, definase la densidad méxima con el valor £ = 1. De la funcién de
flujo-densidad es posible notar que el flujo maximo ¢, ocurre entonces cuando
ki k = e,y que la densidad 6ptima es entonces k, = ¢'. Con estos valores puede
entonces establecerse una normalizacién para este conjunto de funciones.

Por otro lado, la velocidad éptima v, es un parametro que puede ser usado
para ajustar estos diagramas fundamentales para diferentes tipos de datos de
tréfico, alargando o encogiendo sus contornos. Esto es equivalente a modificar
las condiciones carreteras para el modelo, dado que a un valor mayor que v, co-
rresponde una mayor capacidad o alguna otra caracteristica agrandada para el
desplazamiento vehicular.

Para analizar el comportamiento de un sitio hipotético en algtin camino o
carretera, supondremos que los valores actuales en las funciones (8) - (10) condi-
cionan el siguiente estado bajo un esquema discreto.
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De esta forma, el esquema iterativo particular para la funcién (9) se da me-
diante una variable discreta de flujo ¢(z)

k‘
¢(i) = v,k(i)In ﬁ]z) Li=1,2,3, (11)

la cual, por la normalizacién efectuada, se iguala a los valores de densidad por
medio de

ki + 1) = 10) (12)

Es decir, comenzando desde una condicién inicial y con los parametros defini-
dos hasta ahora, estas expresiones generaran un nuevo valor k(7 + 1) a partir de
una entrada previa ¢(z), luego ese nuevo valor se utilizard para calcular otro valor
de flujo ¢(z + 1), el cual generara un siguiente valor de £, y asi sucesivamente en
una forma iterativa, y todos estos valores crearan un conjunto que puede ser re-
gistrado y mapeado. Fisicamente, este serfa el caso de una red cerrada de tréfico
compuesta por arcos y nodos, todos incluidos en un volumen de control, pero
tomando en cuenta s6lo un punto para conocer el estado, siendo las interacciones
y la geometria de dicha red reflejadas en ese solo punto.

De esta manera, si £ = 0.25 es una condicién inicial con v, una primera serie
de iteraciones puede ser ejecutada. En la Figura I11.3 es posible seguir la trayec-
toria de las iteraciones calculadas. Para ésta y el resto de las iteraciones, se han
llevado a cabo un nimero de 300 iteraciones. La linea ¢ = k se ha dibujado sobre
la gréfica flujo densidad, siendo la mds cominmente utilizada en la literatura. Es
sumamente 1til para visualizar la forma en la que las iteraciones se desarrollan,
representadas por lineas verticales y horizontales que la intersectan. De esta for-
ma, puede notarse que comenzando desde la condicién inicial, el valor final se
detiene en un punto cercano a ¢ = k = 0.0183, indicando que el estado final
se estabiliza para cualquier tiempo (iteracién) futuro(a) en un valor de flujo libre,
como el transitorio de una carretera que se vacia. La condicién inicial elegida,
asi como otras que se veran en el resto de este trabajo, ha sido seleccionada de-
bido a que exhibe un transitorio rapido, el cual permite visualizar mejor el com-
portamiento de las iteraciones.

Las graficas correspondientes con los diagramas velocidad-densidad y veloci-
dad-flujo muestran la convergencia en las iteraciones hacia v = 1 y confirman el
punto de estabilidad para £ y ¢. Estos mapeos no repiten la misma idea de incluir
algo similar a la linea de 45° para demarcar las iteraciones y més bien se ha pre-
ferido correr en paralelo las simulaciones para las otras variables.
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Figura IIL.3. Comportamiento iterativo de los diagramas fundamentales normalizados. Velocidad
6ptima v, = 0.25, condicién inicial k£ = 0.25.

0,5 T T g \\ g
0.4 , N .
= / ZO\ . &
= , =4 ~ ©
£ 02 K 3 4 T~ =
) -~ o]
ol | "2 BN =
? / A N
, [
O~ 0z 03 05 o8 1 01 02 03 04 05 o—=1 02 03 07 05
Densidad (k) Densidad (k) Flujo (q)

Figura III.4. Comportamiento iterativo de los diagramas fundamentales normalizados. Velocidad
6ptima v, = 1.25, condicién inicial k = 0.1

Hacerlo de esa manera permite observar que las iteraciones no solamente si-
guen el perfil del diagrama fundamental, sino que también lo hacen con el perfil
de la variable faltante en el diagrama; es decir, si las iteraciones se efecttian sobre
el diagrama fundamental velocidad-densidad, dichas iteraciones también tocan
lo que seria el perfil del diagrama fundamental velocidad-flujo.

Esta es una consecuencia de la relacién entre las tres variables macroscépicas,
lo que constituye un resultado esperado, aunque no ha sido reportado en la lite-
ratura, hasta donde se sabe.

Sila condicién inicial se cambia, el transitorio seguird una trayectoria distinta,
pero se alcanzara el mismo valor final, es decir, el estado estable de ambas situa-
ciones es el mismo. Se dice que el punto ¢ =k = 0.0183 (v -1, simultaneamente)
es un atractor para las trayectorias del sistema (Hillborn, 2000).

Conforme el pardmetro v, varia, un conjunto de valores finales resulta, los
cuales pueden ser dibujados como en la Figura III.11, conocida como mapa de
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bifurcaciones. En €l se dibujan lineas verticales que corresponden con los valores v,
usados y que cruzan con el valor final alcanzado.
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Figura IIL5. Comportamiento iterativo de los diagramas fundamentales normalizados. Velocidad

6ptima v, = 1.75, condicion inicial k = 0.1.
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Figura IIL.6. Comportamiento iterativo de los diagramas fundamentales normalizados. Velocidad
6ptima v, = 2.25, condicion inicial k = 0.35.

La primera de tales lineas sefala el valor del primer conjunto de iteraciones
que ha sido descrito. Dado que este trabajo toma en consideracion las tres va-
riables macroscépicas de trafico, el mapa de bifurcaciones v - v, también es pre-
sentado (Figura II1.12). Los valores finales de ¢ = k y v son mostrados en ambos
mapas de bifurcaciones para cada grupo de iteraciones efectuada con diferentes
valores de v,.

La Figura I1I1.4 muestra otro conjunto de iteraciones para los tres diagramas
fundamentales cuando la velocidad 6ptima se ajusta a v, = 1.25 y la condicién
inicial es ¢ = k£ = 0.1. Otra vez, un punto estable se alcanza, pero al contrario de
la primera serie de iteraciones, donde se alcanzaron valores de régimen de tréfico
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libre, en este caso se obtienen valores de trafico congestionado, aun cuando el
valor inicial de densidad pertenece a valores de trafico libre.

Esta situacién simula un proceso de congestién en una ruta, debido a caracte-
risticas sobre el camino, representadas por v,. En esta ocasion los valores logrados
son ¢ = k = 0.4493 y la velocidad es otra vez v = 1. Los mapas de bifurcaciones
(Figuras II1.11 y II1.12) exhiben estos valores en una manera andloga. Al igual
que en la pasada simulacién, si la condicién inicial se cambia sélo el transitorio
es diferente, pero el estado estable alcanzado al final llega a ser el mismo que en
el caso anterior.

Manteniendo la condicién inicial pero cambiando al parametro v, = 1.75 la
situacion corre hacia otro punto de estabilidad, pero las iteraciones se muestran
ciclicas aunque atenuadas al final (Figura IIL.5).
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Figura IIL.7. Comportamiento iterativo de los diagramas fundamentales normalizados. Velocidad
6ptima v, = 2.405, condicién inicial k£ = 0.275.
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Figura IIL.8. Comportamiento iterativo de los diagramas fundamentales normalizados. Velocidad
6ptima v, = 2.48, condicion inicial £ = 0.23.
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Como se vera en breve, este comportamiento marca un limite importante en
los mapas de bifurcaciones. Los valores finales para las tres variables son ¢ = k =
0.5647yv = 1.

Siv, = 2.25 el atractor de las variables de trafico se comporta en forma pu-
ramente ciclica (Figura II1.6). De hecho, los valores para la densidad y el flujo
fluctan entre ¢ = k = 0.3533 y ¢ = k = 0.8271, y los valores para la velocidad
lo hacen entre v = 2.3409 y v = 0.4272, una vez que los transitorios han desapa-
recido. Esto se corresponde en los mapas de bifurcaciones, donde este valor de
velocidad 6ptima marca la regién donde dos ramas sefialan un conjunto de pares
de valores finales. El significado fisico es una respuesta oscilatoria de los vehicu-
los, que pasan de valores cercanos a los ptimos a valores de congestionamiento
de un tiempo (iteracién) al siguiente.

Si la velocidad 6ptima es variada nuevamente a v, = 2.405 (Figura II1.7), con
una condicién inicial para este caso de k = 0.275, el trafico se convierte en un
ciclo de periodo 4, con valores ¢ = k = 0.8496, ¢ = k = 0.3330, ¢ = k = 0.8806,
q=Fk=102692yv=3.1560, v = 0.3919, v = 2.6446, v = 0.3057. Si se pone
atencion en los mapas de bifurcaciones, las ramas que corresponden con conjun-
tos de 4 valores para cada variable de trafico corren en un intervalo que va desde
aproximadamente v, = 2.395 hasta v, = 2.440.

Este proceso puede continuar. Si ahora v, = 2.48, y la densidad inicial es k =
0.23 las iteraciones son las que se muestran en la Figura II1.8, y se relacionan con
la correspondiente velocidad 6ptima en los mapas de bifurcaciones. EI compor-
tamiento ciclico se ha vuelto una oscilacién de periodo 8 con ¢ = k = [0.8094,
0.4244, 0.9021, 0.2305, 0.8389, 0.3654, 0.9123, 0.2076] y v = [3.8987, 0.5243,
2.1256, 0.2555, 3.6392, 0.4356, 2.4965, 0.2276].
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Figura IIL9. Comportamiento iterativo (cadtico) de los diagramas fundamentales normalizados.
Velocidad 6ptima v, = 2.585. Condicién inicial: £ = 0.1.
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Figura III.10. Comportamiento iterativo (caético) de los diagramas fundamentales normalizados.
Velocidad 6ptima v, = 2.585. Condicién inicial: k = 0.101.

Es importante recalcar que la distancia entre dos valores adyacentes de v, decrece
para cada conjunto de bifurcaciones, y que un conjunto de bifurcaciones de periodo
2" alcanza més rapidamente el siguiente conjunto de bifurcaciones de periodo 2"*1,
hasta que son muy dificiles de distinguir. Esta situacién causa que una muy pequefia
variacién en el pardmetro v, pueda exhibir inestabilidades entre trayectorias.

Aunque el pardmetro v, permaneciese fijo, un gran nimero de valores finales
pueden resultar con una gran sensibilidad a la eleccién de las condiciones iniciales.

Un ejemplo de esta situacién se muestra en las Figuras I11.9 y I11.10, donde v,
= 2.585yk = 0.1 para la primera de ellas, la cual muestra lo que se conoce como
trayectorias cadticas. E1 comportamiento ciclico es s6lo aparente (algunas veces lla-
mado cuasi-periodico) y, estrictamente hablando, no existe, ya que los distintos
valores no exhiben un periodo en el cual series de ellos puedan repetirse. Esta
clase de atractor es conocido como extraiio.

Los valores finales alcanzados luego de 300 iteraciones son ¢ = k = 0.8451y
v = 4.0519. Si la velocidad éptima v, se deja sin cambios pero se cambia ligera-
mente la condicién inicial a ¢ = k = 0.101, la Figura I1I.10 muestra una imagen
que a primera vista parece igual a la anterior, pero que observandola deteni-
damente revela que la trayectoria es bastante diferente. De hecho, los valores
finales después del mismo nimero de iteraciones son ahora ¢ = £ = 0.2020 y
v =0.2199.

Esta caracteristica consistente en una divergencia creciente entre dos trayecto-
rias que tienen un estado inicial muy cercano es determinista pero impredecible,
propia de muchos sistemas no lineales bajo cierto conjunto de pardmetros. En un
conjunto mas lineal de trayectorias, se espera que para diferencias pequefas en
las condiciones iniciales, las trayectorias generadas permanezcan suficientemen-
te cercanas como para no tomar en cuenta dicha diferencia, o que al menos las
diferencias sean proporcionales. En otras palabras, para estados iniciales muy cer-
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Figura IIL.11. Diagrama de bifurcaciones k - v,

canos, las trayectorias permanecen lo suficientemente juntas entre si como para
realizar predicciones en los comportamientos de los sistemas que representan.

Sin embargo, como se ha visto en las tltimas iteraciones que aqui se han mos-
trado, esta diferencia se vuelve importante para los llamados sistemas caéticos,
como en el caso de este esquema de trafico de vehiculos, ya que en estas situa-
ciones un conjunto de estados muy cercanos divergird entre si. Esto significa fi-
sicamente que es imposible llevar a cabo una simulacién de tales sistemas con la
intencioén de predecir estados futuros, ya que los estados reales al comienzo de
dicha simulacién no pueden medirse y transcribirse a los calculos con infinita
precisién. Estas diferencias infinitesimales entre los valores medidos y los reales
creceran rapidamente, en una forma exponencial, segiin transcurre el tiempo
(las iteraciones). Las predicciones solamente serfan validas, bajo cierta tolerancia,
para unos pocos estados futuros.
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Figura IIL.12. Diagrama de bifurcaciones v - v,.

IV. DIVERGENCIA DE TRAYECTORIAS CERCANAS

Traducir un sistema a partir de sus principios fisicos en un modelo matematico
implica, la mayor parte del tiempo, que es posible sustituir valores numéricos en
los parametros y variables que lo conforman y con ello obtener un resultado que
es equivalente a la medida del comportamiento del sistema estudiado, es decir,
cuando los valores reales de dicho sistema (temperatura, presion o humedad, si
se habla del clima [Lorenz, 1996]; o densidad, flujo y velocidad, si es el trafico)
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se encuentran lo suficientemente cercanos a los valores obtenidos mediante cal-
culos hechos en el modelo, se puede decir que el modelo es una representacion
aceptable de dicho sistema.

De esta manera, muchos modelos pueden predecir las trayectorias que repre-
sentan las variables del sistema, con un margen de error aceptable por un tiempo
indefinido. Sin embargo, esto es verdad principalmente para sistemas relativa-
mente simples, modelos de sistemas lineales en su mayoria.

1

0,6
0,5 0,8
) )
o 0 = 06
z 0,2 2 0.4
a v )
0,1 0,2
0~ 0
0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300
Iteraciones Iteraciones

(a) (b)

Figura IV.13. Distancias entre dos trayectorias. (a) Con densidades iniciales ¢ = 0.1 y k£ = 0.7
respectivamente, ambos conv, = 1.75 . (b) Con densidades inicialesk = 0.1y % = 0.101 respectivamente,
ambos con v, = 2.585 .

Conforme un mayor nimero de sistemas, naturales o artificiales, ha sido estu-
diado, y conforme un rango mas amplio de valores, situaciones y complejidades
ha sido tomado en cuenta, los modelos han tenido que incorporar caracteristicas
no lineales que atn son capaces de predecir estados futuros bajo cierto conjun-
to de valores paramétricos. Pero, para otro conjunto de tales pardmetros, esta
predictibilidad comienza a desaparecer, como se ha ilustrado ya en la seccion
pasada.

Esto significa que una discrepancia muy pequena entre dos estados iniciales k,,
y k, con valores iniciales muy cercanos entre si podrian terminar en puntos muy
diferentes, segin puede verse en las Figuras II1.9 y II1.10, y que sus trayectorias,
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aunque comiencen muy cerca una de la otra, divergiran en una forma creciente,
una caracteristica que es propia de los sistemas cadticos (Hillborn, 2000). Estas
aproximaciones geométricas constituyen un aspecto cualitativo del sistema de
tréfico vehicular modelado. Para una aproximacién cuantitativa de esta caracte-
ristica cadtica, una medida de la divergencia de estas trayectorias podrfa llevarse
a cabo a través de la aplicacién de las iteraciones a partir de dos condiciones
iniciales ligeramente distintas k0 y ky, = ky, +€, con lo que se obtendrian a su
vez (ko) y q(kno) = q(kno + €) respectivamente. Y en forma similar y paralela se
pueden obtener v(ky,) y v(ky,) = v(ky, +E) también respectivamente.

Sea la distancia d, entre los valores calculados para cada iteracién m y n de cada
conjunto de valores de flujo (o de valores de velocidad) calculados

do = |q(km0)_q(kn0)| = |Qm_q;1|
dl = |Qm+l _qn+l|
d2 = |Q7n+2 —n +2|

dr = |qm+r - q;'z+r|

0,3
0,7
0.6 0,25
<05 0,2
g
2 <
204 015
20,3
0,1
0,2
0,05)
0,1
0 = 0
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
Iteraciones Iteraciones
(a) (b)

Figura IV.14. Andlisis de distancias entre dos trayectorias cadticas, para N = 22. (a) Las distancias
crecen con cada iteracién, ajustandose a una funcién exponencial con pardmetro A. (b) Calculo de A
para cada d,.
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Esta distancia se reducird para trayectorias convergentes y crecera para aque-
llas que diverjan entre si. Por ejemplo, considérense las iteraciones parav, = 1.75
y condiciones iniciales £ = 0.1 (Figura IIL.5) y k¢ = 0.7, que son valores iniciales
bastante separados entre si dada la normalizacion. Es sencillo obtener las trayec-
torias que son tanto oscilatorias como convergentes, y entonces observar que las
distancias entre puntos analogos segin las iteraciones se reducen rapidamente
(Figura IV.13a).

Esto es verdad para la mayoria de las series iterativas que se han mostrado,
excepto para aquéllas llamadas cadticas, donde dicha distancia se comporta en
una forma distinta. De hecho, procediendo en forma similar, para trayectorias
cadticas (Figuras I11.9 y II1.10), condiciones iniciales distintas pero cercanas im-
plican distancias crecientes entre tales trayectorias (Figura IV.13b).

Es evidente que un sistema como el de trafico aqui expuesto, se encuentra aco-
tado, esto es, las distancias d, crecen pero no para siempre, y su dindmica cadtica
muestra que el estado del sistema cambia con el tiempo barriendo un rango am-
plio de valores de tal forma que cualquier trayectoria eventualmente retornara a
una region ya visitada previamente. Sin embargo, es posible demostrar (Hillborn,
2000) que dicha trayectoria nunca cruza exactamente por el mismo punto dos
veces, es decir, ninguna trayectoria se cruza a si misma. Esto es dificil de mostrar
en una grafica bidimensional, donde mas bien es importante observar los puntos
calculados en lugar de las lineas que los conectan.

Tiene sentido tomar un nimero limitado de distancias d, para observar cémo
incrementan sus tamafios debido a las trayectorias cadticas con las que se rela-
cionan. Si se propone un nimero de iteraciones tomadas en cuenta para dicho
calculo, por ejemplo N = 22, el cual es un nimero promedio de iteraciones que
exhiben este comportamiento de distanciamiento incremental; y en la Figura
IV.14a, se observa un incremento exponencial en las distancias d;, lo cual hace
posible suponer que éstas siguen una funcién como

d, = doe™ (14)
o mas explicitamente
r km0+ €)- r kmo
dr [0 )= ( )=€M 15)
(S (S

De la cual su taza de crecimiento A de divergencia puede ser calculada

1 dr (kma+ E) =4y (kmo)
= L1 (16)
r S
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Estos valores de A se dibujan en la Figura IV.14b.
Dado que A depende de los valores iniciales, para caracterizar al atractor es
mejor calcular su media

N
1
k=N§M (17)

La ecuacién (17) define al exponente de Lyapunov, una medida para la divergencia
de dos trayectorias distintas aunque cercanas, y una cantidad para caracterizar al
caos. Si es negativo, las distancias d, decreceran y entonces corresponderdn con un
sistema cuyos parametros alcanzan un estado estable, con un valor estable conver-
gente (Figuras I11.3 - I11.5) o con un comportamiento ciclico (Figuras II1.6 - I11.8). Si
es positivo (Figuras I11.9y II1.10) se tiene un sistema cadtico y, por tanto, un atractor
extrano. De hecho Ay=9 = 0.3022.

Textos tanto teéricos como técnicos (Cal y Mayor y Cardenas, 2007; Board,
1994) describen diversos comportamientos en un mismo camino dependiendo
de las condiciones que lo afecten, o diferentes valores de densidad, flujo y velo-
cidad para caminos con diferentes geometrias. De esta forma, es bastante comun
encontrar situaciones en tramos de carreteras reales donde las condiciones del
transito se vuelven estados estables convergentes o ciclicos en una forma predeci-
ble, situaciones que reportan condiciones de paroy arranque para los vehiculos, y
también casos donde valores de transito libre y congestionado se alternan en una
naturaleza cuasi-periddica. Las simulaciones aqui mostradas son aproximaciones
cualitativas de tales fendmenos vehiculares. Analisis cuantitativos mas profundos
en datos de trafico dan razones para extender estos resultados hacia trabajos
relacionados.

CONCLUSIONES

El transito o trafico vehicular es modelado como un sistema no lineal, lo cual puede
se efectuado a través de esquemas microscopicos y macroscopicos, siendo los pri-
meros los relacionados con variables que tiene que ver con unidades individuales,
mientras que los segundos se relacionan con cantidades promedio, especialmente
la densidad £, el flujo ¢ y la velocidad v. A diferencia de otros trabajos que se pue-
den encontrar en la literatura, éste presenta analisis acerca del comportamiento del
trafico como un sistema macroscépico no lineal basado en los conocidos diagramas
fundamentales que relacionan a dichas variables por parejas.

Existen diferentes modelos que dan detalle de la relacién entre estas variables
macroscépicas, como es el de Greenberg, el cual se encuentra bastante bien pro-
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bado para datos reales, y aun cuando no se ajusta satisfactoriamente para veloci-
dades en régimen de tréfico libre, se ha probado en un rango amplio de valores
practicos, ademas de ser facilmente derivado de expresiones bésicas, haciéndolo
ideal para llevar a cabo un andlisis sobre €él.

Una de las principales contribuciones de este escrito es la de incluir los diagra-
mas fundamentales de flujo-densidad y de velocidad-densidad, para llevar a cabo
las respectivas iteraciones y andlisis en ellos, en lugar de usar solamente el diagra-
ma fundamental flujo-densidad.

La normalizacion se efecttia en las variables densidad £ y flujo ¢ con tal de ge-
neralizar resultados. La velocidad v se obtiene directamente de la relacién entre
las variables de trafico. Del modelo de Greenberg es posible manipular la velo-
cidad 6ptima v, como el pardmetro que escala los diagramas fundamentales, lo
cual equivale a cambiar las condiciones que afectan la capacidad de la carretera
hipotética, el valor de velocidad méxima que en ella se podria desarrollar, y otras
caracteristicas.

Las iteraciones en los valores de densidad % sustituidos en el modelo de Green-
berg para obtener el flujo ¢ son ejecutadas, y mediante la normalizacién efectua-
da, dichos valores son tomados directamente como nuevos valores de densidad,
los cuales son otra vez sustituidos para lograr nuevos. Este conjunto de valores es
dibujado con la ayuda de una linea recta ¢ = k, la cual emula la evolucién en el
tiempo de estos valores de trafico.

Cuando v, es cambiada de valores bajos a altos, las iteraciones dibujan trayec-
torias que convergen a valores estables, ciclicos o que muestran resultados cad-
ticos. Es posible obtener un mapa de los valores finales luego de cierto nimero
de iteraciones para cada modificacién hecha a v,. Dado que esta clase de mapeo
muestra los puntos y las divisiones de las trayectorias de valores oscilatorios con
un cierto periodo, se les conoce como mapas de bifurcaciones. Es facil reconocer
en estas graficas cudles rangos de valores observan un comportamiento estable,
ciclico o caédtico. Otro punto importante abordado en este documento es mostrar
el mapa de bifurcaciones elaborado con la velocidad v y la velocidad 6ptima v,
obtenido a través de los esquemas de iteraciones aqui efectuados.

La caracteristica principal de las bifurcaciones es que pueden dividirse en ci-
clos de periodo 2", es decir, para la primera ocasion en la que ello ocurre, el mapa
se divide en dos ramas, luego se divide en cuatro, después en ocho, en dieciséis
y asi sucesivamente. Pero esto también se hace en intervalos cada vez mas cortos y
no puede continuar indefinidamente. Pronto, el periodo 2" se yuxtapone al si-
guiente 2"*!y cualquier variacién en el parametro v, o en las condiciones iniciales
dara una situacion inestable entre las ramas, lo cual implica grandes diferencias
entre dos estados finales para valores iniciales muy cercanos de tales estados.
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Esta sensibilidad a las condiciones iniciales es una caracteristica bastante co-
nocida en los sistemas cadticos. Dos trayectorias de valores que comienzan desde
condiciones iniciales muy cercanas divergen entre si. Una medida de dicha diver-
gencia es el exponente de Lyapunov, el cual es negativo para trayectorias estables
o ciclicas, pero es positivo para las cadticas.

El trafico es un sistema no lineal, el cual puede ser analizado en la forma
cualitativa presentada en este documento. Para una estudio mds cuantitativo es
necesario tratar datos de trafico con herramientas de analisis de senales, anélisis
fractal y otras técnicas relacionadas, una tarea que da pie a otros trabajos.
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Resumen
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INTRODUCCION

En este trabajo se presentan modelos auto-consistentes para describir y anali-
zar dos diferentes instrumentos econémicos que juegan un papel fundamen-
tal en la evaluacién correspondiente de derivados y, por ende, en la gestién de
riesgos. Ambos tienen la misma estructura temporal, es decir, vencimiento del
contrato en un tiempo definido. El primer instrumento son las tasas de interés
de bonos de descuento en el mercado financiero, y el segundo son los precios
forward de una mercancia. Con base en las ecuaciones de la geometria diferencial
estocastica (DSG), que describen la dindmica del precio spot/tasa de interés y la de
largo plazo (todas las curvas de los precios forward/tasas de interés), se construyen
modelos matematicos que resultan ser muy similares.

El presente estudio, al menos en su parte econémica, se ha visto influenciado
por las obras de varios autores: Cortdzar y Schwartz (1994), Schwartz (1997),
Hillard y Reis (1998), Clewlow y Strickland (1999), por mencionar algunos. Més
tarde se dan referencias mas detalladas en los apartados oportunos.

El trabajo se organiza de la siguiente manera: En la seccién I se da una breve
introduccién a la geometria diferencial estocdstica, es decir, el Movimiento Brow-
niano geométrico para multiples curvas (por ejemplo, una esfera), los procesos
de Makhankov (1995 y 1997), que permiten tener en cuenta el comportamiento
estocastico de los precios forward/volatilidad de las tasas de interés y cerrar el sis-
tema de ecuaciones. La seccién IT presenta el estudio de la dindmica de los precios
forward y las posibles soluciones para la curva forward, su media y su volatilidad.
La seccion III se dedica al estudio de la dindmica de las tasas de interés y algunas
soluciones. Finalmente, la seccién IV contiene las conclusiones.

I. ECUACIONES DE LA GEOMETRIA DIFERENCIAL ESTOCASTICA

Para una mejor comprensioén de los resultados obtenidos se expone en forma su-
cinta los conceptos claves y el formalismo matematico de los procesos estocésticos
necesarios en el desarrollo del trabajo.

Considerando solamente un movimiento browniano en una esfera primero se
construye un “frame bundle” sobre la misma, considerando un punto X; en $? y
una fraccién de un plano tangente en este punto, que se denota como Tx,S%. A
esto se le denomina fibra en el punto X;. A continuacién, se procede con un punto
proximo Xy y, haciendo lo mismo, se tiene T,S 2. De este modo, se puede resguar-
dar todo el dmbito con estos fragmentos que se pegan a lo largo de las lineas de
sus intersecciones, como un balén de futbol que da un poliedro. Asi se tiene un
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ejemplo del haz fibrado con la esfera, siendo la base de la misma y el poliedro un
paquete de fibras (de hecho, un paquete de marcos en este caso). Llamando a este
poliedro “cubierta” de la esfera. Asi que finalmente se tiene:

a) la esfera que esta curvaday
b) el revestimiento es un espacio euclideano.

Un proceso de Wiener, es decir, una martingala, que satisface las ecuaciones
<dWidWwP> = §% dt (L.1)

se produce en el mundo euclideano. De igual manera, se lleva a cabo para la semi-
martingalas (aproximadamente), pues sélo en un espacio euclideano es posible
representar un proceso estocastico, en forma semi-martingala

AW 4 = od dt + dWP (1.2)

Esto significa que el proceso de Wiener sélo puede aparecer en la cubierta,
mientras que una particula se mueve en la esfera. Ahora se deben ajustar ambos
fenémenos, considerando una “perturbacién” con las fuerzas fluctuantes (proce-
sos de Wiener) y una particula en el punto X; de la esfera; este punto también
pertenece a la superficie $%, de ahi que la particula se somete a un choque alea-
torio, como:

X, = 8dw, (.3)

y salta a un punto Xo en la esfera, en este punto de nuevo se somete a un cho-
que

A% = GxdWy

y asi sucesivamente. La matriz 6 define la movilidad de las particulas (sensibili-
dad). Aqui hay que destacar que todas las diferenciales mencionadas arriba, son
del tipo Stratonovich, que permite utilizar el calculo diferencial estandar.

Ahora se supone que todos dW; son iguales en la distribucién (movimien-
to browniano); ademés, se deben relacionar 6; y Gg. Nétese que la matriz G, sien-
do de hecho un operador rotatorio, puede ser construida a partir de dos vectores

TiyTe
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~ |2
6= (14)
]1 J3
lo que da un marco natural en la fraccién de la superficie.
Mientras se mueven de un espacio a otro, este marco cambia su orientacion.
Asf que el cambio total de un vector B, debido a que se mueve de un punto a otro,
se compone de dos partes

5B = dB + TBdX (L5)

Donde el primer término es el diferencial a lo largo de la trayectoria

9B ixiq
0Xx*

y el segundo permite un cambio de la orientacién del marco. Dado que la matriz
0 consta de n vectores, siguiendo la misma regla se transforma en:

dB(t) =

56 =d6 + T &dX() (L6)
El siguiente supuesto es que “Las reglas no deben cambiar de juego a juego”

(“fair game” o ninguna oportunidad de arbitraje), significa que el cambio total
de 6 debe desaparecer

do = -T GdX(t) (I.7)
junto con la ecuacién para el elemental shock
dX(0) = 6 dW (L8)

lo anterior da las ecuaciones de la geometria diferencial estocéstica de la esfera.
La generalizacién a otras variedades curvas es sencilla.
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I1. PRECIOS FORWARD Y SU MODELAJE

Para una mejor comprension se deben tener presentes los siguientes conceptos.

Definicién 1. Un contrato forward es un derivado particularmente simple y
es un acuerdo para comprar (posicion larga) o vender (posicion corta) un activo
subyacente en una fecha futura pactada (fecha de vencimiento, T) para un deter-
minado precio (el precio de entrega, k).

En el momento del contrato se indica el precio de entrega, que debe ser tal
que el valor del contrato; para ambas partes sea igual a cero. El contrato es obli-
gatorio.

Definicién 2. El precio forward F(¢, T) para un contrato determinado se define
como el precio de entrega que hara que el contrato tenga un valor cero.

El precio forward y el precio de entrega son iguales en el momento de la cele-
bracién del contrato; conforme pasa el tiempo, estdn a solas desde tiempos pre-
especificos; inicialmente la entrega de precios es constante. Por tanto, se puede
pensar en el precio forward como el precio de entrega en el momento actual &

Se presenta la expresion que relaciona el precio forward y el precio spot (Hull,
1993):

F(t, T) = S(t) elr+w)T (IL.1)

donde 7 es la tasa de interés libre de riesgo, u es la tasa stock por unidad (es una
proporcién constante), mientras que y es el rendimiento promedio anual. Tanto
la tasa de stock como el rendimiento son por lo general funciones desconocidas,
pero este ltimo puede ser un proceso estocdstico.

Siguiendo a Cortazar y Schwartz (1994), se describird la dindmica de los pre-
cios forward mediante la ecuaciéon

AFL,T) ~
- glzp(t,T)dWﬁ(t) (I1.2)

siendo 2,(¢,T) la volatilidad correspondiente a un factor aleatorio p- enésimo des-
crito por un proceso de Wiener di?(t). Entonces el modelo (IL.2) describe la di-
namica n-factor de la curva forward F(t,T).
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Asumiendo que las tasas de interés son deterministas y los precios futuros son
iguales a los precios forward (véase, por ejemplo, Hull, 1993). En (I1.2) se tiene n
fuentes independientes de incertidumbre que impulsan la evolucién de la curva
forward F(t,T).

Mediante la integracién de (I1.2), usando el lema de Ito, se obtiene:

F(t,T) = FO,T)exp E[-% féZi(r,T)2d1+ f(jzi('c,T)dWi(r) (IL3)

J=1

Entonces, para el precio de contado, por definicién es S(¢) = F(t,T)y con T=¢
se tiene:

n
Lt 2 ! i
S(t)=F(0,t)exp 21[—§f02i(r,t) d1+f027;(r,t)dW (r)} (I1.4)
1=
Esto significa que el logaritmo natural del precio spot (al igual que el precio
forward) se distribuye normalmente en el tiempo 7, dado el precio forward en el
momento cero, de tal manera que:

n T n T
1 9 2
La(S(T))~ N Ln(F(O,T))—EEI: { (v, T)2dx ,EI: { (v, T)2dx

Al diferenciar (I1.4) en 7T se tiene la ecuacién diferencial estocastica para el
precio spot

t

n t
ds() _ alnF(O ) N (1: Dde (93, (0T) i
SO E { (v { Py O rdt (I15)

+E (AW (1)

=1

El término entre llaves es interpretado como el equivalente de la suma deter-
minista de la tasa de interés 7(¢) libre de riesgo y un rendimiento y(¢), que en general
debe ser estocdstico. Muchos modelos conocidos no son mas que casos especiales de
este enfoque general.
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Ahora se conoce que las volatilidades en (II.2) son procesos estocésticos. ¢Qué
tipo de procesos estocasticos podrian ser? Para responder a esta pregunta se pue-
de recurrir a la geometria diferencial estocastica (Makhankov, 1995; 1997) que
se ha descrito anteriormente. Como resultado se obtiene un modelo auto-consis-
tente descrito por un sistema de ecuaciones estocasticas. Para resolverlo se deben
especificar las condiciones iniciales: F(0,7), $(0) y Z(0,7).

Por tanto, la dindmica del logaritmo del precio forward esta dada por la ecua-
ci6n (I1.6) en los diferenciales de Ito, tal como se muestra:

n n
1
dLn(F(t,T)) = —52230, Tyde+ Y 2, (LYW () (IL6)
q=1 q=1
Si se asume que el término espacio interno del modelo debe ser discreto (lo
que es verdadero en realidad) por:

F(t,T) = F(t,kT) = F'(t)

ahora denotando

Xk(t) = 1nF¥(1) (I1.7)
se llega a la ecuacion
X' () = —Egzq (bt +gzquq(t), i€ (,...,m) (I1.8)

empleando los diferenciales de Ito.

Si se quiere que el modelo dindmico del precio forward corresponda al movi-
miento browniano puro en el colector de curvas, se debe igualar la ecuacién (I1.7)
con la primera ecuacién del sistema (II.1), dado que también se enuncian en los
diferenciales de Ito

n n
AX (1) = E(Edz; + 30w (1) = -5 E rSks/dt + EzgdW(J(t) (I1.9)
g=1 Jhq g=1
Por lo que se tiene la ecuacion para la auto-consistencia del modelo

Eq d’f‘EE =gt (IL.10)

q jk
Resolv1endo la ecuacién respecto a

_rlkzq
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se obtiene
=38
Sustituyendo esta ecuacion en la ecuacién estocastica para precios “forward”
n
AXi(t) = fi(t) + E aj, (dW(0)
p=1
se llega a
dzl =3 22 awi) IL11)

Ahora el sistema es cerrado y consistente, ya que la curvatura del espacio se
define por el “término de fuerza” (la tendencia) en la ecuaciéon de la dindmica de
los precios forward.

Resolviendo el siguiente sistema de ecuaciones:

n

dXit) = Y, 5 dWi()

q=1
Az (1) = -5 Y, 5 dWi(r)
k=1
donde los diferenciales de Ito son

dX (¢ E S22 (0t + Ez, i)

dzi = qu 02 dt ZqEEdeP (IL12)

De la primera ecuacion de (II.12) se infiere que X tiene una distribucién nor-
mal. ¢Qué pasa con la volatilidad?

IIT. REDUCCION A MODELO DE UN FACTOR

Considerando ahora una reducciéon del modelo a un solo factor, esto tiene senti-
do ya que, como es bien conocido, algunos modelos pueden ser los mercados de
energfa, asi como los financieros que muestran comportamiento de modelos
de un solo factor, donde el analisis de los componentes principales da entre
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80% hasta 90% de la contribucién total al componente principal de acuerdo con
Clewlow y Strickland (1999), y Wilmott (2001). ‘
Por tanto, para un solo factor se tiene dWP = dWy X' =Y entonces

dY = Y3 dt - Y2dW (I1L.1)

y la ecuaciéon de Fokker-Plank para la ecuacién de la probabilidad de transicion
P se enuncia como:

. 1
0p=0, (4 +§ dy yhp (IIL.2)
Ahora se consideran soluciones estacionarias de (II1.2). Entonces se tiene que

o 1
' &+ 5 0yp =0
con una solucién

=”;“ (I1L.3)
y
Tomando en cuenta el proceso relacionado con Stratonovich
n
% =2 2 5
p
y para un solo factor de un solo término el proceso Z = A’ es
dz = -7%w (I11.4)
con la ecuacién de Fokker-Planck
dip=— 0, (20,2)p
2
y las soluciones estacionarias
p=" (I1L5)

Z
Por lo que se observa, ambos procesos tienen una distribucién similar, y es lo
suficientemente pequefio

a
y<<—
c

tal como se puede ver, lo anterior es un proceso de Stratonovich.
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Ahora, por medio del proceso de Ito se tiene la ecuacién (I1.8), donde la media
puede estimarse a partir del término de tendencia por el siguiente razonamiento:
tomando la media de dicha ecuacién se tiene que para Z = <Z>+sy <s> = (O es

<dZ> = <> = <§+<I>>3 =3 <§2> <I> 4+ <3>3

donde la varianza es <s* > =¢ < £ >*y el primer término de la ecuacién puede ser
omitido. Ahora bien, como <d2> = <%, - ¥, > = d <> entonces se llega a

d<I>=<3I>3(

con la solucion
1

1-to

<X>=0 z0(1+%t02)

tomando lo anterior, se puede calcular la curva forward. Con el fin de obtener
estimacion analitica, se limita a un horizonte de “corto plazo™:

o4 <<1 (I11.6)

y considerando sélo los dos primeros términos iniciales de la expansién asintdti-
ca. Lo anterior contempla las propiedades estadisticas del modelo y sus horizon-
tes de corto plazo. A continuacion, se estudia la dinamica del modelo con més
detalle.

IV. ECUACIONES DE LA GEOMETRIA DIFERENCIAL ESTOCASTICA EN EL PRECIO
FORWARD Y VOLATILIDAD

Analizando la versién del modelo de un solo factor (I1.2), para F(¢,T) se tiene

dF((,T)

o = XD Aw(t) vy Ft) = S@) (IV.1)

y utilizando el lema de Ito
dLn F(,T) = - %z‘z(m dt + STV

integrando una vez, se obtiene
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F(, T 1 )
b F((O,T)) B _EIOEQ(”’ T)du+ [, T)AW(u)
(0]
FLT) = FOT) exp {5y S8 Tt S St D) (V)

Esta solucién se define de manera precisa con una exactitud de una funcién
arbitraria £(0,7). Para limitar esta libertad, se puede especificar un proceso alea-
torio para el precio spot S(t). Ahora bien, como S(t) = F(t,t) y sabiendo que la
ecuacién S(¢) proporciona la F(0,T) a través de los pardmetros que intervienen en
la ecuacién §(¢). Tomando ahora un proceso de reversion a la media para S(¢), es
decir:

a5 a(u-1n S)dt + o(t)dW() (IV.3)

Este tipo de procesos es muy popular en la econometria, ya que, por ejemplo,
los precios forward, asi como las tasas de interés tienden hacia su valor esperado
a largo plazo. Este fenémeno se conoce como reversién a la media (Hull, 1993:
388). También el modelo de un factor con reversion a la media de Schwartz (1997)
es utilizado para la dindmica de los precios; de hecho, la ecuacién del tipo (IV.3)
apareci6 en la fisica desde hace mucho tiempo y se supone que describe el llama-
do proceso de Ornstein-Uhlenbeck.

Por otro lado, la ecuacién (IV.2) proporciona

S(t) = F(0,t) exp {-% Ji22(u, tydu+ féE(u,t)dW(u)} (IV.4)
Donde 1nS§ se distribuye normalmente con
Media = Ln F - % 22w, Tdu
Distribucién = Z(t,t)
A partir de la ecuacién (IV.4), aplicando logaritmos se obtiene

Ln S(t) = Ln F(0,) -_f‘z2ut)du+f’ S(ul) dW(w) (IV.5)
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A continuacién, diferenciando respecto a ¢ se tiene

dLn S(t)= [w - % 22(t,0)- [i2wt) Sudu + [ZandWe)ld + Z(t0dwi)

Aplicando el lema de Ito se comprueba que

1so _ds
dLn SO+ 5 S0t ="
por tanto
9SO _AEnFOD _fis, 5w tydu + [ t)dWew) de + S0dWie)
so | a (IV.6)

Ahora bien, si en lugar del proceso del activo subyacente la dinamica del pre-
cio forward se define por la ecuacién (IV.3) se obtiene el sistema auto-consistente
de ecuaciones, tales como:

o(t) = 2(t,1) (IV.7a)

a(u - LnS) = ). o2 u) Zut)du + [Ziut)dw () (IV.7b)

ALnF(0,t
¢
Reescribiendo la ecuaciéon (I1.23) de la forma

JiZ@naww) = {Ln S@) - Ln FO,H} + % S22 t)du (IV.8)

Facilmente se puede resolver el sistema de ecuaciones (IV.6), (IV.7) y (IV.8) si
1) El primer grupo de modelos es

OZ1(ut) = -0 (uyt) (IV.9)

para el caso mas general
2) El segundo grupo de modelos es

OZa(ul) = -0Ss(unt) + fit) (IV.10)

donde f{{) es una funcién conocida de ¢. Esas condiciones permiten cancelar in-
tegrales estocasticas en las ecuaciones (similar a la condicién del menor riesgo)
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y son necesarias para dar solucién a todo el problema. Lo que significa que la
volatilidad de los precios forward decae de un nivel a otro, o cero.

Para el primer grupo de modelos, si se sustituye la ecuacién (IV.9) en (IV.7) y
usando (IV.8) se llega a

dlnF (0,¢
% aLnF (0.6)= ( fz (u,0)d ) @, (1) (IV.11)

Para el caso general (I1.28) se tiene

Do(t) = a(u-é f : 3, (u,t)du)+ JiZaud) foodu - [ f dWw) — (IV.12)

La ecuacién (IV.11) junto con la (IV.12) puede resolverse facilmente sabiendo
la volatilidad de los precios forward Z(¢,T).
A continuacion se muestran las curvas del modelo real y de la volatilidad:

Figura IV.1
Representacion asintética para vencimiento igual a cero

0,5 $(0,1)=0,3Exp(-0,5T)
0,4 -
0,3 |,
0,2

0.1 f




216 Viadimir G. Makhankov, Ma. de Lourdes Ndjera-Lipez y Mdximo A. Agiiero

Figura IV.2

Representacion asintética para vencimiento diferente de cero

05 S(0,1)=0.2Exp(-0,5T) + 0,1

0,4

0,3

0,2

0,1

8 10 ¢

En realidad, se tiene la situacién muy cerca de la segunda curva (ver Clewlow

y Strickland, 1999).

Figura IV.3

Anilisis de los principales componentes del petréleo crudo

30
254
20
15

Futuro del crudo Brent

- fnl
@ fn2
—4— fn3

—#- Overall volatility

~_ e

Volatilidad

T T T T T T 1
Spot 2m " 3m 4m 5m 6m 7m 8m 9m

Vencimiento (meses)
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Figura IV.4
Anilisis de los principales componentes del gas natural

Funcién de la volatilidad del gas natural Nymex Henry-Hub

80%
-a-fn01 -fn02
60% - —-M03 —-Mm04
—M05 ——f06
- OVERALL
T 40% -
=
—
= 20% A Total
G,
~ o =
¢ \2 3\4 &5 8 9 10 - 516 17 18 19 20 21 22 23
-20%
-40%

Vencimiento (meses)

La solucién de (IV.11) (obtenida por el método de varianza constante) es
Ln F(0,t) = ¢™ {ft ¢4 D;(u)du + const}
yaque ent = 0, Ln F(0,0) = Ln $,(0) entonces
In F(0) = et { Sl @, uydu +Ln Si(O)} (IV.13)

Donde p no necesariamente es una constante, puede ser una funcién del tiempo.

Por ejemplo: para el proceso de volatilidad de los precios forward se puede
tener las siguientes posibilidades:

1) es una funcién regular del tiempo; por ejemplo, una primera clase de tres
parametros del modelo exponencial

2,.T) = 0,0 (IV.14)

y

2) w(t) = we! (la constante k puede ser positiva o negativa)
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Entonces la integral se evalia exactamente como

au . s O
+ [t (ekl _e—al)

F (0,T) = exp{e'L - =ty
1( )= expie nSI(O) o+k 40!(1 ‘ )} (IV.15)

Ahora mediante K = 0 se llega al resultado conocido (Clewlow y Strickland,
1999):

—aT ol GT 5aT\2
F, (0,T)= exp{e LnS (0)+u (1-¢*)- . (I-¢") } (IV.16)

Es facil ver en este caso que la curva del precio forward es regular cuando la
volatilidad es cero.

Se requiere de cdlculos mas avanzados para obtener la curva de los precios
forward para el modelo con cuatro parametros:

So(t,T) = 010+, (IV.17)
En este caso se tiene
<InFop(0,T)>= ¢T So(0)+u(1-¢T) - % [021( 10912902 (aT-1+¢T)]  (IV.18)
(04

y

9

mr[LnF2R(0,T)]=g;[2e-a1‘(1-aT-a2T2) - e2T(2+02T?)] (IV.19)

Es decir, en el segundo caso, por lo regular la volatilidad del proceso de los
precios forward 2(¢,T) y la curva Fog(t,T) se convierten en procesos estocasticos
con volatilidad diferente de cero (IV.19).

Mais cdlculos avanzados son necesarios para tomar en cuenta la aleatoriedad
del proceso de la volatilidad de los precios forward, para ello se resuelve la se-
gunda ecuacién de la geometria diferencial estocastica (I1.12). Esta ecuacién es
autosuficiente y puede ser analizada por separado.

Bajo el mismo supuesto (del modelo de un solo factor) por el proceso de Stra-
tonovich se tiene,

d=l (1) = -(Z0 2 Ddw) (IV.20)
y por el proceso de Ito:

dsi = () V-] yPdw (IV.21)

18t



Dindmica de los precios forward como proceso estocdstico... 219

A partir de las expresiones (I11.3) y (II1.5) se puede ver que las soluciones de
ambas ecuaciones de los precios forward (FP) son idénticas si¢ << a, o por ejem-
plo, cuando ¢ = a. Esto significa que en este caso el proceso de distribucién de
Stratonovich es una subclase de las distribucién mas general de Ito.

A partir del proceso de Stratonovich se tiene el calculo convencional:

21: (t,0) = %
' 1+0(0,HW(T)
(6]
s o(0,7)
Ty=_ 2W1t)
2o D = 0T (IV.22)
y

0,(0,?)

92, (1) = ;
1+0(0,HW (7))

En la ecuacién (IV.22) W(t) es un proceso estandar de Wiener con media infe-
rior y varianza igual a uno de distribucién Gaussiana. Por tanto, se puede expre-
sar W(t) en funcion de la ¥

1 1

WO o5 o (IV.23)

También es facil calcular la media y la varianza de 2(¢,T) para ¢ pequefio (pla-
708 COTtOS)

E[Zi(t,T)] = 6'(0,T) {1+t0'(0,T)}
Var[2i(t,7)] = to'(0,T)*{ 1 +6t0i(0,T)%}

Cabe mencionar que la serie mayor de ¢ es asintética y, en principio, divergen-
te, que en estricto sentido el tinico punto de convergencia es ¢ = 0, incluso sin su
frontera. También, como era de esperarse, los resultados son independientes del
término aleatorio.

Ahora, para el proceso de Stratonovich se puede ir atin mas lejos. Con (IV.23)
se calcula la distribucién = (£,T) por medio de la férmula

aw
p(w)dW = p(1/=")

dzstr dzm = p<zstr> dzxtr
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con p(w) siendo una distribuciéon Gaussiana, por lo que se tiene
str_ sry9 str
p(zstr) _ 1 exp _(1/2 127)?] d= L

V2m 2t =y

una distribucién para el reciproco de W(z).

V. PROPIEDADES DINAMICAS DE LAS CURVAS FORWARD

Seguidamente se aborda el estudio de las propiedades dindmicas de las curvas
forward.
En el primer caso, es decir, cuando, 6(0,t) = a1e™, se tiene
a(0.1) o215 (T, 1)

. - VI
1215t (T, 1) a(1+0(0,t)W(r))- (1+0(0, )W (T)) 0

asumiendo que
o(0,HYW(T) << 1 (V.2)

La dltima condicién es esencial para las evaluaciones. Esto se debe a las si-
guientes relaciones

o(0,DW(t) = 01T W (1) ==T 01 “TW()e T <010 “W(t) = 016V
Que se pueden inferir trivialmente, por tanto se tienen dos casos:

1) oT << 1 entonces Gf T<<ly
ol << 1,0 i T es arbitraria

Ahora por consiguiente se tiene el sistema de ecuaciones

0Z1se = -0Z 15 (ul)+f1(u)

i) = aW(u)o® (0,t) [1-20(0,t) W(u)] (V:3)
y u u
éd)l(u) =+ QGS(O,M){ W(t)dt - %OQ(O,u)WQ(u) - %04(0,10{ W2 (w)du (V)

Finalmente, se puede resolver el conjunto de ecuaciones (IV.11) y (V.4) para
obtener LnF(0,T) siendo un proceso estocastico con media y volatilidad, respecti-
vamente, como se muestra a continuacién
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<InFi50,7)> = u(1-e°)+e*T{LnS(0) - QL o [1-(1+aT) e*T]?
a

R [1-(1 +?>01T+%(?>OLT)2) eS0T} (V.5)

6o

y
Var[LnFy5(0,T)]=4020} ¢207f 2ty [ 1dz [ <W(x)dfzW(t)>dt

6

o
= o {34200 T2 2 (3 + 60T + 40T} (V.6)

En seguida se compara el resultado de este modelo con el caso convencional

w = consty Zig (t,T) = oy T

2
1

o, . o B
InFp(0,T) = M(l-g'al) + 09T Iy $1(0) - E (1_6-20.1)2

para valores especificos de los pardmetros involucrados.

Al observar (IV.4) y (IV.6) se tiene que las medias difieren en los términos pro-
porcionales a alguna potencia de oj.

Como es preciso subrayar, la volatilidad del proceso de precio spot S(t) se de-

fine como o(t) = 2(t,¢), por tanto:

ole_“t
o1(t) = m ~01e1-01e“W(t)] = 01e% (V.7)

Entonces para la segunda clase del modelo de cuatro pardmetros se tiene:
WMZo5(0, 1) =-a(Ze5(0, 1) + 0p), t.e.  (0,t) = 01 *+0y (V.8)
%0
O9(l) = ————
y O9(t) PERTS cuando o >> 1

es decir, la volatilidad de los precios spot decae con el tiempo, lo que es posible
para el proceso de reversion a la media. Ahora, en lugar de

fiw) = alW(u)o?(0,)[1-20(0,0) W(w)]
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se tiene
fo(u) = acy+ac(0,t) W(u)[o(0,t)-20) - 20(0,¢)(0(0,t)- g o)W (w)]
Oy (t)=ap-0 —o— 0(0 f{ (0-200)-20(20-300) W(w) + 30%(30-400) W (u) Ydu
En seguida, con una exactltud de menor orden con respecto a I/(t) se asume que
<Ln[Fas(0,1)]> = e"Ln S9(0)+u(1- e-<>tT)+2iOL{(csl2 “oh) e

[of (1+aT)e2 g (1 o))} (V.9)

«)

Var{LnFas(0,1)]=5Ae* (4eT-1)+(2aT-3)} (V.10)

Los términos estructurales de estos modelos son: Fig, Fig, For y Fog, los va-
lores especificos de los parametros a, u, og, 01y S(0) se dan en las figuras V.1 a
la V4.

1,3

1,25

1,05

2 4 6 8 10
T (meses)

Figura V.1. Familia de funciones F;(0,7) con vencimiento t. La mas baja (a) representada por Fig, la
siguiente (b) por Fig, la ¢ por Fop, y la superior (d) por Fog, para S(0) = 1.
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F.(0,T)v
1,3

1,275
1,25

1,225

1,175

1,15 T (meses)

Figura V.2. Familia de funciones F;(0,7) con vencimiento T, para §(0) = 1.15.

1.55
1.5
1.45
14
1.35

1.3

1.25

E 2 4 6 8 10
T (meses)

Figura V.3. Familia de funciones F;(0,7) con vencimiento t, para $(0) = 2.
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En todos los cilculos se consideré a=0.5, u=0.2, 6,=0.14, 6p=0.17 y , lo mas
proximo a los valores del mercado del crudo Nymex. Se observa en la Figura V.3,
que para el plazo corto (alrededor de dos meses), y fuera de las inmediaciones de
§(0) = 1.15, las cuatro curvas se ven muy cerca una de otra, posteriormente se dis-
persan aproximadamente en 7-10% al final de un ano. Alrededor del punto $(0)
= 1.15 en especifico, la funcién Fix(T) tiene una concavidad mds pronunciada,
esencialmente diferente de las otras tres curvas que son mas lisas.

Para el primer modelo exponencial, las varianzas de las variables ordinarias y
estocasticas no son significativas. Para las familias del segundo modelo, la varian-
za estocastica (curva superior), el “regular” (curva del medio) y la diferencia entre
ellos (la curva de abajo) son las siguientes:

0.175 Var[Ln F; (0,T)]
0.125

0.1

0.075

0.025

2 4 6 8 10
T (meses)

Figura V.4. Varianzas de las variables ordinarias y estocasticas del segundo modelo y su diferencia.
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CONCLUSIONES

La importante influencia que pueden causar las condiciones de frontera en dis-
tribuciones estacionarias estocasticas fueron formuladas en los documentos de
(Makhankov et al., 1995) y acompanadas de estudios numéricos (Makhankov,
1997). Lo obtenido en este trabajo se puede resumir con las siguientes observa-
ciones: A). Las condiciones de frontera e iniciales deben especificar los datos de
mercado sobre la base de los métodos conocidos, tales como series de tiempo,
ARCH y GARCH y asi sucesivamente. B) Los experimentos numéricos que estan en
funcion de las condiciones de frontera, muestran una posible inestabilidad de la
solucién conducente a la imprevisibilidad del comportamiento del mercado. Se
han encontrado analiticamente las distribuciones estacionarias para la volatilidad
del precio forward y las curvas calculadas analiticamente y comparadas con los
datos de mercado muestran que para el corto plazo; es decir, de aproximadamen-
te dos meses y fuera de las inmediaciones de S(0) = 1.15, los resultados son casi
idénticos porque las cuatro curvas se ven relativamente cercanas una de otra. Este
cuadro ya no es similar y no se repite a medida que pasa el tiempo, las curvas se
dispersan y al final del afo se encuentran dispersas entre 7-10%; por consiguien-
te, no se ven muy cerca. Uno de los modelos que podria ser empleado es el bi-pa-
ramétrico exponencial puro y, por ende, podria ser utilizado para el caso incluso
de tiempos de largo plazo. Se ha estudiado la cuestién de cudl es la dimensién
del proceso de Wiener que genera el comportamiento estocastico en el mercado,
y se afirma que un proceso de Wiener de un factor sélo puede coincidir con la
volatilidad de las tasas de interés a corto plazo. Después de un supuesto tipico de
que las volatilidades de las tasas de interés son constantes en la dindmica de las
tasas forward, esta completamente descrito por dos procesos independientes de
Wiener; sin embargo, en el caso general de largo plazo requiere de la dindmica
de mas de dos procesos de Wiener, ya que, de acuerdo con la teoria anterior, la
volatilidad cambia en el tiempo y la solucién que se da es una estimacién simple
para el cambio en el tiempo. Asi pues, en general, la dindmica a largo plazo es
descrita por un proceso de Wiener multidimensional. Evidentemente, esto debe
contar con al menos tres dimensiones; sin embargo, debido a la degeneracion
definitiva de los pardmetros de mercado, el niimero minimo de procesos estocds-
ticos que operan en condiciones de mercado diferentes deben ser extraidos de
los datos de éste. Esta imagen debe ser real debido al anélisis de los componentes
principales (véanse figuras IV.3. y IV.4) (Wilmott, 2001; Clewlow y Strickland,
1999).
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Resumen

De acuerdo con el enfoque de Thirlwall y Hussein (1982) sobre la restriccion externa al
crecimiento (REC), el papel del tipo de cambio real se vuelve fundamental en la explicacién
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INTRODUCCION

Gran parte del debate sobre las causas del lento crecimiento que afecta a Méxi-
co en los ultimos 30 afos culpa a la estrategia de crecimiento seguida por el
gobierno. Los sectores de izquierda acusan a los gobiernos de haber seguido una
estrategia neoliberal, mientras que los grupos de derecha también lo cuestionan
por no haber profundizado las reformas estructurales iniciadas en los afios ochen-
ta. En ambos casos parece omitirse una variable que desde nuestro punto de vista
es fundamental en la explicacion y que tiene que ver con el comportamiento del
tipo de cambio real.

Tradicionalmente en nuestro pafs la estabilidad cambiaria frente al délar se ha
considerado como un sinénimo de fortaleza nacional en todos los planos, no sélo
en el econdmico. Por esto, las autoridades han tratado de mantener a toda costa
un valor nominal estable con las menores variaciones (depreciaciones) posibles
respecto del délar estadounidense restando importancia a su valor real (aprecia-
ci6n) y a las negativas consecuencias sobre la oferta, la demanda, la balanza de
pagos y, finalmente, sobre el crecimiento econémico.

El esfuerzo de las autoridades econdmicas por mantener firme la paridad no-
minal ha generado episodios de apreciaciones cambiarias reales que generalmente
han provocado crisis de balanza de pagos que a la postre han llevado a devalua-
ciones importantes, las cuales se han traducido en fuertes caidas del nivel de
actividad, del empleo, del salario real y a regresiones distributivas. Las razones
de estos efectos contractivos se encuentran en los altos coeficientes de insumos
importados a producto y a la alta elasticidad ingreso de las importaciones (Loria,
2001), por lo que las devaluaciones generan fuertes efectos ingreso y precio sobre
productores y consumidores y muy bajos efectos sustitucion. Las consecuencias de
las devaluaciones remediales son las que los gobiernos han querido evitar, y por
ello le han conferido a la estabilidad cambiaria el papel de ancla antiinflacionaria,
proposito que no ha cambiado atin en el enfoque de objetivos de inflacién que el
banco central adopté oficialmente en la segunda mitad de los afios noventa.

Sin embargo, la evidencia empirica demuestra contundentemente que esta
politica ha generado procesos que en el largo plazo no son sostenibles y que ha-
cen que las fases de crecimiento econdmico se autoderroten.

Nuestro objetivo es explorar la importancia del tipo de cambio real en el
crecimiento de la economia mexicana para el periodo 1950-2010 utilizando dos
modelos de vectores autorregresivos estructurales (SVAR).
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Los resultados empiricos demuestran —en linea con el enfoque postkeynesia-
no- que mantener un tipo de cambio real competitivo es un factor importante de
crecimiento econémico.

El trabajo se divide en tres apartados: en el primero se recoge la evidencia em-
pirica del tipo de cambio en la economia nacional. Continuamos con un analisis
tedrico sobre la restriccién externa al crecimiento (REC) propuesta por Thirlwall,
y se revisa la metodologia de los SVAR. Posteriormente se presentan y se discuten
los principales resultados del modelo. Finalmente se puntualizan las principales
conclusiones y se hacen algunas recomendaciones de politica econémica.

I. EL PAPEL DEL TIPO DE CAMBIO EN LA ECONOMIA MEXICANA

La evidencia empirica demuestra un fuerte efecto del tipo de cambio nominal en
la formacién de precios, por lo que los fenémenos inflacionarios y desinflaciona-
rios tradicionalmente se han vinculado de manera estrecha a las fluctuaciones del
tipo de cambio nominal y real (Castro et al., 1997 y Lorfa, 2003).

Por sus caracteristicas estructurales la economia mexicana presenta un proble-
ma central, el cual radica en que tratar de preservar el equilibrio interno de esta
manera (apreciando el tipo de cambio) generalmente afecta el equilibrio externo,
que tarde o temprano afectara al primero y asi sucesivamente hasta conformar un
circulo vicioso que afecta negativamente la dindmica del desarrollo econémico.
Por tanto, este trade off entre inflacién y equilibrio del tipo de cambio ha marcado
el gran problema del crecimiento de la economia mexicana, por lo menos desde
hace poco més de 50 afios.

Bajo los argumentos anteriores resulta claro que un gran esfuerzo de politica
econdmica consiste en encontrar cémo romper ese circulo vicioso.

Es plausible entonces considerar que en la apreciacién endémica del tipo de
cambio real reside la naturaleza del ciclo econdmico de la economia mexicana.
Asimismo, por el solo hecho de que la economia mexicana tiene una pesada carga
financiera derivada de su deuda externa historica, existe —de principio— un piso
basico de déficit de cuenta corriente que de 1950 a 2010 oscilé6 como porcentaje
de las exportaciones en 28.7% y como porcentaje del PIB en 3.8%.

Sibien un déficit de cuenta corriente se asocia positivamente con el crecimien-
to de corto plazo, alo largo del tiempo se vuelve en contra cuando se enfrentan las
obligaciones financieras por el pago del servicio de la deuda externa. Los casos de
paises de la eurozona y de Estados Unidos son un excelente ejemplo de ello.

Hay que advertir que este trade off entre crecimiento y déficit de cuenta co-
rriente ha cambiado notablemente en el tiempo. Para el periodo 1950-1970, en
que prevaleci6 un régimen de proteccién comercial muy elevado y un bajo endeu-
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damiento externo en el marco institucional de Bretton Woods, practicamente no
existid. La Grafica I.1a muestra la existencia de una ligera relaciéon positiva entre
ambas variables. Basicamente podemos referir que las altas tasas de crecimiento
del producto (y) no necesariamente se asociaban a altos déficits de cuenta corrien-
te como porcentaje del producto (ca). Sin embargo, en la medida que comenzé
a fracturarse el sistema Bretton Woods y la economia mexicana comenzé a sufrir
choques externos, acompafnados por apreciaciones cambiarias y altos niveles de
deuda desde principios de los afos setenta, esta relacién se invirtié dominando
para todo el periodo 1950-2010 (Gréfica I.1b).

Grafica I.la
México: crecimiento anual del PIB (y) y déficit de cuenta corriente como %
del PIB (ca). Ajuste lineal, 1950-1970

12

®

Al evaluar conjuntamente la evolucién de y y de ca (véase Cuadro 1.1) resalta
que desde 1950 y hasta 1975 ambas variables mantuvieron desempefos esencial-
mente estables; esto es, altas tasas de crecimiento (6.61%) se acompanaban de
moderados déficits externos (2.51% en promedio respecto al PIB). Luego de las
grandes devaluaciones de mediados de los setenta fue cuando ambas variables
iniciaron caminos muy erraticos. Respecto a la efimera fase de alto crecimiento
(1978-1981), destaca el gran déficit de ca que —al combinarse con choques exter-
nos adversos- llevé mas tarde a una larga fase de maxi devaluaciones y de estan-
camiento con inflacién (estanflacién). La cuasifijacion cambiaria (1988-1994) fue
muy exitosa para bajar la inflacién, pero también para apreciar el tipo de cambio
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Grafica I.1b
México: crecimiento anual del PIB (y) y déficit de cuenta corriente como %
del PIB (ca). Ajuste lineal, 1970-2010

12

ca

real que, al combinarse con el reinicio del crecimiento, llevé nuevamente a otra
serie de devaluaciones entre diciembre de 1994 y fines de 1995.

El argumento central del trabajo establece la importancia fundamental del
tipo de cambio real sobre la cuenta corriente y, por tanto, sobre el crecimiento
econ6mico —a reserva de probarse econométricamente—, intuitivamente esta rela-
cion se puede observar con claridad en la Grafica I.2.

Cuadro I.1
México: crecimiento y cuenta corriente a PIB. Estadisticas basicas
por periodos, 1950-2010

) ca

Periodo Media }Desviacién estandar Media Desviacion estandar
1950-1970 6.66 2.55 -2.24 1.56
1970-2010 3.53 3.68 -2.36 2.35
1950-1975 6.61 2.38 -2.51 1.55
1978-1981 8.79 0.41 -4.36 1.50
1981-1988 1.23 3.83 -0.31 3.31
1989-1994 3.91 1.05 -4.94 1.91
1995-2010 2.48 3.92 -1.60 1.09
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Grafica 1.2
México: Cuenta corriente y tipo de cambio real (tcr),
1950-2010 (series normalizadas)

_S 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 00 05 10
* ter = E*(PUs/PMEX), donde E = Tipo de cambio nominal (pesos por
dolar de EU); PUS = INPC de Estados Unidos; PMEX = INPC de México.

En resumen, las relaciones anteriormente planteadas indican que el déficit de
cuenta corriente de la economia mexicana tiene tres componentes principales
que son sistematicos: a) el diferencial de precios con Estados Unidos, b) la ma-
yor elasticidad ingreso de las importaciones respecto a las exportaciones (Lorfa,
2001) y ¢) el endeudamiento externo histérico. Hay que advertir que este tltimo
factor —por ser de cardcter financiero- tiene una dindmica autorregresiva muy
importante.!

II. LA RESTRICCION EXTERNA AL CRECIMIENTO

La restriccion externa al crecimiento (REC) planteada originalmente por Thirlwall
en los anos setenta plantea que cualquier economia, independiente de su grado
de desarrollo, no puede crecer a una tasa indefinida en el largo plazo, sino a la
tasa que corresponde al equilibrio de la balanza comercial.

Esto es asi debido a que en el largo plazo no puede tener un déficit creciente
porque eventualmente caerd en un problema de balanza de pagos.

! Esto es, por demds, obvio y se desprende del principio del interés compuesto.
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En su version original el modelo de Thirlwall (1979) sélo considera a la balanza
comercial, aunque en una versién posterior (Thirlwall y Hussein, 1982) se amplia
el concepto de la REC al considerar a los movimientos de la balanza servicios fac-
toriales y no factoriales incluyendo asi a la cuenta corriente.

A continuacion se presenta la formalizacién del modelo.

Consideremos el equilibrio comercial:

PX = P'EM (1)

Donde: P = INPC doméstico; X = Volumen de las exportaciones; P* = INPC del
resto del mundo, pero para el caso de México son los precios de Estados Unidos;
E = tipo de cambio nominal y M = volumen de importaciones.

Aplicando logaritmos y sus variaciones, tenemos el equilibrio comercial en
términos dindmicos:

prx=p +c+m 2)

Las variables en mindsculas denotan las tasas de crecimiento.
Es necesario especificar las funciones de exportaciones e importaciones:

X = (P/EP"Z¢ (3)
M = (EP"/P)YY™ 4)

Interesa tener estas ecuaciones también en términos dinamicos, por lo que
aplicamos logaritmos y diferenciamos respecto al tiempo:

x=n(p-p ) + e (5)
m= (" +e-p)+my (6)

Donde: 1 = elasticidad precio de las exportaciones; ¢ = elasticidad ingreso de
las exportaciones; z = producto real de Estados Unidos; ¢ = elasticidad precio
de las importaciones; m = elasticidad ingreso de las importaciones; y = producto
real doméstico.

Por teorfa:m < 0; e > 0;¢9p <O0yxn > 0.

Resolviendo el sistema al sustituir (5) y (6) en (2) y haciendo operaciones ob-
tenemos la ecuacion principal de crecimiento econémico restringido por el equi-
librio de balanza comercial:



234 Eduardo Lovia y Jorge Ramirez

W= HM+y) (p-p* —e) + ez)/m )
Que expresa que y; puede crecer si:

a) Se deprecia el tipo de cambio real.

b) Se cumple la condicién Marshall-Lerner: [n+y| > 1.
¢) Aumenta el crecimiento externo (Estados Unidos).

d) Aumenta la elasticidad ingreso de las exportaciones.
e) Disminuye la elasticidad ingreso de las importaciones.

Un supuesto importante de este modelo es que el tipo de cambio real se man-
tiene constante en el largo plazo, lo cual implica que: (p - p* —¢) 0, con lo cual (7)
se simplifica sensiblemente:

V= €z/m (8)

o bien
Yy = X/7 (8)

debido a que, al considerar fijo al tipo de cambio real, el crecimiento de las ex-
portaciones se determina exclusivamente por ¢z, que corresponde a la tasa de
crecimiento de las exportaciones.

Por el objetivo del trabajo, que es ver la REC determinada por la cuenta co-
rriente, reexpresamos (1) incorporando ahora los flujos netos de capital (F) que
expresa el equilibrio de la cuenta corriente de la balanza de pagos:

PX + EF = P'EM 9)

Reexpresando al lado izquierdo en términos porcentuales (de las exportacio-
nes netas):

PX

0= (10)
PX-LEY

EY

1-f=——"
PX-EY

(11)

Donde 0 es la proporciéon de las exportaciones de bienes y servicios en las
exportaciones netas y 1 — 0 es la proporcién de los flujos de capital respecto a
las exportaciones netas.
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Dinamizando (9), y siguiendo el mecanismo ya descrito, tenemos:
0p+x)+(1-0)(c+)=p" " +c+m (12)

Resolviendo nuevamente el sistema llegamos a la siguiente expresion funda-
mental:

=L+ +1)(p-p'—c)+0ez+ (1-6)(f+c-p)n (13)

De lo que resultan los factores que permiten acelerar (reducir) el crecimiento
econémico restringido por el equilibrio de la cuenta corriente: a) el tipo de cam-
bio real; b) el crecimiento del producto exterior; ¢) la entrada neta de capitales
(servicios factoriales y no factoriales), y d) la elasticidad ingreso de las importa-
ciones.

De nuevo, si se supone que el tipo de cambio real es constante en el tiempo,
se elimina el primer término del lado derecho y queda una expresion algebraica
mas sencilla:

Vi = [0ez + (1 = 0)(f + ¢ - p))/m (14)

Resulta claro que una politica de apreciacién cambiaria con objetivos desin-
flacionarios aumentard la REC y, por tanto, reducira el crecimiento econémico y
viceversa.

Lo que hacemos en este trabajo no es proponer depreciaciones continuas, sino
evitar apreciaciones reales y mantener un tipo de cambio real alto y estable.

I1I. METODOLOGIA ECONOMETRICA
II1.1 El modelo SVAR

Una gran bondad de los modelos SVAR es que en el analisis de las series de tiempo
permite evaluar causalidad, sensibilidad y respuestas dindmicas eliminando per-
turbaciones indeseadas al identificar el sistema con base en la estructura de los
datos y en los argumentos provenientes de una teorfa econémica relevante.

Un VAR irrestricto (estdndar) estima un modelo a partir nicamente de los
rezagos de las variables endégenas y de las variables exdgenas asignadas:

V= d[ + Cy[_i + (15)



236 Eduardo Lovia y Jorge Ramirez

Donde y; es un vector de variables endégenas, d; es un vector de componentes
deterministicos (constante, tendencia y variables dummy de intervencién o esta-
cionales) y v; es el vector de innovaciones.

En (15) no se explican los efectos contempordneos entre las variables, pero
tales efectos estdn contenidos en la matriz de varianzas y covarianzas generada
del vector v,.

Un analisis exhaustivo de un VAR primitivo nos conduce a una mejor compren-
si6n. Consideremos la siguiente expresién (Enders, 2004):

Byl‘ = dt + Ayt—i + ¢ (16)

El VAR en su forma reducida (16) es simplemente una reparametrizacién de la
especificacién mas general dada por (15). De hecho, es facil denotarlo dado que
C = B! Ay v= B'&. Lo anterior implica que los errores del modelo final (16)
son combinaciones lineales de los shocks no correlacionados ;.

Para recuperar las interacciones contemporaneas de interés contenidas en
la matriz B, tradicionalmente se impone una estructura triangular estandar de
Cholesky (Sims, 1980). Sin embargo, una identificacién proveniente de la teorfa
econémica y de la estructura de los datos exige imponer restricciones ad hoc para
computar con el mayor sentido econémico posible —ademds del estrictamente
estadistico- las funciones de impulso-respuesta. Este procedimiento permite al-
canzar la condicién de identificacién, que establece que el nimero de elementos

2

diferentes a cero en la matriz B debe ser igual o menor que (Enders,

2004: 272 y Hamilton, 1994: 334).
I11.2 Estimacién

Con objeto de probar con rigor nuestra hipétesis principal, estimamos dos mo-
delos de vectores autorregresivos estructurales con series anuales para el periodo
1950-2010.

El primero con las series histéricas observadas y el segundo cambiando so-
lamente la serie de tipo de cambio real a partir de generar una serie aleatoria
tomando como punto de referencia el valor que adquirié en 1954. El objetivo es
probar que un tipo de cambio real mas alto y estable al que se observé en adelan-
te, opera positivamente sobre el crecimiento econémico.
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111.2.1 El modelo base

De acuerdo con los criterios tradicionales,” inicialmente estimamos un VAR(3)
irrestricto con constante y una variable dummy para 1995 que captura la caida
mas abrupta del crecimiento que ha tenido la economia mexicana desde la gran
depresion de los afos treinta. Como se muestra en el Cuadro II1.2A (del Anexo)
nuestra estimacién cumple con todos los supuestos de correcta especificacion.

El orden de las variables se eligié6 tomando como referencia la causalidad en
el sentido de Granger (véase Cuadro I11.4A), logrando obtener una especificacién
exactamente identificada cuya expresion By, = g es:

1 0 Ofter| |
byy 1 Ofca |=le,,
bsy bsg 1) ¥ €y

Al resolver el modelo se obtuvieron dos relaciones fundamentales con los sig-

nos correctos, los cuales reflejan solamente el sentido de las relaciones no elasti-
cidades.*

ler = €y (17)
ca = 0.41 * g, + €4 (18)
y =-0.48 * g, — 044 + ¢, + & (19)

Del sistema anterior es posible observar que la variable mas exégena es el tipo
de cambio real (tcr) la cual s6lo es explicada por sus innovaciones, seguido por la
balanza de cuenta corriente como proporcion del PIB (ca), que es explicada tni-
camente por el tipo de cambio real. Esta relacion refleja el efecto correctivo que
tiene una depreciacién sobre la cuenta corriente.

2 Schwarz, Akaike, Hannan-Quinn, Error Final de Prediccién y estadistico LR.

3 Es importante destacar que todas las series son estacionarias en sus valores originales (véase
Anexo, Cuadro IIL.1A).

* Como se sabe, lo que arrojan las siguientes ecuaciones son las innovaciones estructurales, por lo
que no pueden leerse directamente los parametros, sino solamente los signos. El andlisis de impulso
respuesta aporta elementos algebraicos en cuanto a la magnitud y duracién de las relaciones entre
variables.
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La dltima ecuacion presenta el efecto negativo que tiene una depreciacién
remedial o correctiva sobre el crecimiento del producto (y), asi como el efecto
negativo del aumento del desequilibrio externo sobre el crecimiento econémico
de largo plazo.

I11.2.2 El modelo alternativo

Con el objetivo de probar con rigor nuestra hipétesis principal estimamos un
modelo SVAR alternativo suponiendo que el tipo de cambio real se mantuvo en
niveles altos y estables, tomando como referencia la observacién de 1954, debido
a que desde entonces se comienzan a gestar las grandes y constantes sobrevalua-
ciones, ademds de ser la inica devaluacién que ha registrado efectos expansivos
inmediatos. Con esta observacién generamos una serie aleatoria ({cr54) teniendo
como limite de fluctuaciones valores de +/-una desviacién estindar (véase Gra-
fica II1.1).5

Grafica II1.1
Contraste del tipo de cambio real

1.3

1.2 4

1.1+

1.0

0.9

0.8

T T T T T T T T T T T
50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 00 05 10

——tcr ——-terb4 ‘

5 Aligual que las demads, esta serie es estacionaria en niveles (véase Anexo Cuadro I11.1A).
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Bajo el mismo procedimiento estimamos un VAR(3)® que siguié el mismo orde-
namiento de las variables, resultando el siguiente sistema de ecuaciones:

terb4 = €51 (20)
ca = 0.04. * g,54 €4 (21)
y = 0.47 * &34 — 0.61 * &5, + &) (22)

Es de destacar que los signos se conservan, con excepcién del que corresponde
al tipo de cambio respecto al crecimiento, el cual ahora es positivo. Lo anterior
prueba nuestra hipétesis central. Al evaluar el andlisis de impulso respuesta se
observa claramente el efecto positivo de un choque en las innovaciones de la
paridad cambiaria sobre el crecimiento del PIB. Respecto del andlisis de descom-
posicion de varianza, es posible destacar el cardcter exégeno del tipo de cambio
y su caracter explicativo de la cuenta corriente.

Con los resultados anteriores podemos probar nuestra hipdtesis central en el
sentido de que el tipo de cambio real es fundamental para explicar el crecimien-
to econémico, ademads de verificar el hecho de que mantener un tipo de cambio
competitivo en niveles altos y estables impacta positivamente al crecimiento eco-
némico. Aun resultado similar llega Ibarra (2011: 212) quien afirma: “Un tipo de
cambio competitivo no s6lo estimula un crecimiento mas acelerado de las expor-
taciones de manufacturas no vinculado a la maquila, sino que también amplifica
el efecto positivo de las exportaciones sobre el PIB”.

% Con una variable dummy para 1955y 1956 que refleja el cambio estructural derivado de la nueva
serie de tipo de cambio. Las pruebas de correcta especificacién pueden verse en el Cuadro IIL.2A.
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Grafica II1.2
Analisis de impulso respuesta7

Response to Structural One S.D. Innovations * S.E.
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7 En principio se debe considerar que todos los efectos son significativos al 95% de confianza, de

acuerdo con el rango que determinan las bandas de confianza para =2 errores estdndar (Valdés, 1997;
Gulli, 2005; Calderén y Méndez, 2009).
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Cuadro III.1

Descomposicion de varianza

Descomposicion de varianza de ter54:

Periodo S.E. ter54 ca y
1 0.05 100.00 0.00 0.00
5 0.06 80.38 8.22 11.41
10 0.07 77.74 9.40 12.86
15 0.07 71.72 9.39 12.89
20 0.07 71.71 9.40 12.89
Descomposicion de varianza de ca:
Periodo S.E. ter54 ca Y
1 1.54 0.16 99.84 0.00
5 2.19 15.42 76.36 8.22
10 2.24 17.01 74.15 8.83
15 2.24 17.09 74.03 8.88
20 2.24 17.10 74.02 8.88
Descomposicion de varianza de y:
Periodo S.E. ter54 ca Y
1 3.45 13.84 23.53 62.64
b 3.93 21.09 20.64 58.27
10 3.99 22.04 20.44 57.52
15 3.99 22.04 20.49 57.47
20 3.99 22.05 20.49 57.47

Factorizacion: Estructural.



242 Eduardo Lovia y Jorge Ramirez

CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES DE POLITICA

En el documento se prueba econométricamente nuestra hipétesis central que
afirma que el crecimiento econémico de largo plazo de la economia mexicana
depende centralmente del tipo de cambio real, debido a que actia de manera
determinante sobre el equilibrio de la cuenta corriente y con ello reduce la res-
triccion externa al crecimiento.

En la teorfa postkeynesiana de economia abierta se acepta que el crecimien-
to econémico de largo plazo de cualquier pais -independientemente de su gra-
do de desarrollo econémico (Atesoglu, 1993, 1993-1994, 1995, 1997)- depende
centralmente de sus elasticidades del comercio exterior y tiende a despreciar la
importancia del tipo de cambio en la restriccién externa al crecimiento, porque
considera que es esencialmente fijo en el largo plazo.

Aqui no proponemos devaluaciones continuas, sino evitar apreciaciones siste-
maticas que deterioran la cuenta corriente y, por tanto, reducen la capacidad de
crecimiento.

Se demostré que la eleccién de las autoridades econémicas entre tener baja in-
flacién y un tipo de cambio de equilibrio, tradicionalmente se han inclinado por
obtener el primer objetivo, con lo cual se han generado ciclos caracterizados
por crecimiento econémico acompanados de apreciacién cambiaria que, inva-
riablemente, suscitan desequilibrios en el sector externo que desembocan en
violentas devaluaciones remediales que originan estados de estanflacién parti-
cularmente desde 1976 y hasta 1994 en que se mantuvo fijo (con variantes) el
tipo de cambio nominal. A pesar de que se obtengan eventualmente las metas
de inflacién, la apreciacién cambiaria combinada con los origenes estructurales
del déficit de la cuenta corriente han provocado crisis recurrentes de balanza de
pagos. Esta politica es la que explica —en tltima instancia- los procesos de alto y
siga de los dltimos 50 afios.

Con el propésito de probar empirica y rigurosamente estas argumentaciones
se especificaron dos modelos SVAR: el primero estima el sistema econdmico tal y
como lo refieren los datos observados, mientras que el segundo supone un nivel
de tipo de cambio real alto y estable. Ambos modelos de series de tiempo prue-
ban que el tipo de cambio real es fundamental en la explicacion del déficit de la
cuenta corriente y, por tanto, del crecimiento econémico.

La prueba de causalidad en el sentido de Granger corrobora la exogeneidad
del tipo de cambio real, por lo que puede utilizarse como un instrumento y pre-
dictor del crecimiento econémico o, visto inversamente, de su restriccion.

El analisis de impulso-respuesta y de descomposicién de varianza del modelo
alternativo prueba satisfactoriamente la hipétesis de que el crecimiento econémi-
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co de México depende de la restriccion externa y que ella, a su vez, esta directa-
mente asociada al tipo de cambio real.

Por tanto, una conclusién central es la aceptacién de que esta variable es mu-
cho més importante de lo que muchos creen. No es un precio mas dentro del
sistema econémico. Es el precio de todos los precios, ya que actia simultdneamente
sobre el equilibrio interno y el externo, mas aun en las condiciones actuales en
que los tradicionales instrumentos de politica econdmica se han debilitado sen-
siblemente.

El tipo de cambio es la variable que puede contrarrestar los ciclos econémicos,
asi como los costos sociales de las reformas estructurales. Por tanto, dentro del
régimen de flotacién cambiaria el objeto central de las autoridades econdmicas
deberfa enfocarse a mantener un tipo de cambio real competitivo muy cercano a
su valor de equilibrio de largo plazo.

Podria argumentarse a contrario sensu que seguir esta politica generarfa una
espiral inflacionaria. Sin embargo, creemos que un tipo de cambio real compe-
titivo, como aqui lo hemos probado, tendria un fuerte efecto estimulante sobre
la produccién y la demanda internas, con lo cual se contrarrestarian los efectos
desindustrializadores que se generan de las apreciaciones cambiarias. De esta
suerte, a partir de estimular el crecimiento econémico es plausible considerar
que se podrian generar cadenas productivas que reducirian los altos coeficientes
de importaciones de productos y la elasticidad ingreso de las importaciones, con
lo cual las presiones inflacionarias debieran reducirse. En suma, lo que se debe
buscar a toda costa es una politica monetaria favorable al crecimiento que evite
apreciaciones y las consecuentes depreciaciones cambiarias remediales que, por
ser de ese cardcter, siempre han tenido fuertes costos sociales y econémicos tal
como lo han demostrado Krugman y Taylor (1978).

El objetivo de mantener un tipo de cambio competitivo, por el contrario, evi-
taria estas fuertes depreciaciones correctivas con lo cual podrian también evitarse
los choques inflacionarios resultantes.

El caso mas reciente que refiere este esquema (Damil y Frenkel, 2009) es el de
Argentina, la cual luego de su crisis politica de 2001 y 2002 puso en marcha una
politica econémica sustentada en:

a) Un tipo de cambio alto (competitivo) y estable, el cual evita al maximo las
apreciaciones.

b) Superavit fiscal y de cuenta corriente, lo cual, aunado al refinanciamiento de
su deuda, provoco que en promedio esta economia creciera en 7.5% durante
2003-2010, y atin durante la crisis de 2009 mostré un crecimiento moderado.
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Una forma de avanzar en ese sentido es que, ademds del objetivo de con-
trol inflacionario —que por indicacién constitucional le corresponde al Banco de
México-, ahora podria asignarsele el de impulsar el crecimiento econémico. Sti-
glitz (2002) indica que una de las lecciones que ha dejado la crisis argentina es
que enfocar la politica econémica al objetivo de inflacién —sin tomar en cuenta
explicitamente el objetivo del crecimiento- es muy arriesgado.

Ello podria conseguirse si se persigue un objetivo de tipo de cambio con base
en reglas activistas. De esta manera, el Banco de México seguirfa asi reglas de
operacién de tasas de interés de referencia que actuarfan simultdneamente sobre
agregados monetarios (crédito) y sobre el tipo de cambio nominal y, por tanto,
real.

De hecho, en un régimen de tipo de cambio flexible, es la politica monetaria
la que debe comandar el crecimiento econémico a través de sus efectos sobre las
tasas de interés y, por tanto, sobre el tipo de cambio.

En tal sentido, debe darsele la mayor prioridad a la recuperacién del crédito
interno a través de politicas monetarias menos conservadoras y dejar entonces
que el tipo de cambio real juegue el papel que le corresponde en un régimen de
tipo de cambio flexible: ser un factor de expansion de la demanda interna vy, al
mismo tiempo, de proteccién del equilibrio externo.
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ANEXO
Cuadro II1I.1A
Pruebas de raices unitarias
ADF DF-GLS PP KPSS

y -3.10! -3.91! -2.925 0.06
ca -2.731 -2.50° -9.756 0.0810
ter -3.792 1711 -3.767 0.5311
terb4 -8.092 -6.694 -8.258 0.1212

Pruebas vélidas al 99% de confianza.
ADF y PP sin intercepto ni tendencia; DF-GLS y KPSS con intercepto. 'sin rezagos; %con intercepto y
sin rezagos; Scon intercepto y sin rezagos valida al 95% de confianza; *con intercepto, tendencia

y sin rezagos; “con un rezago; ®con dos rezagos; “con intercepto y dos rezagos; *con intercepto y diez

2

rezagos; “con intercepto, tendencia y dos rezagos; '° con tres rezagos; ' con cinco rezagos; '*con sie-
te rezagos.
Cuadro II1.2A
Pruebas conjuntas del VAR irrestricto
Normalidad Autocorrelacion Hete@sce-
dasticidad
. Términos no
Sesgo Kurtosis  Jarque-Bera LM (4) cruzados
Coniunta 5.18 0.37 5.55 8.48 115.45
J (0.16) (0.94) (0.47) (0.49) (0.44)
Cuadro II1.3A
Pruebas conjuntas del VAR irrestricto alternativo
Normalidad . Heterosce-
Autocorrelacion .
dasticidad
. Términos no
Sesgo Kunrtosis Jarque-Bera LM (4) eruzados
. 343 14.58 36.65 4.57 225.82
Conjunta

0.32)  (0.02) (0.06) (0.87) (0.41)
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Cuadro II1.4A
Causalidad en el sentido de Granger

Variable dependiente TCR

Excluidos e Df* Prob.
ca 2.335001 3 0.5058
y 0.494328 3 0.9201

Conjunta 4.059548 6 0.6686

Variable dependiente ca

Excluidos e Df* Prob.
ler 20.03220 3 0.0002
y 3.053138 3 0.3835

Conjunta 28.34862 6 0.0001

Variable dependiente y

Excluidos x Df* Prob.
ter 15.55839 3 0.0014
ca 6.861845 3 0.0764

Conjunta 22.49321 6 0.0010

* Df: Grados de libertad.
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INTRODUCCION

Cuando se hace referencia a “sistemas no lineales complejos” se conciben sis-
temas que incluyen una gran cantidad de agentes que interactiian entre si de
multiples maneras y que, desde luego, presentan un comportamiento no lineal
(Waldrop, 1993). A manera de ejemplo, y tomando como referencia el sistema
utilizado como caso de estudio que se presentara a lo largo de este capitulo, se
observa lo siguiente: en una presa de tierra existen diversas incertidumbres como
la composicién y resistencia de sus materiales de construccién, el tipo de suelo
donde se ha colocado, y las fuerzas a que estara sometida durante su vida 1til, lo
que constituye un sistema complejo.

Por ello, es necesario realizar evaluaciones del riesgo que permitan cuantificar
la magnitud de las consecuencias que se tendrian en la eventualidad de una falla.
Las metodologias que se han desarrollado para tal fin son también sistemas com-
plejos, donde un conjunto de variables se integran en un modelo para simular el
comportamiento del sistema real. En virtud de que la perspectiva dada al capitulo
se orienta a la construccién de distribuciones de probabilidad utiles para ser em-
pleadas en Redes Bayesianas,! se resalta que dichas redes implican la cuantifica-
cion de variables que generalmente son no lineales (ejemplo: frecuencia sismica
y desbordamientos), el cdlculo de correlaciones entre ellas, el uso de estadistica
inferencial, la aplicacion del Teorema de Bayes y el uso de cépulas, por lo que se
trata de sistemas complejos no lineales.

Es oportuno aclarar desde ahora que los conceptos que aqui seran expuestos
no pretenden establecer una metodologia formal para la evaluacién del riesgo, lo
cual implicarfa la estimacién de indicadores como la pérdida anual esperada (PAE)
o la pérdida maxima probable (PMP) derivada de la falla de una presa. Més bien
el enfoque pretende mostrar una forma simplificada que brinde una primer idea
de como cuantificar algunas variables involucradas en la evaluacion del riesgo en
presas de tierra, para que estas estructuras puedan ser identificadas como posi-
bles candidatas para andlisis de mayor detalle; las cuantificaciones de las variables
que aqui se presentaran son insumos necesarios para la evaluacién formal del
riesgo, el cual se encuentra fuera del alcance del presente trabajo.

Con estas ideas en mente, se senala que las presas son estructuras naturales o
construidas por el hombre, a las cuales se les dan diversos fines en beneficio del
ser humano (ejemplo: generacién de energia eléctrica, riego y consumo humano

! Las Redes Bayesianas son s6lo una de las metodologfas disponibles para la evaluacién del riesgo,
pero existen otras como el FORM y el SORM (Métodos del Primero y Segundo Orden del Momento Estadjsti-
o) y la simulacién de Monte Carlo, mismos que también pueden considerarse como sistemas complejos.
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de agua). En el caso de las estructuras artificiales, los métodos de diseo y cons-
truccién han evolucionado a lo largo del tiempo, asi como las actividades para
las que se usan.

Consecuentemente, resulta indispensable cuantificar los riesgos en presas de
tierra para generar planes de evacuacién, y proponer estrategias de mantenimien-
to que permitan que estas estructuras se mantengan operando adecuadamente.
En este capitulo se presentardn dos metodologfas? para cuantificar algunas va-
riables que pueden producir la falla de presas, con la intencién de emplearlas
posteriormente en la evaluacion numérica de riesgos, aunque se insiste que dicha
evaluacion cae fuera del alcance del presente trabajo.

Para ello, primero se establecerdn algunos conceptos relacionados tanto con
el tema de presas como con el de riesgos. Acto seguido, se describird la cuanti-
ficacién simplificada de cuatro variables: a) frecuencia sismica, b) precipitacién,
c) tubificaciéon y d) desbordamiento. El andlisis de siete presas en el Estado de
México ha sido fundamental para realizar la estimacién de las distribuciones de
probabilidad de ocurrencia de cada una de esas variables. Similarmente, el uso
del Juicio Estructurado de Expertos (JEE) ha jugado un rol determinante en dicha
cuantificacién, como se describira mas adelante. Finalmente se proponen ideas
para utilizar las distribuciones encontradas en analisis cuantitativos, para estimar
el riesgo de falla de una presa de tierra.

I. CONCEPTOS Y DEFINICIONES: PRESAS

La literatura reporta varias definiciones de lo que es una presa. Por ejemplo, la
Comisiéon Internacional de Grandes Presas (ICOLD) la define como:

[...]una obstruccién artificial al flujo natural de agua que se construye con uno o més propé-
sitos especificos como la acamulacién de agua para la irrigacion, la generacién de energia
eléctrica, la creacién de un lago artificial para la navegacion o actividades recreativas, el
abastecimiento de agua a las ciudades o a la industria, la prevencién de inundaciones, la
desviacion de rios hacia canales, y para tener una reserva de agua fresca (2008).

Por otra parte, en México, la Comision Nacional del Agua (Conagua) afirma que
“[...] las presas son barreras artificiales que estan construidas generalmente con
materiales térreos o a base de concreto con la finalidad de controlar o almacenar
agua para una gran variedad de usos. Se pueden colocar a través de una corriente
de agua o fuera del cauce” (1999).

? La primera hace uso de la estadistica y la segunda de expertos.
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Regularmente, una presa esta constituida por distintos elementos que asegu-
ran su estabilidad y buen funcionamiento. La forma y caracteristicas de dichos
elementos dependen del tipo de estructura, si bien en general las presas se en-
cuentran integradas por cortina, vertedor, embalse, obra de toma y cuenca. La
Figura I.1 muestra de manera esquemdtica las partes de una presa, asi como su
disposicién mas comun.

Esencialmente, se reconocen tres tipos de cortinas: rigidas (como las de con-
creto, que pueden ser de arco o de contrafuertes asi como las de las presas deno-
minadas de gravedad, las cuales son presas que mantienen su estabilidad debido
a su gran masa), flexibles (de materiales granulares como tierra y enrocamiento)
y mixtas, que son la combinacién de ambas (mas detalles pueden encontrarse en
Conagua, 1999).

Figura 1.1
Elementos principales de una presa de tierra
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En cuanto a las presas construidas durante el siglo XX a nivel internacional,
Marengo (2002) report6 la existencia de presas de concreto, materiales sueltos
y otras que combinaban ambos. Asimismo, mencioné que de las 15,800 presas
construidas mundialmente hasta 1975, 62.6% eran de tierra. En México se cons-
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truyeron en el periodo de 1550 a 1998 un total de 1,017 presas, de las cuales casi
70% fueron de materiales sueltos, y el restante 30% lo constituyen conjuntamente
las presas de gravedad, arco y de contrafuertes. En virtud de que las presas de
tierra son las més abundantes en México, en seguida se describen sus principales
caracteristicas (Conagua, 1999).

Para que una presa se considere de tierra es necesario que mas del 50% de
su volumen sea de suelos compactados. La principal caracteristica de sus com-
ponentes de construccién es que son muy permeables, por lo que es necesario
anadirles elementos con caracteristicas impermeables en la zona de la cortina y
cimentacién, para disminuir la pérdida de agua, y de este modo asegurar la esta-
bilidad y funcionalidad de la estructura. Los materiales empleados para suscitar
dicha condicién de impermeabilidad pueden variar desde arcillas (en cuyo caso
siempre se ubican en el corazén del relleno) hasta pantallas de concreto armado,

Figura 1.2
Partes que integran una presa de tierra

¢ Eje de la cortina

1 Cresta o corona 7 Enrocamiento 13 Galeria

2 Revestimiento de la corona 8 Depésito aluvial 14 Drenes

3 Filtros 9 Roca basal 15 Pozos de aluvio

4 Corazén o nicleo impermeable 10 Talud de aguas arriba 16 Embalse

5 Trinchera 11 Talud de aguas abajo 17 Bordo libre

6 Transiciones 12 Pantalla de inyecciones 18 Altura de la cortina

NAME: Nivel de Aguas Maximas Extraordinarias

Fuente: Novak, 2001.
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las cuales se pueden construir ya sea en el centro del relleno o bien sobre el talud
de la cortina “aguas arriba”.’

El mecanismo de resistencia de este tipo de estructuras es por gravedad, por lo
que normalmente son obras con dimensiones considerables, con taludes muy ex-
tendidos, que requieren grandes volimenes de material para su construccién. En la
Figura 1.2 se pueden observar las diferentes partes que integran una presa de tierra.

Estos componentes se resumen en cimentacion, nicleo impermeable y talu-
des permeables cubiertos, en la zona aguas arriba, con una capa permeable. Su
principal beneficio es la economia que representa construirlas con los materiales
naturales de la zona, en comparacién con sus contrapartes de concreto.

Respecto a las desventajas que implica la construccién de presas de tierra, se
puede mencionar que son estructuras vulnerables (es decir, que pueden sufrir
dafios bajo la presencia de cierto tipo de peligros o amenazas) a la sobre-elevacién
de los niveles del embalse, originados por lluvias extraordinarias. Asimismo, son
vulnerables a filtraciones y erosion interna en la cortina y cimentaciéon. Precisa-
mente la probabilidad de que se presenten este tipo de variables se cuantificard
mas adelante (desbordamiento y tubificacién). Pero antes de ello, se describen
ahora algunos conceptos relacionados con el tema de riesgos.

II. CONCEPTOS Y DEFINICIONES: RIESGOS Y CONFIABILIDAD

En las etapas de disefio y construccién de obras de ingenieria civil debe tomarse en
cuenta la posibilidad de que los proyectos pongan en riesgo la salud o seguridad
publica, o provoquen pérdidas econémicas a la comunidad (Merrit et al, 1999). De
acuerdo con el estandar britanico BS 8800 (1996), un “riesgo” es la combinacién
de la probabilidad de que un evento peligroso ocurray el efecto de sus consecuen-
cias. La misma fuente define “analisis de riesgo” como el proceso para estimar la
magnitud de un riesgo y decidir si es o no aceptable. En consecuencia, el término
“administracion de riesgo” se refiere al proceso mediante el cual la sociedad u
organizacion reduce los riesgos a un nivel tolerable y se asegura de controlarlos,
monitorearlos y comunicarlos a los posibles afectados (Renn, 1998).

En el contexto de la Ingenieria Civil, el concepto “riesgo” se define como las
consecuencias esperadas asociadas a la ocurrencia de cierto evento; estas conse-
cuencias son medidas generalmente en términos monetarios, pérdida de vidas
humanas y consecuencias negativas (Faber, 2009).

3 Se denomina “aguas arriba” a todas las obras construidas que se encuentran del lado del embal-
se; el talud aguas arriba estd en contacto directo con el agua. En contraste, “aguas abajo” son las obras
de toma y de la propia cortina que no se encuentran en contacto con el agua del embalse.
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Asi, la definicién matematica de riesgo esta dada por la expresion:
Riesgo = Consecuencias adversas esperadas

Para un solo evento adverso (E), como por ejemplo la presencia de un sismo, el
riesgo se calcula como el producto de la probabilidad de la ocurrencia del evento
P,(E) por las consecuencias de dicho evento C(E):

R(E) = P,(E) x C(E)

Entonces el riesgo se cuantifica en las mismas dimensiones que las consecuen-
cias, es decir, dinero, pérdidas humanas o consecuencias negativas (Straub, 2010).

El andlisis de riesgo es, desde un punto de vista formal, una metodologia em-
pleada para determinar y evaluar la magnitud del riesgo. Cuando se combina con
la planeacién de diferentes acciones se puede definir como la toma de decisiones
basadas en el riesgo (Straub, 2010).

El desarrollo y la proteccién de infraestructura impactan directamente al de-
sarrollo del pais. Por lo tanto, es necesario administrar los riesgos involucrados y
conservar las edificaciones para garantizar que no causaran fatalidades ni pérdi-
das econémicas a la comunidad como resultado de su eventual falla.

Por otro lado, uno de los pardmetros comtinmente determinados en el proceso
de evaluacién de riesgo es el Indice de Confiabilidad, que se puede definir como
el valor inverso de la funcién normal estindar acumulativa (8) de la probabilidad
de falla (Pf), y se expresa como:

B =o' (Pf)

La confiabilidad, para fines de ingenieria, relaciona fuerzas actuantes con-
tra fuerzas resistentes tomando en consideracion valores aleatorios que pudieran
asumir las fuerzas; es decir, contempla la incertidumbre en el calculo de acciones
y respuestas.

El indice de confiabilidad, dentro del proceso de analisis de riesgo, es emplea-
do para estimar la probabilidad de ocurrencia de las consecuencias. De nuevo,
algunas de las principales técnicas empleadas para calcularlo son las Simulacio-
nes de Montecarlo y los Métodos del Primero y Segundo Orden del Momento
Estadistico (Silva y Heredia, 2007).

En materia de fallas, a mediados de la década antepasada la Comision Inter-
nacional de Grandes Presas (ICOLD, 1995) report6 que en términos absolutos la
mayor frecuencia de rupturas se presenta en estructuras de tierra (85% de los
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casos estudiados), en contraste con otros tipos de presas (10% de gravedad, 3%
de arco y 2% de contrafuertes).

Por ello, la evaluacién del riesgo en presas de tierra en épocas actuales ha co-
brado mayor importancia. Consecuentemente, entender los conceptos de admi-
nistracion del riesgo, confiabilidad y falla en términos de presas, es fundamental
para mantenerlas seguras y cumpliendo sus funciones sin representar una ame-
naza para la sociedad.

Con estas ideas presentes se describird ahora el Juicio Estructurado de Exper-
tos (JEE), metodologia que permitira evaluar dos de las variables posteriormente
analizadas.

I11. JUICIO ESTRUCTURADO DE EXPERTOS (JEE)

El JEE permite llegar a un consenso racional con base en el método cientifico, a
través de la evaluacion y validacién de juicios emitidos por diferentes expertos
(Cooke y Gossens, 2008). Esto partiendo de la premisa de que los especialistas
cuentan con los conocimientos teéricos y practicos sobre un tema especifico, y que
dominan las teorfas y valores de ciertos pardmetros de interés, mismos que no
pueden ser experimentalmente medidos (como por ejemplo el desbordamiento
de una presa y los dafios ocasionados a las personas y sus bienes, al ambiente y
las obras de infraestructura, pues seria muy costoso realizar un experimento que
reflejara este tipo de acontecimientos). La incapacidad para cuantificar dichos
parametros responde a la presencia de restricciones de diferente indole, como la
inaccesibilidad a datos.

La motivacién del JEE es la insuficiencia o inexistencia de informaciéon en
determinado campo del conocimiento. Por ello es necesario que el investigador
obtenga datos directamente con los expertos en un tema, mediante una metodo-
logia sistemdtica, capaz de procesar las opiniones de los individuos, de manera
que la informacién obtenida sea valida. Al realizar el ejercicio, los resultados de-
beran reflejar la incertidumbre de cada experto, y la informacién proporcionada
por ellos debe ser obtenible a través de un experimento real que no se efectiia
debido a las implicaciones o consecuencias que tendria; esta técnica no es nueva
y tiene algunas variantes.

El llamado “modelo cldsico”, que sera utilizado en este trabajo, fue documen-
tado de manera formal por Cooke (1991). Recientemente se llevd a cabo un re-
cuento de las caracteristicas principales de dicho modelo y se encontré que habia
sido aplicado en las industrias: nuclear, aerondutica, quimica y de gas, construc-
cién, vulcanologia y salud (Cooke y Gossens, 2008), donde queda de manifiesto
el desarrollo que este enfoque ha tenido durante casi dos décadas. Es importante
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mencionar que, aunque parece una técnica netamente subjetiva, el método cien-
tifico impone las siguientes condiciones para garantizar su validez como herra-
mienta de cuantificacién: (a) capacidad de escrutinio y confiabilidad; (b) control
empirico; (c) neutralidad; y (d) equidad (Morales-Népoles y Cooke, 2009).

El nombre “modelo cldsico” tiene su origen en una analogia entre las pruebas
de hipétesis de la estadistica clasica y el calculo de calibraciones en el JEE. Un
concepto clave en dicho modelo es el de variables de calibracién, que son aquéllas
cuyo valor verdadero, en el momento de la consulta, es conocido por el analista
pero no por el experto. Por ejemplo, el analista puede averiguar la magnitud de un
terremoto ocurrido en una regién en una fecha especifica y preguntarle al experto
sobre dicha magnitud. Si el especialista responde correctamente, o se aproxima al
valor verdadero de manera importante, entonces resultara bien calibrado.

Basicamente, los expertos son cuestionados acerca de variables que pueden
tomar valores inciertos en un rango continuo, y generalmente se les preguntan
los percentiles 5, 50 y 95 de su distribucién subjetiva de incertidumbre. Cabe re-
cordar que, una vez que se ordenan ascendentemente, el percentil 5 corresponde
al valor que esta por encima del 5% de los datos. De igual forma, el percentil 50 es
aquel que esta arriba del 50% de los datos (y por tanto por debajo del otro 50%),
y asi sucesivamente. Para extraer la informacién, los especialistas se enfrentan a
“preguntas de interés” tales como: “Tome como referencia una eventual inunda-
cién debida a la falla de la presa bajo estudio. Ahora considere los costos ptblicos
y privados totales, para un periodo de tiempo igual a la maxima esperanza de
vida promedio restante de las personas afectadas, por todos los posibles dafnos
y pérdidas en salud y vidas humanas. ¢Cudles son el 5, 50 y 95 percentiles de su
distribucién de incertidumbre (medidos en pesos (§) actuales)?”.

Asi, el experto podria dar los siguientes valores: $20,000, $3°000,000 y
$19°000,000 respectivamente, lo cual indicaria que tiene una gran incertidumbre,
como lo muestra la separacion entre los percentiles, evidenciada por el rango tan
amplio entre un valor y otro. La Figura III.1 presenta la distribuciéon hipotética
que se podria generar con estos datos.

Las “preguntas de calibracién”, de manera similar, presentan un formato
idéntico al planteamiento descrito, aunque cuestionan aspectos de los que el ana-
lista cuenta con datos a priori. Intuitivamente se puede decir que las preguntas
de calibracién miden la probabilidad de que un conjunto de resultados experi-
mentales correspondan, en un sentido estadistico, con las respuestas brindadas
por los especialistas. Esta alcanza su valor méaximo en 1, y valores cercanos a cero
indican que es poco probable que la informacién proporcionada por el experto
sea adecuada en un sentido estadistico bajo el supuesto de que las preguntas de
calibracion representan la experiencia deseada en el grupo. En contraste con las
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de calibracién, las preguntas de interés miden el grado en el que una distribucién
esta “concentrada” o “extendida” con relacién a una distribucion de probabilidad
base, como la uniforme o la log-uniforme.

Una vez que las preguntas de interés y calibraciéon son obtenidas, es necesario
asignar pesos especificos a cada experto, con base en sus puntuaciones. Estos
pesos son usados para calcular promedios ponderados (combinacién lineal), los
cuales representaran la opini6én del grupo, la cual se denomina como “tomador
de decisiones” (TD).

En el presente estudio el Tomador de Decisiones por Pesos Globales (TDPG) y el
Tomador de Decisiones por Pesos Iguales (TDPI) han sido considerados. El primero

Figura III.1
Distribucién de probabilidad acumulada hipotética de los costos econémicos
humanos generados por la falla de una presa
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se calcula con base en los pesos especificos de cada experto, dindole mas importan-
cia al especialista que obtuvo la mayor ponderacién. En contraste, el segundo asig-
na pesos iguales a cada experto, por lo que se trata de la media aritmética. Todos
aquellos expertos cuyo peso especifico esté por encima de un nivel de significancia
a = 0.05 serdn considerados en el TDPG. Obsérvese que los pesos especificos se ob-
tienen mediante el producto de las puntuaciones de informacién y calibracién.

De esta forma, en la presente investigacion se entrevisté a cuatro expertos con
amplios conocimientos tanto de las presas en estudio como de la regién donde se
ubican. Los cuatro se habian desempefado en el &mbito profesional en la adminis-
tracién de presas, y dos de ellos eran ademas profesores de ingenierfa. Es impor-
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tante mencionar que el proyecto* del que se deriva la informacién aqui mostrada
es mas amplio, y que el analisis presentado, para fines del presente libro, considera
s6lo una parte, la referente al andlisis de las cuatro variables de interés.

Por ello, aqui s6lo se requirié que cada uno de los cuatro especialistas propor-
cionaran informacién para cuantificar dos variables, y respondieran 20 preguntas
de calibracién, similares a las del ejemplo ya mencionado. Las otras dos variables
que se presentardn se pudieron calcular de forma simplificada con datos estadis-
ticos, por ejemplo, las tasas de precipitacién y la frecuencia sismica de las zonas
donde se localizan las siete presas.

Asi, se obtuvieron los resultados que se resumen en Tabla III.1. Los valores
presentados se calcularon por medio del software especializado llamado EXCALI-
BUR (EXpert CALIBration), que fue desarrollado en la Universidad Tecnologica
de Delft, Holanda (TU Delft).

Como se puede observar, en la primera columna se presentan las claves de los
cuatro expertos participantes en el estudio (A, B, Cy D), ademas de los dos exper-
tos virtuales (TDPG y TDPI, que se reitera son calculados como promedios, a partir
de los datos de los expertos “reales”). En la segunda, se aprecia la puntuacién de
calibracién (pC) de los “seis” especialistas, donde el TDPI resulté ser mayor a 0.05
(0.07164). En la practica, PCs menores a ese valor fallarfan en otorgar el nivel de
confianza requerido en el estudio. En cambio, puntuaciones de calibracién supe-
riores a 0.05 son suficientes para soportar la hipétesis del modelo clasico.

Tabla III.1
Resumen de indicadores del modelo clasico para los expertos
de riesgos en presas de tierra del Estado de México

. Puntuacion de Informacion (PI) Puntuacion de Informacion (PI)
Puntuacion de y
Expertos oo tomando en cuenta lodas tomando en cuenta solo
Calibracion (Pc) . oo
las variables las preguntas de calibracion
A 1.38E-04 0.92 0.83
B 3.95E-14 2.25 2.20
C 3.22E-09 1.51 1.58
D 3.57E-07 0.09 0.87
TDPG 9.21E-04 0.84 0.76
TDPI 7.16E-02 0.30 0.33

4 Proyecto de Investigacién: Delgado-Hernandez, D. J. y De Leén, E. D. (2007), “Andlisis de
riesgo, confiabilidad estructural y mantenimiento de presas de tierra: un caso en el Estado de
México”, Proyecto UAEM 2491-2007U, Universidad Auténoma del Estado de México, 14 nov.
07-14 nov 08.
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De acuerdo con la misma tabla, la combinacién de opiniones de los expertos
es mejor que la de cada uno individualmente. Tanto el TDPG como el TDPI alcan-
zaron una calibracién mayor que la de cada especialista por separado; el TDPI
supera el nivel de confianza minimo requerido en el enfoque (0.05), y es por tanto
el que serd usado en los calculos posteriores.

La tercera y cuarta columnas presentan la Puntuacién de Informacién (p1)
de los expertos para todas las variables, y para cuando sélo se toman en cuenta
las preguntas de calibracién. El andlisis de los datos muestra que el experto mas
informativo (B) es también el mas bajo en la calibracién. Este ha sido un patrén
recurrente en estudios anteriores (Morales-Nédpoles y Cooke, 2009).

Pese a que el TDPI fue el mejor calibrado en el ejercicio, resulté ser también
el menos informativo. No obstante, se reitera que es el tinico que excede el
nivel de significancia requerido, por lo que el resto del andlisis se realizard
con base en los resultados de este tomador de decisiones. Las dos variables
de interés (desbordamiento y tubificaciéon) han sido tomadas en cuenta como
distribuciones marginales de probabilidad. Habiendo presentado los concep-
tos detrds del JEE, en seguida se describe la muestra de presas utilizadas en la
investigacion.

IV. PRESAS EN EL ESTADO DE MEXICO

En materia de presas, estudios estadisticos demuestran que las estructuras de tie-
rra con mas de 30 anos de edad, y entre 15y 30 m de altura, son las que presentan
mayores indices de falla (Marengo, 2002). Por ello, se tuvo que investigar cudles
eran las presas en el Estado que cumplian simultdneamente con estos criterios de
seleccién (edad, altura de cortina y material de construccién).

En la revision de la literatura se encontré que, hasta 1976, la entidad contaba
con 53 estructuras en general (SRH, 1976). De ellas, cinco (Huapango, San An-
tonio, Nad6, La Loma y El Molino) fueron construidas antes de 1900, y las otras
48 durante el siglo XX. A su vez, 19 se construyeron de tierra y enrocamiento
entre 1942 y 1972. Asi, se identificaron siete presas, localizadas en los municipios
del Estado de México, particularmente en el valle de Toluca y en las proximi-
dades del Distrito Federal, que cumplieron con los criterios de seleccién y que
estadisticamente serian las mas vulnerables (Foster ef al., 2000). Las estructuras
seleccionadas fueron:

1. Embajomuy,
2. San Joaquin,
3. José Trinidad Fabela,
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Dolores (La Gavia),

José Antonio Alzate (San Bernabé),
Ignacio Ramirez, y

El Guarda.

N ook

En la Figura IV.1 se muestra su localizacién geografica. Se ha colocado un
nimero sobre la presa correspondiente, a partir de la lista anterior, para apreciar
su ubicacién.

Los detalles constructivos y especificaciones de disefio de cada una de las siete
estructuras se pueden consultar en SRH (1976), resaltando que ademds de los tres
criterios mencionados, comparten otras particularidades como la escasa conser-
vacion, detectada por los investigadores durante la visita fisica a cada una de las
obras. Por la cercania que existe entre ellas y su ubicacién geogrifica, todas estan
sometidas a los dos peligros importantes expuestos en seguida.

Figura IV.1
Localizacion geografica de las presas bajo estudio
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V. PELIGROS

Dentro del alcance del presente trabajo, y en funcién de los fenémenos que pue-
den afectar la integridad estructural de las presas, los principales tipos de peligro
0 amenaza que se tomaron en consideracién en la metodologfa aqui presentada
fueron los naturales. Segtn lo establecido por Mileti, en el contexto de andlisis y
evaluacion de riesgos, peligro o amenaza natural, se pueden definir como “fenéme-
nos meteorolégicos o geoldgicos extremos de baja probabilidad de ocurrencia que
tienen el potencial de causar desastres, cuando se manifiestan sobre colectividades
humanas” (1999: 376). En este caso los peligros tomados en consideracién fueron
la frecuencia sismica y la precipitacion, variables que se describen a continuacién.

V.1 Frecuencia sismica

De acuerdo con McGuire (2008), el Andlisis Probabilistico de Riesgo Sismico
(APRS) es la evaluacién de la frecuencia anual de posibles excedencias de los ni-
veles del movimiento del terreno en un sitio determinado. Este analisis da como
resultado una curva de peligro sismico (frecuencia anual de excedencia vs. ampli-
tud del movimiento del terreno).

Uno de los primeros trabajos relacionados con estas estimaciones es el realizado
por Cornell (1968); basicamente el calculo de la frecuencia anual de excedencias se
realiza conociendo algunas caracteristicas particulares del terreno en el sitio de es-
tudio, la distancia a la fuente (o fuentes) sismica, asi como la intensidad en escala Ri-
chter de los sismos producidos en las fuentes que mayoritariamente impactarian en
el sitio de interés. Informacién detallada referente a la metodologfa APRS puede ser
encontrada en Ellinwood (2001), Esteva y Ruiz (1989) y Ordaz (2004), entre otros.

Debido a que el APRS implica diferentes factores, como ya se menciond, siendo
uno de éstos la intensidad Richter del sismo, para los fines del presente capitulo, y
de forma simplificada, se ejemplifica la cuantificacion de dicho fenémeno en tér-
minos de la generacién de una variable aleatoria como sigue: el nimero de sismos
registrados en una regién y en un periodo de tiempo determinado se denomina
aqui como “frecuencia sismica”. La informacién recabada en el presente estudio,
obtenida del Servicio Sismolégico Nacional (SSN), ha permitido la construcciéon
de las distribuciones de frecuencia necesarias. En su cuantificacién se han con-
siderado los eventos sismicos mayores a 5.5 grados de magnitud en la escala de
Richter, comprendidos entre el afio 2000 y el 2008. Sélo se tomé ese periodo,
en virtud de que son los registros completos a los que se pudo tener acceso. No
obstante, es recomendable ampliar la base de informacién para incrementar la
precisién del calculo.
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Los datos empleados corresponden a los registrados en la zona cercana a las
estructuras de interés (Valle de Toluca). En la Tabla V.1 se muestra un resumen de
la frecuencia sismica por afo, de los eventos registrados de 2000 a 2008. Asimis-
mo, se presenta la cantidad de movimientos clasificados por su magnitud, que va
de aquéllos menores a 3 grados, hasta los que alcanzaron los 8 grados (que en este
periodo en particular son inexistentes).

Con base en estos datos, se construye la distribucién de probabilidad de la
“frecuencia sismica”; la manera de caracterizar esta variable serd mediante el na-
mero de sismos mayores o iguales a 5.5 grados en la escala de Richter, registrados
por afo, con algin efecto en la regién de interés. Se ha elegido esa magnitud, ya
que son los sismos que la superan los que pueden provocar la eventual falla de la
cortina de una presa de tierra (Ramirez, 2001), y su magnitud esta catalogada en
dicha escala como una que deriva en danos moderados en las edificaciones.

Tabla V.1
Sismos reportados por el SSN, del periodo comprendido entre 2000 y 2008

ANO TOTAL DE SISMO DE MAGNITUD

SISMOS <3 3 4 5 6 7 8
2000 1052 37 463 531 18 2 1 0
2001 1344 17 704 585 32 6 0 0
2002 1688 4 879 761 40 4 0 0
2003 1324 b 729 568 18 3 1 0
2004 945 1 429 491 24 0 0 0
2005 847 1 459 373 12 2 0 0
2006 1077 0 589 464 23 1 0 0
2007 1234 0 533 670 27 4 0 0
2008 1772 4 1037 709 18 4 0 0

Como resultado, se obtuvo una distribucién marginal que es esencialmente
discreta; sin embargo, se ha propuesto modificarla a una distribucién continua.
Para ajustarla, se encontraron los parametros de un nimero de distribuciones
que minimizan la suma de las diferencias de cuadrados, con respecto a una dis-
tribuciéon empirica. Entonces, la que obtenga la menor suma de diferencias de
cuadrados es elegida. De esta forma, en la Figura V.1 se muestra la distribuciéon
acumulada de probabilidad correspondiente a la variable frecuencia sismica.
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Los valores de la media y desviacion estandar son 6,67 y 2,10 respectivamente,
lo cual indica que es comiin que se tengan cuando menos entre 6y 7 movimientos
teltricos por afio, con magnitudes superiores a la establecida.

Figura V.1
Distribucién acumulada de probabilidad para la variable “frecuencia
sismica” (nimero de sismos por afilo mayores a 5.5 grados Richter
en la region de interés)

Media 6,67
Desviacién Estandar: 2,10

Percentiles

Probabilidad

5% 3,63
50% 6,47
95% 10,49

1.07 21.39
Frecuencia Sismica (# de sismos = 5.5/afno)

V.2 Precipitacion

La precipitacion es cualquier forma de hidrometeoro que cae del cielo y llega a la
superficie terrestre. Las dimensiones de una cuenca hidrografica son muy varia-
das, y para determinar qué tanto llueve en ellas es frecuente que en una regién
se sitlen varias estaciones pluviométricas. Asi, en lo que se refiere a la variable
considerada en este capitulo, también de forma simplificada, se ha hecho uso de
las mediciones registradas en las estaciones pluviométricas cercanas a las siete
presas de interés.

La mayoria de las fallas en presas han sido consecuencia de un evento de
este tipo, es decir, lluvias extraordinarias que rebasan sus capacidades de disefio,
poniendo en peligro tanto vidas humanas como bienes materiales y recursos am-
bientales. Consecuentemente, el hombre ha requerido desarrollar distintos mé-
todos que le permitan predecir este tipo de fenémenos, y asi poder tener mayor
certidumbre en cuanto a su ocurrencia.
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La intensidad de la precipitacion se mide en milimetros por hora, o unidades
de longitud por unidad de tiempo. En general, para determinar la cantidad de
precipitacién que se presenta en una cuenca, en un periodo determinado, se pue-
den utilizar varios métodos, siendo los mas comunes los aritméticos, poligonos de
Thiessen, el método de las isoyetas (Aparicio, 1994), y el de promedios méviles.
Asi, para el caso de estudio se utiliz6 el Gltimo enfoque, obteniendo primero los
datos de las estaciones pluviométricas cercanas a las presas de interés, con base en
el programa llamado ERIC (Extractor Rapido de Informacién Climatolégica), el
cual contaba con registros en México que comprenden del periodo 1920 a 1998.

En segundo lugar, con estos datos de precipitacion se crearon promedios mé-
viles de siete dias para suavizar la distribucion y eliminar los picos en semanas
donde sélo habia llovido uno o dos dias, los cuales permitieron generar las dis-
tribuciones requeridas para sustentar el calculo. Por ejemplo, en una semana en
la que sélo habia llovido 70 mm en un dia, se calculé un promedio de 10 mm/dia
para cada dia de la semana.

En la Figura V.2 se muestra la grafica obtenida de distribucién acamulada de
probabilidad correspondiente a la precipitacion. Dicha variable fue definida por
los milimetros de lluvia promedio por dia que caen en las cuencas de las presas
bajo estudio. La gréfica se lee de la siguiente manera: en el eje de las abscisas se
representa la precipitacién promedio diaria medida en mm/dia, mientras que en
el eje de las ordenadas se tiene la probabilidad de ocurrencia del fenémeno.

Figura V.2
Distribucién acumulada de probabilidad para la variable
“precipitacion” (mm/dia)

Media 5,68
Desviaciéon Estandar: 3,63

Percentiles

Probabilidad

5% 0,47
50% 5,43
95% 12,25

0.00 16.16
Precipitacion (mm/dia)
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Una vez descritas las dos variables asociadas con los peligros a los que estan
expuestas las presas de tierra de la muestra, se procede ahora a la presentaciéon
de los conceptos de vulnerabilidad, y después a la exposicion de los principales
dafios esperados en las estructuras analizadas.

VI. VULNERABILIDAD

Como se ha discutido, las presas son vulnerables ya sea ante la presencia de un
sismo o de una precipitacion extraordinaria, es decir, pueden resultar danadas
por sus efectos. De igual forma, la infraestructura que se encuentra aguas abajo
de las estructuras podria verse afectada en la eventualidad de la ruptura de una
presa. En este sentido se senala que las obras existentes en las zonas cercanas a
las presas de interés comparten las siguientes caracteristicas: asentamientos hu-
manos con poblaciones de unos cuantos cientos de habitantes hasta de 20,000
personas, campos de cultivo, carreteras libres de peaje y torres de transmisién de
energfa eléctrica.

Para calcular los danos que se podrian generar como resultado de la falla de
una de ellas, Delgado et al. (2008) analizaron la evaluacién de costos por métodos
directos, indirectos y mixtos. Como resultado, concluyeron que los costos espe-
rados para el caso de las siete presas mexiquenses, en caso de que colapsaran,
podian alcanzar los $150°000,000.00 por ano. Aunque existen otras metodologias
para evaluar dichos costos, como la reportada por Baré et al. (2007), en la que se
acude a los censos del INEGI para determinar la poblacién que habita la regién, el
nivel socioeconémico de los residentes, las areas de siembra y demds infraestruc-
tura existente, en el presente capitulo no se aborda esta cuantificacién con deta-
lle. Sin embargo, si se desarrollan dos variables relacionadas con los principales
dafios que pueden sufrir las presas de tierra.

VII. PRINCIPALES DANOS EN LAS PRESAS DE TIERRA

Con base en la revision de la literatura realizada (Delgado et al., 2012 y Morales-
Népoles et al., 2013), se concluyé que dos de los dafios mas relevantes para las
presas de tierra eran la tubificacién y el desbordamiento. Aunque existen métodos
analiticos y experimentales para cuantificarlos, la falta de recursos (econémicos,
de tiempo y de personal) impidi6 su aplicacién en esta parte de la investigacion.
Sin embargo, como se vera, el JEE es una alternativa factible para estimar las
distribuciones de probabilidad de estas variables. En seguida se presentan los
detalles de cuantificacién para cada una.
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VII.1 Tubificacion

El agua, al fluir a través de la tierra, genera fuerzas erosivas que tienden a empu-
jar las particulas del suelo, arrastrandolas en la direcciéon del flujo. Al momento
en que se produce este arrastre, se dice que ha comenzado el fenémeno de tubi-
ficacién, el cual forma canaliculos que aumentan de didmetro conforme avanza
el proceso, y donde a su vez el agua fluye con mayor velocidad. Para el caso de
una presa, la tubificacién normalmente comienza en el talud de aguas abajo y
progresa hacia atras, es decir, en el interior de la cortina, hasta que se presenta la
inminente falla de la estructura (Juarez y Rico, 1996).

Una de las caracteristicas del fenémeno es el tiempo de desarrollo, ya que
puede haberse iniciado al momento de poner en operacién el embalse, y mostrar
indicios de su presencia muchos afos después sin que ya se pueda remediar. En
otras palabras, sin el monitoreo adecuado, los sintomas de una tubificacién pue-
den ser imperceptibles.

Un ejemplo de tubificacién en México se present6 en la presa de la Laguna,
ubicada en el estado de Puebla, la cual forma parte del sistema hidroeléctrico
de Necaxa (Marsal, 1983). En ella se registré la ruptura del empotramiento iz-
quierdo a causa de diversas tubificaciones, provocando tanto orificios de gran
didmetro como la generacién de diversas brechas en la cortina. Estos dafios, a su
vez, causaron la destruccién de caminos y el deslizamiento masivo de taludes en
la regi6én de aguas abajo.

De este modo, estadisticamente hablando, la tubificacién ha representado la
segunda causa de falla en presas de tierra en el mundo después del desborda-
miento, con un 25% del total de éstas entre 1964 y 1983 (Marengo, 1994). Pese
a su importancia, las investigaciones en el drea son relativamente escasas y se
tuvieron dificultades para encontrar datos nacionales que fueran de utilidad para
generar la distribucién de probabilidad buscada. Por ello se tuvo que recurrir al
JEE, herramienta que permitié generar la informaciéon adecuada.

Para medir la tubificacién presente en el cuerpo de la cortina de la presa, se
empleo el gasto que transita a través de ella, medido en It/seg. Cabe mencionar
que este fenémeno también se puede presentar en la cimentacién, pero la lite-
ratura revel6 que es la cortina el elemento mas susceptible de verse afectado por
esta razon (Foster et al., 2000). Asi, en la Figura VII.1 se muestra la grafica de la
distribucién acumulada correspondiente a la tubificacién, obtenida con la ayuda
del programa UniNet, desarrollado también en TU Delft. El volumen de agua,
caracterizado como la tubificacién, se grafica en el eje x; y en el eje y, la proba-
bilidad de que el fenémeno se presente, estimada con base en la opinién de los
expertos, como se describi6 en la seccion precedente del JEE.
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Figura VIIL.1
Distribucién acumulada de probabilidad para la variable
“tubificacion” (It/seg)

[u—

Media 19,77
Desviacion Estandar: 64,41

Percentiles

Probabilidad

5% 2,73e-05
50% 0,20
95% 94,97

0.00 506.88
Tubificacion (It/seg)

VII.2 Desbordamiento

Este tipo de evento se presenta, generalmente, por una deficiente estimacién del
gasto de disefo del vertedor, al considerar una avenida maxima menor a la que
se debe desalojar. Otras causas comunes se relacionan con el mal funcionamiento
de la obra de toma o que esté fuera de servicio, el deslizamiento de laderas aguas
arriba de la cortina, sismos que inducen oleaje, oleajes producto del viento, y la li-
beracién repentina de grandes volimenes de agua en sistemas de presas en serie.
Estas fuentes provocan el aumento del nivel del agua en el embalse, que a su vez
se traduce en un excedente de agua que se vierte sobre la cortina, erosionandola
y danando el talud de aguas abajo (Juarez y Rico, 1996).

Pese a las razones naturales que pueden provocar una falla, son mas bien las
omisiones humanas las que mas impacto pueden llegar a tener. Especificamen-
te, en el disefio de las obras de una presa, la razén principal que genera un mal
funcionamiento de sus elementos es la extrapolacion de estudios previos que no
presentaron fallo en sus proyectos originales. Esta préctica se debe ya sea a la
insuficiencia de informacién para disefiar una nueva estructura, o a la simpli-
cidad que representa hacer adaptaciones de proyectos previos similares. Como
resultado, se insiste en que las estadisticas mundiales sobre las causas de falla
mds comunes en presas de tierra colocan al desbordamiento como la razén més
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importante de sus colapsos, representando mds de la mitad de las causas -55.5%
del total- (Marengo, 1994).

En la investigacién aqui presentada el desbordamiento tuvo que ser cuantifi-
cado a partir del JEE, ya que no se encontraron registros sobre eventos similares
en la zona de interés. Cabe mencionar que, durante las entrevistas a los expertos,
dos de ellos revelaron que las lluvias del verano de 2008 habian sido muy inten-
sas y que por lo menos una presa en la entidad (ninguna de las siete estudiadas)
podria presentar desbordamientos. Hasta donde se conoce, no se presenté inci-
dente alguno en ese momento, por lo que el caso no fue investigado con mayor
profundidad.

En la Figura VII.2 se muestran los valores obtenidos después de procesar la
informacién solicitada a los expertos, para la variable correspondiente al desbor-
damiento. Se cuantificé en milimetros, medidos a partir de la corona de la cortina
(el nivel del agua del embalse localizada en la cota de la corona significa que se
tiene una altura de ldmina de agua igual a cero), con el fin de medir la elevacién
promedio de la lamina, que se presentaria al ocurrir un eventual desbordamiento
sobre la cortina.

Figura VII.2
Distribucién acumulada de probabilidad para la variable
“desbordamiento” (mm)

1
= Media -3,806,6
_—S Desviacion Estandar: 2,617
=
= Percentiles
e
=
5% -7,949
50% -3,528
95% -74.71
0
-9287.43 792.43

Desbordamiento (mm)



270 D.J. Delgado H., D. De Leén E., O. Morales N., B. Pérez Py . C. Arleaga A.

Los valores mostrados en la Figura VII.2 corresponden a los percentiles soli-
citados a los expertos, es decir, 5, 50 y 95. Dichos percentiles corresponden a las
cuantfas -7,949, -3,528 y -74.71. Como puede observarse, los valores calculados
son negativos, lo que significa que el nivel del agua estard normalmente por de-
bajo de la cota de la corona.

En lo que se refiere a la interpretacion, se puede afirmar que los expertos
consideraron que, en promedio, para el 5% de los eventos presentados se tendran
valores menores a —7,949 mm, es decir, cantidades que crecen en sentido negativo
(ejemplo: -8,000 mm). En el mismo orden de ideas, para el 50% de los casos se
presentaran valores menores a -3,528 mm, y para el 95% de los eventos se pre-
sentardn valores menores a los —74,71 mm. De hecho, de acuerdo con la opinién
de los peritos, serfa sorprendente que se presentaran niveles menores a -9287,43,
y mayores a 792,43 (ver Figura VII.2). La media y la desviacion estandar corres-
ponden a -3,806.06 y 2,617, respectivamente.

Habiendo presentado las cuatro variables y su cuantificacién, se manifiesta
que todas fueron integradas en un modelo de evaluacién de riesgos en presas de
tierra, cuyos detalles se encuentran en Delgado et al. (2012) y Morales-Napoles et
al. (2013). Asi, se procede ahora a la discusién de resultados y al establecimiento
de las conclusiones del estudio.

VIII. DISCUSION Y CONCLUSIONES

La modelacién de procesos no lineales, como los cuatro analizados en este ca-
pitulo, revela que se han desarrollado metodologias cuantitativas y cualitativas
que facilitan su comprensién. En el caso particular de las variables frecuencia
sismica y precipitacién, se tuvo acceso a informacién registrada en dos bases de
datos que permitieron su cuantificacién simplificada directa mediante el uso
de la estadistica.

Sin embargo, las variables tubificacién y desbordamiento no contaban con
informacién relevante registrada para la zona de interés. En consecuencia, se
acudi6 a cuatro expertos para que contribuyeran con sus conocimientos y expe-
riencia en su cuantificacion. Para ello se siguié la metodologia del JEE, en la cual
se emplean dos puntuaciones: calibracién e informacién.

A través de la ponderacién de los expertos, se obtienen los valores 6ptimos que
representan su opinion agregada. Acto seguido, se construyen las distribuciones
de probabilidad de los eventos de interés, que se pueden utilizar de forma simi-
lar a las generadas mediante datos duros. Como en cualquier otro ejercicio de
modelacién, es importante subrayar que la calidad de los datos de entrada deter-
mina la calidad de los de salida, por lo que se deben explorar diversas fuentes de
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informacién antes de generar las distribuciones ya sea por métodos cuantitativos
o por el JEE.

Una vez obtenidas las distribuciones, independientemente del método que les
dio origen, se pueden utilizar en la construccién de modelos matematicos para
evaluar los riesgos. En este sentido, los autores han desarrollado uno con base en
Redes Bayesianas (RB), que utiliza la informacién hasta aqui presentada (Delgado
etal., 2012 y Morales-Népoles et al., 2013), y la integra en una herramienta capaz
de cuantificar los costos esperados por la eventual falla de una de las siete presas de
interés (Delgado et al., 2009), lo cual constituye un modelo que representa el sis-
tema complejo no lineal estudiado (ver Figura VIIL.1).

Figura VIII.1
Red Bayesiana parcial para la evaluacién de riesgos en presas de tierra

Frecuencia
sismica

Precipitacion

Tubificacion

Desbordamiento

Consecuencias

Con este tipo de herramientas se pueden priorizar los presupuestos destina-
dos a distintas actividades de mantenimiento, y generar planes de evacuacion en
casos extremos donde se compruebe que una presa tiene el potencial de fallar.
Finalmente, se espera que los resultados aqui reportados sean de utilidad para
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soportar futuras investigaciones tanto en materia de seguridad de presas, como
en lo referente a la cuantificacién de las variables que producen sus fallas vistos
desde el punto de vista de sistemas complejos no lineales.
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ESTUDIO DE LOS ORBITALES DEL ELECTRON
EN UNA TAPA SEMIESFERICA DE UN NANOTUBO
DE CARBONO USANDO FUNCIONALES DE LA DENSIDAD
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Resumen

En la actualidad, la nanociencia es un area de la investigacion basica cuyas aplicaciones
estan en la medicina, la astronomia, los circuitos electronicos y los semiconductores, por
mencionar algunas. A finales de los ochenta el estudio se profundizé a los nanotubos de car-
bono principalmente sobre pardmetros energéticos, geométricos y estructurales (Gulseren
etal., 2002), estudiados en el cuerpo del cilindro sin tomar en cuenta las tapas semiesféricas,
debido a su gran capacidad reactiva; sin embargo, atin no se conocen en su totalidad las
caracteristicas fisicas y quimicas que presentan los materiales nanoestructurados.

En este trabajo se analizan y estudian las principales caracteristicas de la tapa semiesfé-
rica para nanotubos zig-zag, sobre parametros energéticos y geométricos, lo que permite
entender su comportamiento y llegar a un control coherente. El estudio se hace con la
herramienta de Funcionales de la Densidad (para la parte energética), se usa la Teorfa
de Hiickel en el analisis de los orbitales Moleculares (OM) mas relevantes y el calculo de
las integrales Alfa y Beta (de Coulomb y Enlace, respectivamente). Con base en la Teoria
m-electrénica semiempirica se considera que los OM se pueden ver como una Combinacién
Lineal de Orbitales Atémicos (CLOA) y se obtienen sus magnitudes, se analizan y discuten
las principales caracteristicas, entre ellas destaca la forma geométrica, pues en la tapa
semiesférica el orbital 7 es el que mds contribuye y proporciona estabilidad, simetrfa y
polarizabilidad.

Palabras clave: Nanotubos de carbono, orbitales moleculares, funcionales de densidad,
simetria, densidad electrénica.

* Ambos autores pertenecen a la Facultad de Ciencias, Universidad Auténoma del Estado de
México.
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INTRODUCCION

En los Gltimos afios ha habido un gran avance en el disefio y fabricacién de
alambres con diametros del orden de nanémetros. En particular, se han he-
cho estudios en diversos tipos de materiales; por ejemplo, en semiconductores
como arseniuro de galio, zinc, aluminio y cobalto, entre otros. Un caso especial es
el de la molécula Cg que fue descubierta en 1985 por los norteamericanos Robert
Curly Richard Smalley de la Universidad Rice, en Estados Unidos, y por el inglés
Harold Kroto de la Universidad de Sussex, en Gran Bretania. Por este descubri-
miento fueron galardonados con el premio Nobel de Quimica en 1996.

Pero fue a finales de los ochenta cuando el desarrollo del estudio se empezd
a profundizar con respecto a los nanotubos y es entonces cuando se empieza a
hablar de la curvatura en la estructura atémica del cuerpo del cilindro del na-
notubo, considerando incluso torsiéon en el cuerpo, y se observa la contribucién
de la hibridacién de los orbitales o-II principalmente (Kleiner y Eggert, 2001),
incluso mediante simulacién se observan y calculan los efectos de estiramiento
debidos a la reactividad quimica en este tipo de estructuras y se discuten las con-
diciones para aumentar su reactividad local mediante deformaciones controladas
(Rochefort et al., 1999), ademas se estudia la envolvente de energfa, estructuras
de bandas y densidad de estados, estructura electrénica en nanotubos de carbo-
no con pequenos didmetros por mecanismos ab-initio y método de orbitales; con
el fin de tratar de explicar algunas de sus propiedades e incluso para encontrar
nuevos materiales.

Los nanotubos de carbono son reconocidos como la tltima fibra de carbé6n sin-
tetizada, con gran resistencia y enorme conductividad térmica debida a la sime-
trfa que presentan, mostrando ademas procesos de emision de campo (Srivastava
etal., 1999). Transportan con alta eficiencia la corriente eléctrica, ademas de que
no disipan calor. También pueden funcionar como un semiconductor activo en
nanoescala, debido a su topologia tnica controlada por propiedades electronicas
que permiten al indice de quiralidad dar la forma especifica en la configuracién
atomicay en el arreglo estructural.

Estudios recientes muestran que el andlisis de los nanotubos se lleva cabo en
el cuerpo del cilindro, los nanotubos de una sola pared han sido caracterizados
por espectroscopia Ramman (Terrones et al., 2000). Acorde con la gran informa-
cién existente en la literatura, se ha demostrado que los extremos del nanotubo,
es decir, las tapas, son mucho mas reactivos que las paredes (Li et al., 2003). Los
nanotubos de una y varias paredes han sido caracterizados con diferentes técnicas
experimentales; por ejemplo, espectroscopia en el infrarrojo y analisis termogra-
vimétrico (Li et al., 2003), entre otras.
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En algunos estudios teéricos se han considerado los efectos de interaccién
Coulombiana sobre nanotubos de una sola pared y se ha determinado que cerca
de la banda prohibida el nanotubo tiene una resistividad intrinseca que permite
el proceso de dispersion a cierta temperatura con comportamiento lineal. Sin
embargo, en la actualidad no se tiene informacion sobre el estudio tedrico del
efecto de la curvatura en una tapa semiesférica de un nanotubo de carbono y, en
gran medida, esto se debe a que es un problema no lineal y complejo de resolver.
Usando la herramienta de funcionales de la densidad (DFT) y considerando la
curvatura en las tapas, en este pequefio trabajo se estudian y plantean algunas
condiciones para la unién de nanotubos por sus extremos, permitiendo construir
un alambre nanométrico sin rupturas en los extremos o deformaciones, para ello
se hace uso de la tapa como centro de atraccién y la configuracién electrénica
de su estructura; esto nos ayuda a poder comprender algunas otras propiedades
como conductividad eléctrica, resistencia y flexibilidad, y esto eventualmente nos
darfa informacién de cémo poder manipular la tapa del nanotubo permitiendo
el paso de informacién o algtn tipo de energia, por ejemplo.

Sabemos que si se logra el control coherente sobre la tapa semiesférica de un
nanotubo, se podrd manipular sin mayor problema la estructura desde el punto
de vista geométrico (Gulseren et al., 2002), de modo que se puedan unir varios na-
notubos por sus extremos hasta formar, al menos teéricamente, alambres largos
de diametro del orden de nanémetros, sin fracturas entre las uniones, obteniendo
con esto alambres con varias ventajas, entre ellas alta resistencia y flexibilidad,
ademds de las propiedades de semiconductor, metal o superconductor, caracterfs-
ticas que presentan los nanotubos de carbono, debido a la orientacién del dngulo
de quiralidad.

Muchas de las aplicaciones estdn encaminadas a la tecnologia de transporte
y confinamiento de energfa. En la medicina se especula de muchas posibles apli-
caciones; por ejemplo, en la unién de nervios dpticos que conectan al ojo con el
cerebro, cuando los nervios se rompen se presenta pérdida de visién, diversos
estudios demuestran que estos nervios tienen una terminacién muy regular v,
segun se sabe, en forma de nanotubo. Si se logra entender el comportamiento de
la tapa se obtendria informacién para el control de los nervios épticos lo que per-
mitirfa la unién de estos con el cerebro logrando un incremento en la visién. Otra
aplicacién importante es en la parte de nuevos materiales, pues debido al avance
en la manipulacién de las propiedades, los nanotubos pueden ser utilizados para
transportar densidades muy altas de corriente formando materiales supercon-
ductores, permitiendo con esto el manejo de grandes cantidades de informacién,
entre otras muchas de sus aplicaciones.
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En 1964, Pierre Hohenberg y Walter Kohn demostraron que todo observable
de un sistema electrénico puede ser calculado a partir de la densidad electrénica,
esto se aplica a sistemas en estado base para obtener la energia molecular y la
funcién de onda. En 1965, Khon y Sham presentaron una forma de aproximar
la energfa; esta teorfa surgié como una forma alternativa de resolver sistemas de
muchas particulas; la ventaja que se tiene sobre la mecdnica cuantica (MC) es que
no es necesario resolver ecuaciones diferenciales de segundo orden asociadas a
cada uno de los electrones del sistema, otra ventaja que posee DFT sobre MC es que
el primero sélo depende de la densidad del sistema y, por tanto, de suponer la
posicién (x, y, z) en MC si se quiere resolver un sistema de N-dtomos, se tendria
que resolver un sistema de 3N ecuaciones (cada una depende de la posicién) lo
que complica ampliamente la parte analitica.

En este trabajo se realiza un andlisis teérico de la curvatura de la tapa de
nanotubos de carbono considerando el tipo de enlace, arreglo geométrico, y usan-
do la teorfa de orbitales moleculares de Hiickel se analiza la energfa entre vecinos
mads cercanos, se discuten los primeros resultados en el sistema bajo la influencia
de la curvatura y se comparan con los obtenidos en el cuerpo del nanotubo.

I. NANOTUBOS DE CARBONO

El diamante, el grafito y los fullerenos son formas elementales en las que la natu-
raleza nos presenta al carbono, conocidos como al6tropos. Una forma en la que
se presentan dichos alétropos es en la nanoestructura de carbono (del orden de
nandémetros) de la cual sobresalen los nanotubos por su amplia gama de propie-
dades, éstos se pueden ver como laminas de grafito enrolladas sobre si mismas (su
vector de onda es caracterizado por dos enteros positivos [n, m]) como se observa
en la Figura I.1.

La forma mas simple en la que los fullerenos se presentan en la naturaleza es
a la manera de un bal6n de futbol (domo geodésico o bucky-ball) compuesto por
12 pentagonos y 20 hexagonos; los hexagonos mantienen la planaridad y cada
pentagono introduce un cierto angulo de curvatura, de forma que son necesarios
12 pentdgonos para cerrar una superficie sobre si misma.

Un nanotubo se puede caracterizar conociendo su didmetro, helicidad o indi-
ce de quiralidad (el angulo con el que se enrolla la placa de grafito), esto tltimo
le proporciona ciertas particularidades; por ejemplo, puede tener propiedades
eléctricas tipicas de un metal o semiconductor dependiendo del grado de helici-
dad que presente o se induzca; sin embargo, por el tamafio de la estructura que
presentan, también poseen muchas otras propiedades que pueden ser explicadas
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Figura I.1. A) Arreglo estructural de la placa de grafito; B) vista transversal de la tapa semiesférica
de un nanotubo, se muestra un pentagono rodeado de hexdgonos; C) unién de la base de la tapa
y el cuerpo del cilindro

o predichas con ayuda de la mecdnica cuantica. El didmetro de los nanotubos es
muy pequeno y pueden ser usados como “alambres cudnticos” y transportar den-
sidades muy altas de corriente de varios 6rdenes de magnitud a diferencia de la
transportada por los conocidos alambres de cobre, ademads de que son materiales
muy resistentes y flexibles en comparacién con los convencionales.

Cabe mencionar que se conocen hasta el momento dos tipos importantes de
nanotubos: “sillén” y “zig-zag”, esto se debe a que en el enrollamiento de las hojas
de grafito para localizar al atomo (n, m) sobre la superficie del tubo, respecto al
atomo (0, 0) se presentan dos posibilidades fisicamente aceptables: a) cuando
(n, m) o n —m es un multiplo de tres, el nanotubo siempre tendra un comporta-
miento metdlico y serd del tipo sillon; b) para los nanotubos zig-zag, que son de
la forma (n, 0), por lo general son semiconductores y, por tanto, presentan un
gap bien definido, es decir, una banda prohibida donde el electrén, fisicamente,
no tiene permitido moverse ya que su frecuencia de movimiento se atenta por
completo; debido a su caracteristica de semiconductor, este tipo de estructuras
son inertes y se pueden dopar con diferentes impurezas, e inclusive al tubo se le
puede introducir cierto tipo de elementos. Otra clasificacién importante se da a
partir de la cantidad de nanotubos concéntricos que poseen: los “monocapa”, o
sea un solo nanotubo, y los “multicapa”, con varios tubos concéntricos.

El estudio de los nanotubos cerrados de carbono ha tenido un gran avance en
los tltimos afios, sobre todo en el andlisis de los parametros energéticos y geomé-
tricos del cuerpo del cilindro (Gulseren et al., 2002; Rochefort et al., 1999); los
efectos de curvatura han sido estudiados analiticamente como una funcién de la
quiralidad; sin embargo, no se han reportado, hasta el momento, resultados de
estudios similares en las tapas semiesféricas (mitad de un fullereno) de dichas es-
tructuras, lo cual nos darfa informacién relevante para poder tener mayor control
en la sintesis de dichas estructuras.
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Uno de los objetivos principales de este capitulo es el estudio teérico de la
mitad de un fullereno tomando en cuenta la curvatura caracteristica del arreglo
de dtomos que constituyen la tapa semiesférica, en funcién de la cual se obtiene
la energia del sistema en estudio. Para esto se plante6 el problema, como prime-
ra opcién, con base en las herramientas tedricas de la mecanica cudntica pero
en el camino nos dimos cuenta de que el plantear las ecuaciones que describe
dicho sistema implicaba resolver mas de 20 ecuaciones diferenciales de segundo
orden, esto debido a que cada electrén tiene asociada una funcién de onda, y
como primera aproximacién se consideran los atomos que constituyen la celda
unitaria; es decir, se deben tomar en cuenta 4 nudcleos, cada uno rodeado de seis
electrones, lo que convierte al sistema en no lineal y complicado de resolver; es
por eso que se consideré un camino alternativo para el tratamiento de dicho
problema, sin perder la esencia del objetivo que es encontrar la energia, revisan-
do la literatura y los diferentes métodos de aproximacién tales como ab-initio,
semiempiricos y de la mecanica atémica y molecular, llegamos a la conclusién
de que el método de funcionales de la densidad (DFT, por sus siglas en inglés)
es el método que nos permite encontrar la energia para el sistema en estudio
de una manera mds simple, pues calcula la energia y otras propiedades molecu-
lares a partir de la densidad electrénica del sistema en el estado base; se aplica
a sistemas pequenos, estudia la parte electrénica de estructuras de atomos y
moléculas, y se generaliza a s6lidos, una ventaja que tiene es que la posicion s6lo
depende de tres variables (x, y, z), y a diferencia de la mecanica cudntica no se
conocen de manera exacta las ecuaciones para describir al sistema; por tanto, es
un método de aproximacién.

Como ya se ha mencionado anteriormente, la parte fundamental de DFT es
la densidad electrénica, para esto se debe plantear la densidad propia del siste-
ma; una caracteristica importante que posee el nanotubo de carbono es que los
elementos portadores de carga que lo conforman cumplen con el principio de
exclusién de Pauli; por tanto, se tiene un conjunto de fermiones, particulas con
spin semientero, entonces podemos basarnos en la teorfa del gas de Fermi de
electrones libres para el planteamiento de la densidad considerando la geometria
de los puntos reticulares:

2
_mV3

n2h2

D(e)

donde ¢ es la energia de Fermi, IV el volumen de la celda unitaria, N el nimero de
electrones, /ila constante de Planck y m la masa.
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II. TEORIA DE FUNCIONALES DE LA DENSIDAD (DFT)

Para una molécula de n-electrones de 3n coordenadas espaciales y n coordenadas
de spin se acostumbra definir al Hamiltoniano como:

---EVQ EE,M D)%

i j>i
donde Vj es la energia potenaal.

Puesto que el operador Hamiltoniano contiene solamente términos espaciales
de uno y dos electrones, la energia molecular se puede escribir en términos de
integrales que implican Ginicamente seis coordenadas espaciales. En este sentido,
la funcién de onda de una molécula poli-electrénica contiene mas informacion
de la que es necesaria para describir al sistema fisico y lo dificil de este tipo de
problemas es interpretar correctamente el significado fisico de manera directa.
Esto ha obligado a la basqueda de funciones que impliquen menos variables que
la funcién de onda y que se puedan utilizar para calcular la energia y otras pro-
piedades.

En 1964, Pierre Hohenberg y Walter Kohn probaron (Teorema de Hohen-
berg-Kohn) que para moléculas con estado fundamental no degenerado (la
energfa molecular del estado fundamental), la funcién de onda y todas las de-
mas propiedades electrénicas estain determinadas univocamente por la densi-
dad de probabilidad electrénica del estado fundamental py (x, y, z), una funcién
de solamente tres variables (el subindice cero indica el estado fundamental). La
teoria del funcional de la densidad (DFT) intenta calcular Ey y otras propiedades
moleculares del estado fundamental a partir de su densidad electrénica, py, ya
que Eg = Ey[po].

No olvidemos que la funcién de onda puramente electronica del estado fun-
damental, 1,, de una molécula de n-electrones es una funcién propia del Hamil-
toniano electrénico, y que en unidades atémicas, este se reescribe como:

=13 Srg 3L

J =)

La cantidad V(r;), es la energia potencial de la interaccién entre el i-ésimo
electrén y los nucleos, esto significa que depende de las coordenadas (X;, Y
Z;) del electrén y de las coordenadas nucleares. Debido a que la ecuacién de
Schrédinger electronica se resuelve para posiciones fijas de los nicleos, las coor-
denadas nucleares no son variables; asi, V'(r;) en la ecuacién de Schrédinger es
una funcion sélo de (X;, Y, Z;). En DFT, V(r;) se denomina potencial externo, que
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actda sobre el i-ésimo electrén, ya que estd producido por las cargas externas al
sistema de electrones.

Una vez que se ha especificado el potencial externo, V(r;), y el ntimero de elec-
trones, se determinan las funciones de ondas electrénicas y las energfas permiti-
das de la molécula como soluciones de la ecuacién de Schrodinger electrénica.

De acuerdo con Hohenberg y Kohn, la funcién de onda del estado fundamen-
tal y la energfa (todas las funciones de onda y energias de los estados excitados)
estan determinados por la densidad electrénica del estado fundamental.

E=T+%+@

Cada uno de los valores promedio en esta ecuacién es una propiedad molecu-
lar determinada por la funcién de onda electrénica del estado fundamental, y a
su vez, estd determinada por py(7). Por tanto, cada uno de estos promedios es un
funcional de py:

E= o) = T[0,]+ 7 [0u] Ve o]
donde

%o ]- S
1=1

o) =D e

a

Lo que implica que Vy.[po] se conoce, pero los funcionales T[py] y V..[p,] son
desconocidos.
Si suponemos que el funcional F[p,] queda definido como:

Hoo]=Tleo)+Veclo]

entonces, éste es independiente del potencial externo.
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I1.1 Método de combinacion lineal de orbitales atdmicos (LCAO)

Este método se utiliza para obtener orbitales moleculares a partir de los orbitales
atomicos. Esto es, para cualquier molécula diatémica el método da funciones de
onda de la forma:

Y =Cp + Coxe

%1 'Y X2 son orbitales atémicos de funciones de onda para los dtomos 1y 2,y C; y
C» son constantes de reflexién que constituyen los orbitales moleculares. Para una
molécula diatémica homonuclear se tiene:

Y= N (01 + x2)

La region en la cual y = 0y la densidad electrénica es cero es llamada plano
nodal, y el orbital molecular es anti-unido (es decir, no traslapado). Hay dos re-
glas importantes que deben cumplirse en el método:

1) El orbital molecular al combinarse debe tener la misma simetria con respecto
al eje internuclear.
2) Los orbitales atémicos al combinarse deben tener la misma energfa.

La ecuacién de Schrodinger con LCAO son funciones de onda del tipo dado en
la ecuacién ¢ con la cual se obtiene la energfa, £+ de la forma:

Ex = (E4 £ B)/(1£S)

donde E, es la energfa asociada con el orbital atémico sobre al dtomo 4, la can-
tidad B es la energia de resonancia y es una cantidad negativa. Los orbitales mo-
leculares son separados en energia por aproximadamente 2f3. La magnitud de la
energia de resonancia es un indicador de la diferencia entre el orbital atémico y
el orbital molecular que se forma de ellos. La cantidad § es la integral de traslape,
esto es, la medida de hasta qué punto los dos orbitales se traslapan.

I1.2 Teoria de orbitales moleculares (OM)
Las principales teorfas que se han utilizado para estudiar los OM son: del electrén

libre, la de Pariser-Parr-Pople y la de Hiickel (Levine, 2001); particularmente para
nuestro problema se utilizara la de Hiickel, debido a que la primera sélo nos da
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informacién de la interaccién que existe entre electrones libres y no entre dtomos
vecinos dentro de la red, y la segunda se basa en la interaccion entre espines y
orbitales, la cual todavia no serd tratada en este trabajo.

Las dificultades para aplicar teorfas como ab-initio a moléculas grandes y me-
dianas provocé la utilizacién de métodos semi-empiricos tales como los que se
utilizan para moléculas conjugadas donde predominan los orbitales I1.

Los orbitales moleculares (OM) candnicos de una molécula se dividen en dos,
los OM-6'y OM-m, la tinica diferencia entre ellos es el valor propio de la reflexiéon
sobre el plano molecular, lo que implica diferente magnitud y forma. Coulson
establecid la justificacién para la separabilidad de los orbitales canénicos (Levine,
2001), esto se debe a que los orbitales o poseen mayor simetria que los orbitales
m, debido a que éstos poseen mayor polarizabilidad que aquéllos, esto permite
la susceptibilidad a perturbaciones tales como las que ocurren en las reacciones
quimicas.

Orbital Molecular de Hiickel (HMO por sus siglas en inglés): Esta teorfa elec-
trénica semi-empirica apareci6 en 1930, segtin la cual el Hamiltoniano se aproxi-

ma en una forma simple: )
A=Y A
i=1

3

donde H; incorpora los efectos de las repulsiones electrénicas de una forma pro-
medio.

El tratamiento por HMO no especifica una forma explicita del Hamiltoniano
por lo que éste se debe aproximar. Puesto que el Hamiltoniano electrénico es la
suma de los Hamiltonianos unielectrénicos, es posible realizar una separacién de
variables como en OM del electrén libre. Los OM de Hiickel satisfacen la siguiente
relacién:

H(i)pi = e

La ecuacién anterior no se puede resolver directamente ya que se compli-
ca considerablemente, por lo que se acostumbra usar el método variacional. El
método de HMO aproxima los OM como una combinacién lineal de orbitales até-
micos (CLOA). Por ejemplo, en un cdlculo con base minima de un hidrocarburo
conjugado plano, los tinicos OA de simetria IT son los orbitales 2pII del carbono,
donde por 2pIT entendemos los OA 2p reales que se encuentran perpendiculares
al plano molecular.

Los valores 6ptimos de los coeficientes para los n, (nimero de dtomos de car-
bono) de los OM més bajos satisfacen
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nc
E [(Hrs - Srsgi)csi] =0
s=1

donde los ¢; son las raices de la ecuacion secular

det (Hy; — Sye;) = 0
con
H,y = [f6) A () friiydoti) =
Hyy = [f76) H ) fsi)do(i) = p
H,=0

la integral H,, tiene el mismo valor para cualquier atomo de carbono de la molé-
cula; sin embargo, H, tiene el mismo valor para dos dtomos de carbono cuales-
quiera ligados entre si; y se anula para dos atomos de carbono no enlazados entre
si. La integral §,, es igual a 1, ya que los orbitales atémicos estain normalizados.
La integral de solapamiento S, se supone que se anula para r # s.

Cuando C, y C; no estan enlazados entre si:

Sy f ﬂ [(0)do(r)
fr=Cr2pn

a = integral de Coulomb,
p = integral de enlace o resonancia.

Cuando los carbonos no se encuentran enlazados, se considera entonces que
estan lo suficientemente separados en el espacio, de tal forma que es razonable
suponer H,,=0.

Para nuestro caso particular necesitamos encontrar el valor de las integrales
x y fB; sin embargo, puesto que nuestro sistema es no lineal, dichas soluciones
son complicadas de resolver. Para ello se partira de funciones de onda simples
y conocidas para formar la combinacién lineal adecuada; por ejemplo, en algu-
nos casos es posible considerar a f como cero en funcién de la separacién entre
elementos de la red, esto facilita considerablemente el calculo de los orbitales de
Slater. Especificamente, de acuerdo con las caracteristicas fisicas, es factible con-
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siderar a las funciones de onda de dtomos hidrogenoides como punto de partida
para nuestro sistema:

3/2
23=%(£] (2—2)6_27/(1

lo que implicaria que la primera forma de ¢; seria la siguiente:
¢1 = Cils + Co2s

Ademis, observemos que una base minima para la construcciéon de orbitales
atémicos se puede construir a partir de la combinacién lineal de los elementos
de la primera forma de ¢; con 2px, 2py, 2pz, esto para cada atomo de carbono de
la red, donde:

1

5/2
2px = 7[5] 1e°272% 5inf cosd

1 5/2
2py = 7(5) 1 772% 5inf sing
a

5/2
2z = L |2 e cos

por tanto, una base minima estd compuesta de:
o, = Cils + Co2s + C?,pr + C42py + C52pz
III. RESULTADOS

Considerando a un nanotubo zig-zag, monocapa y semiconductor, se toma en
cuenta la mitad del casquete semiesférico y, debido a la geometria que presenta,
se considera a un pentdgono rodeado de hexdgonos en la parte més alta; ademads
de suponer a los dtomos unidos mediante resortes ideales, se considera a uno de
los puntos reticulares de la red como centro de donde parten los vectores base
que definen la celda unitaria. Es importante aclarar que para fines practicos de
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nuestro problema y por la geometria caracteristica de la tapa semiesférica, los
vectores base estan localizados en diferentes planos debido a la curvatura del
sistema. Se supone también que el sistema fisico es idealizado como un sistema
que no esta bajo la influencia de fuerzas externas que interactien sobre él. Otra
consideracién digna de mencionarse es que el sistema es dinamico localmente y
no hay rotacién alguna.

En la Figura III.1 se observa el arreglo estructural que tiene la tapa semiesfé-
rica del nanotubo y los vectores que constituyen la celda unitaria.

',
Vector ¢
Donde:
Vectora = 1,42 A
Vectorb = 1,42 A
Vector ¢ = 1,42 A

Figura III.1. Arreglo estructural de la tapa del nanotubo, se observa un pentdgono rodeado de
hexagonos y los vectores de la celda unitaria.

De acuerdo con esta figura, si se considera un diagrama de cuerpo libre donde
se observa un punto reticular (en DFT es llamado comtnmente nicleo) rodeado
de sus vecinos mds cercanos, observarfamos un punto reticular, que constituye
el pentdgono, como centro; los vecinos mds cercanos a este nﬁclgo son tres, la
magnitud de la distancia interatémica que los separa es de 1.42 A, los vectores
linealmente independientes se consideran a lo largo de la linea que une cada
vecino cercano con el punto reticular del centro.
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En la Figura I11.2 se observa la tapa semiesférica de un nanotubo de carbono con
un plano de referencia perpendicular a su eje, esta consideracién es importante por-
que de aqui se parte para poder tener idea de la curvatura del sistema. En cada pun-
to reticular se encuentra un atomo de carbono, dando forma a la celda unitaria.

Figura II1.2. Se muestra un plano que pasa tangente a uno de los puntos reticulares del pentagono
como punto de referencia a la curvatura.

Para nuestro problema en particular partimos de la configuracién electrénica
del carbono, usando la configuracién de Moller:

€6 = 152 252 9p?

y tomando en cuenta el principio de exclusiéon de Pauli, el cual nos dice que no
hay dos particulas con los mismos nimeros cudnticos, consideramos la simetria
del sistema. Este aspecto es de suma importancia ya que, como bien sabemos, de
aqui se puede obtener informacién cualitativa sobre la funcién de onda y diferen-
tes propiedades moleculares. Con base en esto y de acuerdo con nuestro objeto

de estudio se tiene:

a) Ejedesimetria de orden n; si existe una rotacién 360/n, donde n es un elemento
de los enteros a dicho eje y se da una configuracion fisicamente indistingui-
ble de la posicién original. Nuestro sistema posee un eje de simetria de orden
n=1, es decir, la rotaciéon debe ser sobre 360°.
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b)

Plano de simetria: existe si la reflexién de todos los nicleos respecto a ese
plano da una configuracién fisicamente indistinguible a la original. El sistema
no tiene plano de simetrfa ya que la mitad del cristal no se ve reflejada en un
plano que pase por un punto de la red.

Centro de simetria: existe si la operacién de invertir todos los nicleos con res-
pecto al centro da una configuracién indistinguible de la original. EI sistema
no posee un centro de simetria porque si se invierten los nicleos no da una
configuracion igual.

Eje alternante de simetria de orden n: si la rotaciéon de orden n seguida de una
reflexién en el plano normal al mismo lleva al cuerpo a una posicién indistin-
guible, el sistema no posee este cuarto elemento de simetria debido a que no
cumple con la reflexion.

En vista de que no cumple con todas las condiciones de simetria, el sistema,

aparte de que se complica para su estudio, deja de ser lineal y entonces no puede
ser estudiado bajo las teorias convencionales de la fisica lineal y debe ser tratado
como uno no lineal.

Ademas de las propiedades de simetria es necesario calcular el volumen de la cel-

da unitaria. Lo cual no es facil, ya que por efecto de la curvatura se complica un poco;
para poder hacerlo observemos al sistema desde arriba y notemos c6mo se compor-
tan los vectores unitarios con base en los ejes de referencia, esto es, el eje Z estaria
hacia afuera de la pagina, como se observa en la figura siguiente (Figura II1.3):

Un Unss

Figura IIL.3. Vista superior de los dtomos que constituyen la celda unitaria.



290 Patricia Rosendo Andrés y Porfirio Rosendo Francisco

Considerando ahora una vista transversal del sistema, como se observa en la
Figura III.4, se obtienen los siguientes vectores:

a=(x1,0,2)
172 (XQ’ Yo, 0)
c= (X?): 3, 0)

VA
Uss Un
&)& g X
Una

Figura III.4. Vista transversal de los atomos que constituyen la celda unitaria. El
atomo U,,.o estarfa justo detrds de U,.;. El plano XY es el plano de referencia.

Como se observa en la dltima figura, la direccién en la que el elemento Uy, 4,
se puede mover es en la que varfa el dngulo @ respecto del plano de referencia
XY, es importante mencionar que por el hecho de que varie @ no necesariamente
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b debe cambiar. Una vez visualizada la posible direccién de movimiento de los
elementos de la celda unitaria y en consecuencia la de los vectores unitarios, se
calcula el volumen de la celda, el cual presenta su valor mdximo cuando a.=44°;
fisicamente lo que nos dice este punto maximo es que el vector @, tiene permitido
cambiar de direccion desde 0° hasta 44°, si se sobrepasa este limite el sistema se
vuelve totalmente inestable y tiende a colapsar. Esto significa que si la tapa del
nanotubo esta, por ejemplo, bajo la presencia de una presion, podrd resistir una
magnitud tal que desplace de la posicién de equilibrio a los elementos de la red
hasta una posicién dada por el valor méximo posible de « sin que la estructura de
la tapa se deforme permanentemente.

No olvidemos que la densidad electrénica de todo sistema fisico estd en fun-
cién del volumen, y de acuerdo con lo anterior ya estamos en posibilidades de
poder definir el volumen que nos delimitan los vectores unitarios. Para poder
entender de forma mas simple cudl es el comportamiento de la densidad electré-
nica en la tapa del nanotubo es indispensable analizar el caso mas simple; esto es,
cuando estamos en el plano; esto significa que « = 0; en otras palabras, el volu-
men que delimitan los vectores de la celda unitaria es igual con cero, por tanto,
la densidad electrénica en el plano XY es constante y genera un plano como se
observa en la Figura IIL.5.

Densidad

/Y /

150 g e - 3
50 "‘x\‘_'_',.---’" -_1'5
Angulo 01 Volumen
§ J

Figura IIL.5. Comportamiento de la densidad electrénica en el plano de referencia XY.
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A diferencia del caso sencillo en el plano, en la curvatura de la tapa del
nanotubo (que es el sistema en estudio) se genera un volumen producido por
los vectores de la celda unitaria, dando un volumen maximo en a=44°, lo que
ocasiona que el comportamiento de la densidad electrénica deje de ser cons-

tante y nos defina una curva en funcién del volumen y a, como se observa en
la Figura IIL.6.

- ~
Densidad en la Curvatura

v N

Densidad

AV L ey

o

Angulo 01

Volumen

J
Figura II1.6. Comportamiento de la densidad electrénica en la curvatura de la tapa semiesférica de
un nanotubo de carbono. Alfa se presenta en radianes.
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Para poder visualizar mejor el comportamiento de la densidad electrénica
se hace una proyeccién sobre el plano }-Z y se tiene una grafica que nos define
un comportamiento de tipo parabélico de la densidad en funcién de a, como se
observa en la Figura II1.7, donde el punto maximo es en 44°, este angulo es el
permitido para la geometria del sistema, es decir, después de este dngulo el siste-
ma colapsaria al centro de la tapa.

B I
( Densidad de la Curvatura
2.5 - v — - .
f!'( | .\.l-’\.
A I
" h
- 1 B
. _I‘fd | ‘ ‘ ."".L
£ .
o i th | 1| s
£ | | '»,_
- 1.5F .-" | i [t
= g
i q |
: j Mkt
(5] Ly
- A
| |
|
05 ( || [
o RULLELEN LA LT
20 40 60 ) 80 100 120 140 160
L Angulo )

Figura IIL7. Proyeccién en el plano Y-Z para la densidad electrénica de la tapa semiesférica de un
nanotubo de carbono.

En la siguiente figura (II1.8) se muestra cémo evoluciona la densidad segtin
lo describe la teoria; sin embargo, fisicamente, como ya se dijo anteriormente, el
valor de o esta acotado.
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Densidad

2000

omsuy

Volumen

o

J/

Figura IIL.8. Comportamiento periédico de la densidad electrénica descrito por la teorfa.

En la figura anterior se observan los maximos y minimos de la densidad con
comportamiento periédico, se observa claramente el aumento en la densidad
para valores positivos de a.

Puesto que ya contamos con la densidad electrénica, esto nos da la posibilidad
de poder calcular la energfa del sistema, la cual se encuentra constituida por tres
términos que corresponden a la energia cinética electrénica, la energia potencial

y la energia de interaccién electrén-electrén, descritas matematicamente por las
siguientes ecuaciones:

E[n] = T[n] + V[n] + Uln]

Eln) - j—m?fdgn*(r)VQn(THfdgm(’ +—ff @)

=] ¢
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el primer término de la ecuacién da la contribucién de la energia del electrén al-
rededor del nucleo, el segundo término corresponde a la parte de la energia que
mantiene unidos entre si a los puntos reticulares y el tercer término proporciona
la parte de la energfa de interaccién de los electrones.

Por otro lado, es importante estudiar y analizar las propiedades de los orbita-
les moleculares, para ello se van a considerar tres casos importantes, de los cuales
s6lo uno se tomard en cuenta debido a la contribucién fisica a nuestro problema
en particular; el primer caso es considerando la celda unitaria y las interacciones
del &tomo central con los tres vecinos mas cercanos, pero al establecer la situacién
de esta manera se repite el &tomo del centro dos veces, por lo tanto esa aproxima-
cién no es del todo valida aunque se tienen cuatro integrales de Coulomb vy tres
integrales de Enlace, de ahi que la ecuacion secular no es dificil de visualizar, esto
es, la matriz caracteristica se presenta de la siguiente forma:

afBpp
Ba0o0

BOaO
BOO o

simplificando, se obtiene el siguiente determinante que define la ecuacion secular
a resolver:

X111
1X00
10X0
100X

Para el segundo caso, se toman en cuenta las interacciones por pares, es
decir, el atomo del centro U, con el vecino més cercano U, +1, como se muestra
en la figura I11.9, y la unién de los atomos U,.; con el U,,.9, esto para evitar que
se duplique el del centro como ocurrié en le caso anterior. Ademads se asume
que no tiene interaccién el dtomo U,.; con el U, 1, tampoco el dtomo U,.» con
el Uy+1; de igual forma, no hay interaccién para el 4tomo del centro con los de
la izquierda, es decir, no hay relacién entre el U, con el U,.; ni con el U,.o.
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Figura III1.9. Interacciones por pares de los puntos reticulares.

Después de hacer las consideraciones anteriores se obtiene que varios de los
componentes de la matriz caracteristica del sistema tengan entrada cero, esto es:

ap 00
fa0o0
00ap
00 a
Simplificando, se obtiene el determinante que define a la ecuacién secular, el
cual presenta la siguiente estructura:

X100
1X00
00X1
001X

Cuyas soluciones desde un punto de vista general son de la forma:

ek=(x—[3X
X==1
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esto implica que las soluciones seran:

ep=a+p
eo=a + P
es =0a-f
ea=a-f

Se comprueba una vez més que los orbitales mas relevantes son los de magni-
tud uno, correspondientes a los orbitales de geometria eliptica denominados con
el nombre de m.

En el tercer caso se considera un pentagono y el hexagono vecino mas cerca-
no, es decir, como un anillo con niimero impar de carbonos, donde la numera-
cion es ciclica; para este sistema se obtiene una matriz de 9x9 y es dificil de tratar
el determinante ya que se obtienen nueve integrales de Coulomb y diez integrales
de enlace, lo que se observa claramente en la siguiente matriz:

aB00000RO
Bap00000O
0Ba00000B
0000pO0OO0B
000BaB0OOO
0000Ba000
000000apO
BOOOOOB QP
00BBOOOP«

Mediante métodos algebraicos se puede simplificar el resolver el determinan-
te correspondiente, ya que se obtiene una matriz por bloques, un bloque es de
3x3y el otro es de 6x6, este tltimo se conoce como determinante circulante, por
la forma que lo caracteriza.
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af o0

pof
0p a

aB0OO0OP
BaBOOO
0OBapoOO
00Bapo
000PBabp
BOOOB«

Al resolver la integral de Coulomb, se obtiene que o = 0.456 eV, para cada uno
de los &tomos que constituyen la celda unitaria. Cuando se generaliza a segundos
y terceros vecinos el valor de o no cambia, se mantiene constante. Para el caso
de segundos vecinos la celda unitaria se considera un pseudo-atomo y toma las
mismas consideraciones que el atomo original, ademds se tiene una matriz de 7x7
entradas, para terceros vecinos la matriz es de 9x9.

Al resolver la integral de enlace mediante métodos numéricos considerando
a primeros vecinos se tiene que f§ = 0.014 eV, para segundos vecinos § = 0.0014
eV y para terceros § = 0.00014 eV, lo que nos indica este comportamiento es
que cuando se generaliza a segundos vecinos el dtomo central siente un apanta-
llamiento por los primeros vecinos, por eso el valor numérico disminuye en un
orden de magnitud, para terceros vecinos el apantallamiento es producido por los
primeros y segundos vecinos y el orden de magnitud es considerable.

Elvalor numérico que se obtiene para la integral de Coulomb y para la integral
de enlace a primeros vecinos, nos lleva a observar que el potencial coulombiano
es mucho mayor que el de interaccion entre dos dtomos o puntos reticulares.

Debido a que el sistema tiene uniones carbono-carbono y enlaces covalentes,
se tiene que los orbitales mas relevantes son los II, la forma eliptica que poseen
mantiene la curvatura en la tapa; ademas, la orientacién de cada orbital es radial
a la superficie de la tapa, lo que le da gran estabilidad al sistema. Cuantitativa-
mente, sabemos que la orientacién de cada orbital permite una proyeccién con
respecto al plano de referencia, lo que implica un momento angular diferente de
cero. Cuando se calcula la energia del orbital se obtiene una energfa mayor com-
parada con la energia del orbital de enlace, por tanto, se tiene que los orbitales
generados por dos dtomos son enlazantes, los cuales poseen gran estabilidad y
simetrfa con respecto al plano nodal, son perpendiculares al eje de enlace y ra-
diales a la tapa semiesférica del nanotubo, ademas son de atraccién en la regiéon
inter-nuclear.
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Debido a que los ntcleos de una molécula vibran en torno a su posicién de
equilibrio, es importante incluir la energfa vibracional molecular. Respecto al
movimiento vibracional de los dtomos se tiene que, para moléculas lineales estd
compuesta por 3N-5 modos normales de vibracién; para moléculas no lineales se
tienen 3N-6 modos normales de vibracién, donde N es el nimero de dtomos en la
molécula. Lo que significa que si cada atomo tiene tres grados de libertad (X,Y,Z)
y si el sistema contiene N dtomos, entonces éste tiene 3N grados de libertad; para
una molécula no lineal, se tiene movimiento translacional y rotacional en (X,Y,Z).
El sistema en estudio contiene cuatro atomos de carbono que constituyen la celda
unitaria, originando seis modos normales de vibracién; pero si generalizamos el
sistema y se considera un pentagono rodeado de hexdgonos incluidos los penta-
gonos alternos, se tiene un total de 30 dtomos; suponiendo el movimiento hacia el
centro de todos los pentagonos, el analisis vibracional tiene un comportamiento
de convergencia, esto para el pentdgono del centro; los dtomos siguientes tie-
nen una divergencia radial, el tercer pseudo-atomo tiene trayectoria tangencial,
donde los atomos cercanos se oponen en la trayectoria y los lejanos se atraen;
finalmente para el cuarto pseudo-atomo se tiene una convergencia radial, esto se
nota al observar la Figura I1I.10:

. J

Figura II1.10. Modos normales de vibracién fisicamente aceptables acorde con la geometria de la tapa
semiesférica del nanotubo de carbono.
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Dentro de los resultados mas relevantes es importante mencionar que se tie-
nen dos tipos de orbitales: enlazantes (OM-E) y antienlazantes (OM-A), los pri-
meros mantienen mayor simetria, son de baja energia con respecto al orbital
del nicleo original, la regién que abarcan (entre cada nicleo) es de atraccion,
ademas de ser un orbital altamente estable. A diferencia de los OM-A son menos
simétricos, tienen menor energia que el nicleo original, la regién inter-nuclear
es de repulsion y son inestables.

El sistema en estudio revela que los orbitales TT correspondientes a la celda
unitaria son enlazantes; por tanto, presentan alta simetria, ademds tienen baja
energfa, la regiéon donde se encuentra el orbital enlazante es de atraccién inter-
nuclear y, finalmente, es mas estable que el orbital propio del nicleo.

Cabe mencionar una diferencia entre estable y reactivo. En diferentes referen-
cias se menciona que la tapa del nanotubo es mas reactiva que el cuerpo, por eso
es mas facil unir dos nanotubos por las tapas, pero eso es debido a que se tiene
una tapa reactiva, es decir, la tapa (y el cuerpo del nanotubo) esta sujeta a cambios
quimicos, presion, temperatura, cantidad molar, entre otros, por lo que se dice
que el sistema es altamente reactivo, a diferencia de un sistema estable el cual esta
sujeto a un rango de energia bien especifico, eso dificilmente se logra controlar;
por tanto, se dice que cuando se controla la energia que se aplica al sistema se
tiene un sistema bajo un control coherente.

Para un estudio completo de la tapa semiesférica del nanotubo, se requiere
un andlisis sobre el momento angular orbital total y el momento angular de spin
total. Como primera aproximacién se analizan los puntos reticulares individual-
mente y se obtiene que el momento angular orbital electronico es de magnitud 1,
lo que equivale a tener un orbital P; este analisis se realiza para los cuatro atomos
que constituyen la celda unitaria. Siguiendo con el analisis del momento angular
para la molécula en estudio, usando el criterio de la teorfa de Hiickel por pares,
se consideran dos pares como en la Figura I1I.10.

Generalizando, para calcular el momento angular para los segundos vecinos,
se considera a los atomos que constituyen la celda unitaria como un pseudo-
atomo y se generaliza a terceros vecinos. Se hace un andlisis detallado por pares
de los 4tomos y se obtiene que el momento angular es cero, esto debido a que el
conjunto de puntos reticulares se encuentra en equilibrio y no estan cambiando
de posicién o rotando.

Cabe mencionar que el trabajo estarfa incompleto si no se menciona qué pasa,
fisicamente hablando, cuando se realiza un analisis en la base de la tapa, es decir,
donde se unen la base de la tapa y el cuerpo del cilindro, uno se pregunta: <qué
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tipo de orbitales hay?, ¢cudl predomina?, ¢cémo es la geometria de la trayectoria
de los electrones?, para ello observamos que cuando se estudia un nanotubo se-
miconductor se tiene una estructura en zig-zag, y para el andlisis de un nanotubo
metdlico la estructura del cuerpo es sillén, lo que implica gran diferencia en la
union de la base de la tapa con el cuerpo del cilindro. Debido a que la tapa del
nanotubo posee momento angular se tienen orbitales elipticos, pero el cuerpo
del cilindro posee momento angular de magnitud cero, lo que implica orbitales
esféricos.

CONCLUSIONES

Usando la teorfa de funcionales de la densidad se obtiene que la densidad electré-
nica para el caso del plano es cero, y para el sistema con curvatura tiene un com-
portamiento parabélico, con punto maximo en a=44°, que es el angulo méximo
en el que el sistema tiene permitido moverse; después de este angulo el sistema
colapsa.

Al calcular el comportamiento de la densidad en funcién del dngulo se obtie-
ne un comportamiento periddico, lo que garantiza que el sistema sea cristalino y
tenga periodicidad, de donde el sistema en estudio revela que los orbitales mas
relevantes son enlazantes; por tanto, presentan alta simetria con baja energia, la
region donde se encuentra el orbital enlazante es de atraccién inter-nuclear vy,
finalmente, es altamente estable.

El sistema en estudio revela que los orbitales mas relevantes son enlazantes;
por tanto, presentan alta simetrfa, ademas tienen baja energia, la regién donde se
encuentra el orbital enlazante es de atraccién inter-nuclear y, finalmente, es més
estable que el orbital propio del niicleo.

Después de un estudio semicldsico se observé que los orbitales que mas con-
tribuyen en la curvatura de la tapa son los orbitales I1, cuya forma geométrica es
una elipse orientada de forma radial, lo que le da mucha estabilidad al sistema en
estudio. Ademas se logré establecer las direcciones preferenciales en los modos
de vibracion caracteristicos.

Después de resolver la integral de Coulomb y la de enlace, el valor numérico
demuestra que el potencial coulombiano es mucho mayor que el de interacciéon
entre dos dtomos o puntos reticulares para cualesquiera en la tapa semiesférica
del nanotubo de carbono.

Por otro lado, se logré identificar las direcciones de vibracién fisicamente
aceptables para las elementos de la red en la tapa semiesférica.
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ALGORITMOS GENETICOS APLICADOS
A LA OPTIMIZACION DE CENTRALES DE CICLO
COMBINADO Y CALDERAS DE RECUPERACION
DE CALOR

Maria Dolores Durdn™

Resumen

En el presente trabajo se explica una metodologfa para la optimizaciéon termoeconémica
de centrales de ciclo combinado, enfocindose en los pardmetros termodinamicos y geomé-
tricos de disefio de la caldera de recuperacion de calor.

Esta metodologia esta dividida en 2 médulos: el primero de ellos parte de las condiciones
de diseno de la turbina de gas, realiza la simulacién de la misma y con estos resultados
aplica la herramienta de algoritmos genéticos para obtener los parametros termodinami-
cos Optimos de la caldera de recuperacién de calor, asi como el producto del coeficiente
global de transferencia de calor y el drea (UA) para cada seccién de la misma. Por su parte,
el segundo médulo considera los parametros termodinamicos de disefio obtenidos en el
primer méduloy, a partir de ello, aplica la misma herramienta de algoritmo genético (AG)
para determinar los pardmetros geométricos que den como resultado el valor del producto
UA obtenido para cada seccién de la caldera.

Para dar una vision més clara de esta metodologfa, en este capitulo se incluye primera-
mente una descripcién general de los ciclos combinados y de las calderas de recuperacion
de calor. Posteriormente se explica el modelo termoeconémico empleado y, finalmente,
la metodologia de optimizacién, y se presentan los resultados que se obtuvieron para las
diferentes configuraciones de plantas analizadas.

Palabras clave: Algoritmos genéticos, optimizacién de centrales de ciclo combinado, cal-
deras de recuperacion de calor, analisis termoeconémico.
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INTRODUCCION

I rendimiento de las centrales de ciclo combinado (CC) depende directamente

del diseno especifico de cada uno de sus componentes; entre éstos la caldera
de recuperacién de calor (CRC) es especialmente importante, ya que es a la unién
entre el ciclo de gas y el de vapor. La profundizacién en el estudio de estos equi-
pos resulta justificable porque su disefio depende de varios parametros tanto tér-
micos como geométricos que deben seleccionarse cuidadosamente para lograr un
mejor aprovechamiento de la energfa térmica sin descuidar el costo del sistema.

Debido a la importancia de la caldera de recuperacién de calor, varios traba-
jos (Attala et al., 2001; Dechamps, 1995 y Tsatsaronis, 1993) se han enfocado a
la optimizacién tanto térmica como termoeconémica de este elemento. Algunas
investigaciones en este campo (como la de Valdés et al., 2003) realizan la opti-
mizacién termoeconémica usando como variables dependientes los pardmetros
termodinamicos que determinan el disefio de la CRC.

Teniendo como base algunos de los trabajos mencionados, en el presente capitulo
se muestra la aplicacién de la técnica de algoritmos genéticos para la optimizaciéon
termoeconémica de centrales de ciclo combinado, dividida en dos partes: la primera
que consiste en la seleccién de los parametros 6ptimos de la CRC y la segunda que
se enfoca en la optimizaciéon de los parametros geométricos de la caldera, tratando
de obtener la menor superficie de intercambio y pérdidas de carga. La metodologia
propuesta resulta de mucho interés, ya que generalmente cuando se disena de una
central térmica de este tipo, ésta no se optimiza, sino que se toman algunas propues-
tas del valor de los pardmetros de disefio y, con base en ello, se simula y predice su
desempeio.

Habitualmente, cuando una empresa generadora de energia adquiere una
central térmica (de ciclo combinado o simple) la recibe “llave en mano” y no tiene
manera de predecir su comportamiento en condiciones de disefio o a cargas par-
ciales. Con la técnica que aqui se presenta se puede proyectar una central de ciclo
combinado, optimizarla y predecir su comportamiento; con base en ello se puede
solicitar una configuracién mas adecuada a las necesidades de cada caso.

Por otro lado, en la fase de disefio de la caldera de recuperacién de calor, se
observa que existe un sinntimero de parametros geométricos que permiten cum-
plir con las variables térmicas determinadas; sin embargo, es preciso encontrar la
combinacién que permita tener la menor superficie de intercambio de calor y pér-
didas de carga sin sacrificar eficiencia. Existen muy pocos trabajos dedicados a ello,
entre los cuales particularmente se encuentra el de Raptn (1999) quien optimiza el
reparto de dreas en las diferentes secciones de la caldera o el de Franco y Giannini
(2006), quienes lo que optimizan es el volumen ocupado por la CRC proponiendo
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una geometria compacta. Sin embargo, no existe una metodologfa que permita op-
timizar la caldera a partir de los pardmetros térmicos y geométricos de la misma.

En el presente documento se muestra una metodologia que permite subsanar
la problematica descrita y optimizar el disefio de una CRC. Para ello, primeramen-
te se realiza una descripcién de los componentes de un ciclo combinado y parti-
cularmente de la CRC; posteriormente se presenta la descripcién del algoritmo
genético que se aplica y el modelo de optimizacién termoeconémica y de reparto
de dreas de la caldera. Finalmente, se presentan algunas tendencias que pueden
apoyar en el disefo de calderas de recuperacién de calor y ciclos combinados.

Es importante mencionar que la metodologia que se describe puede ser apli-
cada también a la optimizacién de otros sistemas térmicos como sistemas de co-
generacion, calderas con combustién o intercambiadores de calor.

Nomenclatura
A Area de la caldera de recuperaci6n de calor (CRC) (m?)
C, Costo de amortizacién por afo (€/ano).
C. Costo de combustible por kWh (€/kWh)
Cr Costo total de combustible (€/afno)
Cre Costo fijo de la turbina de gas (€)
Cry Costo fijo de la turbina de vapor (€)
Cere Costo fijo de la caldera de recuperacion de calor (€)
Crwn Costo de generacion (€/kWh)
Com Costo de operacién y mantenimiento (€/afio)
Cr Costo total por afio (€/afio)
cuA Costo fijo por el incremento del area de la caldera de recuperacién de
f-CRC calor (€)
h Horas al aio de trabajo de la planta (h/afio)
k Costo de una seccién de la CRC por el producto UA (€K/kW)
K Constante de penalizacién
My Flujo masico de aire (kg/s)
My Flujo mdsico de los gases de escape (kg/s)
m, Flujo mésico de combustible (kg/s)
N Vida 1til de la planta (afios)
Pen Funcién de penalizacién
N Precio de venta del kWh (€/kWh)
PP Pinch point (K)
AP Approach point (K)
U Coeficiente global de transferencia de calor (Wm=2K™)
w Potencia total (kW)
w Potencia media anual de la planta (kW)
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X Titulo de vapor (%)
Dp Pérdida de carga (mbar)
DT Diferencia terminal de temperaturas (K)
n Rendimiento térmico
UAprm Producto UA obtenido a partir de los pardmetros térmicos
UAgeon Producto UA obtenido a partir de los pardmetros geométricos
Uy Velocidad del vapor
Subindices
AP Alta presién
1P Presion Intermedia
BP Baja presién
inl Condiciones de entrada
esc Condiciones de escape
ec Economizador
ev Evaporador
Sc Sobrecalentador
1 Entrada a la CRC
2 Salida del gas del sobrecalentador
3 Entrada del gas al economizador
4 Salida del gas de la caldera de recuperacién de calor
a Entrada del vapor a la turbina
b Entrada del vapor al sobrecalentador
d Salida del agua del economizador
e Entrada del agua a la CRC

I. GENERALIDADES SOBRE LOS CICLOS COMBINADOS DE TURBINAS
DE GAS Y TURBINAS DE VAPOR

En el presente apartado, primeramente se describiran de manera muy general
los ciclos combinados, con el fin de identificar cudles son los elementos que los
componen y los pardmetros de disefio que influyen mayormente en su desem-
peno y costo.

I.1 Generalidades de una planta de ciclo combinado

Un ciclo combinado es un sistema térmico que aprovecha la energia de la com-
bustiéon en dos etapas: un ciclo de alta temperatura (ciclo de gas) y un ciclo de baja
temperatura (ciclo de vapor). Esta tecnologia se ha ido desarrollando ya desde los
anos sesenta, cuando comenzaron a instalarse comercialmente ciclos combinados
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que utilizaban ciclos de gas y vapor, pero anteriormente ya se habfa hablado in-
cluso de ciclos mercurio-vapor (Horlock, 1991).

La configuracién mas simple de este tipo de plantas es la de un nivel de pre-
sién. Este tipo de configuracién practicamente no se instala en la actualidad; sin
embargo, su descripcion es muy 1util para entender el funcionamiento de estos
sistemas: consta de una turbina de gas, una caldera de recuperacién de calor y
una turbina de vapor (véase Figura I.1).

Figura I.1
Ciclo combinado de un nivel de presién

CALDERA

CALDERIN

)
COMBUSTIBLE =

DESGASIFICADOR

TURBINA DE GAS

COMPRESOR

BOMBA

TURBINA DE VAPOR

CONDENSADOR

En forma general, el funcionamiento de este tipo de plantas se puede descri-
bir de la siguiente manera: el ciclo de gas consta de un compresor para alimentar
con aire a la cdimara de combustién, en la que se realiza la combustion con un do-
sado muy pobre y cuyos productos se expanden en la turbina de gas, en la que se
genera energfa mecanica para, por una parte, impulsar al compresor y, por otra,
impulsar la carga (alternador). Posteriormente, los gases calientes se introducen
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en la caldera de recuperacién de calor, en la cual se genera el vapor sobrecalen-
tado que alimentara la turbina de vapor.

Con la unién de ambas plantas de potencia se obtiene un rendimiento mayor
que el que se obtendria con cada una de ellas por separado (mayor a 50%). Esto
es porque se aprovecha la energia térmica residual de los productos del escape
de la turbina de gas, consiguiendo, ademds, que disminuya la temperatura de los
gases que escapan a la atmosfera. En el siguiente subapartado se describe con més
detalle la caldera de recuperacion de calor (CRC) por ser el elemento que compete
a este analisis.

1.1.1 Caldera de recuperacion de calor (CRC)

La funcién de una CRC es recuperar la energia calorifica proveniente de los gases de
escape de la turbina de gas y emplearla para generar vapor en las condiciones
deseables para alimentar la turbina de vapor. La diferencia principal entre éstas y las
calderas convencionales es el mecanismo de transferencia de calor, ya que estas alti-
mas, al tener combustion, presentan focos con temperaturas muy altas en los cuales
el intercambio de calor por radiaciéon es predominante. En cambio, en las CRC el
mecanismo de transferencia de calor es en general de caracter convectivo.

Sea cual fuere el tipo de la caldera de recuperacion de calor, ésta consiste en
un intercambiador de calor de flujos perpendiculares en el que el agua, como
liquido subenfriado, entra por la zona de escape de los humos, es decir, la Gltima
zona de la CRC conocida como economizador (véase la Figura 1.2). En esta seccién
el agua se lleva hasta una temperatura un poco menor que la de saturacion, co-
rrespondiente a la presién de trabajo.!

Posteriormente el agua, practicamente en su estado de saturacién, se envia a
un depdsito conocido como colector en el que se produce la separacién de las fases.
La fase liquida del agua del colector se hace circular por otra seccién de la CRC,
que estd colocada inmediatamente después del economizador y que se conoce
con el nombre de evaporador, en la que se produce la evaporacion del agua y el
vapor resultante es llevado nuevamente al colector.

Por su parte, el vapor que se ha separado en el colector se hace circular por la
primera seccién de la CRC, que estd justo a la entrada de los gases provenientes de
la turbina de gas. Esta seccién es conocida como sobrecalentador y en ella se lleva al
vapor a las condiciones de entrada de la turbina de vapor (sobrecalentado).

!'El hecho de que en esta seccién no se alcance la temperatura de saturacién del vapor es muy
importante puesto que debe evitarse que se presente evaporaciéon en este elemento, por ello debe
existir un margen de seguridad en cuanto a la temperatura.
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Figura 1.2
Caldera de recuperacion de calor de un nivel de presién
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Figura 1.3
Diagrama energia-temperatura de una CRC de un nivel de presion
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El diagrama energfa-temperatura de esta configuracién de CRC se presenta
en la Figura 1.3. Se observa la linea recta continua (de derecha a izquierda) que
representa el enfriamiento de los gases de la turbina de gas y, de izquierda a
derecha, la linea que representa el calentamiento del agua. En el diagrama pue-
den distinguirse claramente las tres secciones de la CRC; la primera, de A a B,
corresponde al economizador; la segunda, de C a D, al evaporador; y la tercera,
de D a E, al sobrecalentador. Puede observarse que la regién de C a D es plana
debido a que en esta zona se produce la evaporacion del aguay, por tanto, no hay
incremento de temperatura de la misma. Por otra parte, en el mismo diagrama
se observan también tres diferencias de temperaturas importantes:

a) Pinch Point (PP). Corresponde a la diferencia entre la temperatura de los gases
en la salida del evaporador y la del agua a la entrada del mismo (diferencia
entre el punto Cy 3 en el diagrama). Esta diferencia es un parametro muy
importante en el disefio del CRC, ya que cuanto menor sea ésta mayor sera el
rendimiento energético del ciclo, pero también mayor serd el drea de inter-
cambio de calory, por tanto, el costo.

b) Approach point (AP). Es la diferencia entre la temperatura del agua que aban-
dona el economizador y la temperatura de saturacion a la presion de trabajo
(diferencia entre los puntos B y C del diagrama). Esta diferencia de tempera-
turas es un margen de seguridad para evitar evaporacién en el economizador
a cargas parciales. Algunos autores (Horlock, 1991) sugieren que su valor no
debe ser menor a 3K, aunque depende del nivel de presion del que se trate.

¢) Diferencia terminal de temperaturas (AT). Corresponde a la diferencia entre la
temperatura del vapor sobrecalentado que abandona la caldera y la tem-
peratura de entrada de los gases a la misma. Su valor tiene una influencia
significativa tanto en el rendimiento como en el costo; por ese motivo, este
parametro, al igual que el approach point y el pinch point, se considerard como
variable de disefio dentro de la optimizacién termoeconémica.

II. DESCRIPCION DE LA METODOLOGIA EMPLEADA
II.1 Generalidades de los algoritmos genéticos
Como ya se ha mencionado, se empleard un algoritmo genético (AG) para la solu-
cién del problema de optimizacion. Este tipo de algoritmos se ha empleado con

éxito en otro tipo de aplicaciones donde se involucran ecuaciones no lineales que
resultan sumemente dificiles de resolver por un método de gradiente.
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De manera general, un AG funciona imitando el comportamiento de la natu-
raleza, evaluando en la funcién objetivo una serie de individuos que contienen
el valor de las variables independientes (que para este caso se llamard funcién
salud). De entre ellos se seleccionardn aquellos que presenten el mejor valor de la
funcion objetivo para que sean los padres de las siguientes generaciones, aplican-
do operadores como cruce y mutacion (entre otros). El algoritmo contintia hasta
que se obtiene el valor mas 6ptimo. Los fundamentos de los algoritmos genéticos
y sus aplicaciones se encuentran descritos en diversas investigaciones (De Jong,
1975; Goldberg, 1989; Herrera y Verdegay, 1996; Martorell et al., 2002).

El campo de aplicacién de los algoritmos genéticos es amplio, incluye inge-
nierfa nuclear (Martin del Campo et al., 2001) y la ingenieria estructural (Coello
y Chistiansen, 2000). Asimismo ya ha sido aplicada con éxito para la optimizacién
termoecondmica de las centrales de ciclo combinado (Toffolo y Lazzaretto, 2002),
mientras que Mohagheghi y Shayegan (2009) también la aplican para optimizar
parametros de disefio de una caldera de recuperacién de calor.

Trabajos que sustentan el que aqui se presenta (Valdés et al., 2003; Durén,
2004) muestran la descripcién de la optimizacién de diferentes configuraciones
de ciclo combinado aplicando algoritmos genéticos.

I1.2 Descripcién del algoritmo de optimizacién empleado

Como se ha explicado, el objetivo principal es desarrollar una metodologia para
la optimizacién termoeconémica de una central de ciclo combinado, para lo cual
era necesario seleccionar una metodologia adecuada y se decidié aplicar la de
algoritmos genéticos debido a que es facil de programar y ha dado buenos resul-
tados en problemas complejos.

Se ha observado que resulta muy viable la aplicacién de este tipo de algoritmos
para la optimizacién de sistemas térmicos como el que aqui se presenta, puesto
que estos problemas incluyen ecuaciones transcendentes que impiden la aplica-
cién de un método de gradiente tradicional y que deben resolverse de manera
iterativa.

Asi pues, en esta aplicacién primeramente se realizé el programa en Visual
Basic de un algoritmo genético basico (inicamente incluye los operadores cruce
y mutacion); sin embargo, al realizar otras pruebas se observé que para las confi-
guraciones mas complejas (dos y tres niveles de presion), en algunas ocasiones el
algoritmo se saturaba en un méaximo local. Esto se debe a que cuando el problema
presenta muchas variables independientes el cromosoma se hace muy largo, lo
que ocasiona que haya poca diversidad en la poblacién. Por tal motivo se consi-
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deré necesario incluir otros operadores que introdujeran diversidad y aseguraran
una mejor convergencia del algoritmo.

Con el fin de mantener la diversidad en la poblacién se decidid, primeramen-
te, modificar la mutacién en el algoritmo, incluyendo la mutacién adaptativa;
no obstante, se observé que este operador no era suficiente para diversificar la
poblacién y se opt6 por aplicar también la herramienta de reinicializacién. Ma-
yor informacién sobre el algoritmo empleado se presenta en Duran (2004). Los
parametros que se emplearon para el algoritmo de optimizacién se muestran en
la Tabla IL.1.

Tabla II.1
Parametros del algoritmo genético modificado

Pardmetros del algoritmo Valor
Porcentaje de cruce 65%
Porcentaje de mutacién inicial 17%
Poblacién 120
Nimero de generaciones 100
Numero de reinicializaciones 4
% que permanece en cada reinicializacion 50%

II1. DESCRIPCION DEL MODELO DE OPTIMIZACION TERMOECONOMICO

En la metodologia que aqui se describe, se parte de la hipétesis de que es posible
optimizar el ciclo combinado modificando solamente algunos pardmetros de di-
sefio de la CRC, considerando una cierta turbina de gas.

Se plantea un modelo termoeconémico que define el costo del ciclo en fun-
cién de sus componentes y, particularmente, el costo de la CRC en funcién de la
superficie de intercambio. Con lo anterior se plantea la funcién objetivo para dos
criterios de optimizacién, como se describe a continuacion.

II1.1 Modelo de costo y modelo de flujo anual de caja

Actualmente existen diferentes modelos de analisis termoeconémico de plantas
de potencia. Algunos de ellos se enfocan principalmente a la valoracion del “kilo-
watt instalado”, que simplemente es el cociente entre la inversion realizada y la
potencia de la planta. Este criterio no conduce necesariamente a buenos resul-
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tados econdmicos, ya que una inversion pequefia no garantiza ni bajos costos de
produccién ni grandes beneficios.

Otros modelos se basan en analizar y minimizar el costo energético, el cual
impacta principalmente en el costo de operacién de la planta (Tsatsaronis, 1993).
Este tipo de modelos es de gran utilidad para sistemas en los que se tiene mas de
un producto (calor y trabajo) como los de cogeneracién.

Por su parte, el modelo termoeconémico que se aplica en este trabajo con-
sidera dos criterios de optimizacién: el primero de ellos pretende minimizar el
costo de generacion, mientras que el segundo pretende maximizar el flujo anual
de caja. No se trata de una optimizacién multiobjetivo, pues los problemas se re-
suelven por separado y se comparan los resultados obtenidos. Como se observara
mas adelante, los resultados son diferentes dependiendo del criterio que se elija
y es de esperar que si se decide minimizar el costo de generacién, el drea de la
caldera de recuperacion de calor sera menor que si se elige maximizar el flujo de
caja. Los modelos termoeconémicos aplicados se describen a continuacion:

a) Costo de generacion. Corresponde al costo total por ano, dividido por la pro-
duccién media anual:

Cown = =
Wh = 3)

Donde W es la potencia media anual y & corresponde al nimero de horas de
operacion de la planta al afo, que en este caso se consideraron 7,000 /.

b) Flujo anual de caja. Se define como el ingreso total en un afio menos el costo
total anual:

B = ITot—Cﬁ)[ (4)

En esta ecuacién el ingreso anual (/) esta definido a partir de la potencia neta
generada y el precio de venta de la energia generada (S), es decir:

Iy=S-W-h (5)

II1.2 Comparacion de los modelos de flujo de caja y costo de generacién

Se plantea que al realizar la optimizacion utilizando los criterios propuestos por
separado los resultados serfan distintos; sin embargo, con ambos se obtendra un
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disenio con un rendimiento alto. La razén por la cual se selecciona un criterio
de optimizacién u otro depende de las condiciones del mercado y del objetivo de
la optimizacién. Si existe una fuerte competencia dentro del mercado eléctrico y
es dificil vender la energia generada, se debe minimizar el costo de generacién
para obtener un disefio més factible. Por el contrario, en un mercado regulado
(como en México), con los precios fijos y en el cual es facil vender la energia, la
optimizacién debe conducir a un disefio que proporcione mayores beneficios,
por lo que se debe intentar obtener un flujo de caja maximo. En este altimo caso
es de esperar que aumente el costo de generaciéon pero que, al mismo tiempo,
se presente una mejora en el rendimiento y en la potencia generada, con lo cual
puede aumentar el ingreso obtenido.

Segtin se ha explicado, para una turbina de gas dada, el rendimiento del ciclo
aumenta con el drea de intercambio de la CRC; sin embargo, este incremento en
el area tendra como consecuencia un incremento en el costo, por lo que deben
existir 6ptimos para cada criterio. Los valores de estos 6ptimos se obtendrdn
cuando las funciones correspondientes a cada modelo con respecto a la superficie
de intercambio sea nula, es decir:

dB
220
1 (6)
dCum,
AChwn_ _
dA )

Al sustituir las ecuaciones (3) y (5) en la ecuacién (4), se puede escribir:
B =(S=Com) W-h )

Aplicando la derivada con respecto a la superficie de intercambio de la CRC
se obtiene:

dB  dCyy, — aw
G2 _ Vb 7 (S = Cpy) B
(S = Crn) 1= 9)
Ahora, evaluando para el punto donde el costo de generacién es minimo:
dB aw
O S=C)
= S Com) (10)

La expresién (10) siempre es positiva, ya que el precio de venta es mayor que

el costo de generacion (S > Cyy) y % > (). Por tanto, es de esperar que la curva
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que define la variacion flujo de caja con respecto al drea serd creciente en el punto
en el que el costo de generacién alcance su valor 6ptimo.

Considerando lo anterior, se espera que las curvas de la variacién del flujo de
caja y del costo de generacién frente al drea de intercambio de calor sean como
se ilustra en la Figura I11.4. En ella puede observarse que el maximo flujo de caja
tiene una mayor area de intercambio que aquella correspondiente al minimo cos-
to de generacion (42 > A1)y, por tanto, un mayor rendimiento. Por lo anterior,
el disefio de maximo beneficio permite mayores costos de generaciéon porque se
ve recompensado por los mayores ingresos.

Figura III. 4
Flujo de caja maximo y costo de generacion minimo

A

Ckwn

Aq Ao A=n

II1.3 Modelo de atribucion de costos

El costo total anual de la ecuacién 3 incluye el costo del combustible, el costo de
operacién y mantenimiento y el costo de amortizacion:

Cre = Cp + Com + G (11)
Cada uno de estos costos se define como sigue:
I11.3.1 Costo total de combustible

Este es un costo variable, ya que es en funcién de la energia producida y estd de-
finido por la siguiente ecuacion:
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Cre=C- (12)
n

Donde C, corresponde al precio del combustible, % es el nimero de horas de
operacién de la planta y ) es el rendimiento del ciclo combinado.

I11.3.2 Costo de amortizacion

El costo de amortizacién corresponde a un costo fijo cuyo valor debe recuperarse
aflo con afo para que, al cabo de cierto nimero de afios, se haya recuperado la
inversion actualizada a ese afio:

Co=Cr-P (13)

Donde f es el factor de anualidad y es funcién de la tasa de interés y del ni-
mero de anos en los que se pretende recuperar la inversion:

i)Y

A+N -1 (14)

El costo fijo incluye el costo de los componentes del ciclo (turbina de gas, tur-
bina de vapor, etc.), y el costo asociado a la CRC, es decir:

Cr = Crc + Cey + Cere + Crgto (15)

En la expresién anterior, C,y, incluye costos que no estan involucrados di-
rectamente con el equipo, como el del terreno, el de la instalacion, transporte,
etcétera. Su valor depende de muchos factores y es muy dificil estimarlo, pero
algunos autores (Attala et al., 2001; Kelhofer, 1999) lo consideran 50% de la in-
version total.

El costo de las turbinas de gas y de vapor es funcién de la potencia nominal,
y el costo de la CRC es funcién de la superficie de intercambio, como se describe
a continuacion:

a) Costo de la turbina de gas

Este componente no es parte del disefio del ciclo combinado, sino que es un
elemento estandarizado y durante la fase de disefio s6lo se selecciona el mas ade-
cuado en funcién de la potencia que se requiere. El costo de estos elementos es
proporcionado por el fabricante y depende de su potencia nominal.



Algoritmos genéticos aplicados a la optimizacion de centrales de ciclo... 319

En la Figura IIL.5 se presenta la grafica del costo por unidad de potencia y
de costo total de algunas turbinas comerciales (costos del afio 2002). Estos datos
son precios reales del mercado y fueron obtenidos a partir de una base de datos
de una versién de demostraciéon del programa GTPro. Puede observarse que,
independientemente de las economias de escala y del fabricante, el costo de las
turbinas de gas sigue una tendencia lineal en funcién de la potencia del equipo,
mientras que el costo especifico presenta una tendencia decreciente.

Figura IIL.5
Costo de las turbinas de gas
7,E+07 800
EEL07 y=178,79x + 3,025E + 06 1700
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w ; 1400 =
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9 E4+07 y=3085,9x 1900
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kw
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—— Lineal (CTG €)
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Los datos presentados en la figura anterior se ajustaron mediante regresiéon
lineal, obteniendo para el costo de la turbina de gas la siguiente ecuacion:

Crg = 0.1788 - W + 3.0253 (16)
Donde el costo se da en millones de euros y la potencia en MW.
La ecuacién anterior define al costo de la turbina de gas en funcién de la po-
tencia nominal, sin tener en cuenta los parametros de diseio de dicha turbina.

b) Costo de la turbina de vapor

Las turbinas de vapor no son equipos tan comerciales como las turbinas de gasy
se cuenta con muy poca informacién respecto a su costo. Sin embargo, de acuer-
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do con algunas evaluaciones realizadas en trabajos previos (Rovira, 2004; Duran,
2004), se estima el costo de una forma similar al de la turbina de gas como:

Cry =275 + 0.115 - Wyy, (17)

¢) Costo de la caldera de recuperacion de calor

El costo de la CRC incluye varios componentes como el costo del disefio, de la es-
tructura e instalacién y de los materiales de la superficie de intercambio de calor.
Seria deseable conocer todos estos costos; sin embargo, se cuenta con muy poca
informacién al respecto, por ello en el presente trabajo se consider6 el costo de
la caldera inicamente como el correspondiente a las superficies de intercambio y
los demas se incluyeron como parte de C,,, en la ecuacién (15).

Es necesario un modelo que sea capaz de predecir el costo de dicha caldera en
funcioén de sus parametros termodinamicos, sin conocer el diseiio geométrico de
la misma. En la bibliografia existen varios modelos que desarrollan correlaciones
para predecir este costo. Algunos de ellos (Franco y Russo, 2002) calculan el valor
de la superficie de intercambio a partir del producto UA (producto del coeficiente
global de transferencia de calor por el drea de cada seccién de intercambio de ca-
lor de la caldera) considerando al coeficiente de transferencia de calor constante
para cada seccién. Y definen el costo de la caldera en funcién de la superficie de
intercambio, de la forma:

4 -
C/‘—CRC = EksecAsec (18)
sec

Donde el subindice sec se refiere a cada una de las secciones de la caldera de
recuperaciéon de calor y la constante ki, expresa el costo del material correspon-
diente a la misma.

Otros autores (Attala ef al., 2001; Valero et al., 1994) en lugar de considerar
el coeficiente global de transferencia de calor constante definen el costo de cada
seccion de la caldera en funcién del producto UA de la forma:

CHERC o= D hsce (UA)jec (19)
sec

Donde el exponente (x) al que se encuentra elevado el producto UA se in-
cluye debido a la economia de escala; es decir que cuanto mayor sea el drea de
la caldera mas barata serd la unidad de UA. Algunos autores (Valero et al., 1994;
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Tsatsaronis y Pisa, 1994) consideran este exponente como 0.8 y proponen el costo

de la caldera de la siguiente forma:
nsec

UA 0.8
Cf—CRC,scc = Eksec (UA)sec (20)
sec

Se aplicé este modelo durante la optimizacién termoeconémica. Posterior-
mente, en el modelo de optimizacién geométrica se determiné el valor del coefi-
ciente global de transferencia de calor (U) y la superficie de intercambio de calor
para cada seccion de la caldera.

Seria deseable obtener el drea de intercambio y el coeficiente de transferencia
y con ello obtener el costo de la CRC de la ecuacién (20); sin embargo, hacer esto
serfa un procedimiento muy largo, por ese motivo se decidi6 considerar, a ma-
nera de aproximacién en el modelo termoeconémico, el costo de la CRC como lo
proponen Valero et al. (1994) (ecuacién 21) y posteriormente, una vez que se ha
realizado la optimizacién, calcular el drea de la caldera optimizada.

CHere = Dhee (VLS + Y by (VA4 e (UA)S @1)
ec ev sh

En la ecuacién anterior, los valores de los coeficientes & de cada seccion de la
caldera dependen del material del que esta hecha y son diferentes para cada una
de ellas. Se cuenta con poca informacién acerca de los costos de los materiales de
la caldera de recuperacion de calor, por lo que resulta dificil definir este valor.
Ademds, la poca informacion que se tiene es util para determinar un costo por
unidad de area pero no por unidad de producto UA (€/kW/K). Asi pues, para es-
tablecer este valor se considearon algunos reportes (Staff report, 2000) y trabajos

realizados por otros autores (Attala et al., 2001).2

I11.3.3 Costo de operacion y mantenimiento

Incluye todos los costos de mantenimiento del equipo; se divide en dos partes:
una correspondiente al costo fijo, es decir que no depende de la energia genera-
da, y otra que incluye los gastos de operaciéon y mantenimiento y que depende de
la produccién. Su valor es dificil de estimar; sin embargo, en muchos casos éste se
considera igual a 10% del costo total, es decir:

Con = 0.10 - (Cry) (22)

2 F1 valor de las constantes que se consideraron fueron k.. = 250 USD/K, ke, = 400 USD/K y
ke = 800 USD/K.
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Una vez que ya se tiene establecido el modelo termoeconémico que se va a em-
plear se puede llevar a cabo el proceso de optimizacién del sistema. Este proceso
se realiz6 mediante Visual Basic, el cual se describe en la seccién siguiente.

II1.4 Optimizacién del ciclo combinado de dos niveles de presién
con recalentamiento

Para mostrar la aplicacién del modelo, en este apartado se muestran los resultados
de la optimizacién de una configuracién de un ciclo combinado. La configuracién
que se seleccioné es una de dos niveles de presién con recalentamiento (2PR), se
eligié ésta porque es una de las mas aplicadas en la practica y porque presenta
un rendimiento alto. Las variables de disefio y el intervalo de bisqueda corres-
pondiente se definen en la tabla II1.2, mientras que el esquema de la calderay el
diagrama energia temperatura correspondiente se presentan en la Figura II1.6.

Figura III.6
Esquema y diagrama energia temperatura de un ciclo de dos niveles
de presion con recalentamiento

T

EC BP :ﬁ
=) [SCAP| RC | EVAP |SCBP [EC2AP| EV BP

ECI1 AP|
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ECBP: Economizador de baja presién. SCBP: Sobrecalentador de baja presion.
ECI1AP: Economizador 1 de alta presion. EVAP: Evaporador de alta presion.

EVBP: Evaporador de baja presién RC: Recalentador.
EC2AP: Economizador 2 de alta presién. SCAP: Sobrecalentador de alta presion.
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Tabla III.2
Variables de disefo y limites del intervalo de busqueda para la configuracién
de dos niveles de presion con recalentamiento

Variables de diseno Limite inferior Limite superior

Presion de baja (bar)® 3 8
Pinch point de baja (K) 3 10
Approach point de baja (K) 3 8
Diferencia terminal de temperaturas en el SC 5 30
de baja (K)

Presién de alta” (bar) 20 180
Pinch point de baja (K) 3 15
Approach point de baja(K) 3 8
Diferencia terminal de temperaturas en el SC 15 70
de alta (K)

* Los limites inferior y superior de la presion en el colector se ajustaron en algunos casos debido a
que cuando la temperatura de entrada a la CRC es muy elevada, la presion en el nivel de alta alcanza
valores muy grandes.

Utilizando estos limites de las variables de disefio se realizé la optimizacién
termoecondmica de esta configuracién, considerando diferentes valores de la re-
lacién de compresion (p) y temperatura de entrada a la turbina de gas (Tenrc),
en funcién de la temperatura de escape de la misma (Tesrg), comparando una
configuracién optimizada termoeconémicamente (linea obscura en las Figuras
I11.7 y 1I1.8) con una no optimizada en la cual los pardmetros de disefio son se-
leccionados de acuerdo con los valores planteados por algunos fabricantes (linea
gris en las Figuras II1.7 y IIL.8).

En dichas Figuras se representa la variacién de los resultados de la optimi-
zaciéon de esta configuracién (flujo de caja, costo y rendimiento) para diferentes
valores de los pardmetros del ciclo de gas. Se puede observar que existen diferen-
cias entre los resultados optimizados y aquéllos sin optimizar; particularmente
para el caso del rendimiento, se observa que mediante la optimizacién se puede
incrementar el rendimiento global del ciclo en cerca de cuatro unidades porcen-
tuales.

Por otro lado, si se comparan las gréficas que representan el flujo de cajay el
costo obtenido con una configuracion de dos niveles de presion sin recalentamien-
to (Figuras I1I.7a) con aquélla con recalentamiento (Figura I11.8b), se observa que,
aun cuando el costo de generacion es muy similar para ambas configuraciones,
el flujo de caja es mayor para la de dos niveles de presién con recalentamiento,
para las caracteristicas seleccionadas de la turbina de gas.
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Figura ITI1.7

\

9 0 % 12 0,053

7 0,048

5 o 1200K
o3 1600K € 0,043 Tencre

| 1400K
21 ‘ Z 0,038
g-1 1400K 1600K

-3 1200K Tentrc 0,033 5020 0 12

? 0,028

550 650 750 850 950 1050 560 660 760 860 960 1060
TescTG (K) TescTG (K)
|— Res. optimizados — Res. sin optimizar | [ Res. optimizados _—— Res. sin optimizar |

a) Variacién del flujo de caja optimizado con respecto a los parametros de disefio de la turbina de
gas.

b) Variacion del coste de generacion optimizado con respecto a los pardametros de diseio de la turbina
de gas.

Figura II1.8
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a) Variacién del rendimiento, hallada mediante la optimizacién del flujo de caja, con respecto a los
pardmetros de disefio de la turbina de gas.

b) Variacién del flujo de caja optimizado con respecto a los pardmetros de diseio de la turbina de gas
de una configuracién de 2 niveles de presion sin recalentamiento.
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I11.4.1 Pardmetros de diseiio del ciclo de dos niveles de presion
con recalentamiento

Los resultados de la optimizacién termoeconémica (para diferentes valores de re-
lacién de compresion y temperatura de entrada a la turbina de gas) se presentan
en la Tabla II1.3. En ella puede observarse el efecto de las condiciones de disefio
del ciclo de gas sobre el valor hallado por el AG al optimizar la configuracién.
Este tipo de resultados pueden ser ttiles para la toma de decisiones en cuanto al
disenio de una planta de ciclo combinado. Los tomadores de decisiones pueden
considerar un intervalo de valores de los parametros de disefio cercano al que
aqui se presenta o aplicar el modelo que aqui se propone para evaluar la configu-
raci6n del ciclo que pretenden instalar. De acuerdo a esto, en el apartado final del
presente capitulo se mostraran algunas tendencias que pueden apoyar al disefio
de este tipo de sistemas.

Tabla II1.3
Resultados de la optimizacion con respecto al flujo de caja
de una configuraciéon de dos niveles de presion con recalentamiento
para diferentes condiciones de entrada de la turbina de gas

Pardmetros del ciclo Pardmetros de disenio del ciclo combinado Resultados de la optimi-
de gas zacion

rc 7-;mTG ’E'stTG Pb PPI) APb ATb Pa PPa APa A’I; Rend- FC Cku'h
(K) (K) | (bar) | (K) | (K) | (K) | (bar) | (K) | (K)| (K) | cc | (M€)| (€)

12 | 1200 | 711,8 | 3 5 3 | 65 4505 9 |[3,0] 70 |0,466 | -1,75 | 0,0410
12 | 1400 | 846,7 | 4,05| 5,3 | 3,3 | 20,5 | 88,7 | 10,2 | 3 | 20,2 | 0,522 | 2,150 | 0,0369
12| 1600 | 984,5 | 6,3 | 5,8 | 3,6 | 21,6 [ 163,9| 11,6 [ 3,3 | 26 | 0,573 | 8,116 | 0,0338
20| 1200 | 63444 | 3 |48 | 3 | 69 | 281 | 108 | 3 | 70 | 0,447 |-2,540 | 0,0437
20 | 1400 | 7575 | 3,2 | 5,1 | 3 | 6,5 | 58,5 | 11,2 | 3 | 70 | 0,523 | 1,521 | 0,0372
20 | 1600 | 884,0 4,88 | 5,3 | 3 | 17,1 |110,1| 11,4 | 3 |20,7 | 0,571 | 6,528 | 0,0341
30| 1200 | 5789 | 3 | 47| 3 | 75 | 21,0 |11,4| 3 | 70 |0,403 [-3,7320,0488
30| 1400 | 693,1 | 3 | 48| 3, | 7,3 | 408 | 11 | 3 | 70 |0,613 | 0,462 |0,0383
30| 1600 | 810,9 | 4 | 49 (3,07 7,7 | 828 | 126 | 3 | 70 | 0,569 | 5,462 | 0,0344

I11.4.2 Tendencias de los valores de la presion en los niveles de alta y de baja

Se realiz6 también un andlisis de la influencia que tiene la temperatura de entra-
da de los gases a la CRC sobre algunos parametros de disefio. Se observa que el
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parametro que se ve mayormente influenciado por el valor de la temperatura de
escape de la turbina de gas es la presién de los colectores de alta'y de baja. En la
Figura II1.9 se muestra la variacién de la presion en los niveles de alta y de baja
con la temperatura de los gases.

Figura II1.9
Variacién de la presion de alta en funcién de la temperatura
de escape de la turbina de gas
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Por otro lado, en la Figura III.10 se muestra la grafica de la variacién de la
presion en el nivel de alta y del flujo de caja optimizado en funcién de la tempe-
ratura de entrada a la turbina de gas y la relacién de compresién. Mediante esta
gréfica, a partir de los pardmetros de disefio del ciclo de gas, se puede obtener el
flujo de caja esperado y el valor que debe tener la presion en el nivel de alta para
alcanzar este valor.

El analisis que se realiz6 en el presente apartado para la configuraciéon de
dos niveles de presion con recalentamiento se puede realizar para cualquier
configuracién, aplicando la metodologia propuesta, de esta manera se podré
determinar el intervalo dentro del cual es recomendable que se encuentren los
valores de los pardmetros de diseiio para obtener un disefio termoeconémica-
mente optimizado.
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Figura IIL.10
Variacién del flujo de caja optimizado y la correspondiente presion
de alta para diferentes valores de p y T
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IV. DESCRIPCION DE LA METODOLOGIA PARA EL CALCULO GEOMETRICO
DE LA CALDERA DE RECUPERACION DE CALOR

Una vez realizada la optimizaciéon termoeconémica de una caldera de recupera-
cién de calor, se cuenta con el valor de los parametros termodindmicos de dise-
o de la misma; sin embargo, ahora se presenta el problema de realizar el disefio
geométrico de la caldera, ya que existe un sinnimero de combinaciones de pa-
rametros geométricos (nimero de tubos, longitud, didmetro, etc.) que podrian
ajustarse para obtener el valor de los pardmetros termodinamicos determinados.
Por tanto, es necesario desarrollar una metodologia que ademas de determinar
los pardmetros geométricos permita mantener la superficie de intercambio en un
valor razonable para minimizar el costo. La metodologia completa de optimiza-
cién tanto termoecondmica como geométrica se representa en la Figura IV.11. En
el presente apartado se describe la segunda parte de la metodologia, correspon-
diente al disefio geométrico de la CRC; para una mejor comprensioén de la misma
es necesario describir primero pardmetros geométricos de estos sistemas.
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Figura IV.11
Estrategia de optimizacién de las centrales de ciclo combinado
Parametros Calculo
termodindmicos de la configuracién
- de disefio geométrica
SELECCION DE LA de la CRC
CONFIGURACION
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del ciclo |:>

de gas Optimizacién

termoeconémica RESULTADOS\/
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IV.1 Descripcion de los parametros geométricos de la CRC

La configuracién mas simple de una caldera de recuperacién de calor acoplada
al ciclo combinado se muestra en la Figura I.1; como se ha mencionado, esta
compuesta por diferentes secciones de transferencia de calor. Cada una de ellas
puede considerarse como un intercambiador de calor de flujos cruzados. Su sec-
cién transversal, asi como algunos parametros geométricos (separacién entre los
tubos, el didmetro de los mismo, etcétera) se muestran en la Figura IV.12. En
muchos disefios de CRC se emplean tubos aleteados para mejorar la transferencia
de calor, los pardmetros geométricos que determinan el disefio de éstos también
son importantes, en la Figura IV.13 se muestra la seccion transversal del tubo
aleteado.

A manera de resumen, en la Tabla IV.4 se muestran las variables geométricas
de diseno de una CRC. Puede observarse que los valores de algunos de ellos son
comunes a todas las secciones de la caldera. Asimismo, en el presente trabajo se
esta considerando el ancho de la caldera comn a todas las secciones, esto se hace
para facilitar la fabricacién de la misma.
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Figura IV.12
Banco de tubos

Figura IV.13
Tubo aleteado

Los pardmetros que se describen en la tabla seran las variables que se conside-

rardn para el disefio de la CRC.

Tabla IV.4
Parametros geométricos de la caldera de recuperacién de calor

Pardmetro geomélrico Nomenclatura lalor Seccion
Nimero de tubos por hilera N
Numero de hileras de tubos Nitprof Fcon
Numero de aletas por unidad de longitud z Evap.
Diametro exterior de tubos dy Sobre
Didametro de las aletas do
Longitud de la hilera de tubos L
Ancho total de la hilera b
Separacion entre hileras de tubos Lperp
en sentido transversal al gas .
Separacion en paralelo Lpar 0.1 Comin
Espesor de los tubos e
Espesor de las aletas ¢ 0.0008
Diametro interior de los tubos d;
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IV1.1 Restricciones para el disefio de la CRC

Algunos valores de los parametros geométricos de diseno estan restringidos de-
bido a razones operativas y de facilidad de ensamble principalmente. Algunos
limites operativos de estos parametros fueron sugeridos por Deschamps (1995) y
Rapiin (1999), estos valores se muestran en la Tabla IV.5.

Tabla IV.5
Limites inferiores y superiores del algunos parametros geométricos
de la caldera

Parametro geométrico Limite superior | Limite inferior

Numero de hileras de tubos (Nt) 1 22
Ntmero de aletas por unidad de longitud 0 280
(2) (fins/m)

Didmetro de las aletas (d) (m) 0.50 0.70
Longitud de la hilera de tubos (L) (m) 10 44
Espesor de la aleta (e) (m) 0.0008 0.0008

El valor de la separacién de los tubos en direccién transversal depende del
ancho de la caldera (véase la ecuacién 23) y debe controlarse de manera que no
sea menor que el didmetro de las aletas, puesto que en tal caso el disefio no serfa
vélido.

b—(Nt-1)d,
lperp_;]\]t_l (23)

Asimismo, el coeficiente de pelicula exterior no debe ser muy grande, algunos
autores (Raptn, 1999) lo limitan entre 30 y 100 W/m? K . Su valor viene determi-
nado principalmente por el ancho de la caldera.

Debido a lo anterior, se observé que el ancho de la caldera no es un parametro
libre (su valor no se puede generar aleatoriamente durante el procedimiento de
algoritmos genéticos) sino que depende de otras variables termodindamicas y
de las restricciones descritas anteriormente. Por ello se plante6 un procedimiento
iterativo para calcular este valor de tal manera que se cumplan las restricciones
establecidas.
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IV.2 Modelo matematico para el disefo de la CRC
IV2.1 Definicion del modelo

En este apartado se describe el modelo matemético empleado para la determina-
cién de los parametros geométricos de una CRC de una central de CC de un nivel
de presion, el desarrollo parauna central de ciclocombinado de dos o tres niveles de
presion es analogo.

El coeficiente UA de cada seccién se obtiene a partir de la diferencia logaritmi-
ca media de temperaturas y sus balances térmicos, es decir:

Uy A B0 =Gl — oy g gy =, (ha - h) (24)
- ;
1n 2>—%
t4 _te
lo —1
U A 250 o (hy = hy) = 12, ) (25)
h-t
In —2%
s =1
b=t —(lo—t
Use Ase 1(1_(21)) = mg (hl _hQ) = My (ha _hb) (26)
tl _ta
In —4&
L‘Q —Ifb

Este coeficiente, por otro lado, es funcién de la geometria de las superficies
de intercambio (didmetro y longitud de tubos, nimero de aletas, etcétera); sin
embargo, no existe una metodologfa especifica para definir la configuraciéon
geométrica a partir de este valor. Por lo anterior, se plantea la necesidad de una
herramienta con la que sea posible determinar los pardmetros geométricos que
proporcionen el valor del producto UA deseado. En Raptin (1999) se presenta
una herramienta que consiste en un procedimiento iterativo mediante el cual
se van modificando los parametros geométricos de la caldera hasta obtener el
producto UA correspondiente. No obstante, con este procedimiento se observa
que en algunos casos el drea de intercambio resultante es demasiado grande,
lo que incrementa mucho el costo de la caldera.

Teniendo como base lo anterior, se desarrolla una metodologia que permita
hallar el valor de los pardmetros geométricos (y por consiguiente del drea) que
proporcionen un valor del producto UAg,, muy préximo al obtenido con las
ecuaciones 24 a 26 (UAy,,) para cada seccion de la caldera. El modelo matemati-
co empleado propone entonces minimizar la diferencia entre el valor calculado
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a partir de los pardmetros geométricos y el calculado a partir de las ecuaciones

24 a 26, es decir:
UA -UA
geom term ( 97 )

UA term

Error=

La herramienta que se empleara para la optimizacién serd nuevamente la
de algoritmos genéticos (AG), que funciona estrictamente para la obtencién de
valores maximos, por lo que debe modificarse la ecuacién que define el error,
de manera que el resultado que se encuentre sea un maximo. Asi pues, la ecuaciéon
del error se define de la siguiente manera:

P 1
*1-Eror 1 U geon = Ui (28)
UAterm

En esta ecuacién puede observarse que en la medida en la que el error dismi-
nuye, el valor de f, aumenta hasta un valor maximo conocido de 1.

1V.2.2 Modelo termodindmico para obtener el coeficiente global
de transferencia de calor

Se sabe que el coeficiente global de transferencia de calor se puede calcular a
partir de la geometria de la caldera y de las condiciones de los fluidos empleando
la siguiente ecuacién:
IR N "o
U hgy k Iy (29)

Donde /y, es el coeficiente de pelicula en el exterior de los tubos incluyendo
las aletas, su valor se puede obtener utilizando la correlacién propuesta por Weir

(1988).

haop = hy D (30)
En la cual Ay se obtiene a partir de la correlacion.
k
hy = (ag Rey Pry @) Di; (conm +p=1) (31)
g

Donde k, es conductividad térmica del gas; el coeficiente a, para flujo a través
de un banco de tubos escalonados es 0.45 y para tubos alineados, 0.30, mientras
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que los exponentes m y n tienen valores de 0.625 y !/5 respectivamente (Weir,
1988; Bejan y Krauss, 2003).

En la misma ecuacién (30) @, se define en funcién de la efectividad de las
aletas como:

®, = no®, + (1 - o) (1 _ L) (32)
Po
Donde:

po = paso de las aletas

Ne = efectividad de la aleta, que es la relacién de calor disipado por la superfi-
cie de la aleta con respecto a la que se disiparia si la temperatura de la aleta fuera
la misma que la de la base.

®, = es la relacion entre el drea total del tubo y el drea de un tubo liso con el
mismo didmetro que el tubo aleteado, y se expresa de la siguiente manera:

dy - dg
o - Area intercambio total (L ~z¢)+7 4 22+ dyze (33)
“ Area intercambio del tubo liso mdy L

Como es de esperarse, la aleta aumenta la superficie de intercambio y, por
tanto, mejora la transmision de calor.

En la ecuacion (31) se puede observar que todos los parametros incluyen un
subindice g, lo que indica que se esté trabajando con las propiedades del gas que
es el fluido que pasa a través del banco de los tubos.

Por su parte, el coeficiente de pelicula interior se determina a partir de la co-
rrelacién de Dittus-Boelter (Bejan y Krauss, 2003) para establecer el nimero de
Nusselt de un fluido que circula en un tubo circular delgado:

Nu = 0.023 Re™ Pr" (34)
En esta correlacion, dadas las condiciones del fluido en el interior de los tubos,

se considera que m’=0.8, n’=0.4 y a; = 0.0243 (Bejan, 2003). Siendo el ntimero
de Nusselt :

Nu =+ (35)

En la ecuacién (29) la resistencia ofrecida a la transmisién de calor por parte
del material en los tubos de la caldera es siempre despreciable frente a la resis-
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tencia que existe al paso del calor entre las caras del tubo y los fluidos que las
rodean. Por otro lado, el coeficiente de pelicula de los liquidos es muy grande con
respecto al de los gases; por tanto, se puede decir que U es muy préximo a f, para

. Lo h;h
el economizador y evaporador y muy préximo a —-—“— para el sobrecalentador.
i Tl
En el siguiente apartado se aplican las ecuaciones de transferencia de ca-
lor para obtener el coeficiente global de transferencia de calor a partir de los
parametros geométricos que determinan el disefio de la caldera aplicando la
ecuacion (29).

IV.3 Herramienta para el calculo de las secciones de la CRC

Como ya se mencion, para realizar el cilculo de las dreas de la caldera se elaboré
una herramienta informatica que también aplica la metodologia de algoritmos
genéticos para minimizar el error entre el valor del producto UA obtenido a partir
de los parametros geométricos y el obtenido a partir de los pardmetros térmicos.
Se decidi6 aplicar esta metodologia porque la cantidad de variables que se ma-
nejan en este problema es muy grande y, ademds, porque esta herramienta ya ha
sido aplicada para la optimizacién de algunos sistemas térmicos y ha dado buenos
resultados® (Valdés et al., 2003; Attala et al., 2001 y Toffolo y Lazzaretto, 2002). El
diagrama de flujo del programa de calculo se presenta al final del capitulo.

Al aplicar la metodologia de AG es muy importante definir cuidadosamente
las variables de disefo y las restricciones.

IV3.1 Variables de diseno

En la Tabla IV.6 se muestran las variables de disefio y se indica a la longitud como
un pardmetro comun a todas las secciones, mientras que los otros serdn inde-
pendientes, esto hace que sea un total del 16 variables independientes, para una
planta de CC de un nivel de presion.

3 La relacién entre los pardmetros geométricos y el coeficiente global de transferencia de calor se
explica mas ampliamente en Weir (1988) y Rapun (1999).

* En Valdés et al. (2003), que es antecedente del presente trabajo, se aplica la herramienta de
algoritmos genéticos para hallar los pardmetros termodinamicos que proporcionen un disefio con un
costo minimo. Se parte de los disefios optimizados mediante esta metodologfa para hallar la configu-
racién geométrica con la herramienta que aqui se propone.
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Tabla IV.6
Parametros de disefo de la caldera de recuperacion de calor
Pardmelro Seccion
Niamero de tubos en paralelo
Namero de tubos en perpendicular Evaporador
Niamero de aletas Economizador
Didmetro del tubo Sobrecalentador
Didmetro de la aleta
Longitud Comin a todas las secciones

Como se indicé anteriormente, el ancho de la caldera (b) no se considera una
variable independiente (por lo que no se presenta en la tabla anterior), su valor
se propone a partir de los pardmetros de disefio (generados por el algoritmo)
aplicando la férmula:

m
b= (36)
~*Pgas Vgas

A partir de este valor se calcula la separacion entre tubos (I,,;) con la ecuacion
(23) y el coeficiente de pelicula exterior (ecuacién 30); si estos valores no cumplen
con las restricciones establecidas en el apartado IV.1.1 se incrementa el valor de
b, si no se cumplen nuevamente las restricciones el procedimiento se repite hasta
alcanzar un valor de b adecuado. Este procedimiento se hace para cada seccién
de la caldera teniendo cuidado de mantener el mismo valor de b para todas las
secciones.

Una vez que se ha determinado un valor de b se obtiene el drea y, por tanto,
el valor del producto UA para cada seccién (aplicando la ecuacién 29). Este valor
serd el producto Uy, que se incluira en la funcién salud definida en el subapar-
tado siguiente.

1V3.2 Funcion objetivo del algoritmo genético (funcion salud)
Para trabajar con algoritmos genéticos es necesario incluir, ademas de la funcién

objetivo (que debe ser una funcién a maximizar), unas penalizaciones para defi-
nir la funcién salud (que es la funcién objetivo en el algoritmo genético).
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IV3.2.1 Funcion objetivo

Como ya se explico, en el presente trabajo se pretende hallar un valor del produc-
to UAgeonm (obtenido a partir de la configuracion geométrica) muy similar al UAy,
(obtenido a partir de las ecuaciones 24-26), esto se logra minimizando el error, es
decir hallando un valor maximo de la ecuacién 28 para cada seccién.

Como la CRC de una central de ciclo combinado de un nivel de presién se com-
pone de tres secciones, entonces la funcién objetivo serfa la suma de las funciones
de error correspondientes a cada seccién (el nimero de términos de la ecuacién
sera el nimero de secciones que tenga la caldera), es decir:

1 1 1
/i obj = + +
1+ Error,, 1+ Error,, 1+ Errory,

(37)

Se eligi6 esta funcién objetivo porque, como puede observarse, al disminuir
el error esta funcién adquiere un valor maximo igual a tres, que al ser conocido
proporciona una forma de evaluar la convergencia del algoritmo.

1V/3.2.2 Penalizaciones

Deben seleccionarse cuidadosamente debido a que son muy importantes para
restringir el dominio de la solucién. En el problema que aqui se describe se con-
sideraron las siguientes:

*  Penalizacion por incremento del drea de cada seccion. Sirve para hallar una configu-
racién que ademds proporcione un area de intercambio minima.

*  Penalizacion por la pérdida de carga del lado del gas. Si la pérdida de carga del
lado del gas disminuye mucho, aumenta demasiado el area de la caldera. Al-
gunos autores (Kakag, 1991) sugieren que este valor se encuentra entre 10y
15 mbar.

*  Penalizacion por la pérdida de carga del lado del vapor en el sobrecalentador. Si la
pérdida de carga de lado del vapor aumenta mucho serd necesario consumir
una mayor potencia en bombas y extractores para compensar esta pérdida.

*  Penalizacion por el incremento de la velocidad del vapor a la salida de la caldera. La
velocidad de vapor muy alta implica mas pérdida de carga del lado del vapor.
Se sugiere que se encuentre entre los 10y 50 m/s (Dechamps, 1995).

Con la funcién objetivo y las penalizaciones establecidas se define la funcién
salud que se evaluard durante el proceso de optimizacién con algoritmos gené-
ticos.
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fialud = fobj — (KaecPen Aye + Kooy Pen Ay + Ky Pen Ay) — Kap PendAp — KuPenv, — (38)

El valor de las constantes de la ecuacién (38) debe ser lo suficientemente gran-
de como para eliminar a aquellos individuos que no cumplan con las restricciones
establecidas; es decir, del mismo orden de magnitud que la funcién objetivo.

IV.4 Aplicacién del algoritmo para el calculo geométrico de una caldera
de dos niveles de presién con recalentamiento

En este apartado se muestra la aplicacién del algoritmo para la optimizacién ter-
moeconémica y del disefio geométrico de una caldera de recuperacién de calor
acoplada a un ciclo combinado de 2 niveles de presién con recalentamiento.

Primeramente se realiz6 la optimizacién termoeconémica de la configuracion
analizada, aplicando la metodologia descrita en la seccién 111y, posteriormente,
el calculo del area de intercambio de la CRC. Los datos de entrada del ciclo de
gas, asi como los resultados de la simulaciéon del mismo, se muestran en la Tabla
IV.7. Los resultados de la optimizacién termoeconémica de esta configuracion se
muestran en la Tabla IV.8.

Tabla IV.7

Datos de diseno del ciclo de gas

Datos de disenio
Caudal de gases en el escape (kg/s) 506.9
Pérdida de carga en la admisiéon (mbar) 10
Relacién de compresion del compresor 12
Rendimiento isentrépico del compresor 0.85
Rendimiento de la cdmara de combustién 0.95
Pérdida de carga en la cimara de combustién 4%
Temperatura de entrada a la turbina de gas (K) 1368.15
Rendimiento isentrépico de la turbina de gas 0.91
Pérdida de carga en el escape (mbar) 25
RESULTADOS DE LA SIMULACION
Potencia de la turbina (kW) 166,565
Rendimiento 0.344
Temperatura de escape 820.52 K
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Tabla IV.8
Resultados de la optimizacion termoeconémica de un ciclo combinado
de dos niveles de presion con recalentamiento

Variables de diseiio Valor
Rendimiento 0.55
Potencia TV (kW) 88234.06
Potencia cC (kW) 255130.20
Flujo masico de alta (kg/s) 49.06
Flujo madsico de baja (kg/s) 20.8
Presion de baja (bar) 3.8
PP de baja (K) 6.7
AP de baja (K) 3.2
DT de baja (K) 23.1
Presion de alta (bar) 65.9
PP de alta (K) 14.4
AP de alta (K) 5.2
DT de alta (K) 25.9

Una vez que se realizé la optimizaciéon termoeconémica de esta planta, se apli-
6 la herramienta para obtener la configuracion geométrica; sin embargo, en este
caso la funcién objetivo de la CRC tiene siete secciones de intercambio en lugar de
tres, como sucede con el ciclo de un nivel de presién. De esta manera, la funcién
objetivo descrita mediante la ecuacién 37 se transforma en la siguiente ecuacion
para un ciclo de dos niveles de presioén con recalentamiento:

1 1 1
Jobj = + +
L+ Error,y, 1+ Error,,, 1+ Eror,,
39
1 1 1 1 1 (59
+ + +
L+ Error,.9, 1+ Errorg, 1+Eror,,, 1+FError,. 1+ Error,

Los resultados del calculo de édreas de la CRC correspondiente a esta configu-
racién se muestran en la Tabla IV.9. Como es de esperarse, el criterio de conver-
gencia serfa el valor maximo del error que puede alcanzar la ecuacién (39), que
es de 8.0, y se observa en la Tabla IV.9 que el error alcanzado con el algoritmo es

de 7.71.
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Tabla IV.9
Reparto de areas de una CRC de dos niveles de presién con recalentamiento
Pardmetros geométricos ECy ECiy EVy ECy SOp EV, RE NN
Niamero de tubos 19 19 20 18 15 20 19 20
Numero de filas 19 19 20 15 15 19 18 19
Numero de aletas 139 187 268 209 126 229 200 253
Didmetro exterior 0.062 | 0065 | 0.060 | 0.051 | 0.063 | 0.065 | 0.067 | 0.065
de tubos (m)
Didmetn -
dmetro exterior 0.078 | 0.085 | 0.084 | 0.064 | 0.071 | 0.088 | 0.05 | 0.085
de aletas (m)
Area de la seccion (m?) 5900.32 | 8336.82 | 16110.1 | 13345.0 | 2225.07 | 13345.1 | 7828.80 | 7646.1
P je de cad;
oreentaje e cada 7.9% | 11.15% | 21.55% | 17.85% | 2.97% | 17.85% | 10.47% | 10.25%
seccién
Longitud de los tubos (m) 244
Ancho de la caldera (m) 6.34
Pérdida de carga del lado
21.7
del gas (mbar)
Pérdida de carga del vapor
6.82
(bar)
Area total de int bi
n;a otal de intercambio 74737 3
(m?)
Ervor total 7.71
Funcion salud 7.06

En la tabla anterior se observa un valor de la logitud de los tubos y del ancho
de la caldera comiin a todas las secciones, esto es muy deseable por cuestiones de
ensamble y fabricacién. Asimismo, se observa un valor de las pérdidas de carga

que se encuentra dentro de los limites establecidos.

Por otro lado, se aprecia que tanto los resultados obtenidos como la conver-
gencia del método son buenos, inclusive en el caso de la configuracién con dos
niveles de presién con recalentamiento, aun cuando se tienen 35 variables inde-
pendientes. También hay que sefialar que conforme la complejidad de la caldera
aumenta, es mas dificil encontrar una solucién con un error casi nulo y ademas

con area minima.
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CONCLUSIONES Y COMENTARIOS FINALES

En diversos problemas de ingenierfa se presentan problemas no lineales que in-
volucran funciones trascendentes; sin embargo, en problemas de termodinamica
y transferencia de calor, la situacién es ain mas complicada puesto que la obten-
cion de las propiedades de los fluidos generalmente se realiza con correlaciones
y/o tablas de datos. Esto complica mucho mas la optimizacién y el analisis de los
sistemas térmicos como las calderas de recuperacion de calor.

Asi pues, un algoritmo genético, cuya programacién es muy sencilla, puede
aplicarse para la optimizaciéon de distintos tipos de sistemas térmicos, princi-
palmente en aquellos en los que no existe un criterio especifico de disefio, sino
que mas bien se trata de seleccionar reiteradamente los parametros hasta que se
consiga un resultado satisfactorio. Asimismo, al poder incluir penalizaciones,
se puede encontrar una solucién 6ptima, restringiendo algunas variables de inte-
rés dentro de limites establecidos. Por las razones expuestas se decidié presentar
en este capitulo un ejemplo de la aplicaciéon de este tipo de metodologfas.

Una cuestién importante que debe sefialarse es la posibilidad de aplicacién
de esta metodologia a otro tipo de sistemas de transferencia de calor, como pue-
den ser calderas con combustién o intercambiadores de calor. Esto es importante
ya que el diseiio de este tipo de sistemas siempre implica un procedimiento de
ensayo y error que generalmente lleva a un disefio ajustado a los parametros
termodindmicos, pero no éptimo en cuanto a la superficie de intercambio. Con
la metodologia propuesta y aplicando los algoritmos genéticos se puede obtener
un disefio ajustado pero con una superficie de intercambio de tamafio menor,
optimizada termoeconémicamente.
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