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Resumen

El procesamiento cuantico de la informacion no se puede entender sin las compuertas cuanticas. En particular una compuerta que es empleada dentro de dicha ciencia, es la compuerta SWAP, que intercambia los Qubits. En el presente trabajo se estudia una simulacion efectuada por Wang (2001). Se halla que dicha compuerta no es Herm tica. Esto quiere decir que esta simulacion de compuerta no es f sica, debido a que para que sea f sica esta debe ser Hermitiana Sakurai and Napolitano (2011).

As mismo se demuestra que la simulacion de la compuerta SWAP propuesta por Wang no conserva la concurrencia cuantica. Tambien se demuestra que la compuerta original SWAP si conserva la concurrencia y por lo tanto conserva el entrelazamiento cuantico.
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Abstract

Quantum Information Processing cannot be understood without Quantum Gates. In particular, a Quantum Gate that is employed in such a science is the SWAP Gate which exchanges the Qubits. In the present work it is studied a simulation of SWAP Gate done by Wang (2001). It is found that such a Gate is not Hermitic. The above simulation of SWAP it is not a physical operator (Sakurai, 2011). Likewise, it is shown that Wang simulation of SWAP Gate does not conserve Quantum Concurrence. It is also shown that the original SWAP Gate still conserve both concurrence and Quantum Entanglement.
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Introduccion

A traves de los a~nos el ser humano ha ido buscando como poder seguir adelante con la vida siempre con la mano de la tecnolog a, utilizando mecanismos en el dise~no, en la construccion y en la manipulacion de maquinas con las que se puede automatizar de calculos y el almacenamiento de informacion.

La computadora para llegar a ser tal como actualmente la conocemos, ha pasa-do por un proceso de evolucion y desarrollo que ha iniciado aproximadamente 2500 a~nos, aun que algunos todav a dicen que no tienen mas que unos cientos de a~nos de evolucion. A~nos atras, los primeros modelos fueron manuales, hace aproximadamente 500 A.C., cuando los egipcios fueron los primeros que inventaron un artefacto que consist a en una serie de esferas atravesadas por varillas, despues fue tomado y per-feccionado por los chinos, y posteriormente en el siglo XIII D.C., es cuando le dan la

forma clasica que conocemos como el ABACO que esta conformado por 10 l neas con 7 esferas cada una.

Posteriormente, despues de muchos a~nos, surgen los modelos mecanicos y electri-cos, es cuando Pascal en 1649, fabrica la Pascalina, una maquina que realizaba ope-raciones solo de 8 d gitos. Despues, hasta el a~no 1820 es cuando Babbage (Charles Babbage) con ayuda de la Condesa Ada Byron construyeron dos maquinas totalmente mecanicas, ya que estas utilizaban ejes, engranajes y poleas para realizar calculos; la Condesa Byron fue la primer persona que programo una computadora, tiempo des-pues nombraron Ada a un lenguaje de programacion en su honor.
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As como iban transcurriendo los a~nos, destacadas personas segu an mejorando cada vez mas la parte mecanica de una computadora as tambien como la parte de desarrollo, como por ejemplo la programacion de tarjetas perforadas; mas adelante surge la primer computadora digital creada por el Ingeniero aleman Konraz Suze en 1942. Pero en el a~no 1941 Turing construy la COLLOSUS, una computadora que utilizaba miles de valvulas, con miles mas de aditamentos para que la maquina fuera capaz de imprimir lo que se necesitaba.

Finalmente comenz la era digital, esto conllevo a necesitar modelos electronicos basados inicialmente en tubos de vac o y posteriormente en transistores. La primer computadora electronica digital fue la EDVA, ya que su memoria consist a en l neas de mercurio dentro de un tuvo de vidrio al vac o, donde se pod a almacenar ceros y unos. Uno de los inventos que mas ha tenido gran peso en la evolucion de la compu-tadora digital ha sido el transistor este fue elaborado en 1948 por tres cient cos en los laboratorios de Bell, ya que contiene un material semiconductor que funciona co-mo un interruptor. Y as ha sido la constante miniaturizacion de los componentes de hardware que han logrado la realizacion de nano-circuitos; de este modo como va avanzando la ciencia, la miniaturizacion sera tal que las leyes de la F sica Clasica

ya no estaran validas, de este modo entraran a los dominios del mundo subatomico, donde las leyes de la F sica Cuantica tienen validez.

El cambio de los componentes elementales de las computadoras, hace necesario concretar muchos elementos de la computacion actual, como la arquitectura, los algo-ritmos, y los componentes de hardware. De este modo es como nace la Computacion Cuantica y con ella los algoritmos Cuanticos. Es as como el enfoque de este tema de investigacion nos conlleva a saber mas el como trabaja las compuertas Cuanticas logicas, ya que al igual que los transistores, son componentes que ayudan al perfecto funcionamiento del Computo Cuantico. Sin embargo, me interesa saber mas sobre la compuerta SWAP puesto que al leer un art culo cient co del autor Wang (2001),
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se ha observado algunas inconsistencias en la simulacion que el autor hace con refe-rencia a dicha compuerta; es por eso el estudio y enfoque a la compuerta Cuantica logica SWAP, el como esta constituida, como trabaja y sobre todo dar a conocer la simulacion que hace el autor y los resultados que deber an ser exactamente.
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Hipotesis

Al emplear una simulacion No-Herm tica de la compuerta SWAP sobre dos Qubits, esto conlleva a resultados inesperados; como en el estudio que se hizo al art culo publicado por Wang, X. (2001). Entanglement in the quantum Heisenberg XY model. Phys. Rev. A64, 012313 (2001). Sin embargo, si la simulacion es Herm tica de la misma compuerta SWAP, esto no tiene por que arrojar resultados inconvenientes.
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Planteamiento del problema

La investigacion identi co las inconsistencias que tiene el art culo publicado por Wang, X. (2001). Entanglement in the quantum Heisenberg XY model. Phys. Rev. A64, 012313 (2001), y demostrar que lo que se publico ha sido mal planteado y mal rea-lizado en su demostracion. De igual forma se hablara de la compuerta Herm tica SWAP, pero esto conlleva a hablar tambien sobre temas de matematicas como lo es los numeros complejos, numeros complejos conjugados, matrices, matrices transpues-ta, operador Herm tiano y estados de 2 Qubits.

Vale la pena decir que la compuerta SWAP original es Hermitiana y reversible; ya que en dicho se propone una simulacion de la compuerta SWAP la cual no dejan en claro si es herm tica y reversible.

Dicha investigacion satisface a las siguientes preguntas:

>Cuales compuertas son reversibles y cuales no lo son?.

[image: image2.jpg]



>Por que son reversibles y por que no lo son?.

[image: image3.jpg]



>Con que proposito se usa la compuerta SWAP y no otra compuerta?

[image: image4.jpg]



>Que contradicciones implica el simular un operador Herm tico por uno no Herm tico?.

[image: image5.jpg]
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Objetivos

Objetivo general: Analizar los resultados que arroja el comportamiento de la simula-cion cuando se ocupa una compuerta Herm tica SWAP sobre el estado de dos Qubits y tambien cuando la simulacion es No Herm tica.

Objetivos espec  cos:

1. Caracterizar el comportamiento que tienen los estados de dos Qubits al momen-to de la ejecucion de la compuerta SWAP.

2. Encontrar las implicaciones al simular mediante un operador no Herm tico la compuerta Herm tica SWAP.

3. Saber si es reversible la compuerta SWAP y si no lo es, por que?.
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Cap tulo 1

Marco teorico y estado del arte

Hoy en d a el avance de la tecnolog a, necesita de la actualizacion de elementos que sean requeridos para llevar a cabo la fabricacion de nuevas computadoras que permi-tan al ser humano realizar operaciones y calculos desde de la forma mas rapida como la forma mas compleja pero siempre e ciente. De este modo se puede ver la impor-tancia que produce un mayor numero de transistores, as mismo, el hecho de fabricar procesadores mas peque~nos y en consecuencia, cuanto mas peque~no es, mayor sera la velocidad de procesamiento que alcanzar el procesador.

Sin en cambio, en algun momento no se podra trabajar de una manera conve-niente al seguir haciendo los procesadores demasiado peque~nos, debido a que perderan la mayor a o todas las cualidades que poseen, en un cierto punto, ya que entraran en l mites no escalables a la F sica Clasica, debido a que se llega a la escala de nanome-tros, en donde los electrones se escapan de canales por los cuales deberan de circular. Surge entonces la necesidad de descubrir nuevas tecnolog as y es aqu en donde se comienza a hablar de Computacion Cuantica.

La computadora clasica codi ca la informacion utilizando numeros binarios, 0 y 1 y pueden realizar calculos de un conjunto de numeros uno a la vez; sin embargo, las computadoras cuanticas pueden codi car la informacion como serie de estados
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cuanticos, de igual forma como direcciones de los electrones o las orientaciones de la atraccion de un foton representando un numero que emite que el estado del bit cuantico se encuentra en alguna parte entre 1 y 0.

1.1.
Algebra lineal para computo cuantico

De manera mas formal, el algebra lineal estudia conjuntos denominados espacios vectoriales, los cuales constan de un conjunto de vectores y un conjunto de escalares que tiene estructura de campo, con una operacion de suma de vectores y otra de producto entre escalares y vectores que satisfacen ciertas propiedades, por decir, que la suma es conmutativa.

Sin en cambio, el Algebra lineal muestra tambien las propiedades que aparecen cuando se impone estructura adicional sobre los espacios vectoriales, siendo una de las mas frecuentes la existencia de un producto interno, se puede decir como una especie de producto entre dos vectores que permite introducir datos como longitud de vectores y angulo entre un par de los mismos.

1.2. Vector

Un vector en Rn es un arreglo ordenado de n numeros reales Beauregard (2007). En la 1.1 se puede identi car como se observa un vector gra camente, sin embar-go, se logra escribir un vector como una lista de sus componentes, es decir, ~v = (v1; v2; v3; : : : ; vn) o, de igual manera, como una columna:

2 3

v1

6 7

6v2 7

6 7

6 7

~v = 6v3 7 6 7

6 .. 7

6 7

6 . 7

4 5 vn

	1.2. VECTOR
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Los elementos vi se llamaran los componentes del vector y podran ser numeros complejos cualquiera.

Por ejemplo: El vector.

2
3

5

· 7

	X =
	6 137

	
	6
	
	7

	
	6
	
	7

	
	6
	8
	7

	
	6
	
	7


4
5

2

Es un 4-vector, esto quiere decir, es un vector con 4 componentes.

La componente 1 de X es 5, la componente 2 de X es -3, el componente 3 de X es 8 y nalmente la componente 4 de X es -2.

[image: image6.jpg]Matriz de 2x2

a

matriz(2, 2, [4, 2, 6,8]);

42
63




Figura 1.1: Componente de un Vector

1.2.1. Igualdad entre vectores

Dos vectores ~x y ~y se dicen vectores iguales si tienen la misma dimension y las coordenadas correspondientes son todas iguales. A continuacion, se muestran los si-guientes vectores:
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· 3

	x = 4
	x
	1

	
	3
	5


· 3

	y
	3

	y = 4
	5


· 1

Igualando componentes:

x
1 = y
3

3 = x + 1

Ahora, identi cando primero para x y despues para y se obtiene que:

x = 2

y = 4

1.2.2. Espacio vectorial

Sea Z un cuerpo y V un conjunto no vac o; entonces V es un espacio vectorial sobre Z o tambien representado como Z - espacio vectorial, dicho esto:

1. En V hay de nida una operacion interna, que denotar como "+", de forma que (V; +) es un grupo abeliano, esto quiere decir que veri ca las propiedades:

a) Asociativa: (u + v) + w = u + (v + w); 8u; v; w 2 V: b) Conmutativa: u + v = v + u; 8u; v 2 V:

c) Existencia de elemento neutro: 90 2 V tal que 0 + v = v + 0 = v; 8v 2 V: d) Existencia de elemento opuesto: 8v 2 V; 9 v tal que v+( v) = ( v)+v =

0:

2. En V hay de nida una operacion externa de Z en V , que se expresa por yuxta-posicion observando que:

a) a(u + v) = au + av; 8a 2 Z; 8u; v 2 V:

	1.2. VECTOR
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b) (a + b)u = au + bu; 8a; b 2 Z; 8u 2 V:

c) a(bu) = (ab)u; 8a; b 2 Z; 8u 2 V:

d) 1u = u; 8u 2 V donde 1 es la unidad para el producto en Z:

Los elementos del espacio vectorial suelen denominarse vectores, mientras que a los de adentro de Z , se les llama escalares. La operacion externa recibe el nombre de producto por escalares.

Un claro ejemplo de espacio vectorial es cuando; tenemos el cuerpo de Z puede considerarse un espacio vectorial sobre s mismo, utilizando como producto por es-calares el producto usual en el cuerpo. Si se considera el producto cartesiano de Zn veces:

Zn = f(x1; x2; x3; : : : ; xn)jxi 2 Z; 8i = 1; : : : ; ng

Se puede denotar dicha estructura de espacio vectorial sobre Z con las operaciones suma y producto por escalares de nidas por:

(x1; x2; x3; : : : ; xn) + (y1; y2; y3; : : : ; yn) = (x1 + y1; x2 + y2; x3 + y3; : : : ; xn + yn)

z(x1; x2; x3; : : : ; xn) = (zx1; zx2; zx3; : : : ; zxn)

1.2.3. Vector base

Los vectores base son considerados en espacio vectorial en un sistema de vectores linealmente independientes de orden maximo. Por lo tanto, la base constituye un sistema de generadores del espacio, y el numero de vectores que contiene es igual a

	la dimension del espacio.
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	u
	
	
	
	
	
	B
	a
	; a
	; a
	;
	
	; a
	;

	Al enunciar un vector ! del espacio, en funcion de una base
	
	= f!1
	!2
	!3
	
	
	!ng
	

	de un espacio n-dimensional:
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	! =  1!1 + u2!2 +  3!3 +
	
	+
	
	n!n
	
	
	
	
	
	
	

	u   u a
	a    u a
	
	
	u
	a
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A los coe cientes de esta combinacion lineal se les llama componentes del vector

!

u en la base B y con frecuencia se escribe:

	u
	u
	; u
	; u
	;
	
	; u
	n)

	!
	( 1
	2
	3
	
	
	
	


Al expresar con agrado la correspondencia entre los vectores de la base y las componentes, ambos conjuntos se consideran ordenados, lo que permite aludir al primer, segundo, tercer vector de base o la primera, segunda, tercer componente.

1.3. Operadores

^

Un operador, O, es un objeto que transforma a una funcion, g, en otra, h,

^

Og = h:

Es decir, cuando se deriva una funcion, f(x), la funcion resultante es f0(x), por lo general es distinta. Esto es, al procedimiento de derivacion se le proporciona un operador,

	0
	(x)
	df
	
	d
	^

	f
	
	
	=
	
	f(x) = Df(x)

	
	
	dx
	
	dx
	


,

^

Donde el operador D, se le llamar operador diferencial. Puesto que al multiplicar una funcion por una constante, se obtiene una nueva funcion. A este tipo de operadores les denominaremos operadores multiplicativos, por ejemplo,

2 f(x) = g(x); x f(x) = k(x):

Los operadores tambien pueden combinarse a modo de formar otros mas comple-

jos, es decir:

^
^
^
^

suma de operadores: (A + Bf = Af + Bf),

	1.3. OPERADORES
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	^ ^
	^ ^
	
	
	
	

	composicion de operadores: (ABf = A(Bf)).

	Se puede hallar a los operadores en las siguientes formas:

	^
	
	
	
	d
	

	A = 1 +
	dx
	
	;

	^
	
	d
	

	B =
	dx
	x;
	

	Af^
	= f + f0;

	^
	d
	


Bf = dx(xf):

[image: image7.jpg]Determinante de Matriza

detla),

20




1.3.1. Operadores lineales

Es habitual el uso de operadores que conservan la norma o, mas en general, como el producto escalar de vectores reales, como los que generan rotaciones, re exiones, etc. Dichas transformaciones se hacen con operadores ortogonales, que cumplen la

^ 1
^T

condicion O
= O . Los operadores unitarios es la generalizacion de los operadores

^ ! ^ ^T ! ^ T ^ y ortogonales a espacios complejos, de tal manera que, O U, O U U , esto

^ 1 ^ y cumple con la condicion U = U .

Por lo tanto un operador es unitario si:

^ ^ y
^ y ^
^

UU  = U U = I

Dado que el producto de dos operadores unitarios es unitario, ya que cada trans-formacion guarda por separado el producto escalar.

Dicho as , por ejemplo:

	^ y ^
	^ ^ y
	^ y ^
	^ ^ y
	^
	(1.1)

	U1 U1
	= U1U1
	= U2 U2
	= U2U2
	= I
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	Se muestra dos ejemplos respecto a la equacion (1.1):
	

	
	^ ^  y ^ ^
	
	^ y ^ y ^ ^
	^ y ^
	^

	
	(U1U2) (U1U2) = U2 U1 U1U2
	= U2 U2
	= I

	
	^ ^   ^ ^
	y
	^ ^ ^ y ^ y
	^ ^ y
	^

	
	(U1U2)(U1U2)
	
	= U1U2U2 U1
	= U1U1
	= I


1.3.2. Operador lineal sobre un espacio vectorial

Un acumulado de operadores lineales fA; B; C; : : :g : V1 ! V2 puede constituir un espacio vectorial lineal si se dispone entre ellos de la operacion suma y la multiplicacion por un escalar. De este modo, dado fA; B; C; : : :g, se puede ver de la siguiente manera:

8

A[ajv1i +  jv2i] =
Ajv1i +  Ajv2i<

( A + B)jvi
Ajvi + Bjvi 3

B[ajv1i +  jv2i] =
Bjv1i +  Bjv2i:

Ya que los vectores de los espacios que me interesan suelen ser funciones, as como las aplicaciones lineales entre tales espacios transformaran unas funciones entre otras, y es usual citar a operadores para las transformaciones de este tipo, Pues as , un operador lineal es simplemente una aplicacion lineal de un espacio vectorial en otro, logicamente los dos sobre el campo , dicho por el mismo autor.

1.3.3. Operadores herm tico

Se proseguira a describir algunos pasos para poder atender los problemas que se

tienen para poder calcular el hermitiano de un operador:

	1.
	
	^

	
	Teniendo a un operador O, que opera sobre funciones complejas, a esto se le

	
	impone un operador asociado, el cual es O^ .

	2.
	Se tiene una funcion con un estado  . En esta funcion de estado se opera con

	
	^
	^

	
	el operador O, obteniendo O  . Entendemos que esta es una nueva funcion de


^

estado, que se denota como O
= Y .

	1.3. OPERADORES
	19


3. Despues se prosigue a calcular el producto interior de la funcion Y con otra funcion distinta por su puesto, que es , de esta manera se obtiene:

Z

h j i
h j ^j i
^

Y
=
O
=
O dV

^

4. Para que se calcule el operador herm tico asociado ha X, se calcula lo siguiente:

	^
	
	^
	j i;

	h jOj i
	
	= h jO
	


Esto quiere decir que al calcular el complejo conjugado de la integral anterior y el resultado, indicar cual es el operador herm tico asociado al original.

h j ^j i
h j ^j i

Cuando se cumple, es decir, O = O , entonces el operador es herm tico.

1.3.4. Operadores unitarios

Un operador unitario es cuando su adjunto es igual a su inverso, es decir:

^y
^ 1

O = O

Sus propiedades son:

1. El producto de dos operadores unitarios es unitario, esto quiere decir que:

^ ^ ^ ^ y ^ ^ ^ y ^y ^ (OV )(OV ) = OV V O = I

2. El producto escalar es invariante bajo transformaciones unitarias. Por lo tanto, un operador unitario no modi ca la norma de un Vector. De esta manera, los operadores unitarios operan en el espacio de Hilbert de una manera analoga

a las rotaciones en el espacio euclideo, las cuales mantienen el modulo de un Vector, y el angulo entre dos Vectores.
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1.4. Matrices M   N

Matriz Cuadrada: Es aquella que tiene igual numero n de
las que de columnas

(n = m).

Por ejemplo, la matriz:

· 3

1
3
2

· 7

	A =
	6
	0
	3
	3
	7

	
	
	4
	2
	1
	

	
	6
	
	
	
	7

	
	4
	
	
	
	5


Es cuadrada de orden 3.

Matriz Nula: Una matriz es nula si todos sus elementos son iguales a cero. En el

siguiente ejemplo se muestra la matriz nula de orden 3
2:

2
3

0
0

· 7

B = 60 07 6 7

4
5

0
0

Matriz Diagonal: Una matriz cuadrada, C = Cij, es diagonal si Cij = 0, para

i 6= j. Es decir, si todos los elementos situados fuera de la diagonal principal son cero.

Por ejemplo, la siguiente matriz es diagonal:

· 3

1
0
0

· 7

	C =
	6
	0
	6
	0

	
	
	0
	0
	27

	
	6
	
	
	7

	
	4
	
	
	5


Matriz Unidad: Es una matriz diagonal cuyos elementos de la diagonal son todos

1. A continuacion se muestra la matriz unidad de orden 2.

	D =
	21
	03

	
	40
	15


Matriz Triangular: Es una matriz cuadrada en la que todos los elementos situados

por debajo (o por encima) de la diagonal principal son cero. Por ejemplo, la siguiente

matriz es triangular:
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· 3

2
6
3

· 7

	E =
	0
	0
	4

	60
	0
	77

	6
	
	
	7

	4
	
	
	5


Este tipo de matrices tambien se conoce como matriz escalonada. En algunos

casos se hace la distincion entre las matrices triangulares superiores o inferiores en

dependencia de los elementos nulos de la matriz; los que estan por debajo o por

encima de la diagonal principal.

1.4.1. Producto de matrices

Se pueden multiplicar dos matrices A y B si el numero de columnas de A coincide

con el numero de
las de B y el resultado es el producto de una matriz.

Am  n
Bn  p = Cm  p

El elemento Cij de la matriz producto se obtiene multiplicando cada elemento de

la  la i de la matriz A por cada elemento de la columna j de la matriz B y sumandolos.

De esta manera, se obtiene lo siguiente:

	
	22  0  1321  0  13
	
	22  1 + 0  1 + 1  1
	2  0 + 0  2 + 1  1
	2  1 + 0  1 + 1  03

	A B =
	63  0  0761  2  17
	=
	63  1 + 0  1 + 0  1
	3  0 + 0  2 + 0  1
	3  1 + 0  1 + 0  07

	
	65  1  1761  1  07
	
	65
	1 + 1
	
	1 + 1
	
	1
	5
	
	0 + 1
	
	2 + 1
	
	1
	5
	
	1 + 1
	
	1 + 1
	
	07

	
	6
	76
	7
	
	6
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	7

	
	4
	54
	5
	
	4
	
	23
	
	23
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	5

	
	
	
	
	
	
	
	
	1
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	= 63
	0
	37
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	6
	
	7
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	6
	
	7
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	47
	3
	65
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1.4.2. Representacion matricial de los operadores lineales

Un operador lineal o transformaciones lineales son una operacion que asocia un vector jvi 2 V1 en un vector jv0i 2 V2 y que respeta la linealidad, es decir esta funcion de V1 ! V2 efectua lo siguiente, Nu~nez (2007):

jv0i = Ajvi 3 A[ jv1i +  jv1i] =  Ajv1i +  Ajv2i8jvi; jv1iyjv2i 2 V1i

Es sustancial remarcar que la representacion matricial de un operador, donde de las bases fja1i; ja2i; ja3i; : : : ; janig y fjb1i; jb2i; jb3i; : : : ; jbmig de V y W proporcionalmen-te. Si se tiene otras bases ortonormal para V y W , es decir fja~1i; ja~2i; ja~3i; : : : ; ja~nig

y fjb1i; jb2i; jb3i; : : : ; jbmig la representacion matricial ser a distinta:

2

A11

6

6A1

6 2

66 ..

6 .

MA =6

6Aa

6 1

6 ..

6

6 .

4

Am1



	2
	
	2
	
	2
	3

	A21
	
	
	Aj1
	
	
	An1
	7

	A.2.
	
	A.j
	.
	A.n
	

	... .   ..
	
	..
	..
	7

	
	
	
	
	
	
	
	7

	a
	
	.
	a
	
	.
	a
	7

	A2
	
	..
	Aj
	
	..
	An
	7

	
	
	
	
	
	
	
	7

	...   .
	. .
	.
	7

	..
	
	..
	..
	
	..
	7

	
	
	
	
	
	
	
	7

	m
	
	.
	m
	
	.
	m
	7

	A2
	
	..
	Aj
	
	..
	An
	7

	
	
	
	
	
	
	
	7

	
	
	
	
	
	
	
	5


Finalmente, se observa el resultado nal de una matriz con base ortonormal dis-tinta a la original.

1.4.3. Matrices hermitianas

Es una operacion que transforma a una matriz en otra, se le conoce como tras-puesta, cuyos renglones son las columnas de la matriz original, y las columnas son los renglones de dicha matriz original. Hay matrices que se pueden considerar con entradas de valores imaginarios o complejos, ya que hay valores situados en dichas matrices como en el renglon m y en la columna n es el conjugado complejo del ele-mento situado en el renglon n y la columna m, como se puede observar en el siguiente ejemplo:
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	23

	2
	
	1
	1 + i
	1 + 2i
	1 + 3i3

	6
	1  i
	2
	
	2 + 2i
	2 + 3i
	7

	6
	1
	
	2i  2
	
	2i
	
	3
	
	3 + 3i
	7

	6
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	7

	6
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	7

	6
	1
	
	3i  2
	
	3i  3
	
	3i
	4
	7

	6
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	7

	4
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	5


De esta forma, se observa que una matriz es hermitiana si es igual a la transpuesta del conjugado complejo de la misma, es decir:

H = (H )T

o tambien de nido como la transpuesta de su conjugado complejo, como se ve en la ecuacion 1.2:

	H = (HT )
	(1.2)


La transpuesta de conjugado complejo de una matriz es algo que sucede tantas ve-ces que se nombra adjunta hermitiana o tambien llamada como matriz trasconjugada, denotandola con el s mbolo de una daga colocada como exponente, es decir:

Hy

De esta forma, una de nicion mas formal de una matriz Hermitiana es la que se de ne como una matriz que es igual a su transjugada, es decir:

H = Hy

Por ejemplo, como se observa la siguiente matriz:

· 3

a1 + a2i b1 + b2i A = 4 5

c1 + c2i
d1 + d2i
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La transpuesta conjugada de A es de la siguiente forma:

A = AT

Es decir:

· 3

a1 + a2i c1 + c2i A = 4 5

b1 + b2i
d1 + d2i

entonces,

· 3

a1
a2i
c1
c2i

= 4 5 b1 b2i d1 d2i

Si A es hermitiana entonces A = A y se puede decir que A debe ser la siguiente forma:

· 3

	a1
	b1 + b2i
	5

	A = 4c1  c2i
	d1
	


Otro ejemplo distinto que menciona el autor se puede demostrar de la siguiente forma:

· 3

· 1 + i

	P = 4
	1  i   1
	5


la transpuesta es:
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· 3

	P
	T
	= 4
	2
	1  i
	5

	
	
	
	1 + i
	1
	


El conjugado de P T es:

	2
	
	3

	2
	1 + i
	5 = P

	(P T ) = 41  i
	1
	


1.4.4. Traza de una matriz

Una matriz cuadrada A con un orden n, se de na la traza de la matriz A y

se denota por tr(A) al valor obtenido al sumar todos los elementos de la diagonal

principal, es decir:

n

X

tr(A) =
aii

i  1

Por ejemplo, consideramos las siguientes matrices:

· 3

4
5
5

· 7

	X =
	6
	6
	3
	2

	
	
	1
	1
	27

	
	6
	
	
	7

	
	4
	
	
	5


· 3

7
0
2

· 7

	Y =
	6
	3
	2
	2
	

	
	
	1
	1
	
	57

	
	6
	
	
	
	
	7

	
	4
	
	
	
	
	5


	26
	
	

	
	CAPITULO 1. MARCO TEORICO Y ESTADO DEL ARTE


· 3

5
3
0

· 7

	Z =
	6
	2
	1
	5

	
	
	4
	1
	17

	
	6
	
	
	7

	
	4
	
	
	5


Ahora se obtendra la traza de la matriz X de la siguiente manera:

Solo se suma 4 + 3 + 2 = 9, que son los numeros que se resaltaron en la matriz X. La traza de la matriz Y es:

7 + 2
5 = 4

La traza de la matriz Z es:

5 + 1 + 1 = 7

Y de esta manera se obtiene la traza de cada matriz.

1.4.5. Valores y vectores propios de una matriz

Dada una matriz cuadrada A de orden 3 se dice que el numero 0 es un valor propio de A si existe un vector columna c no nulo:

Ac =
0c

El vector c se llama vector propio de A asociado al valor propio
0:

En el cuadro 1.1, se observa distintas terminolog as equivalentes:

No obstante, otro punto de vista es, en base a una matriz cuadrada A, un numero

real se dice que es un valor propio o un valor caracter stico de A si existe un vector, diferente del vector cero, c tal que:

Ac =
c
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	0
	c
	

	
	
	
	

	
	
	

	
	valor propio
	vector propio
	

	
	
	
	

	
	autovalor
	autovector
	

	
	
	
	

	
	eigenvalor
	eigenvector
	

	
	
	
	


Cuadro 1.1: Valores y vectores propios de una matriz.

Es decir, que es un vector que al transformarlo mediante la multiplicacion por A el vector resultante mantiene su direccion.

El vector c se llama vector propio asociado al valor propio
.

Por ejemplo:

Se tiene la matriz A, se indicara cuales son vectores propios.

· 3

	A = 4
	1
	2
	5

	
	2
	1
	


· 1

1 v1 = @ A

1

· 1

2 v2 = @ A

3

· 1

1 v3 = @ A

1

· 1

	v4 = @
	0
	A

	
	2
	


Ahora se puede multiplicar cada vector por la matriz A y observar si el vector resultante es un multiplo escalar del vector.
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	A
	
	v1
	=
	21
	230 1 1
	=
	0 3 1 = 3 0 1 1

	
	
	
	
	42
	15@ 1 A
	
	@ 3 A  @ 1 A


Entonces de este modo se estudia que v1 es vector propio de A asociado al valor propio 3.

Se hace lo mismo con v2 para ver que pasa:

	
	A
	
	v2 =
	21
	230 2 1 = 0 8 1 = k 0 2 1
	

	
	
	
	
	
	42
	15@ 3 A  @ 7 A 6
	@ 3 A
	

	Entonces se calcula que v2 no es vector propio de A.
	
	

	De la misma forma se cerciora a v3,
	
	
	
	

	A
	
	v3 = 21
	230  1 1 = 0 1
	1 =  1 0  1 1

	
	
	
	
	42
	15@ 1
	A  @  1 A
	@ 1
	A


Bueno aqu se puede ver que v3 si es vector propio de A asociado al valor propio

de
1

	Y por ultimo se obtiene que pasa con v4,
	

	A
	
	v4
	=
	21
	230 0 1
	=
	0 4 1 = k 0 0 1

	
	
	
	
	42
	15@ 2 A
	
	@ 2 A 6  @ 2 A


Entonces v4 no es vector propio de A.

Cap tulo 2

Sumergiendose al computo

cuantico

El conocimiento de computacion cuantica surge en el a~no 1980, cuando se expone la teor a para aprovechar las leyes cuanticas en la computacon por Benio , en vez de trabajar a voltajes electricos se trabajaba a nivel cuanto, el cual denota en F sica Cuantica el valor m nimo que puede tomar una determinada magnitud en un sistema f sico Marinescu (2005).

El computo cuantico es una nueva forma de almacenamiento y procesamiento de informacion. Puede considerarse una revolucion de la teor a de la informatica, a demas, se piensa para que las computadoras cuanticas podr an ejecutar algoritmos y realizar calculos de una forma mucho mas rapida en que lo har a una computadora clasica, ya que esta solo realiza operaciones de tipo binario, en donde un bit solo puede almacenar un calculo, una misma labor puede tener diferente complejidad en computacion clasica y en computacion cuantica Farahani et al. (2005).

Esto ha dado lugar a una gran expectacion, ya que algunos problemas intratables pasan a ser tratables, esto a que todas las computadoras clasicas son esencialmente equivalentes, no quiere decir que trabajen igual o a la misma velocidad, pero s actuan
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siguiendo la misma norma, se comportan de manera similar, si se intenta realizar una tarea como por ejemplo con una computadora portatil y luego se realiza la misma tarea con una computadora de escritorio se comportan mas o menos de la misma manera, la Computacion Cuantica es completamente diferente, debido a que en vez de almacenar bits clasicos almacena qubits, Burns and Hardy (2012).

2.1. Conceptos generales

2.1.1. Qubit

De nition 1 Un qubit o bit cuantico se de ne sobre un espacio de Hilbert de dimen-sion dos C2, donde la base ortonormal fj0i; j1ig, representa los estados clasicos del sistema. El estado de un qubit es una \superposicion" de estos dos estados clasicos,

=
j0i +  j1i, donde  ;
son complejos y j j2 + j j2 = 1.

En el ambito computacional, la unidad basica de informacion de una computadora clasica es el conocido bit; el cual se asume uno de los dos valores que puede ser 0 y 1. Sin embargo en el ambito computacional cuantico se tiene como la unidad basica el qubit el cual puede asumir una superposicion de dos valores o estados representados j0i o j1i, los cuales son representados como los dos valores de un bit clasico. Un qubit se representa por un vector de estado en el espacio de Hilbert Braunstein and Mann (1995).

Un qubit no puede ser copiado, clonado, y no puede ser enviado de un lugar a otro. Existe la teor a de la No-Clonacion la cual consiste en establecer que no se puede copiar un estado cuantico desconocido. Esto es, si se intenta clonar un valor desconocido, primero se debe conocer, lo que destruir a por completo la superposicion de estados en la que se encuentre, perdiendo toda la informacion almacenada en el sistema, Tixaire (1990).
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Asociado con cada sistema f sico, se encuentra un espacio de Hilbert (H), es decir, espacio vectorial complejo con producto interno normalizado conocido como espacio de estados del sistema. El sistema es completamente descrito por su vector de estado, el cual es un vector unitario en dicho espacio de estados De Greve et al. (2013).

Cuando se mide un Qubit se obtiene ya sea el resultado 0, con la probabilidad j j2, o el resultado 1, con la probabilidad j j2. Esto es j j2 + j j2 = 1, ya que la suma de las probabilidades nos da 1.

2.1.2. Mediones de qubits

La medicion de un Qubit sobre un sistema cuantico es distinto al que se hace en un sistema clasico de computadora. Se le llama un observable a una propiedad medi-ble de un sistema. Formalmente, una medicion se de ne como una matriz hermitiana (O es hermitiana si O = Oy = (OT ) ). Una matriz hermitiana puede ser diagoniza-ble por un conjunto ortonormal de eigenvalores con valores reales. Esto signi ca que existe una base fv0; : : : ; vn 1g V de dimension n tal que Ojvii = vijvii siendo vi el eigenvalor asociado a jvii. Supongase que un sistema se encuentra en el estado y

Pn  1   ijvii =  , entonces el resultado de una medicion del observable O puede ser

i=0

solo v1; : : : ; vn. El resultado de la medicion sera probabil stico y la probabilidad de obtener vi es j ij2, Paredes (2007).

Dada una coleccion fMmg de operadores de medicion (matrices hermitianas), donde el ndice m se re ere a los posibles resultados de una medicion. Si es el estado cuantico de un sistema, la probabilidad de que ocurra m es

	p(m) = h jMmyMmj i
	(2.1)

	y el estado del sistema despues de la medicion es
	

	
	
	Mm
	(2.2)

	
	
	
	
	

	
	q
	
	
	

	
	
	h jMmyMmj i
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tambien se cumple que las probabilidades suman uno,

· X

	p(m) =
	h jMmyMmj i = 1
	(2.3)

	m
	m
	


De esta manera, los estados que fundamentan el recurso basico en el sistema modelo de la Computacion Cuantica basada en la medicion. En cualquier modelo, la implemencion consiste en la preparacion de un estado, despues por una secuencia ordenada de mediciones respecto a las bases arbitrarias de los qubits, donde cada una de las mediciones solo a uno de los qubits, por lo cual, la base en que se mide depende de los resultados dependen de mediciones previas, Cormick (2005).

2.1.3. Compuertas cuanticas

De la misma manera que en el computo clasico, en la electronica, tambien exis-ten circuitos que se realizan y llevan acabo los procesos de computo cuantico. Una compuerta Cuantica es una funcion que efectua un operador unitario en un grupo de qubits selectos por un cierto tiempo, Mungu a (2010).

Una caracter stica muy importante que presentan los circuitos cuanticos es su for-ma de hacer Computacion reversible. Para ver esto mas detallado, se considera un esquema donde el procesamiento de informacion se hace al interior del funcionamiento de una caja negra con igual conjunto de l neas de entrada y salida, esto es que por cada l nea de entrada hay una y solo una l nea de salida, la cual esta por default por su entrada. Sin embargo, las se~nales simplemente se propagan mediante la caja sin modi carse. En estas circunstancias, la salida no lleva mas informacion que la entrada. Si se conoce la salida, es posible calcular la entrada, por lo cual se dice que la computacion de este proceso es reversible.
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Compuerta CNOT de dos qubits.

Una de las Compuertas Cuanticas mas importantes es la CN OT , esta compuerta es de dos qubits; quiere decir que opera sobre dos qubits. El funcionamiento de la

CN OT es veri car el valor del primer qubit si este es 1 entonces invierte el valor del segundo qubit, Velez and Sicard (2000). Se dice que es una compuerta controlada, a partir de esta logica se puede generalizar para cualquier tipo de operador U, de modo que se tendr a cualquier operador controlado. Se puede decir que la CN OT es un ti-po de condicional estatico, ya que en Computacion Cuantica no se puede realizar un control de ujo como el que se conoce o esta acostumbrado a ver en la computacion clasica.

El funcionamiento de la CN OT con sus dos qubits de la siguiente manera: CN otjx; yi = jx; y xi, esto signi ca que la compuerta CN OT actua sobre los qubits x y y. Se

le llamar a x el qubit de control y a y el qubit objetivo, el funcionamiento de la compuerta es realizar un o exclusivo (si se evalua como logica booleana) o bien una suma modulo 2 (que es lo que denota ).

La matriz que representa a la compuerta Cuantica CN OT es:

	
	2
	
	
	3
	
	

	
	1
	0
	0
	0
	= 2I  0 3

	CN OT =
	60  1  0
	07
	

	
	60
	0
	0
	17
	0
	x

	
	6
	
	
	7
	4
	5

	
	6
	
	
	7
	
	

	
	60
	0
	1
	07
	
	

	
	6
	
	
	7
	
	

	
	4
	
	
	5
	
	


Se muestra algunos ejemplos:

CN otj0; 0i = j0; 0i

CN otj0; 1i = j0; 1i

CN otj1; 0i = j1; 1i

CN otj1; 1i = j1; 0i
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donde I es la identidad 2 2, 0 la matriz nula y x la matriz de Pauli que repre-senta la inversion, xj0i = j1i, xj1i = j0i. La accion de esta compuerta es similar a la de la compuerta clasica XOR (OR exclusivo) que tiene dos entradas binarias a y b y una salida a b. La compuerta XOR opera de acuerdo a la siguiente gura, donde se muestra la tabla de verdad de la suma binaria, esto mencionado en Abal (2007).

	
	0
	+
	0
	=
	0

	
	
	
	
	
	

	
	1
	+
	0
	=
	1

	
	
	
	
	
	

	
	0
	+
	1
	=
	1

	
	
	
	
	
	

	
	1
	+
	1
	=
	0

	
	
	
	
	
	


Cuadro 2.1: Tabla de Verdad de la Suma Binaria

Sin embargo, existen diferencias fundamentales entre estas compuertas. En primer lugar, la compuerta clasica XOR es una operacion irreversible: dada su salida a b, no se puede saber cuales eran los valores de entrada que le dieron origen. En cambio, dada la salida de la compuerta CN OT es inmediato saber cual fue la entrada: la compuerta CN OT es (como toda compuerta cuantica) reversible porque se preserva la informacion del canal de control, Molinas and Mart nez (2012).

En las
guras 2.1 y 2.2 se muestra como estan representadas esquematicamente

la accion de ambas compuertas. La otra gran diferencia entre los CN OT clasicos y cuanticos tiene que ver con el hecho de que la compuerta cuantica puede estar con-trolada por una superposicion j0i + j1i. Por otra parte, compuertas cuanticas que son un producto de compuertas de un qubit, como H 2, no afectan a las correlaciones cuanticas.

La compuerta CN OT es un ingrediente esencial de cualquier dispositivo de proce-
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samiento cuantico de informacion. Una compuerta CN OT mas el conjunto completo de compuertas de un qubit (por ejemplo, las matrices de Pauli y la identidad) confor-man un conjunto universal de compuertas. Es decir, una operacion unitaria arbitraria sobre n qubits se puede implementar en base a estas compuertas, Elguero and Alkorta (2015).
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transpose(a);
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Figura 2.1: Compuerta CNOT

[image: image9.jpg]Traza de Matriza

trace(a);
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Figura 2.2: Compuerta xor

Compuerta Cuantica de Hadamard de un Qubit.

	Esta compuerta opera sobre un solo qubit, se le asigna el estado base
	j
	0
	i
	a
	j0i+j1i

	
	
	
	
	
	2
	

	
	
	
	
	
	p
	
	

	y el j1i a
	j0i j1i
	, representa una rotacion de   sobre dos ejes x y z. Se representa

	
	
	p
	
	
	

	
	
	
	2
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mediante la matriz de Hadamard:

1

Hj0i = p (j0i + j1i) 2
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entonces,

	H = p
	2
	1
	1
	3

	1
	
	4
	
	
	5

	
	
	
	
	
	1
	

	2
	
	1
	
	


Como las
las de la matriz son ortogonales, H es una matriz unitaria.

Compuerta SWAP de dos o mas Qubits.

Una compuerta logica cuantica es un circuito cuantico basico que opera sobre un peque~no numero de qubits. Las compuertas logicas cuanticas son reversibles, al con-trario que muchas compuertas logicas clasicas. Las compuertas logicas cuanticas son representadas mediante matrices unitarias, Espinosa and Gomez (2012). Esto signi - ca que, las compuertas cuanticas pueden ser descritas por matrices 2 2 o 4 4 con las ortonormales.

El numero de qubits en la entrada y a la salida tienen que ser iguales. El resultado de la compuerta cuantica se halla multiplicando la matriz que representa la compuer-ta con el vector que interpreta el estado cuantico.

La compuerta cuantica SW AP se puede encontrar por el s mbolo que se muestra

en la siguiente tabla, donde tambien se muestra como se representa con su respectiva matriz:

2.1. CONCEPTOS GENERALES
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Figura 2.3: Compuerta SWAP
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Cap tulo 3

Simulacion de la compuerta

cuantica SWAP

Ahora con la era moderna de la computacion cuantica, se puede se~nalar que el computo cuantico tiene distintas caracter sticas; por ejemplo, cuando se lanza al aire una moneda, la computacion clasica permitira saber de que lado caer si tiene todos los datos acerca de la posicion y la velocidad de la moneda al salir de nuestra mano. Si no se tienen los datos, se dice que hay una probabilidad del 50 % de que caiga de un lado o 50 % de que caiga del otro lado. En cambio, la probabilidad en Computacion Cuantica es otra cosa, Garc a (2011).

Es as que durante los experimentos cuanticos no se puede predecir el resultado, solo la probabilidad de que ocurra cierto resultado. A pesar que, el qubit lleva una vida mucho mas productiva que un bit clasico, esto nalmente de ne la importancia de los sistemas cuanticos para la tecnolog a informatica y la tecnolog a en la compu-tacion. Es comodo imaginar al qubit como un vector, ya que para la mayor parte de las operaciones cuanticas son elaboradas por medio de vectores. El tama~no de este vector puede ser jo, pero puede apuntar en cualquier direccion, a diferencia del bit clasico, que solo puede apuntar, por ejemplo, hacia arriba y hacia abajo, Miranda (2007).
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Es por eso la importancia, el saber cuales son las atribuciones de la compuerta SWAP, as mismo en que afecta o bene cia si dicha compuerta es Herm tica o no lo es y si es reversible y por que debiera ser lo.

Por ejemplo, un electron con nado en cierto volumen puede ocupar al mismo tiempo muchas posiciones. Pero cuando uno trata de localizarlo con una medicion, el electron se mani esta en una sola posicion. La destruccion de los estados de super-posicion al interactuar un sistema cuantico con su entorno se llama decoherencia.

3.1. Decoherencia cuantica

La decoherencia cuantica es el fenomeno donde las part culas subatomicas que se comportan segun la ecuacion de Schrodinger. Esto quiere decir que se tienen las ca-racter sticas onda-part cula, forma cuerpos mas grandes que se comportan de acuerdo a las leyes de la F sica Clasica.

A diferencia de la F sica Clasica, la F sica Cuantica demuestra una gran cantidad de efectos que no se observan d a con d a, como la superposicion de distintos estados espaciales. De esta manera se deduce que tiene que haber un componente que pase de la f sica cuantica, de los atomos y las moleculas, a la f sica clasica donde todo se puede entender con mas facilidad.

Pero el f sico Erwin Schrodinger explica en el a~no 1935, la complejidad e interre-lacion cuantica y la superposicion de estados usando un experimento sencillo. En este caso lo que el f sico Schrodinger hizo fue modelar una caja cerrada y opaca donde me-tio un gato, una botella de gas venenoso, un atomo radioactivo con aproximadamente la mitad de probabilidades que se desintegrara y un aparato que, cuando se desintegre la part cula, romper a la botella, provocando la muerte del gato por envenenamiento.
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	3.2. ENTRELAZAMIENTO CUANTICO
	


Despues de que se registro la Decoherencia Cuantica, permitio ver como los foto-nes analizados pasaban de un estado cuantico de superposicion a un estado estable, siguiendo etapas intermedias. Esto es, siguiendo el ejemplo de Schr•odinger, es como si se hubiera fotogra ado el proceso mediante el cual el gato aparece vivo o muerto al mismo tiempo.

3.2. Entrelazamiento cuantico

El fenomeno entrelazamiento cuantico es la amplitud computacional de procesa-miento paralelo de la computacion cuantica, es muy incrementada por el procesa-miento fuertemente en paralelo, debido a una interaccion que ocurre durante algunas mollonesimas de segundo.

Debido a este fenomeno, dos part culas subatomicas, permanecen inevitablemente relacionadas entre si, si han sido generadas en un mismo proceso. Un ejemplo es, cuando se tiene la desintegracion de dos part culas (positron y un electron), estas dos part culas forman subsistemas que no pueden describirse separadamente, es as , cuando una de las dos part tulas sufre un cambio de estado, repercute en la otra. Esta caracter stica se desencadena cuando se realiza una medicion sobre una de las part culas, Vedral and Plenio (1998).

Tal vez una de las cosas que ha hecho a la F sica Cuantica tan atractiva para la mente popular, con cierta inclinacion a la espiritualidad, es que ha demostrado que el acto de observar un objeto afecta el estado de lo que se observa. Este efecto del observador se explica por la interaccion inevitable entre un instrumento y el fenomeno

que se observa. Por otra parte, el principio de indeterminacion de Heisenberg se~nala que la posicion y el momento de una part cula no pueden determinarse hasta que no es medida existe en un estado de superposicion, esta, por as decirlo, en todas partes
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antes de ser medida u observada, esto lo hace mencion.

3.3. Etapa de analisis (Demostracion matematica de los teoremas de tesis)

Teorema 1: La compuerta SWAP es Herm tica y unitaria.

SWAP es Herm tica si:

SW AP j01i = j10i

SW AP j10i = j01i
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Sj0i = j0i

Sj1i = j2i

Sj2i = j1i

Sj3i = j3i

S00 = h0jSj0i = h0j0i = 1

S01 = h1jSj0i = h1j0i = 0

S02 = h2jSj0i = h2j0i = 0

3.3. ETAPA DE ANALISIS (DEMOSTRACION MATEMATICA DE LOS TEOREMAS DE TESIS)

S03 = h3jSj0i = h0j0i = 0

S10 = h0jSj1i = h0j2i = 0

S11 = h1jSj1i = h1j2i = 0

S12 = h2jSj1i = h2j2i = 1

S13 = h3jSj1i = h3j2i = 0

S20 = h0jSj2i = h0j1i = 0

S21 = h1jSj2i = h1j1i = 1

S22 = h2jSj2i = h2j1i = 0

S23 = h3jSj2i = h3j1i = 0

S30 = h0jSj3i = h0j3i = 0

S31 = h1jSj3i = h1j3i = 0

S32 = h2jSj3i = h2j3i = 0

S33 = h3jSj3i = h3j3i = 1

Sustituyendo las posiciones de la matriz con los valores resultantes, se calcula que:
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Demostracion
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La compuerta SWAP es Herm tica puesto que si se le aplica el transpuesto com-

plejo conjugado sigue saliendo la misma matriz original que desde un principio se

conocio (compuerta SWAP original).

U es unitaria si: [[(UT )] ][U] = I

Demostracion

Entonces comprobando que SWAP es unitaria:
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Teorema 2: La compuerta SW AP no es Herm ta.

La SW AP representada como S (S barra) del art culo Wang (2001) dice que:
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	3.3. ETAPA DE ANALISIS (DEMOSTRACION MATEMATICA DE LOS TEOREMAS DE TESIS)
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Demostracion:

La simulacion de Wang (2001) no es Herm tica puesto que:
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Teorema 3: La compuerta SWAP conserva la concurrencia de j i y el entrelaza-

miento cuantico.

La compuerta SWAP conserva la concurrencia de j i y el entrelazamiento cuanti-

co.

j i = Aj00i + Bj01i + Cj10i + Dj11i

jAj2 + jBj2 + jCj2 + jDj2 = 1
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= Concurrencia de 2 qubits es:

= 2jAD
BCj

donde el entrelazamiento es:

p
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donde

z(y) =
ylog2y + (1
y)

Demostracion

SW AP j i = Aj00i + Bj10i + Cj01i + Dj11i

(SWAP j i) = 2jAD
BCj =  (j i)

SWAP j i = Aj00i + Bj10i + Cj01i + Dj11i

(SWAP j i) = 2jAD
BCj

(SWAP j i) = 2jAD
BCj =  (j i)
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Teorema 4: La compuerta SWAP no conserva la concurrencia de j'i, ni el entre-lazamiento cuantico. Puesto que:

3.3. ETAPA DE ANALISIS (DEMOSTRACION MATEMATICA DE LOS TEOREMAS DE TESIS)

j'i = Aj00i + Bj01i + Cj10i + Dj11i

jAj2 + jBj2 + jCj2 + jDj2 = 1

= Concurrencia de 2 qubits es:

= 2jAD
BCj

donde el entrelazamiento es:

p
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Demostracion

h(x) =
xlog2x + (1
x)

SW AP j'i = Aj00i + Bj10i + Cj01i + Dj11i

(SW AP j'i) = 2jAD
BCj =  (j'i)
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SW AP j'i = Aj00i + iBj10i + iCj01i + Dj11i

(SW AP j'i) = 2jAD i2BCj (SW AP j'i) = 2jAD + BCj =6 (j'i)
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Metodolog a

En esta seccion se presentaran las gra cas realizadas en Maple, en donde se trata de demostrar el tiempo de ejecucion de la compuerta cuantica SWAP para distintos valores.

Primero, en la gura que se muestra a acontinuacion se genera la primer matriz de 2x2 con la siguiente instruccion en Maple.
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Figura 3.1: Se genera un Matriz de 2x2

Despues, se genera el determinante con respecto a la Matriz a, con la siguiente instruccion en Maple:
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Figura 3.2: Se genera la instruccion Determinante

Enseguida se muestra la instruccion para generar la Transpuesta con respecto a
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la Matriz a en Maple:
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Figura 3.3: Se genera la instruccion Tanspuesta

Despues se ejecuta la siguiente instruccion en Maple para generar la Traza de la

Matriz a:
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in the transition hom the level i to a lowest atomic level . The lirst photon musl be emitied before than the sccond one
s0 they are both lime ordered (time-bin) and entangied. It is calculated that the concurrence of the two produced time-bin
photons as a funclion ol pq. py and the branching ratios ol the (wo (ransitions o —> r and (p — ). Il is [ound that the
two produced photons arc maximally entangled if the branching 1atios are greater than 80%. It is also found that certain
values of py, pp and the branching ratics preclude entangiement between the two produced photons Intervals of values
for py and py where the concurrence is laige enough and then two-qubit quantum informalion processing prolocols can

be optimally implemented are found.
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Sources of emission of a single pair of entangled photons has
been object of intense search in the past [1]. In the traditional
approach ot creation ol a pair of entangled photons known
as parametric down-conversation [1,2], it resulls a very
difficult task to produce exactly a single pair. The reason
of the above is that unavoidably it is generated a statistical
distribution of pairs of photons. In fact, if p is the probability
of creating a single pair through a given pump, there will
be a probability p? of creating two or more pairs through a
single pump pulse. Such an ellect would spoil the photonic
implementation ol basic quantam information processing
(QIP) protocols such as teleporlation [3,4] and (uantum
cryplography [5]. It results necessary then Lo have a source
of individual pairs of entangled photons where no more than
one pair is emitted. It is worth to point out that in Ref. [2]
a noticeable technique was proposed for producing a single
entangled photon pair where additional pairs ol pholons are
avoided. According with such an approach, the single pair
of emitted photons are correlated in time. while the second
photon is emitted in an interval of time later than the first
one. Such a method is called a Lime-bin entangled photon
pairs and was introduced originally in Refs. [6-9]. One of
the good advantages of the time-bin entanglement is that it
is a robustl form of optical quantum information [10,11].
Recently, it has been shown that time-bin entanglement
can also be used to purify the polarization entanglement
deterministically [12]. In order to implement the emission
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of a single time-bin cnlangled photon pair, two different
devices were proposed in [2]. One of them is an atom and the
other is a quantum dot, The present paper shall be [ocused in
the production of a ime-bin entangled photon pair through
an alom. At this stage. it is important to obscrve that in Ref.
[2] the quantity ol entanglement ol the single pair ol time-
bin photons was nol calculated trom the pertinence of the
present work. ILis important to observe that such a quantity
is crucial [or photonic Q1P protocols. In spile of the above,
it is absent in the discussion done in [2].

In the present paper, we calculated the concurrence as a
measure of bipartite entanglement between the two lirne-bin
photons. In order to do the above, we construct the overall
slate in terms of a two-qubit state in a finite Hilbert space
and atime-ordered (real valuated) function and calculate (he
respective Wootters? concurrence! for a general two-qubit
state [19]. We are assuming that the two photons are emitted
at two different times in such a way that the environment
does not store information about the time ol emission of the
two photons, all of this occur within the time of decoherence
ol the excited atom (T z,.). Itis also assumed that Ty, is a
very small quantity, that is, Ty, < 1. As a consequence of
the above. the primary structure of the generated stale is a
superposition of both photons that were emitted either at the
earlicr or later lime, that is, |carly)|carly) + [late)|late). The
later indicates the presence ol entanglement. As it has been
pointed out in Ref. [24, such kinds of states are appropriate
lor long-distance (ransmission in oplical libers because they





Figura 3.4: Se genera la instruccion Traza de la Matriz a

Siguiendo con la instrccion para ejecutar el Rango sobre la Matriz a en Maple:
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Figura 3.5: Se genera la instruccion Rango

Aqu se ejecuta la instruccion para encontrar los Valores Propios de la Matriz a en Maple:
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Figura 3.6: Se genera la instruccion para hallar los Valores Propios

3.3. ETAPA DE ANALISIS (DEMOSTRACION MATEMATICA DE LOS TEOREMAS DE TESIS)

Por ultimo con la instruccion de Vectores Propios se obtienen los valores de la

Matriz a en Maple:
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Figura 3.7: Se genera la instruccion para hallar los Vectores Propios

Primero, en la gura que se muestra a acontinuacion se genera la primer matriz de 3x3 con la siguiente instruccion en Maple.
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Figura 3.8: Se genera un Matriz de 3x3

Despues, se genera el determinante con respecto a la Matriz b, con la siguiente instruccion en Maple:
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Figura 3.9: Se genera la instruccion Determinante

Enseguida se muestra la instruccion para generar la Transpuesta con respecto a la Matriz b en Maple:
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	CAPITULO 3. SIMULACION DE LA COMPUERTA CUANTICA SWAP


[image: image38.jpg]Journal of Modern Optics

Figure2. The concurrence associated to the two produced time-bin entangled photons C(|)) of Equation (4) as a function of the branching
r4tios Br(g-»y) and Br(, »g) for a four different sels of probabilities {71, p} of promoting the level m (0 the level @ of Figure 1. The
maximal value of the concurrence is represented by the plane C = 1 in each of the four differcnt cases. The four different sets of two
probabilitics {py, py} are found in a random way. (The colour version of this figure is included in the online version of the journal.)




Figura 3.10: Se genera la instruccion Tanspuesta

Despues se ejecuta la siguiente instruccion en Maple para generar la Traza de la

Matriz b:
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Figura 3.11: Se genera la instruccion Traza de la Matriz b

Siguiendo con la instrccion para ejecutar el Rango sobre la Matriz b en Maple:
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Figura 3.12: Se genera la instruccion Rango

Aqu se ejecuta la instruccion b6 := eigenvals(b); para encontrar los Valores Pro-pios de la Matriz b en Maple:

[image: image41.jpg]




Figura 3.13: Se genera la instruccion para hallar los Valores Propios

3.3. ETAPA DE ANALISIS (DEMOSTRACION MATEMATICA DE LOS TEOREMAS DE TESIS)

Por ultimo con la instruccion b7 := eigenvects(b) de Vectores Propios donde se encuentran los valores de la Matriz b en Maple:
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of the probabilities. From Figure 3, we can sec that if we
want io produce a two time-bin entangled photons, il is
preferably the [ollowing range of values for the probabilities
0 < p; <0206 < p; <1,and 0 < py < |. For the
interval 0.2 < py < 0.6. there is no entanglement between
the two produced photons.

We have studied a photonic technique for producing a
couple of entangled photons In Figure 1, it is depicted
the proposed technology for producing the two photons.
Due to that, the process is time ordered in the sensc that
the transition from the lcvel o (o the level n must happen
before than the transition {rom the level 5 Lo the level g,
the technique is named time-bin entangled photons. The
system is initially prepared in the metastable slate s and
this is subjected to a two ditterent pulses that excite it to the
excited Tevel o with probabilitics py and pj, respectively.
It is worth to emphasize that in a previous approaches, it
was not taken into account the unwanted transition ¢ — f§
that has a nonzero probability of occurrence. Due to that
with such a transition it is produced just one pholon, then
the production ol two photons is {rustrated. Due to that,
the unwanted transition @ — B has nonzcro probability
of occurrence, this has to be taken into account; lor this
reason in the present approach, it is indeed considered its
contribution through the inclusion of the tolal decay rate
I[' within the branching ratios of Equation (4). We must
observe that the total decay rate is the sum of all the possible
different decay rates. With the above all of the contributions
coming [rom all possible transitions are taken into account
in the degree of entanglement of the two produced time-
bin entangled photons. W¢ note that the greater the con-




Figura 3.14: Se genera la instruccion para hallar los Vectores Propios

Primero, en la gura que se muestra a acontinuacion se genera la primer matriz de 4x4 con la siguiente instruccion en Maple.
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	CAPITULO 3. SIMULACION DE LA COMPUERTA CUANTICA SWAP
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Figura 3.15: Se genera un Matriz de 4x4

Despues, se genera el determinante con respecto a la Matriz c, con la siguiente instruccion en Maple:
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Figura 3.16: Se genera la instruccion Determinante

Enseguida se muestra la instruccion para generar la Transpuesta con respecto a la Matriz c en Maple:

[image: image45.jpg]Journal of Modern Optics
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Figura 3.17: Se genera la instruccion Tanspuesta

Despues se ejecuta la siguiente instruccion en Maple para generar la Traza de la

Matriz c:

3.3. ETAPA DE ANALISIS (DEMOSTRACION MATEMATICA DE LOS TEOREMAS DE TESIS)
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Figura 3.18: Se genera la instruccion Traza de la Matriz c

Siguiendo con la instrccion para ejecutar el Rango sobre la Matriz c en Maple:
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Figura 3.19: Se genera la instruccion Rango

Aqu se ejecuta la instruccion c6 := eigenvals(c); para encontrar los Valores Pro-pios de la Matriz c en Maple:
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Figura 3.20: Se genera la instruccion para hallar los Valores Propios

Por ultimo con la instruccion c7 := eigenvects(c) de Vectores Propios donde se encuentran los valores de la Matriz c en Maple:
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Figura 3.21: Se genera la instruccion para hallar los Vectores Propios

Resultados

En esta seccion se mostraran los teoremas obtenidos en el presente trabajo. La demostracion de los mismos sera en la seccion de analisis.

Teorema 1: La compuerta SWAP es Herm tica y unitaria.

Lo que signi ca este teorema es que la compuerta SWAP es reversible y por lo tanto tiene valores propios reales. Por lo cual, al ser herm tica la compuerta indica que al multiplicar el transpuesto complejo conjugado de la compuerta SWAP, tiene que dar como resultado la misma compuerta SWAP original.

Sin embargo, tambien es unitaria, puesto que multiplicando la matriz SWAP ori-ginal ya multiplicada por su transpuesto complejo conjugado, se vuelve a multiplicar por la misma matriz SWAP original, y que como resultado da la matriz identidad. Es decir:

([[(UT )] ][U] = I)
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Teorema 2: La compuerta SW AP no es Herm tica.


En este teorema se describe como resultado que la compuerta SW AP descrita en el art culo de Wang (2001), que se describe como SW AP (SWAP barra) para iden-ti car por separado a la abreviacion de la compuerta SWAP original y la compuerta

SW AP descrita por el Autor.
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En este caso la compuerta SW AP ya descrita anteriormente no es herm tica (no


es reversible) ya que cuando se multiplica la compuerta SW AP por su transpuesto complejo conjugado ([[SW AP ]T ] ) no arroja la compuerta SW AP como resultado nal. Esto quiere decir que da un resultados distinto por lo tanto no es reversible.


Teorema 3: La compuerta SWAP conserva la concurrencia de j i y el entrelaza-miento cuantico.

De este modo la compuerta SWAP conserva la concurrencia de dos qubits. La concurrencia es una medida el del entrelazamiento de formacion, por lo tanto esta es una cantidad basica para un buen y e ciente Procesamiento Cuantico de la Informa-cion. El anterior teorema muestra que la simulacion de la compuerta SWAP modi ca un adecuado y continuo Procesamiento Cuantico de la Informacion.

La concurrencia es una medida de entralazamiento de informacion en un sistema para dos qubits.


Teorema 4: La compuerta SWAP no conserva la concurrencia de j'i, ni el entre-lazamiento cuantico.

3.3. ETAPA DE ANALISIS (DEMOSTRACION MATEMATICA DE LOS TEOREMAS DE TESIS)

Conclusiones

1. La Compuerta SWAP es Unitaria y por lo tanto es reversible.

2. La Compuerta SWAP original conserva el entrelazamiento Cuantico de dos Qu-bits.

3. La simulacion de la Compuerta SWAP no es herm tica.

4. La simulacion de Wang (2001) de la compuerta SWAP es Unitaria.

5. La simulacion de Wang (2001) de la compuerta SWAP no conserva la concu-rrencia de los estados de dos Qubits.

6. La simulacion de Wang (2001) de la compuerta SWAP no conserva el entrela-zamiento Cuantico de los estados de dos Qubits.
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Recomendaciones, l neas abiertas o

trabajos a futuro

Hacer un estudio de cambio de concurrencia y entrelazamiento Cuantico por la simulacion de Wang (2001) de la Compuerta SWAP de N = 100 estados diferentes de dos Qubits determinados aleatoriamente, es decir, si:

j'i = Aj00i + Bj01i + Cj10i + Dj11i;

donde

A, B, C y D son numeros complejos elegidos aleatoriamente mediante la instruc-cion RAN DOM del software Maple que satisfacen a:

jAj2 + jBj2 + jCj2 + jDj2 = 1
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