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INTRODUCCION

La ciencia no lineal se encuentra en la frontera mas importante para
entender la naturaleza [1,2]. La interpenetracién de las principales ideas y
métodos que se utilizan en diferentes campos de la ciencia y la tecnologia
se ha convertido en uno de los factores decisivos en el progreso de la ciencia
en general. Entre los ejemplos m&s espectaculares de tal intercambio de
ideas y métodos tedricos para el andlisis de diversos fenémenos fisicos estd el
problema de la formacién de solitones.

Los solitones son ondas solitarias no lineales, auto-localizadas, robustas
y de larga vida. Ellos no se dispersan y preservan su identidad durante la
propagacién y después de una colisiéon. Surgen en cualquier sistema fisico
que posea tanto no linealidad como dispersién. El dia de hoy el concepto de
solitones proporciona un ejemplo notable en el que una solucién matemaética
abstracta ha producido un gran impacto en el mundo real de las altas tec-
nologias. Durante las 1iltimas décadas de su desarrollo, el concepto de solitén
ha reunido a matematicos y fisicos de diferentes dreas, en particular, de la
fisica de la materia condensada, atémica y de baja temperatura, 6ptica no
lineal, mecanica de fluidos y fisica de particulas.

Histéricamente, fue siete anos después de la prediccién tedrica de Hasegawa
y Tappert [3,4] que la transmisién de un solitén se demostré con éxito exper-
imentalmente en una fibra éptica por Mollenauer, Stolen y Gordon [5].

El concepto de solitén canénico se desarrollé para sistemas no lineales
y dispersivos que han sido auténomos (descritos por ecuaciones autonomas
con coeficientes de dispersion y no linealidad constantes ); es decir, el tiempo
solo ha desempenado el papel de la variable independiente y no ha aparecido
explicitamente en la ecuacién de evolucién no lineal [6-10]. De otro lado, los
sistemas fisicos no autonomos sometidos a algiin tipo de esfuerzo externo son
de gran interés porque son mucho mdas comunes y realistas, y no estén ideal-
izados como candénicos autéonomos. Tales situaciones podrian incluir golpes
repetidos a un solitén en medios no uniformes con gradientes de densidad
dependientes del tiempo. Estas situaciones son tipicas para experimentos
con solitones 6pticos temporales y espaciales, laseres de solitones e interrup-
tores de solitones ultrarrdpidos y puertas légicas. La formacién de solitones
de onda de materia en condensados de Bose-Einstein (BEC) ajustando mag-
néticamente la interaccién interatémica cerca de una resonancia de Feshbach
proporciona un buen ejemplo de un sistema no lineal no auténomo [11,12].



En términos generales, el concepto de solitones no auténomos se introdujo
para los sistemas no lineales y dispersivos dirigidos por modelos no lineales
no auténomos (de coeficientes variables) con potenciales externos que varian
en tiempo y espacio. Las soluciones de solitén para los modelos de ecuaciones
no lineales de Schrodinger (NLSE) con dispersién, no linealidad, ganancia o
absorcién variables y, en casos méds generales, sujetos a potenciales externos
que varian en tiempo y espacio, amplian sustancialmente el concepto de soli-
tones clésicos y lo generalizan a la abundancia de solitones no auténomos
que interactian eldsticamente y generalmente se mueven con amplitudes,
velocidades y espectros variables [13-18]. Se demostré que los solitones no
auténomos existen solo bajo ciertas condiciones, y las funciones de pardmet-
ros que describen dispersién variable, no linealidad, ganancia o absorcién y
potenciales externos no homogéneos no pueden elegirse independientemente:
ellos satisfacen a las leyes de adaptacion de solitones tanto a los potenciales
externos como a las variaciones de dispersiéon y no linealidad.

Hasta ahora, a diferencia de los solitones canénicos, se conocen muy
pocos detalles sobre la integrabilidad completa de los modelos no lineales no
auténomos distintos de la NLSE. Los solitones no auténomos son en cierto
modo diferentes de los solitones candnicos en los sistemas auténomos, y de
otras maneras iguales [13].

El concepto de solitén no auténomo se cultiva sobre la base de jerarquias
no espectrales de Ablowitz-Kaup-Newell-Segur (AKNS) [19] en el marco de la
transformacion de dispersién inversa [20-26] con pardmetro espectral variable
introducido por primera vez por Chen y Liu [27] para la NLSE, Hirota y Sat-
suma para la ecuacién de Korteweg-de Vries ( KdV) en medios no uniformes
[28].



1 CAPITULOI: CONCEPTOS GENERALES

1.1 Antecedentes historicos

El origen al moderno estudio de los solitones, comenzé con James Scott
Russell (1808-1882), un ingeniero civil y arquitecto naval escocés, tras la
observacion de una ola de traslacién hecho hace de casi dos siglos atrds [30].

En agosto de 1834, mientras realizaba experimentos para determinar el
disennio més eficiente para los barcos en un canal angosto cerca de Edimburgo,
descubrié un fenémeno que describié como la ola de la traslacién que lograba
avanzar varios kilémetros sin desvanecerse. En dindmica de fluidos, la ola
ahora se llama la onda solitaria de Russell. Scott Russell pasé un tiempo
haciendo investigaciones précticas y tedricas de estas ondas y noté algunas
de sus propiedades. Las ondas son estables y pueden viajar a distancias muy
grandes (las ondas normales tenderian a aplanarse, a inclinarse y a volcarse).
La velocidad depende del tamano de la ola y su ancho en la profundidad del
agua. A diferencia de las ondas lineales (normales), nunca se fusionarén, por
lo que una onda pequena es superada por una grande, en lugar de combinarse.
Si una ola es demasiado grande para la profundidad del agua, se divide en
dos, una grande y una pequena.

Esta observacion inspir6 a Russell a comenzar la investigacién experimen-
tal sistemdaticamente de las ondas superficiales en el agua, y en particular,
las ondas en aguas de baja profundidad.

Existen muiltiples modelos que describen la propagacién de estas ondas.
Ellos contienen términos dispersivos y no lineales. Entre estos modelos se
encuentra la famosa ecuacion de Korteweg-de Vries (KdV):

ou Ou  &u
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que describe exactamente la gran ola solitaria de la traslacion de Russell.

Los matematicos holandeses Diedereik Johannes Korteweg (1848-1941) y
su estudiante Gustav de Vries (1866-1934), hallaron esta ecuacién en 1895,
mientras buscaban una explicacién para el fenémeno observado por Rus-
sell. La ecuacién KdV permaneci6 casi olvidada hasta 1965, cuando Norman
Zabusky y Martin Kruskal [31] la re-descubrieron al examinar el fenémeno de
recurrencia descubierto por Fermi, Pasta y Ulam en 1955, mientras estudia-
ban la propagacién de calor en sélidos mediante un modelo unidimensional
sencillo.

=0, (1)



e Fig. 2. E. Fermi E., J. R. Pasta y S. M. Ulam.



Zabusky y Kruskal hallaron numéricamente que la ecuaciéon KdV describe
la propagacion de pulsos de distintas alturas y velocidades, que recuperan sus
formas y velocidades originales después de chocar entre si. Sorprendidos por
este comportamiento, Zabusky y Kruskal propusieron el nombre de “solitén”
para designar a estas curiosas ondas no lineales. El final griego "on" se utiliza
generalmente para nombrar las particulas elementales y la palabra solitén se
introdujo para hacer hincapié en la caracteristica mas notable de estas ondas:
propagar como particulas. Zabusky y Kruscal mencionaron otra propiedad
de los solitones, que los solitones después de un choque mantienen sus formas
y velocidades, dispersando eldsticamente por completo.

Dos anos después, Gardner, Greene, Kruskal y Miura (GGKM) [20] de-
sarrollarfan el nuevo método de la transformacién inversa del problema de
dispersién conocido en inglés como “inverse scattering transform” (IST). La
transformada de dispersién inversa (IST) permitia resolver el problema de
condiciones iniciales para la ecuacién KdV [20] y establecié el método para
resolver las ecuaciones diferenciales parciales no lineales en una forma bas-
tante general. En los anos siguientes se continué estudiando intensivamente
la ecuacion KdV, la cual pronto se convirtié en el prototipo de las ecuaciones
“soliténicas”.

El matemdtico estadounidense Peter Lax en 1968 [21] esencialmente gen-
eralizé las ideas de GGKM y formul6 la teorfa rigurosa matemadtica. Za-
kharov y Shabat en 1972 [22] mostraron que este método aplica para otras
ecuaciones de interés fisico, como la NLSE [22,23]. Utilizando estas ideas
Ablowitz , Kaup, Newel y Segur en 1973 [19] desarrollaron el método de con-
struccién de los pares de Lax para muchas ecuaciones no lineales de evolu-
cién, demostrando asf sus integrabilidades. Este método actualmente lleva
el nombre de sus autores, el esquema AKNS.

A causa de las caracteristicas especiales, el solitén cldsico se considerd
como un natural e ideal bit de datos. Soliténes 6pticos en fibras presentan
un hermoso ejemplo en el que un concepto matematico ha producido un gran
impacto en el mundo de tecnologias reales. [6-10].



Fig. 3. El miércoles 12 de julio de 1995, una reunién internacional
de cientificos fue testigo de una recreacién de la famosa “primera” ob-
servacion de un solitén (u onda solitaria) en el Canal de la Unidn, cerca
de Edinburgo, en 1834. Ellos asistian a una conferencia sobre las ondas
no lineales en fisica y biologia en la Universidad Heriot-Watt, cerca del
canal. El evento fue parte de una ceremonia para bautizar un nuevo
acueducto con el nombre de John Scott Russell, el cientifico escocés
que hizo la observacion original.



El uso de solitones 6pticos fue propuesto en 1973 por Akira Hasegawa
y Fred Tappert del laboratorio Bell de la empresa AT&T, para mejorar el
rendimiento de las transmisiones en las redes 6pticas de telecomunicaciones
[3,4]. En 1988 Linn Mollenauer y su equipo del mismo laboratorio transmi-
tieron solitones a méds de 4,000 km usando el efecto Raman (nombrado al
honor de un cientifico indio que describié una forma de amplificar las senales
en una fibra éptica). En 1991, también en el laboratorio Bell, un equipo
transmitié solitones a mas de 14,000 km utilizando amplificadores de erbio.
En 1998 Thierry Georges y su equipo del centro de investigacién y desarrollo
de France Telecom combinaron solitones de longitudes de ondas diferentes
para realizar una transmisién a razén superior al terabit por segundo (1012
bits / segundo). En 2001 los solitones encontraron una aplicacién practica
con el primer equipo de telecomunicaciones, que los utilizaba para transporte
de trafico real de sefales sobre una red comercial [32,33].

Los solitones surgen en cualquier sistema fisico que posea tanto la no
linealidad, como la dispersién. Asi, una variedad de fenémenos fisicos estd
modelada por las ecuaciones diferenciales no lineales, cuyas soluciones se
presentan por las ondas no lineales. Los soliténes han sido considerados
como las soluciones especiales que tienen la mayor importancia para toda
fisica de fenémenos no lineales. Gracias a las analogfas matemdticas, iguales
modelos matemdticos se aplican para diferentes sistemas fisicos a partir de
la hidrodindmica, fisica de bio-moléculas y plasma, hasta la 6ptica no lineal
y las ondas de materia en condensados de Bose-Einstein.
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1.2 La ecuacion de Schrédinger no lineal.

El modelo de ecuacién de Schrédinger no lineal

oY 10%) 2

i S e =0 @
es uno de los mds importantes y "universales" modelos no lineales de la cien-
cia moderna. NLSE aparece en muchas ramas de la fisica y las matematicas
aplicadas, incluida la teorfa de campos cudnticos no lineales, materia conden-
sada y fisica de plasma, 6ptica no lineal y electrénica cudntica, mecédnica de
fluidos, teorfa de la turbulencia y fase transiciones, bioffsica y formacién de
estrellas. La corriente del estado de la técnica en este campo muy activo se
revisa, por ejemplo, en [1,2,18]. Las soluciones mas conocidas de la NLSE son
los de ondas solitarias, o solitones. La caracteristica principal de estas ondas
localizadas es al interactuar con otros solitones en forma eldstica, ddandoles
una calidad "parecida a una particula". La teoria de los solitones de NLSE
fue desarrollado por primera vez en 1971 por Zakharov y Shabad [22,23].
Con los anos, ha habido muchas contribuciones significativas al desarrollo la
teorfa de solitones de la NLSE (ver, por ejemplo, [1,2,6-10] y referencias allf).
Después de la prediccién de la posibilidad de usar solitones en fibras 6pti-
cas y sus descubrimiento experimental [3-5], el dia de hoy, el solitén éptico
de la NLSE es considerado como un bit de datos ideal y como una impor-
tante alternativa para la proxima generacién de telecomunicacién 6ptica de
velocidades ultra répidas [6-10,32,33].

Esta famosa ecuacion se aplica ampliamente en la fisica del ldser y éptica
no lineal, y debido a la similitud intrinseca entre la NLSE y la ecuacién de
Gross-Pitaevskii (GPE) para el campo media en el modelo de Bose-Einstein
condensacion [34,35] se usa también en fisica atémica de temperaturas ultra
bajas. La NLSE se aplica también para descripciones matematicas de las
ondas del mar profundo en el océano [36,37]. En este sentido, ondas soli-
tarias en océano y ondas solitarias de materia en BEC son similares a los
solitones 6pticos. Esta analogia abre la posibilidad de estudiar diferentes sis-
temas no lineales en forma paralela y, debido a la evidente complejidad de los
experimentos con ondas de materia y ondas hidrodindmicas, ofrece notables
posibilidades en los estudios de estos sistemas realizando experimentos en los
sistemas 6pticos no lineales.
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1.3 Laintegrabilidad exacta de la ecuacién de Schrédinger
no lineal y el problema de dispersiéon inversa.

Uno de los alcances maés significativos en la teoria de ondas no lineales fue
el descubrimiento en 1967 del método exacto de integracién de la ecuacion
de Korteweg-de Vries (KdV). El descubrimiento de Gardner, Green, Kruscal
y Miura [20] concernié el comportamiento de ondas en plasma y resulté a
la creacién y el perfeccionamiento del método de solucién de las ecuaciones
no lineales de evolucién obteniendo el nombre de la Transformacién de Dis-
persién Inversa (IST). Gardner, Green, Kruscal y Miura probaron que las
soluciones de la ecuacion KdV exhiben un comportamiento tipo solitén.

Para responder a una pregunta principal: ;Cémo se puede determinar
si una ecuacién no lineal de evolucién es integrable o no? Gardner, Green,
Kruscal y Miura [20], P. Lax [21], y M. Ablowitz, D. Kaup, A. Newell, y H.
Segur (AKNS) [19] formularon un principio general de la asociacién de varias
ecuaciones de evolucion no lineales con operadores lineales.

En el trabajo de Ablowitz, Kaup, Newell y Segur [19], este principio en-
contré una forma muy ingeniosa y elegante que desde entonces se llama el es-
quema (jerarquia) AKNS. Hay un gran nimero de ecuaciones de evolucién no
lineales que presentan soluciones soliténicas, como la ecuacién de Korteweg-
de Vries, la ecuaciéon de Boussinesq, la ecuacién no lineal de Schrodinger
(NLSE), la ecuacién sin-Gordon, etc. Con cada de estas ecuaciones se puede
asociar una par de operadores matriciales diferenciales que se llaman los pares
de Lax, y desarrollar el esquema AKNS para probar su integracién exacta.
Si la ecuacién no lineal de evoluacién tiene las pares de Lax, se puede encon-
trar sus soluciones solitonicas aplicando diferentes métodos, como el IST, las
transformaciones de Bicklund, el método de Hirota, etc. [25,26].
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1.4 Los pares de Lax para la NLSE.

El fundamento del método del problema inverso utilizado en el modelo NLSE
se basa en la siguiente observacién importante: la NLSE (2) aparece como
el resultado de la condicién de la compatibilidad del siguiente sistema de
ecuaciones

a_'(/} ~

S L(z,t, \), (3)
o —
E - M(ﬂ?,t,)\)?ﬂ, (4)

donde
sty = (100 o)

es una funcién vectorial de x y t. Las matrices L y M son de 2 x 2 y satisfacen
a la condicién de compatibilidad del sistema (3) y (4)

OL O, (7,51 -0

ot ox (6)

El pardmetro A se llama pardmetro espectral y en caso general, puede tener
la dependencia del tiempo. o

La forma exacta de las matrices L y M, cuando el pardmetro espectral A
no depende del tiempo, fue determinada para diferentes ecuaciones diferen-
ciales de evolucién. Siguiendo el método AKNS, los escribimos en la siguiente

forma (2.0 A
~ —iN  q(x,t v B
L_<r(x,t) i )’ M_(C —A)’ (7)
donde ¢(z,t) y r(x,t) son potenciales que satisfacen a la NLSE.
Al sustituir (7) en (6) obtenemos:

~ =] qC — Br  —2qA — 2i\B
e {zmmuc rA— qC (8)

La sustitucién de la ecuacién (7) y (8) en la ecuacién matricial (6) toma
las ecuaciones para los elementos de la matriz M y los potenciales ¢(z,t) y
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r(x,t) :

0A

o, = 1C-Dr (9)
dg 0B .

a - on + 2qA + 2i\B (10)
or oC )

Usando un procedimiento estdndar para la investigacion del par de Lax rep-
resentamos las funciones A(z,t,\), B(z,t,\) y C(z,t,\) como polinomios
respecto a A

A = Ag+ AN+ AN+ ..
B = B+ Bi)\+ B\ + ...
C = Co+ O A+ o\ + .. (12)

Para obtener la NLSE, es suficiente considerar expansiones en (12) solamente
arriba del término cuadratico en A\. La ecuacién KdV es posible obtener
cuando el término ctbico sin término cuadrado se toma en cuenta en la ex-
pansioén de los elementos matriciales en el pardmetro espectral A. La ecuacion
de Hirota es obtenida cuando la expansién en el pardmetro espectral A se hace
hasta el término ctibico.

Para obtener la evolucion del sistema, las ecuaciones para las componentes
q(z,t) y r(x,t) del potencial, sustituiremos (12) en (9-11) igualando los coe-
ficientes de los mismos exponentes de A obtenemos finalmente las siguientes
ecuaciones:

940
ox
o4,
ox
94,
ox
0B,
ox
% = 2TA1+2Z'CO,

ox

TA2+i01 = 0,
qA2+ZBl = 0.

= QCO — B()T, (13)
= qu - B1r7
= 07

= —2qA1 — 2iBO7
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Las ecuaciones para las componentes del potencial ¢(z,t) y r(z,t) directa-
mente siguen de (9-11) y (12):

8q 830

E = a_ZL’ + 2(]140, (14)
or oC,
Utilizando las ecuaciones (13) obtenemos
1
Ay = §a2q7"a (16)
1 Oq
By = ——ay—
0 2a28x’
1 oOr
Co = —a9—
0 2(12 or
Bl = ian;
Ci = iras,
donde a5 es una constante. .
Finalmente escribimos la matriz M
1 2 1 .
- 202qT + aa\" =502, + iag\
M= < Tasr, +iras\  —iasqr — as\? ) (17)

Después de la reduccién aceptada en el metodo IST para la NLSE

15



1.5 Sistemas auténomos y no auténomos.

La clasificacién de sistemas dindmicos en auténomos y no auténomos se usa
cominmente en la ciencia para caracterizar diferentes situaciones fisicas en
las que, respectivamente, estd presente o ausente una fuerza motriz externa
dependiente del tiempo. El tratamiento matemadtico de un sistema de ecua-
ciones no auténomo es mucho mas complicado que el de un sistema auténomo
tradicional. Como ilustracién tipica, podemos mencionar tanto un péndulo
simple cuya longitud cambia con el tiempo como un oscilador Duffing no
lineal parametrizado [39].

El concepto de soliton clésico fue desarrollado para sistemas no lineales y
dispersivos que han sido auténomos; el tiempo sélo ha desempenado el papel
de la variable independiente y no ha aparecido explicitamente en la ecuacion
de evolucién no lineal. Sin embargo, sistemas fisicos pueden estar sometidos
a alguna forma de fuerza dependiente del tiempo, incluyendo la dispersion,
la no linealidad y potenciales externos dependientes del tiempo.

Histéricamente, Chen y Liu [27] fueron los primeros quienes en 1976 ex-
tendieron sustancialmente el concepto de solitones cldsicos al movimiento
acelerado de un solitén en un plasma linealmente no homogéneo. Se de-
scubrié que para el modelo de la NLSE con un potencial externo lineal,
el método de IST se puede generalizar permitiendo el pardmetro espectral
variable en el tiempo (TVSP), y como consecuencia de esto, los solitones
con velocidades que varfan en el tiempo (pero con amplitudes invariantes en
tiempo) y se dispersan eldsticamente se han predicho.

A partir del ano 2000, el método de IST con TVSP se desarrollé muy am-
pliamente y un nuevo tipo de solitones fue propuesto — solitones no auténomos

de la NLSE [13-18].
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e Fig. 4. Evolucién de un solitén de la NLSE (a) auténomo y (b) no
auténomo con amplitud inicial n, = 0.5 y la velocidad inicial ko = 0.
(b) La dispersion variable D(t) = exp(—cot). Con ¢q = 0.05.
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— (c,d) Comparacién de dindmica no lineal de dos solitones (mapa
de contorno): (c) canénicos y (d) no auténomos (el modelo con
la dispersién exponencial) con pardmetros: ¢g = 0.05, 15, = 0.5,
Moo = 1.9, la velocidad inicial kg1 2 = 0, ¥ o1 =z02 =0.

18



1.6 La ecuacion no lineal de Hirota.

En 1973 Hirota [40] consider6 la ecuacién

0 3 1 9%
z—q+za3 294 i6a nrik —+— My

2

« =0, 20
5 523 +aslgl” g (20)
donde las constantes reales «; satisfacen la condicién

10y = 003 (21)

que en la actualidad tiene el nombre de la condicién de Hirota.

Hirota demostré que la Ec. (20) tiene soluciones soliténicas y encontré
soluciones uno- y multisoliténicas aplicando el método que desarrollé.

Es posible demostrar que la Ec.(20) es completamente integrable usando
el método de Lax y el esquema de AKNS. Esto significa que el método AKNS
se aplica para la Ec. (20), si los elementos de la matriz M se presentan en
forma de serie en grados de A hasta los términos con A%,

La Ec. (20) atrajo mucha atencién en los ultimos afos en 6ptica no lineal,
porque la combinacién de la segunda y tercera derivadas permite considerar
la dindmica de los pulsos 6pticos ultracortos de duracién de femto-segundos.

En el siguiente capitulo estudiaremos la ecuacién de Hirota para los sis-
temas no auténomos y con potencial externo.
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2 CAPITULOIIL: LA INTEGRABILIDAD DE
LA ECUACION NO AUTONOMA DE HI-
ROTA .

2.1 La ecuacién no auténoma de Hirota y su par de
Lax.

Consideremos la modificacion no isoespectral del método AKNS, que permite
construir la ecuacién de Hirota con el pardmetro espectral A(T") dependiente
del tiempo. Iniciamos del problema de dispersién aplicando el método AKNS

U, =LU(x,t), U =MU(z,1), (22)

donde W(z,t) = {1y, 1,}" es la funcién compleja de 2 componentes y las
matrices £y M de (2 x 2) tienen componentes complejos

NI F (1) (o, 1)
L= < Fr (D) r(n,t) iA®) ) (23)

m-(a ) (24)

dependientes de los potenciales ¢(x,t) y r(x,t), y la funcién real arbitraria
F(t), donde v es una constante arbitraria.
Las ecuaciones no lineales integrables, aparecen como la condiciéon de

compatibilidad del sistema de las ecuaciones diferenciales lineales

L OM [ —~

=z M] — 0. 25

oot (25)
Los elementos de la matriz M se expanden por los grados del pardmetro
espectral A(t): M = Z',Zg M A*. La derivada del pardmetro espectral
A(t) = k(t) +in(t) aceptamos que es dependiente del tiempo

dA/dt = Xo (t), (26)

donde A (%) es una funcién variable en el tiempo.
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Resolviendo el sistema (25), encontramos los elementos matriciales A, B,
y C

A = —iAox + ag — ’LFQ7 1 (qTx T(Jz) (27)
1
+F27%qr +A (§a3F27q7“ + a1) + A%z + Aas,
1 9% 1 0 1
B = iF'{~ Jaygs +iza a—q <—a3F Tqr + al) q (28)
+A 4204 + + Aazq}
1 2 O a2q asqy,
1 0?r 1 0 1
C = iF"{—- 1%55 '2 8T <—6L3F 7qr—i—al) (29)
az Or
+A {—2538— + agr] + A2agr}.

También escribimos las ecuaciones de evolucién para los potenciales ¢(z,t) y

r(x,t) :

1 1
iqt = Z—lag [QIx:L" — 6F27qrqx] -+ iag |:_§Qxac + F2ﬁyq27”:| (30)
. F .
—(qpa1 — Z’thq + 2 (iag + Ao) g,
i, = Zag,rmm — §a3F Trqry, + §a2rm —tasFr%q (31)

F;
—Traay — i’yftr — [2Xox + 2iag] 7,

donde las funciones arbitrarias dependientes del tiempo aq (1) , a1 (T') , a2 (T) ,
y az (T) fueron introducidas dentro de las integraciones correspondientes.

Aplicando la redaccién aceptada en el método AKNS |, r = —¢*, podemos
reducir las Ecs. (30) y (31) de forma igual

. . : 1
qr + ZDSmez + 26G3 ’q’Q qx + _D2q:m: + G? ’q‘2 q

9
. F
+iq,V — [2 (=7 + Aow)] g = —wftq, (32)
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si las condiciones
* * * *
ag = —a5, a;=—aj, ay = —ay, az= —aj, (33)

)\0 — )\8, )\1:)\; )\2:)\;, F:F*

se cumplen. En este caso, las funciones imaginarias ao(7"), a1(T), a(7T)
y a3(T) pueden ser definidas de la siguiente manera:

ao(T) = iv(T), ax(T) =iV(T),
donde D3(T"), Do(T), V(T') y 7o(T') son funciones reales arbitrarias.

En la Ec. (32) introducimos la notaciéon Gy = F*'Dy y G3 = F*' D3 que
nos permita obtener la condiciéon de Hirota

GoDs3 = G3Ds. (35)

Usando esta notacién obtenemos
F  1W(Ds,Gs) _ 1W(Ds,Go)
TF T2 DGy 2 DyGy

donde W (D, G) = G;D — G D, es el Wronskiano.
Ahora la Ec. (32) presenta la ecuacion no autonéma de Hirota

(36)

. ) ) 1
vq¢ + ZDS(t)qgcmx + 26G3 |(1’2 qx + §D2sz + G? ’(J|2 q

+iq,V —Ul(x,t)q = il'(x,t)q, (37)
donde
Ulz,t) = =270(t) + 2Xo(t)x (38)
es el potencial externo lineal por x y

1W(Ds,Gs) — 1W (D, Go)

I'(t) = =
( ) 2 D3G3 2 D2G2

(39)
es el coeficiente de amplificaciéon o reduccion.
Usando las notaciones (33) reescribimos los elementos matriciales A, B,
y C
. . . o, L
A = —idow+ivg— Gs(0'qr — 90;) +i5Gz ol (40)
+il (2G3 |q|* + V) — iA*Dy — 4i D3 A,
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- [Gs(t) . oq* 1 _ 8¢ . )
Al D, (1) P8 (@ + 3D+ (2Gs gl + V) g (41)

—iA {zQDg% + ng} — 4iD3A?q},

C=-B"=1 D3 (t){ 2D3 8272 + §D2 O (42)
+i (=2D3F* |q|* = V) ¢" +iA {—2@3 %q + qu*] + 4iD3A%q*},
xr

Finalmente la representacién de Lax para el modelo de la ecuacién no
auténoma de Hirota tiene la forma

A [ AW G50 g, 1) "
Sr(x,t) iA()
y
ﬂ:(é b A>, (14)

donde los elementos matriciales A, B,y C se definen por Ecs. (40-42).
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2.2 La ecuaciéon no auténoma de Hirota sin coeficiente
de amplificacién

La ecuacién de Hirota (37) se pude escribir en la forma que no contenga el
término de amplificacién o reduccién

. . . 1 .
iQu+1D3(t) e +6R3 |g|° qx+§qum+R2 lq]> q+iq.V —Ul(z,t)g =0, (45)

{/OtF(T)dT} : (46)

si hacemos la transformacion

q(z,t) = Q(z,t)ex

Sustituyedo I'(%)

F(t) . _EW(D37G3) o _EW(D27G2)
a 2 D3G3 N 2 D2G2

1 /Dy Gy\ 1(Dy G

N 2 D3 Gg N 2 D2 GQ
en las ecuaciones (46) , podemos reescribir las ecuaciones (46) de la siguiente
manera

oot) = Q| P (49
R = DG
Ry(t) = Dg(t)gig%.
De la Ec. (47) se puede concluir que si (t) = 0 entonces
Ds(t) = apGsl(t), (49)

Dy(t) = apGa(t),
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es decir los coeficientes de dispersién y no linealidad son linealmente depen-
dientes.

Finalmente ecribimos la ecuacién no auténoma de Hirota con el potencial
lineal

Q1+ D5 (1)Quas + I6R5(1) QI Qu + 3 Da1)Qus + 1) Q1 @
20z = 7(0)Q = 150)

en la cual coeficientes de dispersién y no linealidad D5(t) y Rs(t), asi como
Ds(t) y Ro(t) son linealmente dependientes.
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3 CAPITULO III: SOLUCIONES SOLITONI-
CAS DE LA ECUACION NO AUTONOMA
DE HIROTA

3.1 Soluciones soliténicas de la ecuacién no auténoma
de Hirota con el potencial lineal

Obteniendo los elementos de las matrices del par de Lax (43,44), podemos
aplicar la transformacién de Bécklund y la relacién recurrente [17]

Qn(ﬂf,t) _ —anl(x,t) B 4\/% nnlinfl(x,ﬁ 5, (51)

1+ Fn,1($, t)

que conecta las soluciones de la Ec. (50) para (n — 1) y n solitones por
medio del pseudo-potencial T',,_; (z,t) = 1, (z, t) /1y (2, t) para la funcién de
dispersion ¥,,_(z,t) = (¥,95)7.

Suponiendo que Qg = 0 es la solucién particular de la Ec. (50), podemos
encontrar Q; calculando T'o(z, ¢)

Lo(z,t) = eXp{—QiAlx—l-Z/Ao(:r;,T)dT}
= exp{—ix,}exp{&}, (52)

donde
Ao(q = 0) = —iAiD, (t) — 4iDs (t) A3 (53)

y A1 = k1(t) +in,(t), la amplitud n, (¢) y la velocidad x1(t) son definidas por
la Ec. (26)

t

Alt) = Ao+ / Xo (T) dr, (54)
r(t) = /<;0+/>\0 (1) dr, (55)
mt) = ne (56)
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Aqui Ag = Ko + in, es el valor inicial del pardmetro espectral que define
la velocidad inicial k¢ y amplitud inicial 7,. Esta ecuacién muestra que la
amplitud del solitén se mantine constante y la velocidad depende del tiempo.

Entonces la solucion de la ecuaciéon no auténoma de Hirota de un solitén
brillante, tiene la forma

3(t)
3(t)

Q1(z,t) = 2n,(t) sech (€1 (z,t)] exp {—ixy(z,t)}; (57)

& (x,t) = 2am, () + 4 / m(7)[Daky +2D5 (362 —i2)ldr,  (58)
0

Xy (2, 1) = 2zk(t +2/ [Dy (k] — i) + 4D3kq (k] — 3n7)] d, (59)
0

Una solucién para dos solitones Q(z,t) es generada por la expresién
recurrente Eq. (51) usando la solucién de un solitén (57):

D(t) N (z,t)

R(t)D (z,t)’ (60)

QQ(I, t) = 4

donde el numerador N (z,t) viene dado por
N = ncosh&yexp (—ixy) (61)
x[(k2 = k1)* + 2iny(kz — k1) tanh & + (0} — 13)]

+1y cosh §; exp (—ixs)
x[(Kg — k1)® — 2iny (k2 — k1) tanh &, — (0] — 3],

y el denominador D (z,t) es representado por
D = cosh(&; +&) [(k2 — k1)* + (12 —m)] (62)

+cosh(&; — &) [(Féz — r1)? + (ny + 771)2]
—4mny cos (Xo — X1)

donde n,(z,t), ki(x,t), &(x,t) y x;(z,t) con i = 1y 2 son definidos por Ecs.
(58) v (59) reemplazando el sufijo ‘1’ por el sufijo ‘i’
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3.2 Ejemplos de las soluciones de la ecuacién no auténoma
de Hirota con el potencial lineal

Encotraremos las soluciones de la ecuacién no auténoma de Hirota con el po-
tencial lineal Ec. (50) en el caso especial cuando: \g(t) = A y los pardmet-
ros de dispersién y no linealidad Ds(t) = Dag, Ro(t) = Rao, D3(t) = D3,
Rs3(t) = Rsp son constantes.

Entonces, las Egs. (58) y (59) ahora obtienen la forma:

&i(x,t) = 2ng{(z — x0) + 2t [Dagkior + 2D30 (3k3y —mpy)]  (63)
+/\0 (DQO + 12D30/€01) t2 + 4D30)\3t3},

X1 (2, 1) = 2 (ko1 + Aot) (2 — o) (64)
+ 2t [DQO (:‘igl — n(%l) + 4DS‘;OKOI (’%31 - 37781)]
+ 2Xot? [ Dagkor + 6D30 (Ko — 1) ]

2
+ /\(2]t3 <§D20 + 8D30l€01) + 2D30)\gt4.
La solucién para un solitén se escribe

q(z,t) = 2770(D30/R30)1/2sech§(:n, t)exp [—ix(z,t)], (65)

mientras que la solucién para dos solitones se escribe con Ecs. (60-62) con

() = N (66)
l€i<t) = Ii0i+/\0t (67)

El argumento y la fase se definen por Egs. (63) y (64) con el cambio de indice
1 a indice 7 = 1, 2.
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Para comparar la dindmica de los solitones de la NLSE y de la ecuacion
de Hirota vamos a analizar Ec. (63) que representa el argumento de secante
hiperbdlico en la solucién del solitén. Cuando la velocidad inicial es cero,
ko = 0, la Ec. (63) es

&1z, t) = 2y [(x — m9) — 4Dsompyt + Ao Daot® + 4DsoAJt?] . (68)
En la NLSE la trayectoria de solitones es una parabola

él(l’, t) = 27}01 [(.I — l’o) -+ /\0D20t2} > (69)

la cual para los valores de \¢ negativos (es un potencial atractivo) se inclina
a la derechaen v — ooy t — o0.

En el caso de la ecuacién de Hirota, la trayectoria se transforma a una
curva de tercer grado por tiempo (Ec. (68)), tal que el tltimo término
4D30)\(2)t3 determina el comportamiento del solitén en tiempos grandes, aprox-
imadamente ¢t > Day/(4 D30 |Aol)-
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e Fig. 5. Comparacién de la dindmica no lineal de un solitén en el
potencial lineal (a) de la NLSE y (b) de la ecuacién de Hirota. Los
pardmetros son: \g = —0.1, n, = 0.75, la velocidad inicial kg = 0.
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En Figuras 6 y 7 comparamos la dindmica de dos solitones auténomos
(Ao = 0) y no auténomos (Ao = —0.1) de la NLSE de diferentes amplitudes y
las velocidades iniciales opuestas. Observamos la interaccién eldstica de los
dos solitones, los cuales despues de interactuar, continuaron su movimiento
con las amplitudes y velocidadaes iniciales.

0 o) 10 15 20 25 30
X

e Fig. 6. La dindmica de dos solitones auténomos de la NLSE con
amplitudes iniciales 1y, = 0.75 y 1y, = 0.25 y las velocidades iniciales
ko1 = —0.5 y ko2 = 0.5.(a) La vista espacial, (b) curvas de nivel.
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X

Fig. 7. La dindmica de dos solitones no auténomos de la NLSE en el
potencia lineal con el pardmetro \y = —0.1. Amplitudes iniciales 17y, =
0.75 y n9e = 0.25 y las velocidades iniciales kg1 = —0.5 y kg2 = 0.5.son
los mismos como en Fig. 5. (a) La vista espacial, (b) curvas de nivel.
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Una propiedad especial de la ecuacién de Hirota es que sus soluciones
solitonicas simpre se mueven indepedientemente del valor inicial de la veloci-
dad. De la Ec. (68) se puede observar que la velocidad del soliton en el caso
Mo = 0 no es cero, sino igual a V' = —4D3n?,. Es decir, que las velocidades
de los solitones de la ecuaciéon de Hirota, dependen de sus amplitudes.

La Figura 8 muestra la dindmica de dos solitones con las velocidades
iniciales cero, localizados inicialmente en la misma posicién (en el punto de
interaccién) que se dispersan y mueven con las velocidades proporcionales a
cuadrados de sus amplitudes.
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e Fig. 8. La dindmica de dos solitones auténomos de la ecuacién de
Hirota con amplitudes iniciales 7y, = 1.0 y 1y, = 0.5 y las velocidades
iniciales igual a cero kg1 = kg2 = 0. (a) Vista espacial, (b) Curvas de
nivel.
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En la siguiente figura ilustramos la dindmica de dos solitones de la ecuacién
de Hirota en el potencial lineal con el pardmetro A\g = —0.1. Observamos
que en su primera parte de la trayectoria, es parecida a la misma de la
NLSE (Fig. 7), pero para un tiempo bastante grande, aproximadamente
t > Day/(4D30 | No|) la direcci,6n del movimiento se cambia a la opuesta.

S = N W ~ U0 O

0 10 20 30 40
X

e Fig. 9. La dindmica de dos solitones no auténomos de la ecuacién de
Hirota en el potencia lineal con el pardmetro \y = —0.1. Amplitudes
iniciales 79, = 0.75 y 19, = 0.25 y las velocidades iniciales ko = —0.5
y ko2 = 0.5. son los mismos como en Fig. 7. (a) La vista espacial, (b)
curvas de nivel.
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3.3 Los estados ligados de los solitones de la ecuacién
de Hirota

La NLSE tiene una solucién especial de dos solitones, que se llama "breather"
y es el estado ligado de dos solitones. Los solitones con la velocidad cero
ko1 = ko2 = 0, localizados inicialmente en la misma posicién x = 10, forman
estado ligado periédico que se ilustra en Fig. 10.

Fig. 10. La dindmica de "breather". El estado ligado de dos solitones
auténomos de la NLSE con las velocidades iniciales kq; = koo = 0 y situados
inicialmente en el mismo punto espacial o = 10, (a) Con amplitudes iniciales
No1 = 0.75 y 19 = 0.25 (b) con amplitudes iniciales 75, = 1.5 y 1y, = 0.5.
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La ecuacion de Hirota también tiene los estados ligados tipo "breather"
que se definen por las siguientes condiciones:

n = Pns, (70)

2Ds0 (P? — 1) m3 = Dag (k1 — K2) + 6D3g (k] — K3) (71)

las cuales relacionan las amplitudes y las velocidades iniciales de dos solitones
[43], donde P es un nimero real.

Las ecuaciones (70,71) se obtienen al suponer que los argumentos (63) de
dos solitones (con Ao = 0) son linealmente dependientes: &, (x,t) = P&,(x,t).

La Figara 11 ilustra las soluciones tipo "breather" de la ecuacién de Hirota
con las amplitudes iguales n; = 7, = 0.3, y las velocidades calculadas de
acuerdo a laEc. (71): Ky = —0.467 , ko = 0.3 (Fig, 11 (a)); Y las velocidades
arbitrarias (por ejemplo, k; = 0.30 , k3 = 0.25), y amplitudes n, = 0.725 ,
1y = 0.484, calculadas en concordancia con Ec. (71).
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0 10 20

Fig. 11. Las soluciones tipo "breather" de la ecuacién de Hirota.
Los parametros son: (a) 7, = 1, = 0.3,y velocidades r; = —0.467
, ko = 0.3; (b) k1 = 0.30 , ke = 0.25, y amplitudes n; = 0.725 ,
ny = 0.484, calculadas en concordancia con las Ecs. (70,71). Vistas
espaciales (arriba) y las curvas de nivel (abajo).
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Igualmenete, existe un "breather" de la ecuacién de Hirota que no cambia
su posicién inicial y se llama "breather" estacionario, el cual surge si las
amplitudes y las velocidades de los dos solitones satisfacen la ecuacion:

1
D30 (7’]2 - 3/4312) = §D20Hi, (72)

i
donde 7 = 1, 2.

En Figura 12 (a) se ilustra un "breather" estacionario de la ecuacién
de Hirota que esta formado por dos solitones con las velocidades iniciales

arbitrarias (por ejemplo, k1 = 0.25 y ko = —0.20) y las amplitudas calculadas
usando Ec. (72).

| (a)
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e Fig. 12. Las soluciones tipo "breather" estacionario de la ecuacién de
Hirota. Los pardmetros son: (a) k1 = 0.25 y ko = —0.20, y amplitudes
n, = 0.648 y n, = 0.56, calculadas con Ec. (72). (b) k1 = 0.3, ke =
—0.384, (0 k1 = —0.468, Ky = 0.217), calculados en concordancia con
Ecs. (72). La vistas espaciales (arriba) y las curvas de nivel (abajo).
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4 Conclusiones

En el presente trabajo nos enfocamos en el estudio y trato de los solitones,
definiendo a estos mismos, como una onda solitaria no lineal, cuya propiedad,
es que al propagarse por un medio no lineal, preservan asintéticamente su
forma y su velocidad en interacciones con otros solitones.

Esta propiedad de "propagarse sin deformarse", los hacen ideales para
transmitir informacién a grandes distancias en medios no lineales, como en
la fibra 6ptica. Fue interesante observar que los solitones surgen como una
combinacién arménica de tendencias que, por si solas serian destructivas (la
dispersién y la no linealidad). Estos procesos fundamentales que gobier-
nan el comportamiento de los solitones (un proceso dispersivo, que tiende
a ensanchar los pulsos, y un proceso no lineal, que tiende a modificar de
manera continua la frecuencia de la ondas que conforman el pulso) por sf
solos, cada uno de estos procesos tiende a deteriorar la calidad de los pulsos.
Sin embargo, al combinarse, parecen cancelarse mutuamente, alcanzando un
equilibrio.

Vale la pena mencionar que este proceso de no lineal no tiene a simple
vista la apariencia de ser un proceso contrario al proceso dispersivo, ya que
su efecto no es adelgazar a los pulsos, sin embargo fue una sorpresa que estos
dos procesos se equilibren entre si. A si pues, el observar que dos procesos
que por si solos serfan destructivos pueden armonizarse para producir una
entidad estable, es una sorpresa del como funciona la naturaleza.

La existencia de los solitones, tiene como “fundamento” el que son solu-
ciones de ecuaciones diferenciales de ondas no lineales. Entre ellas las ex-
puestas en este trabajo, como fue la ecuacién de Korteweg-de Vries (KdV),
la ecuacién no lineal de Schrodinger (NLSE) y La ecuacién No lineal de
Hirota.

La ecuacién de Schrodinger no lineal (NLSE), es uno de los méds im-
portantes y "universales" modelos no lineales de la ciencia moderna. Las
soluciones més conocidas de la NLSE son los de solitones. Notemos por un
lado que la caracteristica principal de estas ondas localizadas, es que al in-
teractuar con otros solitones lo hacen de una forma eldstica, ddndoles en este
aspecto una calidad "parecida a una particula", y por otro lado podemos ob-
servar que, a diferencia de lo que ocurre con los cuerpos rigidos, varias ondas
si pueden pasar simultdneamente por el mismo punto, al mismo tiempo.

El descubrimiento de Gardner, Green, Kruscal y Miura del método ex-
acto de integracién de la ecuacién de Korteweg-de Vries (KdV), resulté a la
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creacion y al perfeccionamiento de las soluciones de las ecuaciones no lineales
de evolucién obteniendo el nombre de la Transformacién de Dispersién In-
versa (IST) (Gardner, Green, Kruscal y Miura probaron que las soluciones
de la ecuacién KdV exhiben un comportamiento tipo solitén).

Entonces para contestar a la pregunta ; Cémo saber si una ecuacién no lin-
eal de evolucién es integrable o no?, Ablowitz, Kaup, Newell y Segur (AKNS)
notaron que, se podia asociar una par de operadores matriciales diferenciales
que se llaman los pares de Lax, y desarrollar el esquema AKNS para probar
su integracion exacta. Es decir, si la ecuacion no lineal de evolucién tiene los
pares de Lax, se puede encontrar sus soluciones solitonicas aplicando difer-
entes métodos, como por ejemplo el IST, las transformaciones de Bécklund,
o el método de Hirota.

En nuestro caso, se reprodujeron los cdlculos necesarios para la obtencién
de la formulacién del Método Generalizado de Par de Lax. De esta manera se
demostré la existencia de los pares de Lax que permitieron obtener la NLSE,
aplicando la reduccién aceptada en el método IST. Y por consiguiente, se
demostré que el modelo generalizado de la NLSE resulto ser integrable desde
el punto de vista del método del IST.

Se demostré que la ecuacién no auténoma de Hirota es completamente
integrable, esto usando el método de Lax y el esquema de AKNS. Llegando
a la representacion de Lax para el modelo de la ecuacién no auténoma de
Hirota. Y de nuevo realizando los cédlculos necesarios, escribimos la ecuacion
de Hirota de tal manera que no contuviera el término de amplificacién o
reduccién. De donde nos pudimos percatar que los coeficientes de dispersion
y no linealidad (Ds(t) y Rs(t), asi como Ds(t) y Ra(t)), son linealmente
dependientes. Asi finalmente escribimos la ecuacién no auténoma de Hirota
con el potencial lineal.

43



Exactamente, obteniendo los elementos matriciales del par de Lax, apli-
camos la transformacién de Bicklund y la relaciéon recurrente que conecta
las soluciones de la ecuacién no auténoma de Hirota con el potencial lin-
eal para (n — 1) y n solitones por medio del pseudo-potencial T',,_;(z,t) =
(2, t) /1y (x,t) para la funcién de dispersion W, _;(x,t) = (,1,)7. Y al
suponer que (g = 0 es la solucién particular de la ecuacién no auténoma
de Hirota, encontramos )y calculando I'g(x,t). (Encontrando asi la solucién
de la ecuacién no auténoma de Hirota de un solitén brillante). De igual
forma, la solucién para dos solitones Qs(x,t) fue generada por la expresion
recurrente Eq. (51) usando la solucién de un solitén.

Se expuso una solucién especial de la ecuacién no auténoma de Hirota
con el potencial lineal, cuando \o(t) = Ao y los pardmetros de dispersién y
no linealidad Dy(t) = Dsqg, Ro(t) = Rao, D3(t) = Dso, R3(t) = R3p fueron
constantes, (obteniendo asf la solucién para un solitén, y también mostramos
la solucién para dos solitones).

Finalmente, se analizaron algunas comparaciones graficas y fisicas entre
solitones, como fue:

a) La dindmica de los solitones de la NLSE y de la Ec. de Hirota.

b) La dindmica de dos solitones auténomos.

¢) La dindmica de dos solitones no auténomos.

d) El estado ligado de dos solitones auténomos de la NLSE (breather).

e) La dindmica de dos solitones de la ecuacién de Hirota en el potencial
lineal.

f) El estado ligado tipo "breather" de la ecuacién de Hirota.

g) El estado ligado tipo "breather" estacionario de la ecuacién de Hirota.

De la dindmica de los solitones de la NLSE y de la ecuacién de Hirota, es
importante mencionar que en la NLSE la trayectoria de solitones fue descrita
por una pardbola en la cual, para los valores de \y negativos (es un potencial
atractivo) se inclina a la derecha en x — oo y t — oco. Mientras que en el caso
de la Ec. de Hirota, la trayectoria se transforma a una curva de tercer grado
por tiempo, tal que el dltimo término 4D3q /\(2)153 determina el comportamiento
del solitén en tiempos grandes, aproximadamente ¢ > Dag/(4 D30 |Ao|) -

De la dindmica de dos solitones auténomos (A\g = 0) y no auténomos
(Ao = —0.1) de la NLSE de diferentes amplitudes y las velocidades iniciales
opuestas, pudimos observar la interaccién eldstica de los dos solitones, los
cuales después de interactuar, continuaron su movimiento con sus amplitudes
y velocidades iniciales.

Estudiamos el estado ligado de dos solitones auténomos de la NLSE
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(el "breather") y pudimos observar que es una solucién con oscilaciones
periddicas. Igualmente, mostramos las soluciones ligados de dos solitones
para la ecuacién de Hirota auténomo que también tiene estados ligados tipo
"breather" en las condiciones especiales.

Se estudié la dindmica de dos solitones de la ecuacién de Hirota en el
potencial lineal con el pardmetro A\g = —0.1. Se observé que al inicio la
trayectoria, es parecida a la misma de la NLSE, pero para un tiempo bastante
grande, aproximadamente t > Dqgy/(4D3q |Ao|) la direccién del movimiento se
cambia a la opuesta.

El estado ligado tipo "breather" de la ecuacién de Hirota, pudo ser
definido por las condiciones (70,71), las cuales se obtuvieron al suponer que
los argumentos (63) de dos solitones son linealmente dependientes. Y el es-
tado ligado tipo "breather" estacionario de la ecuacién de Hirota, no cambia
su posicion inicial, el cual surge si las amplitudes y las velocidades de los dos

1

solitones satisfacen la ecuacion: Dy (97 — 3k7) = 5 Dok

45



References

1]

2]

[10]
[11]

[12]

J. A. Krumhansl, “Unity in the science of physics,” Physics Today, 44,
33, 1991.

P. L. Christiansen, M. P. Sorensen, A. C. Scott, “Nonlinear science at the
dawn of the 21st century,” Lecture Notes in Physics, Springer, Berlin.

A. Hasegawa, F. Tappert, “Transmission of stationary nonlinear optical
pulses in dispersive dielectric fibers. I. Anomalous dispersion,” Appl.
Phys. Lett., 23, 142, 1973.

A. Hasegawa, F. Tappert, “Transmission of stationary nonlinear optical
pulses in dispersive dielectric fibers. II. Normal dispersion,” Appl. Phys.
Lett. 23, 171, 1973.

L. F. Mollenauer, R. H. Stolen, J. P. Gordon, “Experimental observation
of picosecond pulse narrowing and solitons in optical fibers,”, Phys. Rev.
Lett. 45, 1095, 1980.

A. Hasegawa, Optical Solitons in Fibers, Springer-Verlag, 1989.

E. M. Dianov, P. V. Mamyshev, A. M. Prokhorov, V. N. Serkin, Non-
linear Effects in Optical Fibers, Harwood Academic Publ., New York,
1989.

J. R. Taylor, Optical solitons - theory and experiment, Cambridge Univ,
1992.

A. Hasegawa, Y. Kodama, Solitons in Optical Communications, Oxford
University Press, 1995.

G. P. Agrawal, Nonlinear Fiber Optics, 3rd ed., Academic Press, 2001.

V. N. Serkin, A. Hasegawa, T. L. Belyaeva, “Nonautonomous matter-
wave solitons near the Feshbach resonance,” Phys. Rev. A, 81, 023610,
2010.

Z.Y.Sun, Y. T. Gao, X. Yu, Y. Liu, “Amplification of nonautonomous
solitons in the Bose-Einstein condensates and nonlinear optics,” Euro-
phys. Lett., 93, 40004, 2011.

46



[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

V. N. Serkin, A. Hasegawa, “Novel soliton solutions of the nonlinear
Schrodinger equation model,” Phys. Rev. Lett., 85, 4502, 2000.

V. N. Serkin, T. L. Belyaeva, “High-energy optical Schrédinger solitons,”
JETP Lett., 74, 573, 2001.

V. N. Serkin, T. L. Belyaeva, “The Lax representation in the problem
of soliton management,” Quant. Electron., 31, 1007, 2001.

V. N. Serkin, A. Hasegawa, T. L. Belyaeva, “Nonautonomous solitons
in external potentials,” Phys. Rev. Lett., 98, 074102, 2007.

V. N. Serkin, A. Hasegawa, T. L. Belyaeva, “Solitary waves in nonau-

tonomous nonlinear and dispersive systems: nonautonomous solitons,”
J. Modern Optics, 57, 1456, 2010.

T. L. Belyaeva, V. N. Serkin, "Nonautonomous Solitons: Applications
from Nonlinear Optics to BEC and Hydrodynamics", in Hydrodynamics
III, H. E. Shulz (Ed.) ISBN 978-953-307-893-9, InThec (2011).

M. J. Ablowitz, D. J. Kaup, A. C. Newell, H. Segur, “Nonlinear evolution
equations of physical significance,” Phys. Rev. Lett., 31, 125, 1973.

C. S. Gardner, J. M. Greene, M. D. Kruskal, R. M. Miura, “Method
for solving the Korteweg-deVries equation", Phys. Rev. Lett., 19, 1095,
1967.

P. D. Lax, “Integrals of nonlinear equations of evolution and solitary
waves", Commun. Pure and Applied Math., 21, 467, 1968.

V. E. Zakharov, A. B. Shabat, “Exact theory of two-dimensional self-
focusing and one-dimensional self-modulation of waves in nonlinear me-
dia,” JETP, 34, 62, 1972.

V. E. Zakharov, A. B. Shabat, “Interaction between solitons in a stable
medium,” JETP, 37, 823, 1973.

F. Calogero, A. Degasperis, Spectral transform and solitons: tools to
solve and investigate monlinear evolution equations, Amsterdam, Else-
vier Science Ltd, 1982.

47



[25]

[26]

[27]

[28]

[29]

[30]

[31]
[32]

33]

[38]

M. Ablowitz, H. Segur, Solitons and the inverse scattering transform,
STAM, 1981.

M. J. Ablowitz, P. A. Clarkson, Solitons, nonlinear evolution equations
and inverse scattering, Cambridge, 1991.

H. H. Chen, C. S. Liu, “Solitons in nonuniform media,” Phys. Rev. Lett.,
37, 693, 1976.

R. Hirota, J. Satsuma, “N-soliton solutions of the K-dV equation with
loss and nonuniformity terms,” J. Phys. Soc. Japan Lett., 41, 2141, 1976.

F. Calogero, A. Degasperis, “Coupled nonlinear evolution equations
solvable via the inverse spectral transform, and solitons that come back:
the boomeron,” Lett. Nuovo Cimento, 16, 425, 1976.

https://en.wikipedia.org/wiki/John Scott Russell
N. J. Zabusky and M. D. Kruskal, Phys. Rev. Leet. 15 (1965) 240.

A. Hasegawa, Massive WDM and TDM Soliton Transmission Systems,
Kluwer Academic Publishers, Boston, 2000.

A. Hasegawa, M. Matsumoto, Optical Solitons in Fibers, 3rd Edition,
Springer-Verlag, Berlin, 2003.

L. P. Pitaevskii, Sov. Phys.-JETP 13, 451 (1961).
E. P. Gross, Nuovo Cimento 20, (1961) 454.

D. H. Peregrine, “Water waves, nonlinear Schrodinger equations and
their solutions”, Austral. Math. Soc. Ser. B Vol.25, 16-43.

C. Kharif, E. Pelinovsky, A. Slunyaev, Rogue Waves in the Ocean
(Springer-Verlag, 2009); E. Bryant, Tsunami: the underrated hazard,
Springer, 2008; S. Murata, F. Imamura, K. Ktoh, Tsunami: To Survive
from Tsunami, World Scientific, 2009.

D. E. Pelinovsky, Localization in Periodic Potentials: From Schrédinger
Operators to the Gross-Pitaevskii Equation, Cambridge University Press,
2011.

48



[39] A. H. Nayfeh, B. Balachandran, Applied Nonlinear Dynamics, Wiley-
VCH Verlag GmbH & Co. KGaA, Weinheim.

[40] R. Hirota, “Exact envelope-soliton solutions of a nonlinear wave equa-
tion”, J. Math. Phys. 14, 805-809 (1973).

[41] N.N. Akhmediev, A. Ankiewicz, Solitons. Nonlinear Pulses and Beams,
Charman and Hall: London, 1997.

[42] http://www.esa.int/esaCP/SEMOKQL26WD index 0.html

[43] V.N. Serkin, T.L. Belyaeva, “Do N-soliton breathers exist for the Hirota
equation models?”, Optik 173, 44-52 (2018).

49



